
Test z matematiky – 26.2.2020

Vypočtěte integrál
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Řešeńı: Integrovanou funkci rozlož́ıme na parciálńı zlomky
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Najdětete řešeńı Cauchyovy úlohy

x′1 = x1 + 2x2 , x′2 = 3x1 − 4x2 , x1(0) = 3 , x2(0) = 5 .

Řešeńı: Jedná se o homogenńı soustavu dvou lineárńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho

řádu x′ = Ax, kde A =

(
1 2
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)
. Jej́ı charakteristická rovnice
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= λ2 + 3λ− 10 = 0 ,

má řešeńı λ1 = 2 a λ2 = −5. Těmto vlastńım č́ısl̊um matice A odpov́ıdaj́ı vlastńı vektory

λ1 = −2 −→ v1 =
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, λ2 = −5 −→ v2 =

(
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.

Tedy soustava má dvě lineárně nezávislá řešeńı x1 = e2tv1 a x2 = e−5tv2. Obecné řešeńı
uvedené soustavy proto je

x = C1x1 + C2x2 , tj.
x1 = 2C1e

2t + C2e
−5t ,

x2 = C1e
2t − 3C2e

−5t ,

kde C1 a C2 jsou konstanty. Pro ty źıskáme z počátečńıch podmı́nek rovnice

2C1 + C2 = 3 , C1 − 3C2 = 5 , tj. C1 = 2 , C2 = −1 .

Řešeńı Cauchyovy úlohy tedy je

x1(t) = 4e2t − e−5t , x2(t) = 2e2t + 3e−5t .

Najděte nejdeľśı sečnu elipsy x2 + 3y2 = 12, která procháźı bodem [0;−2].
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Řešeńı: Necht’ je [x; y] 6= [0;−2] bod elipsy, tj. plat́ı x2 + 3y3 = 12. Vzdálenost tohoto
bodu ob vrcholu [0;−2] je d =

√
x2 + (y + 2)2. Když dosad́ıme za x2 dostaneme úlohu

naj́ıt maximum funkce

d(y) =
√

16 + 4y − 2y2 na intervalu − 2 ≤ y ≤ 2 .

Tato funkce může mı́t extrem v bodě, kde

d′(y) =
2− 2y√

16 + 4y − 2y2
= 0 , tj. y = 1 .

Protože d(−2) = 0, d(2) = 4 a d(1) = 3
√

2 > 4, nastává maximum pro y = 1.
Hledané body tedy jsou [3; 1] nebo [−3; 1].
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