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OPTIMALNI ROZLOZENI DOPRAVNICH TOKU NA DOPRAVNI SIiTI

Toméas Trasak’

V tomto ¢lanku je uvedena citace metody pro eficientni rozloZeni dopravnich tokt na dopravni si-
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pis charakteru silni¢ni dopravni sité. Délka fronty ¢ekajicich vozidel na hrané silni¢ni dopravni si-
té. UrCeni doby prijezdu hran silni¢ni dopravni sité.
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Uvod

V dopravni praxi (logistice) se ¢asto vyskytuji problémy, které vedou na obecny problém ty-
pu: Mame premistit dany pocet dopravnich kompletii po dané dopravni siti tak, aby naklady
na premisténi a zaroveii doba piemisténi byly nejmensi mozné. ReSeni tohoto problému je
ruzné podle konkrétni situace. Pokud je propustnost usekii sit¢ vétsi nez pocet dopravnich
kompletii, které mame premistit, pak pouzijeme algoritmus pro nalezeni nejkratsi cesty gra-
fem z pramene do Gsti. Po nalezené cesté provezeme dany pocet dopravnich kompleti.

Pokud propustnost nalezené cesty (nejmensi propustnost ze vSech propustnosti na dané cest¢)
je mensi nez pocet dopravnich kompletl, které mame piemistit, pak musime volit algoritmus,
ktery optimalné rozlozi dopravni tok po celé dopravni siti.

Matematické modelovani prace dopravnich systémi mutze byt z hlediska vstupnich tokd do-
pravnich jednotek deterministické nebo stochastické. Zelezniéni dopravni systémy pro svoji
organizovanost umoziuji vyuZzit deterministickych metod. Silni¢ni dopravni systémy vykazuji
vetsi miru neurcitosti vstupniho toku a pro simulaci nebo optimalizaci je nutné volit nékterou
ze stochastickych metod.

Pro optimalizaci dopravnich systémt je vypracovana metoda pro eficientni rozlozeni doprav-
nich tokl v dopravni siti. Pomoci této metody dokazeme rozlozit dopravni tok jedné relace na
dopravni sit’ tak, aby byly minimalni jak ndklady na prajezd, tak celkova doba prijezdu touto
siti. Citace z této metody je uvedena v prvni kapitole.

Tato metoda vyzaduje propustnost jednotlivych hran dopravni sit¢ rovnu konstanté, je tedy
deterministickym modelem. Propustnost hran v Zelezni¢ni dopravni siti (disponibilni propust-
nost) se stanovi jako rozdil maximalni intenzity (tzv. plného grafikonu) a intenzity (tzv. reali-
zovaného grafikonu). Vysledkem je tedy konstanta rovna poctu vlaki, které mohou jesté pro-
jet danou hranou aniz by byla piekrocena kapacita traté. I kdyz je realizovany grafikon kazdy
den jiny, mizeme pii minimalnich rozdilech v realizovanych grafikonech pouzit ve vypoctech
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jeden z téchto realizovanych grafikonti. Dal§i moZnosti je vyuzit této metody na operativni
urovni rozhodovani pfi tvorbé dennich plant, kdy zname piedpokladany grafikon
v probihajicim nebo nasledujicim dni.

Zatim dosud neni metoda pro optimalizaci dopravnich tokt v silni¢ni siti dopravniho systému.
Vstupni tok do silni¢ni dopravni sit€ je z podstaty svobody rozhodnuti ucastnikii silnicniho
provozu stochasticka veli¢ina.

Metoda pro eficientni rozloZeni dopravnich toka’

Mame zadanou dopravni sit’ jako mnozinu uzli U a hran H a jejich ohodnoceni. VSechny uzly
u; € U jsou ohodnoceny kapacitou uzlu ¢; (mnoZstvi vlaki, které v ném mohou byt na jednot-
ku ¢asu — 1 den — odstaveny) a cenou za odstaveni jedné vlakové jednotky za ¢asovou jednot-
ku (1 den) a;. Viechny hrany h'’ € H jsou ohodnoceny kapacitou hrany ¢ (pouZitelnou pro-
pustnosti), tj. poCtem vlakovych jednotek, které mohou byt pfemistény po této hrané
za Casovou jednotku (1 den), cenou za prijezd jedné vlakové jednotky po této hrané a® a
dobou prijjezdu danou hranou (délkou hrany v ¢asovych jednotkach) d.

Viechny hrany h'’ € H uvazujeme jako uzaviené tseky véetns jejich po¢ateéniho a konco-
vého uzlu a tedy pouZitelnd propustnost obéma piilehlymi uzly u; a u; je vétSi nebo rovna po-
uZitelné propustnosti hrany h” a v cené za prijjezd hranou h" je zapodtena i cena za prijezd
pfilehlymi uzly u; a u;.

Ptedpokladejme, ze ohodnoceni hran a uzll je po celou dobu dopravy vSech vlakovych jedno-
tek z pramene do usti konstantni.

Pro kazdy uzel u; € U oznaéme jako ;I indexovou mnozinu vSech uzli u; € U (pfedchidci
uzlu u;), pro které existuji hrany h™, n € I a jako I; indexovou mnozinu viech uzli u € U
(naslednikd uzlu u;), pro které existuji hrany h™, k € I;.

Cil ilohy

Mame dopravit dany pocet vlakovych jednotek (v) po dané dopravni siti (pfes uzly ze zadané
mnoziny U a po hranach z mnoziny H) z pramene uo do Usti u, v ¢ase mensSim nebo rovném

T, pti¢emz v8echny vlakové jednotky musi opustit vychozi uzel za dobu Q (Q = T). Doprav-
nim tokem nazveme proménnou veli¢inu x;j(t), kterd oznacuje mnozstvi vlakovych jednotek,
které byly premistény z uzlu u; do uzlu uj po hrang h™ ve dni t. Proménna t znaci konec kaz-
dého dne dopravy.

Dopravni toky danou siti jsou omezeny omezujicimi podminkami, které tvofi omezeni
na kapacitu hran a uzIa.

Cilem ulohy je vybrat takovy tok danou dopravni siti ze vSech moznych, aby cena
za premisténi v vlakovych jednotek z pramene do Usti byla minimalni a soucasné, aby doba
prijezdu siti byla minimalni.

Omezujici podminky

Povahu dopravni sité vyjadiime pomoci omezeni pro dopravni toky xi(t) ve dnit (1 =t = T)
po dané dopravni siti, u; € U, k € I;. Dopravni toky xix(t) musi spliiovat nasledujici podminky:

? Citace metody, Grygarova, L.: Dopravni problém, nepublikovana vyzkumna prace, Praha, 1999 (k dispozici na
katedte logistiky a dopravnich procest, FD CVUT)
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a) Omezeni na kapacitu hrany h®
Dopravni tok kazdou hranou musi byt mensi nebo roven kapacité hrany.

0<x, (t)<c™, (kel,, t=1,..,Q)
0<x,(t)<c™, (i=1,..,P-1,kel, t=1,..,T).
b) Omezeni na kapacituuzluy; (i=1,...,P-1)
Pro kazdy priichozi uzel (uzly sit€ mimo zdroje a usti) musi byt pocet odstavenych
vlakl v kazdém dni mensi nebo roven kapacité uzlu pficemz na konci posledniho dne

musi byt vS§echny vlakové jednotky v poslednim uzlu (tsti). Jinymi slovy na konci po-
sledniho dne nesmi zlstat v Zadném uzlu mimo posledniho odstavené vlaky.

OSE(ZXH(S)-ink(s)]éc;,(ﬁl,...,P-1,t=1,...,T-1),

s=1\le I kel
pficemz
T
Z[th(s)- ink(s)Jzo, (i=1,...P-1).
s=1\le I kel;

¢) Omezeni pro vychozi uzel (pramen) uy
Vsechny vlakové jednotky musi opustit vychozi uzel do doby Q.

inOk(t)=v.

t=1kel,

d) Omezeni pro dopravni toky
Kazdy dopravni tok mlize nabyvat pouze kladnych hodnot.
x, (t)>0(i=1,..,P-1,kel, t=1,..,T),

Xy (1)20(kel,, t=1,..,Q)

Tyto omezujici podminky popisuji mnozinu piipustnych feseni daného problému. Oznaéme ji
M.

Cilové funkce

Cilem tulohy je minimalizovat naklady a Cas pifemisténi. Zavedeme tedy dvé cilové funkce
nakladovou a ¢asovou. Ob¢ tyto funkce jsou linedrni. Proménné jsou dopravni toky ptes jed-
notlivé hrany v jednotlivych dnech.

Naékladovéa funkce je tvofena souétem cen za prijezd hranami h"’, cen za prijjezd hranami
vychézejicimi z vychoziho uzlu h'®, cen za odstaveni vlakovych jednotek v uzlech ui, cen za
odstaveni vlakovych jednotek ve vychozim uzlu uy a cen za odstaveni vlakovych jednotek
v poslednim uzlu u,. Soucty jsou tvofeny pies vSechny hrany resp. uzly a pfes vSechny dny
dopravy (z vychoziho uzlu se vyjizdi do doby Q). Cena za priijezd hranou h” ve dni t je vy-
jadena jako sougin ceny za prijezd jedné vlakové jednotky a®’ a dopravniho toku touto hra-
nou x;j(t). Cena za odstaveni vlakovych jednotek v uzlu u; ve dni t je vyjadiena jako soucin
ceny za odstaveni jedné vlakové jednotky a; a poc¢tu vlakovych jednotek, které zlstanou od-
staveny v uzlu déle nez jeden den (v uzlu mohou také zlstat odstavené vlakové jednotky
z ptedchozich dni). Ve vychozim uzlu jsou na pocatku piepravy pfistavené vlakové jednotky,
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t=1i=1jel;

| @1v-30- x%(t)}ap S0 a0

t=1 kel,

Casova cilova funkce je tvofena souétem dob prijezd jednotlivymi hranami h®
v jednotlivych dnech t (z vychoziho uzlu se vyjiZdi do dne Q). Doba priljezdu hranou ve dni t
je vyjadiena jako sougin doby prijezdu jedné vlakové jednotky d¥ a dopravniho toku touto
hranou xj(t).

Q
f, = 3 i DA x (1) + ) dD x

t=1i=1jel; t=1jel,

ReSeni vicekriteridlni ilohy

Hleddme minimum nékladové a ¢asové cilové funkce na mnozing ptipustnych feseni M. Tuto
ulohu vicekriteridlniho programovani pievedeme na ulohu jednoparametrického programova-
ni rrll\}n {(l - 7»)f1 + sz}, A € (0, 1) a vyfeSime Simplexovou metodou. Hodnota parametru pted-
stavuje Véhu jednotliV}'Ich funkci Pro kaidy interval hodnoty parametru dostaneme j iné eﬁci—
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nalkadl nez doby prijezdu.

Silni¢ni dopravni sit’

Propustnost dopravnich komunikaci je maximalni mnozstvi vozidel (dopravnich kompleti),
které mohou projet danou komunikaci za jednotku ¢asu (den, hodinu). Je dana technickymi
parametry dopravni komunikace tedy predevsim konstrukéni rychlosti a poctem jizdnich pru-
ht. Na této komunikaci je realizovan dopravni provoz jinymi slovy pohyb dopravnich pro-
stiedktll. Tento provoz vytvaii dopravni proud, ktery je charakterizovan svoji rychlosti a inten-
zitou (poctem vozidel, ktera projedou méfené misto za jednotku ¢asu). Maximalni intenzita
dopravniho proudu na dané komunikaci by se teoreticky mohla rovnat propustnosti komuni-
kace. To by platilo pouze v ptipad¢, ze vozidla mohou po opusténi této komunikace neome-
zen¢ pokracovat ve svém pohybu.

V realné dopravni siti silnicnich komunikaci mize nastat a také nastava situace Ze propustnost
nasledného useku ke zkoumanému useku je mensi nez propustnost zkoumaného useku. To je
naptiklad situace, kdy déalnice se dvéma jizdnimi pruhy v jednom sméru se zizi do jednoho
jizdniho pruhu. Déle je to piipad kfizovatky, kdy se dvé komunikace sbihaji v jednu. Déle je
to svételna kiizovatka, kde propustnost je omezena dobou zdkazu jizdy (dobou Cervené) a tak
podobné.

Pro ucastnika silni¢niho provozu, ktery se chystéd projet silni¢ni sit’ mezi danymi misty, vSak
neni diilezita propustnost jednotlivych useki, jakozto maximalni intenzita, ale dostupna inten-
zita. Dostupnd intenzita je rozdil mezi maximalni intenzitou a intenzitou dopravniho proudu
v dobé, kdy bude ucastnik dany usek sité projizdét. Nenulova dostupna intenzita dava moz-
nost prijezdu, nulova dostupnéd intenzita oznacuje stav, kdy dand komunikace je pln¢ obsaze-
na vozidly. Z toho plynou dva zékladni stavy systému: obsazeno/volno.
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Uzly silni¢ni dopravni sité predstavuji kiizovatky. Pro jednoduchost predpokladejme kiizeni
dvou komunikaci, provoz je fizen svételnym signalizacnim zafizenim se signalnim planem
1/2 periody volno pro jednu komunikaci a 1/2 periody pro druhou. Do libovolné hrany mohou

vstupovat komplety po celou dobu periody T ale vystupovat z této hrany pouze po dobu polo-
viny periody 1/2 T (obr. 1.). To mé za nasledek, Ze se komplety v hran¢ snaze hromadi (tvofi

se fronty) nez opoustéji tuto hranu

2. kfizovatka

1. kiizovatka

12T 12T )

Obr. 1.: Schéma dvou ptilehlych ktizovatek
Pro kazdou hrang h silni¢ni dopravni sité existuje jiny pribéh vstupniho xys"(t) a vystupni-
ho vast(”)(t) toku v Case (obr 2). Vstupni resp. vystupni tok je intenzita dopravniho proudu

méfend na vstupu resp. vystupu hrany v poctu kompletd za jednotku ¢asu
Vystup z hrany h” za dobu t

Vstup do hrany h? za dobu t
Y (0= j X, (s) ds
0

Y& ()= j D (s) ds
0
v poctu komplet.

v poctu kompleta.

Délka fronty
Délka fronty F¥(t) (uréena poétem &ekajicich vozidel) na hrang h™ v &ase t je uréena jako

rozdil vstupu a vystupu do hrany \ poétu kompleti
t
FO(t)= Y2 (t)- Y (t) = I W(s)ds - I 0.(5)ds = [ (x(s) - x,(5))as
0 0 0
Zména délky fronty na hrané h™ v &ase t je uréena jako rozdil vstupniho a vystupniho toku

dF(t) _ (i)

dt = Xvit(t)_xv-}l'/st(t)
Doba prijjezdu d¥(t) hranou h™ v &ase t je uréena jako souéet zdrzeni zptisobeného Gekanim
ve fronté vozidel a dobou priijezdu této hrany bez fronty. Zdrzeni zptisobené ¢ekanim ve fron-

t& je urceno jako podil délky fronty a vystupniho toku
t

d(u)( ) F(ij)(t) +d = “1 j‘ (U)( )dS ”1 Ix(ij,) (S)ds L d®
XS;)SI (t) 0 XS;)st (t) d Xust XS;])St (t) ) vyst 0
t
(U) j sjs: S,Uy)st )) ds + dgl)
vyst 0
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Vstupni tok je ndhodné veliina zdvisla na Case. Na obrazcich je zobrazena stfedni hodnota
nahodné veli¢iny v zavislosti na ¢ase. Jak vstupni tak vystupni tok lze na jednotlivych hra-
nach méfit (telematika) a jednotlivé naméiené prubehy statisticky zpracovavat.

Pro kazdou hranu existuje jiny prabéh vstupniho a vystupniho toku v Case, coz ddva moznost
vyuzit k jizd¢ hranu s mensi frontou v danou dobu.

Xyst Xygst
Xysi(t)
—— ™ xug®)
0 > 0 —> t
Obr. 2.: Zavislost vstupniho a vystupniho toku na Case
Zavér

Intenzita dopravy na silni¢ni komunikaci neni neomezend, ale mé svou hranici a tou je kapaci-
ta nejuzsiho mista komunikace. Pokud je intenzita na vstupu vétsi nez kapacita izkého mista,
tvoii se pred timto mistem fronty vozidel. Délka fronty zavisi na vstupnim toku (intenzitg),
kapacita komunikace je dana konstrukénim provedenim komunikace a mize se ménit
v zé&vislosti na povétrnostnich podminkach, viditelnost, technickém stavu apod. Rychlost roz-

pousténi fronty je dana kapacitou uzkého mista. (Cim uZsi je toto misto tim delsi doba roz-
pousténi fronty.)

Pro optimalizaci dopravnich tokti v silni¢ni dopravni siti mizeme formulovat tuto tlohu:
Mame piemistit dany pocet dopravnich kompletli v mezi dv€ma misty silni¢ni dopravni sité
pies uzly ze zadané mnoziny U a po hranach z mnoZziny H tak, aby doba pfemisténi byla nej-
mensi mozna a zarovei naklady na premisténi byly nejmensi mozné.

Dopravni sit’ je definovana jako ohodnoceny orientovany graf. Ohodnoceny jsou hrany vstup-
nim tokem a naklady na prtijjezd hranou. Vstupni tok x je ndhodnd veli¢ina. Naklady na pri-
jezd hranou r jsou urceny jako konstanta pro kazdou hranu.

Reseni tilohy vede na vicekriterialni optimalizaéni (ilohu. Mame dvé cilové funkce, Easovou a
nakladovou. Proménné piedstavuji pocet sledovanych dopravnich komplett y, které projedou
hranou h. VSechny komplety musi opustit vychozi uzel a ve vSech uzlech mimo pramene a
usti musi byt splnéna rovnost vstupu a vystupu.

V dalsi praci je nutné nalézt vhodnou metodu pro vyfeSeni této tlohy. ProtoZze doba prijezdu
hranami dopravni sité je funkci casu nelze pouzit metodu linearniho programovani.
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