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Užití dynamického programování v problémech dopravy

Antonín Tuzar*
Anotace: Příspěvek upozorňuje na rozmanité možnosti využití Bellmanova principu optimality v úlohách z oblasti dopravy a obsahuje ukázky řešení úloh, které mohou být východiskem k řešení složitějších praktických problémů

1. Úvod

Cílem tohoto příspěvku je upozornit na možnost využití metod dynamického programování v mnohakrokových rozhodovacích procesech z oblasti dopravy.

Metoda dynamického programování byla poprvé uveřejněna americkým matematikem Richardem Bellmanem v monografii vydané Rand Corporation v r. 1953 na základě výzkumů započatých v r. 1949 a širší popularitu získala po vydání knihy „Dynamic Programming“ téhož autora nakladatelstvím Princetonské univerzity v r. 1957. Po ní následovala řada prací, článků i monografií, ve kterých byly ukázány široké možnosti využití nového přístupu k nejrůznějším úlohám diskrétní i spojité optimalizace. ((1(,(2(,(3().

2. Metoda dynamického programování

Dostatečně širokou třídu úloh, na niž chceme ilustrovat užití metody dynamického programování, lze popsat takto: Proces je popsán transformací T (p,q), která daný systém na základě rozhodnutí q převede ze stavu p  do stavu:


p, = T (p,q)
(1)

Budeme předpokládat, že proces proběhne v n krocích v tom smyslu, že postupným přijetím rozhodnutí q
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 EMBED Equation.3  [image: image9.wmf]) i=1,…n
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Kvalitu procesu budeme posuzovat podle kriteria:
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kde pro určitost za optimální průběh budeme považovat takový, pro který je dosaženo maxima výrazu (3). Ten je ve skutečnosti funkcí n proměnných q1 …….qn, pokud p1 jsou dány rovnostmi (2).

Omezíme se dále na případy,  pro které kriterium (3) je tvaru:


F =g(
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Metoda dynamického programování pro nalezení maxima funkce (4) za podmínek (2), pokud qi mohou nabývat jen konečně mnoho hodnot a pokud funkce g(p,q) je konečná pro konečné hodnoty p a  q , spočívá na následující myšlence: Místo řešení jedné úlohy nalezení vázaného extrému funkce (4) s vazbami (2), se zadanými p1  a n a  s předepsanou množinou hodnoty (q) vnoříme tuto úlohu do souboru úloh maximalizace pro různá n. Přesněji, vytvoříme posloupnost


(fn(p1)(,n = 1,2….. funkcí

fn(p1) = 
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf])
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kde první člen f1 (p1) lze určit poměrně snadno jako obyčejný extrém funkce jedné proměnné


f1(p1) = 
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Druhý člen v hranaté závorce je roven optimální hodnotě kriteria n-1 krokového procesu s počátečním stavem p2. Označíme-li jej fn-1(p2), dostáváme rekurentní vztah


fn(p1) = 
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fn(p1) = 
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Získaná rovnost (6) vyjadřuje vztah mezi členy posloupnosti (fk (p1)( pro k=1
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n. Tento výsledek jsme odvodili pro kriterium ve tvaru (3). Platí však obecně pro procesy, které mají  Markovovu vlastnost užitím následujícího fundamentálního principu, který vyjadřuje nutnou a postačující podmínku optimality.

Bellmanův princip optimality:

Optimální rozhodování má tu vlastnost, že nezávisle na počátečním stavu a počátečním rozhodnutí musí následující rozhodnutí být optimální vzhledem  k stavu, který je výsledkem prvního rozhodnutí.

Bellmanův princip, jehož správnost lze snadno dokázat sporem, představuje důležitý podklad pro odvození podmínek optimality a to jak pro diskrétní procesy, tak i pro procesy probíhající spojitě v čase.

Jeho užití je tedy velmi široké, jeho obsah snadno pamatuje např. ve stručném znění „Každý koncový úsek optimální trajektorie je optimální“, které nebudeme podrobněji vysvětlovat. Poznamenejme jen, že je třeba jisté opatrnosti a že domněnka, že každý úsek optimální trajektorie je optimální, může svést nesprávným závěrům. Např. běžec, který chce určitou vzdálenost, např. 1 km, urazit v nejkratším čase, nepoběží od začátku stejně rychle jako běžec na vzdálenost pouze 100m.

Princip optimality a jeho důsledky ve tvaru rekurentních vztahů podobných rovností (6) má velmi rozmanité využití, avšak volba vhodné funkce f vyžaduje jistou vynalézavost. V dalším ukážeme řešení úloh s využitím postupu dynamického programování. Mnoho dalších zajímavých úloh z nejrůznějších oborů je možno najít v literatuře (2(,(3( a ve formě často nelehkých cvičení v (1(.

1. Úloha Přes řeku s užitím loďky, která pojme nejvýše 2 osoby, se mají převézt 3 misionáři a 3 divoši. Přitom v žádném okamžiku přemísťovacího procesu nesmí být spolu více divochů než misionářů, připouští se však skupina divochů bez misionáře. Úlohou je najít postup s minimálním počtem převozů přes řeku.

Úlohu lze řešit stejně jako jiné podobné hlavolamy převozník, vlk, koza, zelí nebo 4 žárliví muži a jejich ženy, jimž však lze dát i seriozní obsah, užitím grafického znázornění možných přechodů (hran) mezi stavy (vrcholy). Na druhé straně lze tuto úlohu zobecnit na větší počet přemísťovaných objektů s podmínkami ve tvaru nerovností, jež zaručí bezpečnost přepravy. Ukážeme proto postup založený na metodě dynamického programování.

Dvojicí (m,d) označíme počet misionářů a divochů na výchozím běhu. Tato dvojice představuje stav systému. Předpokládáme přitom, že loďka je rovněž u výchozího břehu. Zavedeme dále funkci fn (m,d), která je rovna maximálnímu počtu osob na cílovém břehu po n převozech z počátečního stavu (m,d). Při  každém převozu s návratem loďky na výchozí břeh bude převezeno (x1  a y2) osob, kde xi a yi jsou nezáporná celá čísla od 0 do 3 a kde dále platí:

0 ( x1 + y1
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0 ( x2 + y2 
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Z principu optimality potom vyplývá:


fn(m,d ( = max (fn-1) (m-x1+x2, d-y1+y2)

kde maximum se bere přes hodnoty x1, x2, y1, y2 vyhovující právě uvedeným podmínkám.

Přípustné stavy břehu s vynecháním cílového stavu (0,0) musí vyhovovat podmínce m
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d, pokud m
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0. Totéž musí platit i pro stav na cílovém břehu 3-m
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 3-d, pokud 3-m
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Z přípustných stavů vyloučíme stavy (0,0) a (3,0) do kterých nelze dospět tak, aby loďka byla u výchozího břehu. Úlohu budeme řešit „od konce“, tzn. nejprve určíme hodnoty fn (m,d) pro jeden krok a pro všechny přípustné stavy (0,1), (0,2), (0,3), (1,1), (2,2), (3,1), (3,2), (3,3). Poměrně snadno lze odvodit rovnosti:

fl (0,l)=6,    f1(0,2)=6,  f1(0,3)=4

f1(1,1)=6,   f1(2,2)=3

f1(3,1)=2,   f1(3,2)=2,   f1(3,3)=1

Např. k hodnotě f1(3,1)=2 dospějeme s uvážením jediného možného převozu:


x1=2,y1=0,x2=1,y2=1 s přechodem do stavu (2,2).

Dále řešíme přechody ve dvou krocích pro ty přípustné stavy, pro které f1(m,d)(6. Dostáváme s využitím rovnosti (7):

f2(0,3)=6,   f2(2,2)=4

f2(3,1)=3,   f2(3,2)=2,   f2(3,3)=2

Obdobně vypočteme ještě hodnoty fi+1 vždy pro stavy, pro které je fi(6.
Získáme tyto hodnoty:

f3(2,2)=6,  f33,1)=4,  f3(3,2)=3,  f3(3,3)=2

f4(3,1)=6,  f4(3,2)=4,  f4(3,3)=3

f5(3,2)=6,  f5(3,3)=4
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f6(3,3)=6

S využitím získaných výsledků snadno odvodíme optimální řešení, které má nutně 6 kroků a to podle stavů, pro které f6, f5,
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,f1 nabývá max. hodnoty 6:

(3,3) – (3,2) – (3,1) – (2,2) -  (0,3) – (0,2) – (0,0), kde ve stavu (0,0) je loďka u cílového břehu.

2. Úloha: Máme sestavit jistý celek z několika dílů v co nejkratší době. Jednotlivé díly se liší hmotností a tím i časovou náročností na přemístění na místo určení. Dále se liší časovou náročností přípravy k zamontování do celku. Máme určit pořadí přísunu těchto dílů tak, aby byly připraveny ke konečné montáži v co nejkratším čase. Doby potřebné k přepravě a k následné přípravě (opracování, nátěr, apod.) pro každý díl jsou zadány, označme je např. jako di(doprava) a ui(úprava), i=1
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n.
K řešení vede postup, založený na využití rekurentních vztahů pro vhodně zavedenou funkci, představující dobu přísunu a přípravy, kterou máme v tomto případě minimalizovat.

Symbolem f(di,ui
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,dn,un,,t) označíme nejkratší možnou dobu, za kterou bude n dílů k dispozici pro montáž za předpokladu, že pořadí přísunu dílů bylo určeno optimálně a že prodlení mezi přivezením prvního dílu a začátkem jeho přípravy k montáži je t. Pro méně dílů než n lze užívat (a to je formálně výhodné) téže funkce, ve které argumenty dk,uk  odpovídající „vynechaným“ dílům položíme rovné nule. Potom platí rovnice obdobné vztahu (6) ve tvaru:

f(d1u1,d2,u2,……,dn,un, t)=
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kde dvojice nul je na místě di ,uj.

Abychom získali vztah, podle kterého lze posuzovat vhodnost pořadí, ve kterém zařazujeme díly, uvažme ještě zařazení dalšího j-tého dílu, což vede k podmínce:


f(d1,u1,
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,dn,un,t)=
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Pořadí v přísunu i-tého a j-tého dílu je třeba volit tak, aby časový údaj tij, daný rovností:


tij=max(max(t-di,0)+dj,0(+u,

byl co nejmenší. Tento výraz lze postupně upravit.

ti j= uj + ui - dj + max(max(t - di 0),dj - ui( =

=ui + uj – dj + max(t – di,dj – ui,0( =

=ui + uj – di – dj + max(t,di + dj – ui,di( =

=ui + uj – di – dj + max(t,max(di + dj – uidf)(
Pokud lze v tomto výrazu dosáhnout zkrácení tij záměnou pořadí i-tého a j-tého dílů, má smysl tyto díly zaměnit. Porovnáváním výrazů:


max(di + dj – ui – di) a max (di+dj–uj, dj)

dospějeme k nerovnosti, při níž je záměna j za i výhodná, ve tvaru:


min(ui,dj)(min(uj,di).

Odtud vyplývá jednoduché pravidlo pro řešení:

1. Vytvoříme n-řádkový seznam s řádky (i, di, ui)

2. Najdeme nejmenší z čísel di,ui

3. Je-li di nejmenší, zařadíme i-tý díl jako první v pořadí a dále jej nepřemísťujeme

4. Je-li nejmenší ui a není-li přitom ui = di, zařadíme i-tý díl jako poslední a dále jej nepřemísťujeme

5. Pro dosud nepřemístěné díly opakujeme postup kroků 2. až 4. a umísťujeme je analogicky mezi díly již zařazené. V případě stejných hodnot di nebo ui zařazujeme odpovídající díly v pořadí jejich indexů. Po vyčerpání seznamu jsme nalezli optimální pořadí.

3. Úloha: Vozidlo má překonal vzdálenost 2d, přitom s sebou může vést pohonné hmoty v v objemu potřebném pro překonání vzdálenosti d. Pohonné hmoty jsou k dispozici pouze ve výchozím bodě cesty, jinak je možné podél cesty vytvářet zásoby pro pozdější využití. Úkolem je určit postup pro pojetí vzdálenosti 2d za uvedených podmínek s minimální celkovou spotřebou pohonných hmot.

Řešení formálně zjednodušíme tím, že vzdálenost budeme vyjadřovat v násobcích d a spotřebu v násobcích maximálního množství pohonných hmot, které automobil je schopen pojmout a ujet s ním dráhu délky d. Pro stručnost budeme nadále toto množství nazývat slovem „nádrž“.

Vzdálenost 2 rozdělíme na předem neznámý  počet u úseků délek dl……,dn. V každém úseku se uskuteční ki (i=l,….n) kyvadlových jízd spojených s ukládáním přebytečných pohonných hmot na konci úseku. Na každou jízdu vozidlo nabere plnou nádrž (s vyjímkou prvního úseku – viz dále), tzn. množství rovné l. Označíme ještě spotřebu paliva v i-tém úseku jako si a nashromážděné množství paliva na jeho konci zi. Potom platí:

zi-1 = zi + si pro i(2,

zi = (1-2di)ki + 1 – di,

neboli:

zi = ki + l – (2k+l)di,

si = (2ki + l)di,

takže:


zi-1 = ki + 1  pro i = 2,….,n.

V souladu s principem optimality úlohu vyřešíme od konce. Na konci posledního úseku je přirozené požadovat za = 0, takže:
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kde kn je celé nezáporné. Zřejmě nejdelší dn bez ztrátových kyvadlových jízd je dn = l pro kn = 0, přitom sn = 1 a tedy zn-1 = 1.

Pro předposlední úsek délky dn-1 musí platit:


kn-1 + l – (2kn-1 + 1)dn-1 = l

odtud:
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a dále:


sn-1 = kn-1

Celé číslo kn-1 musí být rovno alespoň l. Z tabulky hodnot:

kn-1 = l , 2 , 3 ….

dn-1  = 
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….

sn-1 = l , 2 , 3 , ….

zn-1 = l , 2, 3, ….

je patrné, že zvětšení délky dn-1  z hodnoty 
[image: image47.wmf]3
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 o 20% znamená zvýšení spotřeby o 100% na tomto úseku. Podrobnější rozbor vede k závěru, že optimální hodnota dn-1 = 
[image: image48.wmf]3

1

 při kn-1= l.

Obdobně lze postupovat i nadále. Obecně, pokud zásoba na konci úseku dn-l má být rovna l, musí platit:
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a při volbě kn-l = l dostáváme úsek délky:
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se spotřebou pro jeho projetí včetně l kyvadlových jízd rovnou l. Zvýšení kn-l  o 1 vede k malému prodloužení úseku o hodnotu rovnou:
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při dalším zvyšování kn-l tato hodnota představuje horní odhad přírůstku délky úseku. Každému zvýšení kn o 1 odpovídá růst spotřeby v úseku dn-l o 1.

Optimální řešení úlohy je potom dáno volbou úseků:

dn = 1

dn = 
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dn = 
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a na každém z nich spotřeba je rovna l. Snadno lze ověřit, že součet:
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překročí hodnotu 2 poprvé pro N = 7 a to přibližně o hodnotu 0,022. Proto zvolíme:
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 EMBED Equation.3  [image: image58.wmf]- 0,022

V úseku d1 uskutečníme 7 kyvadlových jízd, pro které vozidlo nabírá ve výchozím bodě vždy zásobu pohonných hmot 1 a na konci úseku uloží 7 (1-2d1). Při poslední jízdě má být na konci úseku d1 k dispozici množství pohonných hmot 7. Při této jízdě proto vozidlo odebere méně pohonných hmot než 1 o úsporu u.

Musí platit:


7(1-2d1) + l – d1 – u = 7

nebo-li u = 1 – 15d1. Po dosazení přibližné hodnoty d1 dostáváme


u = 0,33

takže pro poslední jízdu v úseku d1 stačí odebrat množství pohonných hmot 0,67. Celková minimální spotřeba na celé dráze je potom 7,67.
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