Uvod

Tato publikace je systematickym a podrobnym popisem postaveni a vyznamu goniometric-
kych funkef v elementdrni matematice. Vyklad je podan v ucelené podobé, jakon jsme v hohaté
literatufe vénované jednotlivym aspektim dané problematiky nenasli. Odviji se od otdzek rovinmé
trigonometrie, t¢ oblasti elementarni matematiky, ve které sc dotyéné funkee zrodily a nalezly nej-
vyznamnéjsi praktické uplatnéni (vedle teorie Fourierovych fad, kterou vak fadime do vy3sf mate-
matiky). Ostatné geski matematicld terminologie paiff k 18m vyjimegnym, ve kterych se ujal navrh
vyznamného matematika, fyzika a didaktika Felixe Kleina (1849 — 1925), ktery na poatku 20. sto-
leti prosazoval zménu, aby se tyto funkce nazyvaly goniometrické. V drtivée vét&ing jazykd jim viak
dodnes (a patrné natrvalo) ziistal pFivlastek irigonometricke.

V lomto kratkém vstupnim textn popiseme, jak je naSe dflo sestaveno. Sklada se z Sesti viklado-
vych kapitol, kterc jsou doplnény o East nazvanou Zivér o zavéreény scznam pouZilé literatury, jenz
&itd na pét desitek poloZek rozd@lenych na historické price, uéebnice, rizné druhy knih, sbirky loh,
¢lanky, prispévky ve sbornicich a internetové zdroje. Vénujme se nyni obsahové naplni jednotlivych
kapitol.

Kapitola 1 peskytuje podrobny historicky pfchled vivoje poznatki o goniometrickych funkeich.
Z obdobi starovékn vénujeme nejveétsl pozornost Ptolemaiovym vypoétim délek tétiv. Neomezu-
Jeme se pfitom pouze na popis postupu, jakym Ptolemaios své tabulky sestavoval, nybrz podavame
detailnf zdiivodnén{ jednotlivych kroki a dikazy potfehnyeh teoretickych vysledki, jakymi je pfe-
deviim Plolemaiova véta o velikosti stran a thlopfitck obeeného tétivového ElyFthelniku. V druhé
¢asti historické kapitoly sc obdobné vénujeme trigonometrickym vysledkim stfedovileych indickych
a arabskych matematiled, kterym vdééime za vznik dneSnich goniometrickych funkei. Na tyto vy-
sledky navizali evropiti matematikové epochy renesance zpiisobem, ktery popisujeme ve tfeti &isti
kapitoly. Jeji &tvrtd, zavéretna &ist je celd vénovana vyznamnym zméndm v udeni o goniometrickych
funkeich, za které vdééime Leonhardu Fulerovi a kleré daly této discipling jejf novodobou podobu.
ProtoZe tento patrnd nejgenialngjsi matematik viech dob nahlizel na goniometrickés funkce z pohledu
rodici se matematické analyzy, v naSem textu se pii popisu dotyénych Eulerovych vysledki nevy-
hneme nekoneénym souétim a soudinim, které pfesahujf celkové clementarni ramee nascho textu.

Vlastni teorii goniometrickych funkef v oboru realnych ésel budujeme postupné v kapitelich 2,
3 a4, V prvni z nich na zikladé geometrické podobnosti pravoihljch trojihelniki zavadime ob-
vyklym zptisobem goniometrické funkce ostrého ihlu. Bézné skolské poznatky dopliiujeme o viklad
néklerych obtiznéjsfch otazck (napfiklad ditkaz spravnosti konstrukee pravidelného pétithelniku) a
také o méné znamé diagramy, podle kteryceh je mo#né nizorné zdiivodnit soudtové a rozdilove vzorce
(v oboru ostrych uhla).

V kapitole 3 postupné odvozujeme zakladni vysledky z rovinné trigonometric (z nichz souéasni
absolventi gymnézif bohuzel znaji pouze sinovou a kosinovou vétu). Vychizime pritom disledné
z vil o pramélech dvou stran trojihelnikn do sméru teti strany a do sméru k nému kolmého.
Ukazujeme, ze poZadavek univerzilni platnosti téehto vét vede k pfirozenému zptisobu zavedeni
goniometrickych funkef tupého dhlu a Ze sinova i kosinova véta jsou pfimymi disledky téchto vét



(takze kosinovou vétu lze odvodit bez uziti Pythagorovy véty). Odvozujeme rovnds dnes jiz pozapo-
menutou tangentovou vétu a Mollweidovy vzorce. Vénujeme se i ditkaziim souétovych a rozdilovych
vzorel (tentokrat jiZ v oboru konvexnich 1hli), jejich# platnost vyuzijeme v kapitole 4 pii budovant
teorie goniometrickych funkef v oboru redlnyeh ésel.

Posledné zminéna kapitola 4 je z celé price nejrozsihlejsi. Na bezmala osmdesati strandch v ni
nejprve obvyklym postupem zavidime goniometrické funkee orientovaného hlu pomoef kartézskych
soufadnic bodu na jednotkové kruznici. Poté se vinujeme po clapich odvozovani Siroké palety za-
kladnich goniometrickych vzored. Nejprve uZitim planimetrickych soumérmostf a rotace o 90° zdi-
vodfiujeme prevodni vzorce pro sinus a kosinus, které nam pak pomohou k roziifeni souctovych
a rozdilovych vzored z oboru (0,7) na obor R. Z nich uZ pak b&Znou cestou odvozujeme viechny
ostatni potfebné goniometrické vzorce.

V dalsi ¢asti kapitoly 4 se pak vénujeme vyznamnému praktickému akolu — Feseni poniometric-
kych rovnic a nerovnic. Vyklad vedeme plvodnim postupem, pii kterém nové vycleijeme nékteré
typy rovnic, zejména u substituéni metody fe3eni. Obecnou teorii ilustrujeme pritbézné feSenymi
pfiklady. Podrobné feSené pfiklady tvori i zbyvajief &sti kapitoly 4. jez pojednavajf o goniometric-
kych soustavich rovnic a éetnych goniometrickych identitich a rovnostech, kicré se nam podafilo
z dostupné literatury nashromazdit. Souborem rozmanitych pitkladi je ostatnd ukonéena ncjen ka-
pitola 4, ale i pfedchozi kapitoly 2 a 3. Tyto piiklady bohaté ilustruji a nékdy i rozgifuji poznatky
a metody z vykladu dotyéné kapitoly. Ve srovnan{ s b&Znymi Skolnfmi uécbnicemi a shfrkami jsou
nami vybrané piiklady mén¢ standardni, a proto jc i jejich FeSeni zpravidla naroénéjsi. U zadant
pievzatych pfikladi jsou v poznamkach pod &arou uvedeny odkazy na literaturu.

Zvlistni postaveni v celé prici ma kapitola 5, kterd je pojata jako ,encyklopedicky® vyklad
rozmanitych rovnost! a nerovnosti, lteré plati pro goniometrické hodnoty na vnitinich iihlech a,
B, 7 (& jejich nasobceich) libovolného trojihelniku. K tomn tdeln jsme vypracovali postup, ktery
nam umeznil mnoeéstvi téchto vysledki (nepfehledné rozptylenyeh v literatuie) podat na dvaceti
strandch textu v usporadané a logicky provizané podobé.

Zéveretnd vykladova kapitola 6 pfesvédéiveé doklada, Ze sama trigonometrie neni jedinou ob-
lasti clementérni matematiky, v niZ lzc visp@&né a Géclnd goniometrické funkee vyusit. V jeji prvai
Casti se zabyvame goniometrickymi substitucemi pii feSenf riznych algebraickyceh rovnic a jejich
soustav, 1iloh o rekurentnich posloupnostech a p¥i dokazovani algebraickych nerovnosti. Druha ¢ast
kapitoly je vEnovina uzitf goniometrickych funkef pfi v¥poétech s komplexnfmi &fsly, pFitom v ukéz-
kich se v¥hradné vénujeme situacim, v jejichz popisu komplexni éfsla viibec nevystupuji. Koneéné
v UFeli Casti kapitoly 6 sc zab¥vame vyznamem goniometrickyeh funkef pro matematickou kartogra-
fii, prakticky navysost uZitetné discipling s bohatou zajimavou historif, o niz v textu rovnéz struénd
pojedndvime. Myslime si, Ze tim dobfe dokreslujeme nedocenitelny vyznam trigonometrie & &ifeji
cclé goniometrie, jak jsme ho prvotné nagrtli v historicky zaméfené kapitole 1.

Publikace, kieron drzite ve svych rukou, je kniZni podobou Ph.D. price [49], vypracované an-
torkou v letech 2004 — 2011 na Piirodovédecke fakulté Masarykovy univerzity pod vedenim jejiho
pedagoga docenta Jeromira Simsi. Jemu patfi autoréin dik za odborné vedeni, éetné koncepéni na-
méty, rady a pfipominky, které rozhodujicim zptiscbem ovlivnily obsah, formn i kvalitu provedeni
vysledného dila.

Velky dik patii také Mgr. Petru Liskovi, ktery se podilel na tvorbé obrazki v celé praci.



