
NADACE
UNIVERSITAS 

Edice Scintilla (z latinského scintilla, ae, f., „jiskra“) je pro-
jektem Nadace Universitas (vzniklé na půdě Masarykovy 
univerzity) uskutečňovaným ve spolupráci s dalšími insti-
tucemi. Přináší vědecké monografie založené na magist-
erských, doktorských a jiných pracích studentů a mladých 
vědecko-pedagogických pracovníků Masarykovy univerzity . 
Edici řídí Jaroslav Malina (předseda), Marie Dohnalová, 
Eduard Fuchs, Jiří Vorlíček.

Dosud vyšlo:
Markéta Pitrová, Institucionální struktura Evropské unie: 
Vliv integračních paradigmat na výstavbu institucí (2002).
Milan Vacík, Reprezentace zaměstnanců v sociálním dialogu 
(2002).
Lenka Lomtatidze, Historický vývoj pojmu křivka (2007).
Blanka Sedlačíková, Historie matematické lingvistiky (2012).

Edici založili Eduard Fuchs z Masarykovy univerzity v Brně 
a Jindřich Bečvář z Univerzity Karlovy v Praze. V první fázi 
si edice kladla za cíl zaplnění zásadního nedostatku původní 
vzdělávací české literatury v daném oboru, postupně však 
přerostla v široce koncipovanou řadu původních vědeckých 
prací mapujících historii jednotlivých matematických disci-
plín a institucí i přínos významných osobností. 
Edici řídí redakční rada Jindřich Bečvář, Martina Bečvá-
řová, Vlastimil Dlab, Eduard Fuchs, Magdalena Hykšová,  
Ivan Netuka, Antonín Slavík, Emilie Těšínská, Miroslav 
Vlček. 

EDICE DĚJINY MATEMATIKY
ČESKÁ MATEMATICKÁ SPOLEČNOST

EDICE SCINTILLA

Autorka vystudovala obor 
Učitelství matematiky a výpo-
četní techniky pro střední 
školu na Masarykově univer-
zitě v Brně.  Po získání titulu 
Mgr. v roce 2004 pokračovala 
v doktorském studijním pro-
gramu v oboru Obecné otázky 
matematiky. V roce 2011 jí byl 
udělen titul Ph.D. Od roku 
2008 pracuje jako odborná 
asistentka ústavu matematiky  
Lesnické a dřevařské fakulty 

na Mendelově Univerzitě v Brně.  Více informací osobně či 
emailem smyky@seznam.cz. 

Kniha vzniklá na základě autorčiny disertační práce je 
nejen v české odborné literatuře ojedinělou publikací 
o goniometrických funkcích, jejich historickém vývoji 
a uplatnění v mnohých oblastech elementární matematiky. 
Největší pozornost je v ní věnována trigonometrii, která je 
pilířem výpočtů rovinné geometrie. Čtenáři knihy se budou 
moci detailně seznámit s postupem budování goniometric-
kých funkcí, doprovázeným četnými alternativními důkazy. 
V řešených příkladech pak naleznou rozmanité ukázky apli-
kací goniometrických funkcí nejen v geometrii, ale i jejich 
méně známá uplatnění při řešení algebraických rovnic, při 
výpočtech s komplexními čísly a v matematické kartografii. 
Knihu ocení nejen středoškolští učitelé matematiky a jejich 
zvídaví žáci, ale i další zájemci o elementární matematiku.

doc. RNDr. Jaromír Šimša, CSc.Goniometrické funkce 
v elementární matematice

Radka Smýkalová

SCINTILLA, svazek 5     DĚJINY MATEMATIKY, svazek 60

60

G
on

io
m

et
ric

ké
 fu

nk
ce

 v
 el

em
en

tá
rn

í m
at

em
at

ic
e

Ra
dk

a 
Sm

ýk
al

ov
á

KAPITOLA 1. Z HISTORIE GONIOMETRICKÝCH FUNKCÍ
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Obrázek 1.7: Ke vzorci pro tet(α+ β)

• |AD| = |BE| = 120d (průměry kruhu),

• |BD| =
√

|AD|2 − |AB|2 =
√

(120d)2 − (tet(α))2 (Pyth. věta),

• |CE| =
√

|BE|2 − |BC|2 =
√

(120d)2 − (tet(β))2 (Pyth. věta),

• |DE| = |AB| = tet(α) (△DES ∼= △ABS),

• |BC| · |DE|+ |CD| · |BE| = |BD| · |CE| (Ptol. věta),

• |AB| · |CD|+ |AD| · |BC| = |AC| · |BD| (Ptol. věta).

V posledních dvou rovnostech vystupují neznámé hodnoty |AC| a |CD|. Druhou z nich
eliminujeme, když rovnice vhodně vynásobíme (první vynásobíme −|AB| a druhou |AD|)
a následně je sečteme. Ještě než tak učiníme, přepíšeme |DE| hodnotou |AB| a |BE|
hodnotou |AD|. Tudíž

−|AB| · (|BC| · |AB|+ |CD| · |AD|) = −|AB| · (|BD| · |CE|),
|AD| · (|AB| · |CD|+ |AD| · |BC|) = |AD| · (|AC| · |BD|).

Po sečtení a úpravách obdržíme rovnost

|BC| · (|AD|2 − |AB|2) = |BD| · (|AC| · |AD| − |CE| · |AB|), (∗)

která je po dosazení ekvivalentní s rovností

tet(β) ·
(

(120d)2 − (tet(α))2
)

=

=
√

(120d)2 − (tet(α))2 ·
(

tet(α+ β) · 120d −
√

(120d)2 − (tet(β))2 · tet(α)
)

.
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2.4. GONIOMETRICKÉ HODNOTY VÝZNAMNÝCH ÚHLŮ

D

QP

R

Obrázek 2.13: Pentagram

například úhlopříčky DP a DQ na obrázku. Tyto dvě úhlopříčky spolu se stranou PQ vymezují
rovnoramenný trojúhelník DPQ. Další úhlopříčka vycházející z vrcholu P protne úsečku DQ ve
vnitřním bodě R.

Protože stranám pravidelného pětiúhelníku příslušejí v opsané kružnici shodné obvodové úhly
(vyznačené na obrázku obloučky), jsou trojúhelníky PQR a DPQ podobné a rovnoramenné a rov-
něž trojúhelník DRP je rovnoramenný. Úsečky DR, PR a PQ jsou proto shodné a pro poměry
stran trojúhelníků PQR a DPQ platí

|DP |
|PQ| =

|PQ|
|QR| =

|PQ|
|DQ| − |DR| =

|PQ|
|DP | − |PQ|

neboli

|PQ|2 = |DP | · (|DP | − |PQ|).

Po vydělení hodnotou |PQ|2 tak pro poměr ϕ = |DP |
|PQ| dostáváme kvadratickou rovnici 1 = ϕ·(ϕ−1),

která má jediný kladný kořen 1+
√
5

2 . (Určená hodnota ϕ je známá jako zlatý řez a objevuje se
v různých souvislostech v geometrii a v teorii čísel.)

Pravidelný pětiúhelník se stranou PQ a protilehlým vrcholem D je přikreslen i k naší konstrukci
na obr. 2.12. Protože přímka CD je osou úsečky PQ, je úsečka CQ stranou vepsaného pravidelného
desetiúhelníku. Její délku a10 určíme z rovnoramenného trojúhelníku OCQ, který má u hlavního
vrcholu O úhel velikosti poloviny středového úhlu POQ, tedy úhel shodný s obvodovým úhlem PDQ
(oba shodné úhly jsou na obr. vyznačeny obloučky). Rovnoramenné trojúhelníky DPQ a OCQ jsou
tedy podobné. Z rovnosti

|OC|
|CQ| =

|DP |
|PQ| = ϕ =

1 +
√
5

2

po dosazení |OC| = 1 již dostaneme

a10 = |CQ| = 2

1 +
√
5
=

√
5− 1

2
.
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2.6. PŘÍKLADY
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Obrázek 2.21

2.6 Příklady

� Příklad 2.6.1. Geometricky dokažte rovnost2

arctg
1

2
+ arctg

1

3
=

π

4
.

Řešení: Do čtvercové sítě o délce strany jedna jednotka nakreslíme trojúhelník ABC (obr. 2.23).
Jelikož jsou trojúhelníky ADC a CFB shodné, je trojúhelník ABC rovnoramenný pravoúhlý, tedy
|∢CAB| = π

4 . Další postup důkazu můžeme stručně zapsat takto:

• ∆ADC : tgα =
1

2
⇒ α = arctg

1

2
,

• ∆ABE : tg β =
1

3
⇒ β = arctg

1

3
,

• α+ β = arctg
1

2
+ arctg

1

3
,

• α+ β = |∢CAB| = π

4
.

� Příklad 2.6.2. Geometricky dokažte rovnost

arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = π.

Řešení: Do čtvercové sítě o délce strany jedna jednotka nakreslíme trojúhelník ABC, který následně
rozdělíme na tři trojúhelníky ADE, EDC a CDB (obr. 2.24). Vnitřní úhly trojúhelníků u vrcholu

2Autorem příkladů a řešení 2.6.1 a 2.6.2 je podle [21] Edward M. Harris.
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Obrázek 6.11: Loxodroma.

Obrázek 6.12: Gerardus Mercator.

nutné určit tak, aby mapa byla izogonální, neboli aby dva zmíněné obdélníky byly podobné. Právě
to bude znamenat, že směr z bodu P (λ, φ) do bodu Q(λ + ∆λ, φ + ∆φ) je stejný jako směr mezi
body P ′(x, y) a Q′(x+∆x, y +∆y), které jsou jejich obrazy na mapě. To nás přivádí k rovnici

R∆φ

R cosφ∆λ
=

∆y

∆x
neboli ∆y = (R secφ)∆φ.

Rovnici ∆y = (R secφ)∆φ v moderní terminologii nazýváme diferenční rovnicí. Numericky může
být řešena rekurentním postupem. Položíme ∆yi = yi − yi−1, i = 1, 2, 3, . . . , a stanovíme pevný
přírůstek ∆φ. Pro φ = 0 zvolíme počáteční hodnotu y0 = 0 (odpovídající obrazu rovníku, kterým
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Obrázek 1.14: Vodorovná tyč a její stín

(Znovu upozorňujeme na neobvyklý jmenovatel r.) Přes tyto dva jednoduché převodní vztahy ve-
ličiny tangens a kotangens neztratily svůj význam, naopak našly rychle mnohá uplatnění i mimo
gnómoniku (zejména v astronomii), takže tabulky jejich hodnot byly velmi potřebné.

Asi sto let po Zdokonalení Almagestu se objevily ještě propracovanější základy trigonometrie
v Knize dokonalosti astronoma Abu’l-Wafy (940 – 997), který v ní definoval (patrně historicky

S

secα

cosα

r = 1

sinα

α

tgα

Obrázek 1.15: Trigonometrické veličiny na jednotkové kružnici

poprvé) všechny trigonometrické veličiny jednotně pomocí kružnice způsobem, který je nám dobře
znám a který je pro ostrý úhel α znázorněn na obr. 1.15. Je na něm také krásně vidět původ ter-
mínů tangens a sekans, které pocházejí z latiny a které se objevily v Evropě až v 16. a 17. století.
Výraz tangens totiž v doslovném překladu znamená „dotýkající se, tečný“ a termín sekans má české
synonymum „protínající, sečný“ .
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6.3. Z MATEMATICKÉ KARTOGRAFIE
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Obrázek 6.20: Rovina z a rovina w.

ε = λ, takže po aplikaci druhého zobrazení dostaneme komplexní číslo

w = i ln z = i [ln ̺+ i ε] = −λ+ i ln tg

(

45◦ +
φ

2

)

,

které při zápisu w = x + i y skutečně odpovídá bodu P ′[x, y] na Mercatorově mapě (při hodnotě
R = 1 a pozměněné orientaci osy x). Tento výsledek, jako každé složení dvou konformních zobrazení,
je opět konformní zobrazení. Tímto konstatováním naše exkurze za goniometrickými funkcemi do
světa matematické kartografie končí.
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Obrázek 1.7: Ke vzorci pro tet(α+ β)

• |AD| = |BE| = 120d (průměry kruhu),

• |BD| =
√

|AD|2 − |AB|2 =
√

(120d)2 − (tet(α))2 (Pyth. věta),

• |CE| =
√

|BE|2 − |BC|2 =
√

(120d)2 − (tet(β))2 (Pyth. věta),

• |DE| = |AB| = tet(α) (△DES ∼= △ABS),

• |BC| · |DE|+ |CD| · |BE| = |BD| · |CE| (Ptol. věta),

• |AB| · |CD|+ |AD| · |BC| = |AC| · |BD| (Ptol. věta).

V posledních dvou rovnostech vystupují neznámé hodnoty |AC| a |CD|. Druhou z nich
eliminujeme, když rovnice vhodně vynásobíme (první vynásobíme −|AB| a druhou |AD|)
a následně je sečteme. Ještě než tak učiníme, přepíšeme |DE| hodnotou |AB| a |BE|
hodnotou |AD|. Tudíž

−|AB| · (|BC| · |AB|+ |CD| · |AD|) = −|AB| · (|BD| · |CE|),
|AD| · (|AB| · |CD|+ |AD| · |BC|) = |AD| · (|AC| · |BD|).

Po sečtení a úpravách obdržíme rovnost

|BC| · (|AD|2 − |AB|2) = |BD| · (|AC| · |AD| − |CE| · |AB|), (∗)

která je po dosazení ekvivalentní s rovností

tet(β) ·
(

(120d)2 − (tet(α))2
)

=

=
√

(120d)2 − (tet(α))2 ·
(

tet(α+ β) · 120d −
√

(120d)2 − (tet(β))2 · tet(α)
)

.
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například úhlopříčky DP a DQ na obrázku. Tyto dvě úhlopříčky spolu se stranou PQ vymezují
rovnoramenný trojúhelník DPQ. Další úhlopříčka vycházející z vrcholu P protne úsečku DQ ve
vnitřním bodě R.

Protože stranám pravidelného pětiúhelníku příslušejí v opsané kružnici shodné obvodové úhly
(vyznačené na obrázku obloučky), jsou trojúhelníky PQR a DPQ podobné a rovnoramenné a rov-
něž trojúhelník DRP je rovnoramenný. Úsečky DR, PR a PQ jsou proto shodné a pro poměry
stran trojúhelníků PQR a DPQ platí

|DP |
|PQ| =

|PQ|
|QR| =

|PQ|
|DQ| − |DR| =

|PQ|
|DP | − |PQ|

neboli

|PQ|2 = |DP | · (|DP | − |PQ|).

Po vydělení hodnotou |PQ|2 tak pro poměr ϕ = |DP |
|PQ| dostáváme kvadratickou rovnici 1 = ϕ·(ϕ−1),

která má jediný kladný kořen 1+
√
5

2 . (Určená hodnota ϕ je známá jako zlatý řez a objevuje se
v různých souvislostech v geometrii a v teorii čísel.)

Pravidelný pětiúhelník se stranou PQ a protilehlým vrcholem D je přikreslen i k naší konstrukci
na obr. 2.12. Protože přímka CD je osou úsečky PQ, je úsečka CQ stranou vepsaného pravidelného
desetiúhelníku. Její délku a10 určíme z rovnoramenného trojúhelníku OCQ, který má u hlavního
vrcholu O úhel velikosti poloviny středového úhlu POQ, tedy úhel shodný s obvodovým úhlem PDQ
(oba shodné úhly jsou na obr. vyznačeny obloučky). Rovnoramenné trojúhelníky DPQ a OCQ jsou
tedy podobné. Z rovnosti

|OC|
|CQ| =

|DP |
|PQ| = ϕ =

1 +
√
5

2

po dosazení |OC| = 1 již dostaneme

a10 = |CQ| = 2

1 +
√
5
=

√
5− 1

2
.
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2.6 Příklady

� Příklad 2.6.1. Geometricky dokažte rovnost2

arctg
1

2
+ arctg

1

3
=

π

4
.

Řešení: Do čtvercové sítě o délce strany jedna jednotka nakreslíme trojúhelník ABC (obr. 2.23).
Jelikož jsou trojúhelníky ADC a CFB shodné, je trojúhelník ABC rovnoramenný pravoúhlý, tedy
|∢CAB| = π

4 . Další postup důkazu můžeme stručně zapsat takto:

• ∆ADC : tgα =
1

2
⇒ α = arctg

1

2
,

• ∆ABE : tg β =
1

3
⇒ β = arctg

1

3
,

• α+ β = arctg
1

2
+ arctg

1

3
,

• α+ β = |∢CAB| = π

4
.

� Příklad 2.6.2. Geometricky dokažte rovnost

arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = π.

Řešení: Do čtvercové sítě o délce strany jedna jednotka nakreslíme trojúhelník ABC, který následně
rozdělíme na tři trojúhelníky ADE, EDC a CDB (obr. 2.24). Vnitřní úhly trojúhelníků u vrcholu

2Autorem příkladů a řešení 2.6.1 a 2.6.2 je podle [21] Edward M. Harris.
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Obrázek 6.11: Loxodroma.

Obrázek 6.12: Gerardus Mercator.

nutné určit tak, aby mapa byla izogonální, neboli aby dva zmíněné obdélníky byly podobné. Právě
to bude znamenat, že směr z bodu P (λ, φ) do bodu Q(λ + ∆λ, φ + ∆φ) je stejný jako směr mezi
body P ′(x, y) a Q′(x+∆x, y +∆y), které jsou jejich obrazy na mapě. To nás přivádí k rovnici

R∆φ

R cosφ∆λ
=

∆y

∆x
neboli ∆y = (R secφ)∆φ.

Rovnici ∆y = (R secφ)∆φ v moderní terminologii nazýváme diferenční rovnicí. Numericky může
být řešena rekurentním postupem. Položíme ∆yi = yi − yi−1, i = 1, 2, 3, . . . , a stanovíme pevný
přírůstek ∆φ. Pro φ = 0 zvolíme počáteční hodnotu y0 = 0 (odpovídající obrazu rovníku, kterým
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Obrázek 1.14: Vodorovná tyč a její stín

(Znovu upozorňujeme na neobvyklý jmenovatel r.) Přes tyto dva jednoduché převodní vztahy ve-
ličiny tangens a kotangens neztratily svůj význam, naopak našly rychle mnohá uplatnění i mimo
gnómoniku (zejména v astronomii), takže tabulky jejich hodnot byly velmi potřebné.

Asi sto let po Zdokonalení Almagestu se objevily ještě propracovanější základy trigonometrie
v Knize dokonalosti astronoma Abu’l-Wafy (940 – 997), který v ní definoval (patrně historicky

S

secα

cosα
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tgα

Obrázek 1.15: Trigonometrické veličiny na jednotkové kružnici

poprvé) všechny trigonometrické veličiny jednotně pomocí kružnice způsobem, který je nám dobře
znám a který je pro ostrý úhel α znázorněn na obr. 1.15. Je na něm také krásně vidět původ ter-
mínů tangens a sekans, které pocházejí z latiny a které se objevily v Evropě až v 16. a 17. století.
Výraz tangens totiž v doslovném překladu znamená „dotýkající se, tečný“ a termín sekans má české
synonymum „protínající, sečný“ .
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Obrázek 6.20: Rovina z a rovina w.

ε = λ, takže po aplikaci druhého zobrazení dostaneme komplexní číslo

w = i ln z = i [ln ̺+ i ε] = −λ+ i ln tg

(

45◦ +
φ

2

)

,

které při zápisu w = x + i y skutečně odpovídá bodu P ′[x, y] na Mercatorově mapě (při hodnotě
R = 1 a pozměněné orientaci osy x). Tento výsledek, jako každé složení dvou konformních zobrazení,
je opět konformní zobrazení. Tímto konstatováním naše exkurze za goniometrickými funkcemi do
světa matematické kartografie končí.

229

9 7 8 8 0 7 2 0 4 9 3 7 0

KAPITOLA 1. Z HISTORIE GONIOMETRICKÝCH FUNKCÍ

A D
S

B

C

α γ
β δ

E

δ

Obrázek 1.7: Ke vzorci pro tet(α+ β)

• |AD| = |BE| = 120d (průměry kruhu),

• |BD| =
√

|AD|2 − |AB|2 =
√

(120d)2 − (tet(α))2 (Pyth. věta),

• |CE| =
√

|BE|2 − |BC|2 =
√

(120d)2 − (tet(β))2 (Pyth. věta),

• |DE| = |AB| = tet(α) (△DES ∼= △ABS),

• |BC| · |DE|+ |CD| · |BE| = |BD| · |CE| (Ptol. věta),

• |AB| · |CD|+ |AD| · |BC| = |AC| · |BD| (Ptol. věta).

V posledních dvou rovnostech vystupují neznámé hodnoty |AC| a |CD|. Druhou z nich
eliminujeme, když rovnice vhodně vynásobíme (první vynásobíme −|AB| a druhou |AD|)
a následně je sečteme. Ještě než tak učiníme, přepíšeme |DE| hodnotou |AB| a |BE|
hodnotou |AD|. Tudíž

−|AB| · (|BC| · |AB|+ |CD| · |AD|) = −|AB| · (|BD| · |CE|),
|AD| · (|AB| · |CD|+ |AD| · |BC|) = |AD| · (|AC| · |BD|).

Po sečtení a úpravách obdržíme rovnost

|BC| · (|AD|2 − |AB|2) = |BD| · (|AC| · |AD| − |CE| · |AB|), (∗)

která je po dosazení ekvivalentní s rovností

tet(β) ·
(

(120d)2 − (tet(α))2
)

=

=
√

(120d)2 − (tet(α))2 ·
(

tet(α+ β) · 120d −
√

(120d)2 − (tet(β))2 · tet(α)
)

.
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2.4. GONIOMETRICKÉ HODNOTY VÝZNAMNÝCH ÚHLŮ

D

QP

R

Obrázek 2.13: Pentagram

například úhlopříčky DP a DQ na obrázku. Tyto dvě úhlopříčky spolu se stranou PQ vymezují
rovnoramenný trojúhelník DPQ. Další úhlopříčka vycházející z vrcholu P protne úsečku DQ ve
vnitřním bodě R.

Protože stranám pravidelného pětiúhelníku příslušejí v opsané kružnici shodné obvodové úhly
(vyznačené na obrázku obloučky), jsou trojúhelníky PQR a DPQ podobné a rovnoramenné a rov-
něž trojúhelník DRP je rovnoramenný. Úsečky DR, PR a PQ jsou proto shodné a pro poměry
stran trojúhelníků PQR a DPQ platí

|DP |
|PQ| =

|PQ|
|QR| =

|PQ|
|DQ| − |DR| =

|PQ|
|DP | − |PQ|

neboli

|PQ|2 = |DP | · (|DP | − |PQ|).

Po vydělení hodnotou |PQ|2 tak pro poměr ϕ = |DP |
|PQ| dostáváme kvadratickou rovnici 1 = ϕ·(ϕ−1),

která má jediný kladný kořen 1+
√
5

2 . (Určená hodnota ϕ je známá jako zlatý řez a objevuje se
v různých souvislostech v geometrii a v teorii čísel.)

Pravidelný pětiúhelník se stranou PQ a protilehlým vrcholem D je přikreslen i k naší konstrukci
na obr. 2.12. Protože přímka CD je osou úsečky PQ, je úsečka CQ stranou vepsaného pravidelného
desetiúhelníku. Její délku a10 určíme z rovnoramenného trojúhelníku OCQ, který má u hlavního
vrcholu O úhel velikosti poloviny středového úhlu POQ, tedy úhel shodný s obvodovým úhlem PDQ
(oba shodné úhly jsou na obr. vyznačeny obloučky). Rovnoramenné trojúhelníky DPQ a OCQ jsou
tedy podobné. Z rovnosti

|OC|
|CQ| =

|DP |
|PQ| = ϕ =

1 +
√
5

2

po dosazení |OC| = 1 již dostaneme

a10 = |CQ| = 2

1 +
√
5
=

√
5− 1

2
.
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2.6. PŘÍKLADY

α− β

α−β
2

cosαcos β

sin β sin β

cosα

sinα

cos α−β
2

cos α−β
2

A G

E

C

B

D

1

1

H F

β

α

Obrázek 2.21

2.6 Příklady

� Příklad 2.6.1. Geometricky dokažte rovnost2

arctg
1

2
+ arctg

1

3
=

π

4
.

Řešení: Do čtvercové sítě o délce strany jedna jednotka nakreslíme trojúhelník ABC (obr. 2.23).
Jelikož jsou trojúhelníky ADC a CFB shodné, je trojúhelník ABC rovnoramenný pravoúhlý, tedy
|∢CAB| = π

4 . Další postup důkazu můžeme stručně zapsat takto:

• ∆ADC : tgα =
1

2
⇒ α = arctg

1

2
,

• ∆ABE : tg β =
1

3
⇒ β = arctg

1

3
,

• α+ β = arctg
1

2
+ arctg

1

3
,

• α+ β = |∢CAB| = π

4
.

� Příklad 2.6.2. Geometricky dokažte rovnost

arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = π.

Řešení: Do čtvercové sítě o délce strany jedna jednotka nakreslíme trojúhelník ABC, který následně
rozdělíme na tři trojúhelníky ADE, EDC a CDB (obr. 2.24). Vnitřní úhly trojúhelníků u vrcholu

2Autorem příkladů a řešení 2.6.1 a 2.6.2 je podle [21] Edward M. Harris.
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Obrázek 6.11: Loxodroma.

Obrázek 6.12: Gerardus Mercator.

nutné určit tak, aby mapa byla izogonální, neboli aby dva zmíněné obdélníky byly podobné. Právě
to bude znamenat, že směr z bodu P (λ, φ) do bodu Q(λ + ∆λ, φ + ∆φ) je stejný jako směr mezi
body P ′(x, y) a Q′(x+∆x, y +∆y), které jsou jejich obrazy na mapě. To nás přivádí k rovnici

R∆φ

R cosφ∆λ
=

∆y

∆x
neboli ∆y = (R secφ)∆φ.

Rovnici ∆y = (R secφ)∆φ v moderní terminologii nazýváme diferenční rovnicí. Numericky může
být řešena rekurentním postupem. Položíme ∆yi = yi − yi−1, i = 1, 2, 3, . . . , a stanovíme pevný
přírůstek ∆φ. Pro φ = 0 zvolíme počáteční hodnotu y0 = 0 (odpovídající obrazu rovníku, kterým
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1.2. STŘEDOVĚKÝ ZROD TRIGONOMETRICKÝCH VELIČIN

E

D

S

F
δ

Obrázek 1.14: Vodorovná tyč a její stín

(Znovu upozorňujeme na neobvyklý jmenovatel r.) Přes tyto dva jednoduché převodní vztahy ve-
ličiny tangens a kotangens neztratily svůj význam, naopak našly rychle mnohá uplatnění i mimo
gnómoniku (zejména v astronomii), takže tabulky jejich hodnot byly velmi potřebné.

Asi sto let po Zdokonalení Almagestu se objevily ještě propracovanější základy trigonometrie
v Knize dokonalosti astronoma Abu’l-Wafy (940 – 997), který v ní definoval (patrně historicky

S

secα

cosα

r = 1

sinα

α

tgα

Obrázek 1.15: Trigonometrické veličiny na jednotkové kružnici

poprvé) všechny trigonometrické veličiny jednotně pomocí kružnice způsobem, který je nám dobře
znám a který je pro ostrý úhel α znázorněn na obr. 1.15. Je na něm také krásně vidět původ ter-
mínů tangens a sekans, které pocházejí z latiny a které se objevily v Evropě až v 16. a 17. století.
Výraz tangens totiž v doslovném překladu znamená „dotýkající se, tečný“ a termín sekans má české
synonymum „protínající, sečný“ .
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6.3. Z MATEMATICKÉ KARTOGRAFIE
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Obrázek 6.20: Rovina z a rovina w.

ε = λ, takže po aplikaci druhého zobrazení dostaneme komplexní číslo

w = i ln z = i [ln ̺+ i ε] = −λ+ i ln tg

(

45◦ +
φ

2

)

,

které při zápisu w = x + i y skutečně odpovídá bodu P ′[x, y] na Mercatorově mapě (při hodnotě
R = 1 a pozměněné orientaci osy x). Tento výsledek, jako každé složení dvou konformních zobrazení,
je opět konformní zobrazení. Tímto konstatováním naše exkurze za goniometrickými funkcemi do
světa matematické kartografie končí.
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