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Úvod

Tento p°edm¥t t¥sn¥ navazuje na p°edm¥t Stochastické systémy, p°edná²ený na FD
�VUT, Praha v magisterském studiu. Zabývá se modelováním dynamických systém· za
neur£itosti a na základ¥ vytvo°eného a odhadnutého modelu °e²í cílové úlohy jako odhad
hodnot nem¥°ené veli£iny, p°edpov¥¤ výstupu nebo klasi�kace pracovních mód· sledo-
vaného systému. Teoretické základy pro °e²ení t¥chto úlohy byly jiº shrnuty v p°edm¥tu
Stochastické systémy. V tomto p°edm¥tu budou teoretické základy stru£n¥ zopakovány
a roz²í°eny. Hlavní d·raz ale bude kladen na algoritmizaci a programování výsledk·
tak, aby poslucha£ byl schopen sv·j problém správn¥ posoudit a s pomocí uvedených
program· i °e²it. P°i tom se ukáºe, ºe samotné algoritmy pro sledované úlohy zdaleka
nejsou to nejpodstatn¥j²í - ty jsou prost¥ odvozeny a p°ipraveny k pouºití. Celá úloha
má ale více £ástí, které vyºadují ani ne tolik matematiku jako spí²e expertní (dopravní)
znalost a zku²enosti. Celá úloha se tedy skládá z:

1. Formulace problému - vymezení systému co do veli£in a jejich povahy (spojité ×
diskrétní, m¥°ené × nem¥°ené atd.) a odhadu jeho struktury (linearita, °ád atd.)

2. Výb¥r vhodného modelu - pro za£átek z t¥ch, které budeme uvád¥t.

3. Odhad modelu

(a) inicializace odhadu na základ¥ apriorních dat a expertní znalosti,

(b) vlastní odhad z m¥°ených dat,

(c) validace odhadnutého modelu.

4. �e²ení daného problému na základ¥ matematického algoritmu.

5. Simula£ní validace celého °e²ení

(a) validace programového kódu,

(b) validace výsledk· ve smyslu °e²ené úlohy.

6. Pokusné spu²t¥ní úlohy v reálném prost°edí a její dolad¥ní.

Cílem tohoto p°edm¥tu bude práv¥ p°íprava pro komplexní °e²ení takové úlohy. D·raz
bude proto kladen nejen na teorii ale i na algoritmizaci a implementaci algoritm· v
softwarovém prost°edí jazyka Matlab a jejich správnou inicializaci.

Na úvod na²eho výkladu o pokro£ilých statistických metodách a jejich praktickém vy-
uºití p°ipomeneme hlavní pojmy p°edm¥tu Stochastické systémy, který je p°edná²en v
magisterském studiu a jehoº znalost se zde p°edpokládá. Pro ty, kdo p°edm¥tem Sto-
chastické systémy nepro²li, je nutné, aby si texty k tomuto p°edm¥tu sami prostudovali.
K dispozici jsou na webu na adrese

http://www.fd.cvut.cz/personal/nagyivan/SSA/StSysTexty.pdf
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1 POPIS APLIKACE

1 Popis aplikace

Hodiny: 1

Úloha levného a bezpe£ného °ízení

Pouºitý p°ístup k °e²ení zvolené problematiky je datov¥ závislý. Pro popis na²eho sys-
tému °idi£-automobil je pouºit regresní model, odhadovaný z m¥°ených dat. Moºnosti
m¥°ení dat a jejich výb¥r pro model jsou proto prvo°adým úkolem.

Data, která lze pro modelování vyuºít, jsme získali od �rmy �koda Auto a.s. Na speciáln¥
vybaveném vozidle �koda Octavia je moºno za jízdy m¥°it celou °adu veli£in. Pro ú£ely
modelování je t°eba vybrat:

1. modelované (výstupní) veli£iny - tj. ty veli£iny, které chceme ovliv¬ovat,

2. °ídící veli£iny - tj. veli£iny kterými systém ovliv¬ujeme,

3. ostatní veli£iny - které nem·ºeme p°ímo volit, ale které mají na modelovaní veli£iny
vliv.

Skupina 1. je jasná. Jsou to veli£iny �spot°eba� a �rychlost�.

Do skupiny 2. z°ejm¥ pat°í veli£iny �plyn�, �brzda� a �rychlostní stupe¬�, protoºe t¥-
mito veli£inami je automobil p°ímo °ízen. Nicmén¥, p°i rozumné (²et°ivé) jízd¥ se brzda
prakticky pr·b¥ºn¥ nepouºívá a kdyº se pouºije, tak na úplné dobrzd¥ní. To ale není
p°edm¥tem optimalizace ale ur£itá deterministická akce, vynucená okolnostmi nebi kon-
cem jízdy. V této skupin¥ tedy z·stává pouze �plyn� a �rychlostní stupe¬�.

Z ostatních veli£in, pat°ících do skupiny 3. zvolíme �moment motoru�, vyvolaný plynem
a mající p°ímý vliv na spot°ebu, �otá£ky motoru�, které t¥sn¥ souvisí se zvoleným rych-
lostním stupn¥m a �ujetá dráha�, která je velmi t¥sn¥ svázána s rychlostí automobilu
(jinak dosti obtíºn¥ modelovanou).

Cílem úlohy je provést syntézu optimálního °ízení realizovaného veli£inami �plyn� a �rych-
lostní stupe¬�, které minimalizuje odchylky modelovaných veli£in od ºádaných hodnot
- nulové nebo zadané minimální spot°eby a doporu£ené rychlosti. Vzhledem k pot°ebné
stabilit¥ °e²ení je pro syntézu °ízení pouºita metoda dynamického programování na ko-
ne£ném horizontu °ízení a ºádaná hodnota pro °ízené veli£iny je uvaºována dop°edu
známá a její budoucí hodnoty jsou vyuºity pro okamºité °ízení - tzv. °ízení s p°edpro-
gramováním.

Abychom mohli vyuºít metodu dynamického programování, pot°ebujeme nejprve model
°ízené soustavy.
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1 POPIS APLIKACE

Model systému °idi£-automobil

Pro ú£ely modelování uvaºujeme veli£iny jako náhodné posloupnosti v diskrétním £ase.
Zna£íme: yt - výstup soustavy v £ase t (tvo°en spot°ebou a rychlostí), ut - °ízení v £ase t
(plyn a rychlostním stupn¥m) a vt - externí veli£iny v £ase t (moment a otá£ky motoru,
ujetá dráha). Symbolem dt = {yt, ut, vt} zna£íme v²echna data v £ase t, tj. a symbolem
d (t) = {d0, d1, · · · dt} v²echna data od za£átku modelování, v£etn¥ apriorní informace
ozna£ené d0.

Jako model vyuºijeme normální lineární regresní model

yt = b0ut + c0vt +
n∑
i=1

(aiyt−i + biut−i + civt−i) + k + et

kde n je °ád modelu, et je i.i.d. náhodná posloupnost s normálním rozd¥lením, nulovou
st°ední hodnotou a konstantním rozptylem r. k je konstanta modelu.

Parametry ai, bi,ci a r jsou odhadovány z m¥°ených dat. Nejprve je v²ak t°eba ur£it
vhodný °ád modelu (tzv. odhad struktury modelu). Ten odhadneme z apriorních (p°e-
dem zm¥°ených) dat pom¥rn¥ snadno tak, ºe v²echny veli£iny normujeme tak aby m¥ly
nulovou st°ední hodnotu a jednotkový rozptyl, provedeme odhad modelu (nap° metodou
nejmen²ích £tverc·) a velikosti odhadnutých koe�cient· porovnáme s p°edem stanovenou
hladinou (nap°. 10% z nejv¥t²ího koe�cientu). Do modelu vezmeme jen ty veli£iny, které
odpovídají parametr·m s v¥t²í velikostí neº je stanovená reference, p°ípadn¥ vezmeme
model takového °ádu, aby byly pokryty v²echny významné zpoºd¥né hodnoty výstupu.

Levné a bezpe£né °ízení

S navrºeným, z apriorních dat p°ednastaveným a dále pr·b¥ºn¥ odhadovaným modelem
m·ºeme p°ejít k syntéze °ízení. Tato syntéza je navrhována tak, aby minimalizovala
st°ední hodnotu kvadratického kritéria

Q = min
U∈U∗

E

[
N∑
t=1

Qt|d0

]

Qt = (yt − st)
′
ω (yt − st) + (ut − ut−1)

′
λ (ut − ut−1)

kde N je horizont °ízení, U = {u1, u2, · · ·uN} je °ízení na intervalu t = 1, 2, · · · , N,
st je ºádaný pr·b¥h výstupní veli£iny yt a penalizace °ídící veli£iny je uvaºována v
p°ír·stkovém tvaru, aby se zabránilo trvalému o�-setu °ízené veli£iny.

�ízení na kone£ném horizontu se uvaºuje proto, ºe jsou dob°e známy potíºe se stabilitou
tzv. jednokrokového °ízení, které plánuje °ídící veli£inu vºdy jen pro budoucí £asový
okamºik. �ízení je pak navrºeno tak, aby v jednom kroku ud¥lalo co nejvíce a m·ºe
soustavu excitovat natolik, ºe ji v dal²ích krocích uº nelze u°ídit. Dal²ím d·vodem pro
°ízení na kone£ném horizontu je skute£nost, ºe budoucí cesta automobilu je nám známá
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1 POPIS APLIKACE

a proto m·ºeme i ºádané hodnoty modelovaných veli£in nastavit dop°edu a jejich znalost
v syntéze °ízení vyuºít. Provádíme pak syntézu °ízení s p°edprogramováním. P°i ní se
nap°. °ídící algoritmus dozví o zatá£ce jiº p°edem a m·ºe postupn¥ brzdit tak, aby jeho
jízda byla ²et°ivá. To je v na²em p°ípad¥ velice ºádoucí.

Celý princip optimalizace je postaven na vytvá°ení kompromisu mezi levnou jízdou a
dobou jízdy. Kdybychom poºadovali jen levnou jízdu, bylo by °e²ení triviální - nikam
nejezdit. Protoºe cestu chceme absolvovat, stanovíme ur£itou doporu£enou rychlost, kte-
rou se má automobil na cest¥ pohybovat. V na²ich dosavadních úvahách byla tato do-
poru£ená rychlost konstruována expertn¥ z mapy plánované trasy. V dal²ím výzkumu
by tato doporu£ená rychlost m¥la být modelována a navrhována na základ¥ údaj· z
navigace. �ídící algoritmus minimalizující zvolené kriterium pak optimalizuje °ízení tak,
aby se automobil pohyboval pokud moºno blízko doporu£ení rychlosti a v²ude tam, kde
je to výhodné ²et°il palivo i za cenu sníºení rychlosti. Hlavními úsporami p°i °ízení m·ºe
být (i) postupné zpomalování p°ed zatá£kou, (ii) postupné rozjíºd¥ní za zatá£kou, (iii)
rozjetí vozidla p°ed kopcem, (iv) jízda bez plynu z kopce. To jsou hlavní principy ²et°ivé
jízdy, které °idi£i v¥t²inou znají. My v²ak doufáme, ºe takových situací, ve kterých je
moºno ²et°it, je daleko více a ºe budou p°i optimálním °ízení objeveny a vyuºity.

Jak jsme se jiº zmínili, model poºitý pro syntézu °ízení musí být apriori p°ednastaven.
Nicmén¥ nic nebrání tomu, aby se jeho vlastnosti nezlep²ovaly dal²í pr·b¥ºnou identi-
�kací. Tady by se ale v optimálním p°ípad¥ jednalo o sou£asný odhad a °ízení, coº je
úloha duálního programování, která není rozumn¥ °e²itelná. Proto je vyuºita subopti-
mální metoda tzv. ustupujícího horizontu. P°i ní se postupuje takto: V daném £asovém
okamºiku se s existujícími odhady parametr· provede syntéza na celém °ídícím inter-
valu. Parametry jsou konstantní. Výpo£et °ídící veli£iny se po£ítá od konce intervalu
sm¥rem dop°edu. Z celého °ízení se ale pouºije jen jeho aktuální hodnota (tedy napo-
sledy vypo£tená) a ta se aplikuje. Zm¥°í se nový výstup, a s ním se provede výpo£et
nového odhadu parametr·. �ídící interval se posune o krok dop°edu. Tato procedura se
pak stále opakuje.

Pro vlastní realizaci algoritmu adaptivního °ízení se vyuºívá metoda iterací rozprost°e-
ných v £ase. P°i této metod¥ se na za£átku startuje výpo£et optimálního °ízení na
kone£ném horizontu tak, jak plyne z teorie - tedy z nulových hodnot. Poté, co se posune
horizont o krok a °ízení se po£ítá znova se v²ak neza£íná z nuly, ale z hodnoty (tedy
matice), ke které se do²lo v kroku minulém. Je známo, ºe výpo£et °ízení na kone£ném ho-
rizontu se postupn¥ ustaluje a správn¥ by se m¥l horizont volit tak, aby do²lo k úplnému
ustálení. P°i této metod¥ v²ak lze horizont volit pom¥rn¥ krátký a k ustalování dochází
postupn¥ p°i °ízení v £ase - odtud název metody. Pouºití metody iterací rozprost°ených
v £ase velmi zrychlí výpo£ty a dovolí adaptivní °ízení realizovat ve reálném £ase.

Výpo£et optimálního °ízení na kone£ném horizontu se provádí podle následujícího algo-
ritmu:
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1 POPIS APLIKACE

ϕ∗N+1 = 0
for t = N,N − 1, · · · , 1 do

ϕt = E
[
ϕ∗t+1 +Qt|ut, d (t− 1)

]
ϕ∗t = minut ϕt, u∗t = arg minut ϕt

end

kde ϕt je tzv Bellmanova funkce, která p°edstavuje hodnotu optimalizovaného kriteria
v £ase t po p°edchozí optimalizaci, a ϕ∗t je hodnota kriteria po minimalizaci v £ase
t (zbytek kriteria, který p°echází do dal²ích krok· minimalizace). Jak je nazna£eno,
výpo£ty probíhají od konce intervalu °ízení. V kaºdém kroku se spo£te optimální °ízení,
které ale nelze okamºit¥ realizovat - data, která jsou zapot°ebí jsou je²t¥ neznámá. Teprve
kdyº dojdeme na za£átek intervalu, m·ºeme realizovat první °ízení, aplikovat, zm¥°it
výstup atd. Jádrem algoritmu je výpo£et st°ední hodnoty za pomocí modelu °ízené
soustavy v prvním kroku a minimalizace vyst°edovaného kriteria v kroku druhém. Tyto
dva kroky st°edování a minimalizace se stále opakují.

Logický blok °ízení

Optimální °ízení je jist¥ ºádoucí, ale jestliºe optimální rychlost je 55 km/hod a ma-
ximální povolená je 50 km/hod, budeme t¥ºko policejní kontrole n¥co vysv¥tlovat o
optimalit¥ a podobn¥. Proto je t°eba automatické °ízení zast°e²it blokem logických kon-
trol, p°ípadn¥ n¥kterých deterministických zásah· do °ízení. Krom¥ kontroly maximální
povolené rychlosti sem pat°í nap°íklad také kontrola, zda je p°i jízd¥ z kopce za°azen ne-
utrál, nebo signalizace p°echodu pro chodce £i °ízené k°iºovatky. Tento blok je nad°azen
automatickému °ízení a má p°edním prioritu.

Výsledky simula£ních experiment·

Experimenty s navrºeným °ídícím algoritmem byly provád¥ny pro data nam¥°ená na
zvoleném testovacím okruhu, dlouhém p°ibliºn¥ 40 km a nacházejícím se poblíº Mladé
Boleslavi. Tato cesta vede nejprve po dálnici, dále pokra£uje po silnici I. t°ídy a její
poslední £ást vede po silnici II. t°ídy a prochází také n¥kolika obcemi. Tak m¥°ená data
zahrnují v²echny hlavní typy jízdy a zaru£ují tak reprezentativnost m¥°eného vzorku. K
dispozici jsou data z osmi jízd po tomto okruhu a to po£ínaje jízdou klidnou (²et°ivou)
aº po jízdu ºivou (sportovní). Tato data slouºí jednak jako apriorní data a jednak pro
porovnání výsledk· jízdy s automatickým °ízením. Podle t¥chto dat a podle expertní
zku²enosti byla také zkonstruována doporu£ená rychlost pro celý testovací okruh.

Pro ú£ely testování °ídícího algoritmu byl zkonstruován softwarový simulátor spot°eby
automobilu. Tento simulátor je postaven na základ¥ základních fyzikálních vztah· mezi
veli£inami, které mají vliv na spot°ebu automobilu. Simulátor byl testován na reálných
datech a jeho kvalita byla více neº dobrá. Samoz°ejm¥, ºe kone£né výsledky je moºno
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Obrázek 1.1: �ízený výstup - spot°eba (vlevo), rychlost (vpravo)

potvrdit aº p°i testech na reálné automobilu. Na tomto ov¥°ení se pracuje, zatím v²ak
provedeno nebylo.

Pro experimenty byl pouºit regresní model 2. °ádu. Tento model byl o�-line p°ednasta-
ven na vzorku apriorních dat o velikosti 1000 m¥°ení. Perioda snímání dat je 5 m¥°ení za
vte°inu. Apriorní data tedy zahrnují dobu p°ibliºn¥ 3.3 minuty. D·leºitou charakteristi-
kou °ízení je pouºitý koe�cient penalizace v kriteriu °ízení. Penalizovány jsou odchylky
spot°eby a rychlosti od jejich poºadovaných pr·b¥h· a zm¥ny °ídících veli£in plynu a
rychlostního stupn¥. Penalizace výstup· byly stejné, rovny jedné. Penalizace zm¥n °ízení
byla zvolena 1000, Tato veliká penalizace °ízení má za cíl zabránit prudkým zm¥nám
v hodnotách °ízení, protoºe se ale jedná o zm¥ny, nevná²í do °ízení trvalý o�set. Pro
výpo£et °ízení byla zvolena délka horizontu p¥t, coº dovoluje pouºití metody iterací
rozprost°ených v £ase. Doba výpo£tu °ízení pro 75000 vzork· je 8 vte°in.

Na obrázku 1.1, v jeho levé £ásti, je zobrazena °ízená veli£ina �spot°eba� (plná £ervená
£ára) spolu se spot°ebou, která byla za stejných podmínek dosaºena p°i jízd¥, p°i které
se provád¥la m¥°ení - jedná se o jednu ze ²et°ivých jízd (modrá te£kovaná £ára). Pro
informaci je je²t¥ zobrazen pr·b¥h ºádané spot°eby, která se rovná 85% spot°eby z pr·-
m¥rných hodnot z apriorních m¥°ení (zelená £árkovaná £ára). V pravé £ásti obrázku 1.1
je stejnými typy £ar zobrazena veli£ina �rychlost� - tedy rychlost °ízená (modrá), do-
saºená p°i m¥°ení (modrá) a referen£ní (zelená). Obrázky ukazují £ást jízdy obsahující
1000 vzork· (tedy op¥t asi 3.3 minuty) po silnici I. t°ídy. Del²í úsek jízdy dává nep°e-
hledné grafy a jízda po dálnici je pom¥rn¥ nezajímavá. Vybraný úsek ukazuje podstatné
vlastnosti °ízení. Z graf· je patrné, ºe hlavní úsporou p°i jízd¥ je omezení ²pi£ek ve spo-
t°eb¥, které se dosahuje ²etrným zacházením s plynem a celkov¥ o n¥co málo pomalej²í
jízdou.
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Obrázek 1.2: �ízení - plyn a rychlostní stupe¬

Pro zajímavost, na obrázku 1.2 jsou zobrazeny °ídící veli£iny na stejném úseku cesty
kterou ukazuje p°edchozí graf. Modrá £ára je veli£ina �plyn� (procento stla£ení plyno-
vého pedálu) a �rychlostní stupe¬� (desetinásobek za°azeného rychlostního stupn¥ - pro
viditelnost grafu spolu s plynem). Vidíme, ºe p°eváºn¥ se jede na ²estý stupe¬, jen na
konci zobrazované periody se °adilo níºe. Vzhledem ke zna£né síle motoru vozu �koda
Octavia se ale v¥t²inu cesty jede na ²estku.

2 Model a jeho odhad

Hodiny: 2, 3; 4, 5, 6
Program: simulace a odhad (základní modely), vývoj aposteriorní, zapomínání, odhad struk-
tury.

Mezi úlohy odhadu pat°í odhad parametr· modelu, klasi�kace a predikce. P°i klasi�kaci
p°id¥lujeme zm¥°ený datový vzorek do ur£ité t°ídy vzork· (nap°íklad zda °idi£ jede
normáln¥ nebo divoce), p°i predikci odhadujeme hodnotu ur£ité veli£iny v budoucím
okamºiku (nap°íklad jízda �bezpe£ná�, �riskantní�, �havárie�). Pro klasi�kaci v¥t²inou
pouºíváme statické modely (modelovaný výstup nezávisí na svých minulých hodnotách),
úloha predikce vyºaduje model dynamický.

2.1 Statické modely

Statický model má obecný tvar

f (yt|Θ) , nebo s °ízením f (yt|ut,Θ)

10



2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

a lze jej vyjád°it pomocí rovnice

yt = but + k + et

kde yt je modelovaná veli£ina, ut je °ízení, et je ²um s rozptylem r a b, k jsou regresní
koe�cienty.

Nejvyuºívan¥j²í je normální regresní model, kde ²um má normální rozd¥lení. Dále p°ed-
vedeme i modely pro n¥která dal²í rozd¥lení ²umu. D·leºitou úlohu zde hraje tzv. expo-
nenciální t°ída rozd¥lení, pro kterou lze jednodu²e provést odhad parametr· modelu.

Model z exponenciální t°ídy rozd¥lení

�ekneme, ºe rozd¥lení náhodné veli£iny pat°í do exponenciální t°ídy, jestliºe jej lze
vyjád°it ve tvaru

f (y|θ) = exp {Q (θ)T (y) +G (θ) +H (y)}
a mnoºina y, pro kterou je f (y|θ) 6= 0 je nezávislý na θ.

P°íklady exponenciálních rozd¥lení

- exponenciální rozd¥lení

f (y|a) = a exp {−ay} = exp {−ay + ln (a)} (2.1)

- alternativní rozd¥lení

f (y|p) = py (1− p)1−y = exp {y ln (p) + (1− y) ln (1− p)} =

= exp

{
ln

(
p

1− p

)
y + ln (1− p)

}
- Poissonovo rozd¥lení

f (y|λ) = exp {−λ} λ
y

y!
= exp {ln (λy)− λ− ln (y!)} =

= exp {y ln (λ)− λ− ln (y!)}

- normální rozd¥lení

f (y|µ, r) =
1√
2πr

exp

{
− 1

2r
(y − µ)2

}
= exp

{
− 1

2r

(
y2 − 2µy + µ2

)
− 1

2
ln (2πr)

}
=

= exp

{
− 1

2r
y2 +

µ

r
y +

µ2

2r
− 1

2
ln (2π)− 1

2
ln (r)

}
=

= exp


[
− 1

2r
,
µ

r
,
µ2

2r

] y2

y
1

− 1

2
ln (r)− 1

2
ln (2π)

 .
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2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

Likelihood

Pro modely z exponenciální t°ídy je snadné spo£ítat likelihood. Ten je de�nován jako
sou£in model· s dosazenými m¥°enými daty

LN (θ) =

N∏
t=1

f (yt|θ) .

Pro exponenciální t°ídu to bude

LN (θ) =

N∏
t=1

exp {Q (θ)T (yt) +G (θ) +H (yt)} =

= exp

{
Q (θ)

N∑
t=1

T (yt) +N G (θ) +

N∑
t=1

H (yt)

}
=

= exp {Q (θ)SN +N G (θ) + VN} .

Odhad parametru

Ukáºeme odhad metodou ML (maximum likelihood), kdy bodový odhad parametru leºí
v maximu likelihoodu. Maximum hledáme pomocí derivace L

′
N (θ) = 0 :

L
′
N (θ) = exp {Q (θ)SN +N G (θ) + VN}

(
Q′ (θ)SN +N G′ (θ)

)
= 0,

kde

SN =

N∑
t=1

T (yt) , VN =

N∑
t=1

H (yt) (2.2)

a SN a N jsou statistiky odhadu.

Odtud plyne podmínka pro maximum

Q′ (θ)SN +N G′ (θ) = 0.

Nap°. pro exponenciální rozd¥lení f (yt|a) = a exp {ayt} je â = 1
ȳ , kde ȳ je pr·m¥r z

nam¥°ených hodnot výstupu.

12



2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

P°íklad odhadu parametru exponenciálního rozd¥lení

Odhad parametru rozd¥lení z exponenciální t°ídy ukáºeme na p°íklad¥:

Uvaºujme rozd¥lení

f (yt|a) = aya−1
t , pro yt ∈ (0, 1) , a a > 0.

Toto rozd¥lení pat°í do exponenciální t°ídy s parametry: Q = a, T = ln yt, G = ln a a
H = − ln yt.

Spo£teme: Q′ = 1, SN =
∑N

t=1 ln yt a G′ = 1
a .

Dosadíme do rovnice a dostaneme

1 ·
N∑
t=1

ln yt +N
1

a
= 0.

Odtud
â =

N∑N
t=1 ln yt

=
1

ln yt
.

coº je p°evrácená hodnota pr·m¥ru logaritm· dat.

Model s Poissonovým rozd¥lením

Jak jsme jiº d°íve ukázali, Poissonovo rozd¥lení pat°í do exponenciální t°ídy. Ukáºeme
zde, jak se provádí jeho odhad.

Model pro výstup yt s parametrem λ je dán následující hp

f (yt|λ) = exp {−λ} λ
yt

yt!
.

Likelihood je dán sou£inem model·

LN =

N∏
t=1

exp {−λ} λ
yt

yt!
= exp {−Nλ} λ

∑N
t=1 yt∏N

t=1 yt!
.

Odtud snadno ur£íme jak aposteriorní hp, tak i p°epo£et statistik.

Aposteriorní hp
f (λ|d (t)) ∝ exp {−κtλ}λSt ,

kde statistiky κt a St se po£ítají podle následujících vztah·

κt = κt−1 + 1,

St = St−1 + yt,

s po£áte£ními hodnotami κ0 a S0.

13



2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

Bodový odhad parametru λ je

λ̂ =
SN
κN

= ȳ,

coº je výb¥rový pr·m¥r modelované veli£iny yt ve zm¥°ených hodnotách. Vzorec
dostaneme jako argument maxima aposteriorní hp. Derivace je

−κN exp {−κNλ}λSN + exp {−κNλ}SNλSN−1 = 0 a odtud

κNλ = SN .

Model s exponenciálním rozd¥lením

Model má tvar
f (yt|a) = a exp {−ayt} .

Likelihood

LN = aN exp

{
−a

N∑
t=1

yt

}
.

Podle tvaru likelihoodu volíme tvar apriorní hp odkud dostaneme aposteriorní hp ve
tvaru

f (a|d (t)) = aκt exp {−aSt} ,

kde statistiky se p°epo£ítávají následujícím zp·sobem

κt = κt−1 + 1,

St = St−1 + yt.

Bodový odhad parametru a dostaneme op¥t jako argument maxima aposteriorní hp ve
tvaru

â =
κN
SN

=
1

ȳ

jako p°evrácenou hodnotu výb¥rového pr·m¥ru.

Kategorický (multinomiální, diskrétní) model

Je model diskrétní modelované veli£iny s kategorickým (n¥kdy téº nazývaným multino-
miálním) rozd¥lením
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2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

yt 1 2 · · · m

f (yt) p1 p2 pm

kde p1, p2, · · · , pm jsou pravd¥podobnosti, a tedy platí

pi ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m, a
m∑
i=1

= 1.

Model ve tvaru hp je
f (yt|p) = pyt

a tuto hp vyjád°íme tabulkou, která p°ímo odpovídá uvedenému rozd¥lení

yt = 1 yt = 2 · · · yt = m

p1 p2 · · · pm

Statistika νt pro odhad parametru p má stejný tvar, jako tabulka modelu

yt = 1 yt = 2 · · · yt = m

ν1;t ν2;t · · · νm;t

a její p°epo£et se provádí podle vzorce

νi;t = νi;t−1 + δ (i, yt) ,

tedy k prvku νyt se p°idá jedni£ka (prvky po£ítají, kolikrát byla která hodnota výstupu).

Bodový odhad parametru p dostaneme normalizací statistiky tak, aby sou£et jejích prvku
byl roven jedné, tj.

p̂ =
νt∑m
i=1 νi;t

.

Statický normální regresní model

Rovnice, kterou je tento model zadán je

yt = k + et, (2.3)

kde

et ∼ N (0, r) =
1√
2πr

exp

{
− 1

2r
e2
t

}
.
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2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

Rovnice (2.3) je transforma£ní rovnicí pro náhodnou veli£inu yt. P°íslu²nou transformací
dostaneme rozd¥lení závislé na parametrech Θ = {k, r}

f (yt|Θ) =
1√
2πr

exp

{
− 1

2r
(yt − k)2

}
=

=
1√
2πr

exp

{
− 1

2r
[−1, k]

([
yt
1

]
[yt, 1]

)[
−1
k

]}
=

=
1√
2πr

exp

{
− 1

2r
[−1, k]Dt

[
−1
k

]}
,

kde

Dt =

[
yt
1

]
[yt, 1]

je datová matice v kroku t.

Podle tvaru modelu zvolíme aposteriorní hp

f (Θ|d (t)) ∝ rκt exp

{
− 1

2r
[−1, k]Vt

[
−1
k

]}
,

kde κt a Vt jsou statistiky odhadu parametr·.

P°epo£et statistik se d¥je podle vzorc·

Vt = Vt−1 +Dt, κt = κt−1 + 1

a tento p°epo£et startuje s apriorními statistikami κ0 a V0.

Poznámky

1. V p°ípad¥ modelu °ízené soustavy bude rovnice modelu

yt = but + k + et → et = − [−1, b, k] [yt, ut, 1]′

a podle toho vypadá i aposteriorní hp a p°epo£et statistik.

2. V p°ípad¥ mnohorozm¥rného modelu, kdy nap°. yt = [y1;t, y2;t]
′ bude[

y1;t

y2;t

]
=

[
k1

k2

]
+

[
e1;t

e2;t

] [
e1;t

e2;t

]
= −

[
−1 0 k1

0 −1 k2

] y1;t

y2;t

1


a p°epo£et informa£ní matice

Vt = Vt−1 +

 y1;t

y2;t

1

 [y1;t, y2;t, 1] .

Odtud také plyne, ºe po rozd¥lení této matice bude mít submatice Vy rozm¥r 2x2.
Ostatní submatice budou s ní kompatibilní.
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2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

Rovnom¥rné rozd¥lení

Rovnom¥rné rozd¥lení na intervalu (bL, bU ) s hp 1/ (bU − bL) pro bL < yt < bU a jinde
nula je asi nejjednodu²²ím rozd¥lením. Jeho charakteristika je: (1) v²echny hodnoty
z intervalu (bL, bU ) jsou stejn¥ pravd¥podobné (nemáme ºádné preference), (2) mino
interval (bL, bU ) jsou hodnoty nemoºné (pro hodnoty existují ostré hranice).

P°es jednoduchost rovnom¥rného rozd¥lení není práce s nim p°íli² jednoduchá. D·vodem
je to, ºe nepat°í do exponenciální t°ídy rozd¥lení, protoºe hranice jeho oboru nenulovosti
závisí na jeho parametrech (jsou p°ímo jeho parametry). V následujícím textu ukáºeme,
jak se s ním pracuje. Metoda odhadu je jednoduchá pro statický model, kterým se bu-
deme zabývat. V p°ípad¥ dynamického modelu vede úloha odhadu na metodu lineárního
programování.

Model

Uvaºovaný model má tvar

f (yt|bL, bU ) =
1

bU − bL
χ (yt > bL)χ (yt < bU ) ,

kde χ je indikátorová funkce podmínky (rovná se jedné, kde je podmínka spln¥na, a nule
jinde).

Likelihood

Likelihood dostaneme jako sou£in model· s postupn¥ dosazenými daty yt, t = 1, 2, · · · , N.

LN =
N∏
t=1

1

bU − bL
χ (yt > bL)χ (yt < bU ) =

=

(
1

bU − bL

)N N∏
t=1

χ (yt > bL)

N∏
t=1

χ (yt < bU ) =

=

(
1

bU − bL

)N
χ
(
bU > max {yt}Nt=0

)
χ
(
bL < min {yt}Nt=0

)
.
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2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

Apriorní hp

Apriorní hp ur£íme na základ¥ tvaru likelihoodu

f (bL, bU |d (0)) ∝
(

1

bU − bL

)κ0
χ (bU > U0)χ (bL < L0) ,

kde κ0, L0 a U0 jsou apriorní statistiky s významem: po£et apriorních dat a dolní a horní
hranice intervalu rovnom¥rného rozd¥lení.

Aposteriorní hp

Aposteriorní hp je sou£in likelihoodu a apriorní hp

P = f (bL, bU |d (N)) ∝
(

1

bU − bL

)κN
χ (bU > UN )χ (bL < LN ) . (2.4)

P°epo£et statistik

Pro postupný (on-line) výpo£et statistik je moºno pouºít následující rekurzivní vztahy

κt = κt−1 + 1, Lt = min {Lt−1, yt} , Ut = max {Ut−1, yt} .

Bodové odhady (MP)

Vzhledem k tomu, ºe rovnom¥rné rozd¥lení nepat°í do exponenciální t°ídy, bodové od-
hady parametr· bL a bU se po£ítají pon¥kud um¥le.

Hledáme maximum P. P°itom to bude tím v¥t²í, £ím jsou bL a bU blíºe (viz (2.4)).
Snaºíme se tedy posunout bL co nejvíce doprava a bU zase doleva. P°itom narazíme na
podmínky yt > LN a yt < UN . Pro bodové odhady tedy platí

b̂L = LN = min {yt}Nt=0 a b̂U = UN = max {yt}Nt=0 .

Posunuté exponenciální rozd¥lení

Exponenciální rozd¥lení s hp a exp {−ayt} pro yt ≥ 0 je ukázkovým p°íkladem ex-
ponenciální t°ídy rozd¥lení (ref). Nicmén¥, chceme-li zobecnit na posunuté rozd¥lení
a exp {−a (yt −A)} pro yt ≥ A dostaneme se mimo exponenciální t°ídu rozd¥lení. D·-
vodem je závislost oboru nenulovosti této hp na parametru A. Okamºit¥ p°estávají platit
v²echny hezké a jednoduché vztahy, které obecn¥ platí práv¥ pro exponenciální t°ídu.
Na²t¥stí lze i v tomto p°ípad¥ postupovat dosti rozumn¥. Dále budeme tento postup
demonstrovat.
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2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

Model

Jak jsme jiº uvedli, uvaºovaný model má tvar

f (yt|a,A) = a exp {−a (yt −A)} , yt ≥ A.

Likelihood

Likelihood dostaneme jako sou£in model· s postupn¥ dosazenými daty yt, t = 1, 2, · · · , N.
Protoºe obor nenulovosti modelu je závislý na parametru, vstupuje také do likelihoodu

LN =
N∏
t=1

a exp {−a (yt −A)} , y1, y2, · · · yN ≥ A,

LN = aN exp

{
−a

(
N∑
t=1

yt −NA

)}
, min
t=1:N

yt ≥ A.

Prior hp

Apriorní hp ur£íme na základ¥ tvaru likelihoodu

f (a,A|d (0)) ∝ aκ0 exp {−a (S0 −NA)} ,

kde κ0 a S0 jsou apriorní statistiky s významem: po£et apriorních dat a sou£et apriorních
dat.

Posterior hp

Aposteriorní hp je sou£in likelihoodu a apriorní hp

P = f (a,A|d (N)) ∝ aκN exp {−a (SN −NA)} .

P°epo£et statistik

Pro postupný (on-line) výpo£et statistik je moºno pouºít následující rekurzivní vztahy

St = St−1 + yt, κt = κt−1 + 1.
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2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

Bodové odhady (MP)

Vzhledem k tomu, ºe posunuté exponenciální rozd¥lení nepat°í do exponenciální t°ídy,
bodové odhady parametr· a a A se po£ítají trochu um¥le.

Maximum P podle A spo£teme následující úvahou:

P = aκN exp {−a (SN −NA)} = aκN exp {−aSN} exp {aNA}

Máme-li zvolit A tak, aby P bylo co nejv¥t²í, musíme volit A → ∞. Jsme ale omezeni
podmínkou min {y} > A. Proto volíme A = min {y} .

Maximum P podle a po£ítáme pomocí derivace, tj. tak, jak je to obvyklé v exponen-
ciální t°íd¥

∂aP = κNa
κN−1 exp {−a (SN −NA)} − aκN (SN −NA) exp {−a (SN −NA)} = 0,

κN = a (SN −NA) ,

a =
κN

SN −NA
=

1

ȳ − N
κN
A

.
=

1

ȳ −A
=

1

ȳ −min {y}
.

Odtud dostáváme bodové odhady

âN
.
=

1

ȳ −min {y}
a ÂN = min {y} .

Logistický model

Speciální forma modelu, který nepat°í do exponenciální t°ídy model·, dokonce není ani
lineární, je model logistický. Nelze pro n¥ho pouºít b¥ºné bayesovské postupy a jeho
odhad se provádí numericky metodou ML (maximum likelihood).

Význam logistického modelu spo£ívá v tom, ºe popisuje závislost diskrétní veli£iny na
veli£inách spojitých (a p°ípadn¥ i diskrétních). Tuto závislost nelze vyjád°it ani modelem
£ist¥ spojitým, ani £ist¥ diskrétním.

V p°edm¥tu Stochastické systémy jsme se jiº touto problematikou zabývali pro dvou-
hodnotovou modelovanou veli£inu s alternativním rozd¥lením

yt 0 1
P (yt) p 1− p
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2.1 Statické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

s modelem
f (yt|p) = pyt (1− p)1−yt , p ∈ (0, 1) , yt = 0, 1,

kde jsme p°edpokládali, ºe p není konstanta a modelovali jsme ho v závislosti na regres-
ním vektoru nezávislých veli£in ψt = [x1;t, x2;t, · · · , xn;t] tak, ºe g (p) = ψ

′
tθ kde θ je

vektor regresních koe�cient· a funkce g musí mít de�ni£ní obor v intervalu (0, 1) a obor
hodnot na celé reálné ose - transformuje pravd¥podobnost na reálnou osu. Tuto funkci
volíme v¥t²inou jako logistickou funkci logit (odtud název regrese)

logit (p) = ln
p

1− p
.

Model (bez ²umu) má potom tvar

logit (p) = ψ
′
tθ,

kde
p = P (yt = 1|xt) .

Invertováním modelu dostaneme

p =
exp

{
ψ
′
tθ
}

1 + exp
{
ψ
′
tθ
} (2.5)

a
1− p =

1

1 + exp
{
ψ
′
tθ
} . (2.6)

Odhad parametru p provedeme metodou maximum likelihood. Budeme po£ítat log-
likelihood

lnL = ln
N∏
t=1

f (yt|p) = ln
(
p
∑
yt (1− p)N−

∑
yt
)

=

= ln


 exp

{
ψ
′
tθ
}

1 + exp
{
ψ
′
tθ
}


∑
yt (

1

1 + exp
{
ψ
′
tθ
})N−

∑
yt

 =

=
∑

yt ln

 exp
{
ψ
′
tθ
}

1 + exp
{
ψ
′
tθ
}
+

(
N −

∑
yt

)
ln

(
1

1 + exp
{
ψ
′
tθ
}) .

Tento výraz je moºno je²t¥ trochu zjednodu²it, nicmén¥ to nic nem¥ní na v¥ci, ºe pro
jeho maximalizaci je nutno pouºít numerickou metodu. Protoºe je moºno analyticky
spo£ítat derivace tohoto výrazu, je výhodné pouºití jednoduché Newtonovy metody.

V maximu likelihoodu leºí optimální parametry, které dosadíme do modelu

ψ
′
tθ = logit (p)

a ze zm¥°eného regresního vektoru a odhadnutých parametr· spo£teme logit (p) =
logit (P (yt = 1|ψt)) . Inverzí funkce logit podle (2.5) ur£íme P (yt = 1|ψt) . Je-li tato
pravd¥podobnost v¥t²í neº 0.5, ur£íme hodnotu yt=1. V opa£ném p°ípad¥ bude yt = 0.

21



2.2 Dynamické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

Poznámka

V²imn¥me si, ºe záv¥r p°edchozího odstavce vyznívá jako klasi�kace. Pro odhadnuté pa-
rametry logistické regrese m·ºeme v²echny p°ípadné regresní vektory p°i°adit do dvou
skupin. V první skupin¥ jsou ty, kterým regrese p°i°adí yt = 1 a v druhé ty, kterým
odpovídá yt = 0.

�ádoucí proto bude roz²í°it logistickou regresi in na p°ípady, kdy výstup yt m·ºe nabývat
více neº dv¥ hodnoty. Touto problematikou se budeme zabývat pozd¥ji.

2.2 Dynamické modely

Dynamický model popisuje modelovanou veli£inu nejen v závislosti na jiných veli£inách
ze stejného £asového okamºiku, ale také na svých zpoºd¥ných hodnotách. Nejznám¥j²ím
pokusem s dynamickým systémem je sledování rychlosti ur£itého t¥lesa, na které p·sobí
síla. Zm¥na rychlosti nem·ºe být skoková - rychlost se p·sobením síly zvy²uje postupn¥
v závislosti na jiº dosaºené rychlosti.

Protoºe dynamický systém �ºije svým ur£itým ºivotem� i kdyº se veli£iny které na n¥j
p·sobí m¥ní, má u dynamických systém· smysl zajímat se o predikci jejich chování.

Chování dynamického systému je sloºit¥j²í neº statického. Proto i úlohy s ním spojené
jsou sloºit¥j²í.

Regresní dynamický model s normálním ²umem

Model je zadán podmín¥nou hp modelované veli£iny v závislosti na jejích zpoºd¥ných
hodnotách a dal²ích veli£inách mezi kterými bývá také °ízení - tyto veli£iny jsou shrnuty
v regresním vektoru. Obecný tvar modelu je

f (yt|ψt,Θ) ,

kde yt je modelovaná veli£ina, ψt je regresní vektor a Θ = {θ, r} jsou parametry modelu,
θ jsou regresní koe�cienty a r je rozptyl ²umu.

V p°ípad¥ lineárního regresního modelu s normálním rozleºením je uvedená hp de�no-
vána rovnicí

yt = θ′ψt + et =

= b0ut + a1yt−1 + b1ut−1 + · · ·+ anyt−n + bnut−n + k + et,

kde θ′ = [b0, a1, b1, · · · an, bn, k] jsou regresní koe�cienty, ui je °ízení a et je normální
bílý ²um s nulovou st°ední hodnotou a konstantním rozptylem r.

Statistiky pro odhad parametr· tohoto modelu jsou
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2.2 Dynamické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

• Vt - informa£ní matice (uchovává st°ední hodnoty, rozptyly a kovariance veli£in)

• κt - po£ítadlo (po£ítá datové vzorky pouºité pro odhad)

P°epo£et statistik je

Vt = Vt−1 +

[
yt
ψt

] [
yt, ψ

′
t

]
,

κt = κt−1 + 1,

který startuje z hodnot V0 a κ0, coº jsou statistiky apriorního rozd¥lení.

Aposteriorní hp je

f (Θ|d (N)) ∝ r−.5κt exp

{
− 1

2r

[
−1, θ′

]
Vt

[
−1
θ

]}
a bodové odhady parametr·

θ̂ = V −1
ψ Vyψ, r̂ =

Vy − V
′
yψV

−1
ψ Vyψ

κt
,

kde

Vt =

[
Vy V

′
yψ

Vyψ Vψ

]
s dimenzemi y a ψ.

Kategorický dynamický model

Dynamický kategorický model je model, ve kterém vystupují jen diskrétní veli£iny a
modelovaná veli£iny závisí také na svých minulých hodnotách. Tento model generuje
podmín¥nou hp ve tvaru

f (yt|ψt,Θ) = Θyt|ψt.

Tento model lze vyjád°it ve form¥ tabulky (nap°. pro ψt = [ut, yt−1]′ a yt, ut ∈ {1, 2}
dostaneme)

f
(
yt| [ut, yt−1]′ ,Θ

)
yt = 1 yt = 2

[ut, yt−1] = [1, 1] Θ1|11 Θ2|11

[ut, yt−1] = [1, 2] Θ1|12 Θ2|12

[ut, yt−1] = [2, 1] Θ1|21 Θ2|21

[ut, yt−1] = [2, 2] Θ1|22 Θ2|22

23



2.2 Dynamické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

kde platí Θi|jk ≥ 0,
∑2

c=1 Θc|jk, i, j, k ∈ {1, 2}, tedy parametry jsou pravd¥podobnosti
- jsou nezáporné a v prom¥nné p°ed podmínkou se s£ítají na jedni£ku.

Na tento model lze také pohlíºet jako na mnoºinu nezávislých model· pro výstupní
veli£inu yt, indexovanou hodnotami veli£in v podmínce. Tedy: podle kon�gurace hodnot
v regresním vektoru vybereme model a z n¥j generujeme hodnotu výstupu.

Statistika modelu pro odhad parametru Θ má stejný tvar jako parametr

νyt|[ut,yt−1]

yt = 1 yt = 2

[ut, yt−1] = [1, 1] ν1|11 ν2|11

[ut, yt−1] = [1, 2] ν1|12 ν2|12

[ut, yt−1] = [2, 1] ν1|21 ν2|21

[ut, yt−1] = [2, 2] ν1|22 ν2|22

a její p°epo£et se d¥je podle pravidla

νi|jk;t = νi|jk;t−1 + δ (i|j, k; yt|ut, yt−1) ,

kde δ (i|j, k; yt|ut, yt−1) = 1 pro yt = i, ut = j, yt−1 = k jinak je to to nula.

Aposteriorní hp je
f (Θ|d (t)) =

∏
i,j,k

Θ
νi|jk;t
i|jk .

Bodové odhady

Θi|jk =
νi|jk∑
c νc|jk

. (2.7)

Tyto bodové odhady dostaneme proste tak, ºe vezmeme tabulku statistik a její °ádky
normalizujeme tak, aby jejich sou£et byl roven jedné.

Stavový model

Popisuje nem¥°enou veli£inu xt - stav. Model má dv¥ £ásti (i) stavovou a (ii) výstupní

(i) f (xt+1|xt, ut) , (2.8)

(ii) f (yt|xt, ut) . (2.9)

Normální, lineární model má rovnice

xt+1 = Mxt +Nut + wt, (2.10)

yt = Axt +But + vt, (2.11)
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2.2 Dynamické modely 2 MODEL A JEHO ODHAD

kde M, N, A, B jsou známé parametry modelu a wt a vt jsou stavový a výstupní ²um s
kovarian£ními maticemi rw a rv.

Odhad stavu provádí Kalman·v �ltr, který zapsaný v hp má tvar

f (yt|d (t− 1)) =

ˆ
x∗1

f (yt|xt, ut) f (xt|d (t− 1)) dxt,

f (xt|d (t)) =
f (yt|xt, ut) f (xt|d (t− 1)) ,

f (yt|d (t− 1))

f (xt+1|d (t)) =

ˆ
x∗1

f (xt+1|xt, ut) f (xt|d (t− 1)) dx1.

Zavedeme zna£ení

f (yt|d (t− 1)) = Nyt (ŷt, ry) ,

f (xt|d (t− 1)) = Nxt

(
xt|t−1, rt|t−1

)
,

f (xt|d (t)) = Nxt

(
xt|t, rt|t

)
,

f (xt+1|d (t)) = Nxt+1

(
xt+1|t, rt+1|t

)
.

Vývoj charakteristik t¥chto hp dává Kalman·v �ltr.

ŷ = Ax̂+But

ry = rv +ArxA
′

rx = rx − rxA′r−1
y Arx

ep = yt − ŷ

Kg = rxA
′r−1
y

x̂ = x̂+Kgep

x̂ = Mx̂+Nut

rx = rw +MrxM
′

Model sm¥si komponent

Model sm¥si se uplatní jestliºe modelovaný systém

• se p°epíná mezi n¥kolika pracovními módy (jako je tomu nap°íklad u dopravy v
závislosti na denní dob¥, b¥hem týdne nebo i v r·zných ro£ních obdobích),

• je nelineární a my se snaºíme jeho hp aproximovat sm¥sí rozd¥lení.
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2.3 Dodatky k odhadu 2 MODEL A JEHO ODHAD

Navíc, popis systému pomocí sm¥si komponent lze vyuºít rovn¥º pro úlohu klasi�kace
modelované veli£iny. T°ídy klasi�kace odpovídají komponentám sm¥sového modelu.

Model sm¥si komponent má tvar

f (yt|ψt,Θ) =

nc∑
c=1

αc f (yt|c, ψt,Θc) ,

kde v argumentu sumy jsou komponenty - jednoduché modely popisující stejnou mo-
delovanou veli£inu, pracující se stejným regresním vektorem (coº obecn¥ není nutno) a
mající kaºdý své parametry. Typickým p°íkladem komponent mohou být regresní modely
z nichº kaºdý má svou pozici (st°ední hodnotu) a ²í°ku (kovarian£ní matici).

Odhad modelu se provádí podle Bayesova vzorce, který ov²em vede na výpo£etn¥ nere-
alizovatelný postup a proto je t°eba ur£ité aproximace. Tato aproximace spo£ívá v tom,
ºe deterministické ukazovátko na aktivní komponentu, které je reprezentováno funkcí
delta

δ (c, ct) =

{
1 pro c = ct

0 pro ostatní c
,

kde c = 1, 2, · · · , nc a ct ozna£uje aktivní komponentu v £ase t, nahradíme jeho st°ední
hodnotou. Dostaneme tak pravd¥podobnostní ukazovátko, které je reprezentováno vek-
torem pravd¥podobností wt = [w1;t, w2;t, · · · , wnc;t] toho, ºe p°íslu²ná komponenta je
aktivní wc;t = Pr (c = ct|d (t)) .

Odtud pak dostáváme vztahy pro p°epo£et jednotlivých komponent

κc;t = κc;t−1 + wc;t,

Vc;t = Vc;t−1 + wc;tΨtΨ
′
t,

pro c = 1, 2, · · · , nc.

Bodové odhady parametr· pro jednotlivé komponenty pak spo£teme stejn¥, jako pro
jednoduché modely které komponenty reprezentují.

2.3 Dodatky k odhadu

V této kapitole uvedeme n¥která roz²í°ení a speciality v problému odhadu modelu. Zam¥-
°íme se na nej£ast¥ji vyuºívaný dynamický regresní model s normálním ²umem. V¥t²inu
z uvedeného lze ale aplikovat i na ostatní modely.

Bayes· vzorec

Bayes·v vzorec má základní tvar

f (Θ|d (t)) ∝ f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (t− 1)) , (2.12)
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2.3 Dodatky k odhadu 2 MODEL A JEHO ODHAD

kde hp (zleva) jsou (i) aposteriorní, (ii) model, (iii) apriorní. Rekurze b¥ºí pro t =
0, 1, · · · , kde t = 0 ozna£uje apriorní informaci. P°edpokládá se platnost p°irozených
podmínek °ízení (viz Dodatky 9.3).

Postupným dosazováním Bayesova vzorce lze aposteriorní hp vyjád°it v jednorázovém
tvaru

f (Θ|d (t)) ∝

[
t∏

τ=1

f (yτ |ψτ ,Θ)

]
f (Θ|d (0)) = Lt (Θ) f (Θ|d (0)) ,

kde Lt (Θ) =
[∏t

τ=1 f (yτ |ψτ ,Θ)
]
je likelihood.

Statistiky a jejich p°epo£et

Pro normální regresní jednorozm¥rný model volíme apriorní hp ve tvaru inverzního
Gauss-Wishartova rozd¥lení jehoº tvar se zachová i pro aposteriorní hp. Statistiky tohoto
rozd¥lení jsou kt - po£ítadlo krok· a Vt - informa£ní matice.

P°epo£et statistik
κt = κt−1 + 1,

Vt = Vt−1 + ΨtΨ
′
t,

kde Ψt =
[
yt, ψ

′
t

]′
= [yt, ut, yt−1, ut−1, · · · , yt−n, ut−n]

′
je roz²í°ený regresní vektor a n

je °ád modelu.

Bodové odhady jsou

θ̂ = V −1
ψ Vyψ, r̂ =

Vy − V
′
yψV

−1
ψ Vyψ

κt
,

kde Vy, Vyψ a Vψ jsou submatice matice Vt o rozm¥rech daných vektorem Ψ.

Jednorázový výpo£et bodových odhad· pro N zm¥°ených dat provedeme takto. Sesta-
víme matice

Y =


y1

y2

· · ·
yN

 a X =


ψ
′
1

ψ
′
2

ψ
′
N

 .
Bodové odhady regresních koe�cient· a rozptylu ²umu jsou

θ̂ =
(
X ′X

)−1
X ′Y (2.13)

r̂ =
Y ′Y − Y ′X (X ′X)−1X ′Y

N
(2.14)

Bodové odhady ur£ují hodnoty parametr· bez uvaºování jejich nejistoty. Pokud chceme
do dal²ích výpo£tu, vyuºívajících odhadnutý model, zahrnout i neur£itost, musíme po-
uºít celou aposteriorní hp do které dosadíme spo£tené statistiky VN a κN

f (Θ|d (N)) ∝ r−0.5κN exp

{
− 1

2r

[
−1, θ′

]
VN

[
−1
θ

]}
.
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2.3 Dodatky k odhadu 2 MODEL A JEHO ODHAD

Odhad struktury

P°i návrhu modelu je t°eba zvolit modelovanou veli£inu a vybrat dal²í veli£iny, které
modelovanou veli£inu ovliv¬ují. P°i návrhu dynamického modelu je dal²í d·leºitou otáz-
kou zvolit °ád modelu, tj. maximální zpoºd¥ní modelované veli£iny, jejíº hodnota má
je²t¥ vliv na její okamºitou hodnotu. Tomuto kroku se °íká odhad struktury modelu.

Tento odhad lze jednodu²e provést na základ¥ apriorních dat takto

1. Apriorní data normujeme tak, aby jednotlivé veli£iny m¥ly nulový pr·m¥r a jed-
notkový rozptyl. Tj. normovanou veli£inu x̃ z veli£iny x s pr·m¥rnou hodnotou m
a sm¥rodatnou odchylkou s dostaneme takto

x̃ =
x−m
s

.

2. Provedeme regresní analýzu pro modelovanou veli£inu a v²echny dostupné nezá-
vislé veli£iny. Výsledkem jsou regresní koe�cienty. Velmi malé koe�cienty °íkají ºe
kdyº se p°íslu²ná nezávislá veli£ina m¥ní, její zm¥na se zm¥ny modelované veli£iny
promítne velmi málo. Tedy na ní tém¥° nezávisí.

3. Ur£íme hranici (t°eba 5% nejv¥t²ího koe�cientu) a do modelu vezmeme jen ty
veli£iny, kterým odpovídá koe�cient v absolutní hodnot¥ v¥t²í neº tato hranice.

Poznámka

Tento odhad m·ºeme ud¥lat pro kaºdou veli£inu zvlá²´, nebo jen pro modelovanou veli£inu
a ostatní brát se stejnou hloubkou zpoºd¥ní.

P°íklad

Odhad struktury budeme demonstrovat na p°íkladu se simulovanými daty. Pro simulaci
uvaºujme regresní model

yt = ayt−1 + b0ut + b1ut−1 + cvt + et,

kde vt je externí porucha a et je normální ²um. Simulací získáme data, která povaºujeme
za apriorní data a na jejich základ¥ budeme odhadovat strukturu modelu pro dal²í
pouºití.

Pro odhad struktury nejprve normalizujeme data: nap°. pro veli£inu x spo£teme

x− E [x]√
D [x]

.

Pro normované veli£iny provedeme regresní analýzu s hodn¥ ²irokým regresním vekto-
rem. V na²em p°ípad¥ do n¥j zahrneme dva zpoºd¥né výstupy, vstup, dva zpoºd¥né
vstupy, externí porucha, dal²í (v simulaci nepouºitá) externí porucha a konstanta. Tedy
v regresním vektoru jsou prvky 2, 5, 7 a 8 navíc - nebyly pouºity v simulaci.

Po odhadu dostaneme vektor regresních koe�cient· na následujícím obrázku
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Vidíme, ºe p°esn¥ ty veli£iny, které do modelu nepat°í, mají velmi malé regresní koe�ci-
enty. Do modelu tedy vybereme jen ty veli£iny, jejichº koe�cienty jsou v¥t²í, neº tém¥°
nulové. Zde jsou to veli£iny 1 (zpoºd¥ný výstup), 3 (vstup), 4 (zpoºd¥ný vstup) a 6
(první externí porucha).

Program k tomuto p°íkladu je uveden v 10.7.

Zapomínání

Odhad parametr· modelu se provádí za p°edpokladu, ºe parametry jsou konstantní, v
£ase neprom¥nné.

Poznámka

Pozor, neple´te si £asový vývoj bodových odhad· parametr· s prom¥nností parametr·.
Podle p°edpokladu jsou parametry konstanty a bodové odhady hledají hodnotu t¥chto kon-
stant. Startují ze zadaných po£áte£ních hodnot a postupn¥ se k hodnotám skute£ných
parametr· p°ibliºují. Odtud jejich vývoj.

Ve skute£nosti je situace je²t¥ sloºit¥j²í. O skute£ných parametrech m·ºeme mluvit je
tehdy, je-li systém simulován a odhadovaný model má stejnou strukturu (stejné veli£iny
a stejný °ád). Reálný systém ºádné parametry nemá (reálný systém m·ºe být k°iºovatka,
nehody v ur£ité komunikaci, retardéry nebo °idi£ v jedoucím automobilu - tady m·ºeme
sledovat a m¥°íme veli£iny, ale ºádné parametry tu nejsou). Skute£nými parametry máme
na mysli parametry modelu, který co nejlépe danou soustavu popisuje. Pokud by takový
model chvíli soustavu dob°e popisoval a za chvíli ne, je z°ejmé, ºe vlastnosti soustavy jsou
takové, ºe by vyºadovaly model s prom¥nnými parametry. Pokud se zm¥ny parametr· d¥jí
velmi pomalu, mluvíme o pomalu se m¥nících parametrech. Pokud se parametry m¥ní tak,
ºe nabývají jen kone£ný po£et hodnot, lze jako model vyuºít sm¥s komponent. Jestliºe se
parametry m¥ní rychle, jedná se o nestacionární systém, se kterým je t°eba zacházet
jinak. Nestacionárními systémy se zde zabývat nebudeme.

Pokud se parametry systému (ve smyslu p°ede²le poznámky) pomalu m¥ní, lze pouºít
standardní metody bayesovského odhadování, kombinované s technikou zapomínání. Ta
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spo£ívá v tom, ºe £ím jsou data pouºitá k odhadu star²í, tím se jim p°i°adí men²í váha.
Tak nejv¥t²í vliv na odhady mají nová data a vliv star²ích dat pomalu ustává. P°i
metod¥ exponenciálního zapomínání se jako váha dat volí hodnota λt, kde λ ∈ (0, 1) a t
je £as. Hodnota koe�cientu zapomínání λ se volí podle toho, jakou délku historie dat si v
odhadování p°ejeme. B¥ºná hodnota je λ = 0.985. P°i ní dostáváme následující hodnoty
datových vah

zpoºd¥ní 1 2 3 4 5 10 50 100 500
váha 0.985 0.970 0.956 0.941 0.927 0.86 0.55 0.26 0.0005

Váha v podstat¥ °íká, jaký podíl dat se p°i odhadu uplatní. P°i zpoºd¥ní 50 tedy hodnota
jednoho datového údaje svou významností odpovídá dv¥ma aktuálním datovým údaj·m.

Váhy se do odhadování zavedou velice jednodu²e. Sta£í modi�kovat Bayes·v vzorec
následujícím zp·sobem

f (Θ|d (t)) ∝ f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (t− 1))λ .

Umocn¥ní apriorní hp na λ znamená její �roz²lápnutí�, coº je zvý²ení neur£itosti, které
má práv¥ popsaný efekt (men²í d·v¥ryhodnost star²ích dat). Protoºe Bayes·v vzorec je
rekurzivní, £ím star²í je apriorní hp, tím men²í je její mocnina (£ím star²í, tím mén¥
d·v¥ryhodné).

Pro regresní model s normální rozd¥lením dostaneme p°epo£et statistik v následujícím
tvaru

κt = κt−1 + λ.

Vt = Vt−1 + λΨtΨ
′
t.

Tento p°epo£et plyne p°ímo z Bayesova vzorce po dosazení normálního modelu s roz²í-

°eným regresním vektorem Ψt =
[
yt, ψ

′
t

]′
a hp pro parametry ve tvar inverzního Gauss-

Wishartova rozd¥lení se statistikami κt a Vt.

Bodové odhady

Optimálním bodovým odhadem podle kvadratického kriteria optimality je st°ední hod-
nota podmín¥ná v²ím, co je v daném okamºiku k dispozici (v¥t²inou jsou to zm¥°ená
data). Tento fakt je ukázán ve skriptu Nagy: [2012]. Chceme-li tedy získat bodový odhad
Θ̂t parametru modelu Θ, po£ítáme

Θ̂t = E [Θ|d (t)] =

ˆ
Θ∗

Θf (Θ|d (t)) dΘ. (2.15)

Uvedený výpo£et bodového odhadu lze vyjád°it jako aproximaci, p°i které ve²kerou prav-
d¥podobnost hodnot Θ rozd¥lenou aposteriorní hp f (Θ|d (t)) soust°edíme do jediného
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bodu - st°ední hodnoty (nebo p°ípadn¥ do maxima aposteriorní hp). Formáln¥ lze tuto
aproximaci popsat takto

f (Θ|d (t))→ δ
(

Θ, Θ̂t

)
,

kde δ (x, a) je Dirac·v impulz1. Dosadíme-li nyní do (2.15), dostaneme totéº
ˆ

Θ∗
Θf (Θ|d (t)) dΘ =

ˆ
Θ∗

Θ δ
(

Θ, Θ̂t

)
dΘ = Θ̂t.

Lze proto ud¥lat následující záv¥r: Optimálním odhadem parametru Θ je aposteriorní
hp, která poskytuje nejen hodnotu odhadu, ale také vypovídá o její p°esnosti. Výpo£et
podle (2.15) potom probíhá tak, ºe bereme v²echny moºné hodnoty parametru, váºíme
je jejich pravd¥podobností a �s£ítáme� - tj. d¥láme váºený pr·m¥r.

Pokud se spokojíme s bodovým odhadem, vezmeme jen jednu hodnotu (st°ední hodnotu,
p°ípadn¥ modus) a dosadíme ji za parametr.

Tuto akci m·ºeme zobecnit: Rádi bychom pouºili model f (yt|d (t− 1)) , ale máme k dis-
pozici jen model parametrizovaný f (yt|ψt,Θ) . Musíme proto zavést odhad parametr·.
Postup je následující

f (yt|d (t− 1)) =

ˆ
Θ∗
f (yt,Θ|d (t− 1)) dΘ =

=

ˆ
Θ∗
f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (t− 1)) dΘ.

Tedy, abychom získali model pro neznámé parametry, musíme mít k dispozici odhad
parametr· ve form¥ aposteriorní hp. Potom, podobn¥ jako v (2.15) bereme modely se
v²emi moºnými parametry, váºíme pravd¥podobnostmi t¥chto parametr· a �s£ítáme -
d¥láme váºený pr·m¥r. Pokud se op¥t spokojíme s bodovým odhadem, lze aposteriorní
hp aproximovat Diracovým impulzem δ

(
Θ, Θ̂t

)
a dostaneme

ˆ
Θ∗
f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (t− 1)) dΘ =

=

ˆ
Θ∗
f (yt|ψt,Θ) δ

(
Θ, Θ̂t

)
dΘ =

(
yt|ψt, Θ̂t

)
. (2.16)

Výsledkem je tedy parametrický model, kde za parametry je dosazen bodový odhad.
1Dirac·v impulz je funkce, pro kterou platí: δ (x, a) 6= 0 jen pro x = a a p°itom

´∞
−∞ δ (x, a) dx = 1.

Pro tuto funkci platí (a n¥kdy se bere jako de�nice), ºe pro v²echny rozumné funkce g (x), tj. takové,
pro které má následující výraz smysl, je

ˆ ∞
−∞

g (x) δ (x, a) dx = g (a)
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Obecný záv¥r je tedy: Optimální práce s objektem, který obsahuje neznámé parametry,
je po£ítat jeho váºený pr·m¥r pro v²echny moºné hodnoty parametr· s vahami, které
se rovnají pravd¥podobnostem t¥chto hodnot. Bodový odhad objektu dostaneme tak,
ºe spo£teme bodový odhad parametru a do objektu jej za parametr dosadíme. Tedy
ve vztahu (2.16) vynecháme integrál, vynecháme aposteriorní hp a z·stane jen objekt
(model), kde místo parametru �guruje jeho bodový odhad.

3 Predikce

Hodiny: 7
Aplikace: p°edpov¥¤ intenzity s denním pr·b¥hem.

P°edpov¥dí máme na mysli odhad hodnoty budoucího výstupu soustavy, po£ítaného na
základ¥ sou£asných a minulých dat. V obecném p°ípad¥ se uvaºuje model s neznámými
parametry. Tato úloha je v²ak v¥t²inou analyticky ne°e²itelná, proto se spí²e zabýváme
predikcí s modelem se známými parametry. Za parametry £asto dosazujeme bodové
odhady spo£tené v úloze odhadu, která b¥ºí paraleln¥ s úlohou predikce.

Podle po£tu krok· lze predikci d¥lit na jednokrokovou (p°edpov¥¤ do budoucího £aso-
vého okamºiku) a vícekrokovou (p°edpov¥¤ na více krok· dop°edu).

Poznámka

V úloze predikce je výhodné posunout £asový index o krok dop°edu. P°edpokládáme ná-
sledující uspo°ádání £asu. Jsme v £ase t a známe data aº do t, v£etn¥. Predikci d¥láme
na £as t+ np, tedy np krok· dop°edu. P°itom známá data jsou d (t) .

3.1 Jednokroková predikce

Známé parametry

Jednokrokovou predikci výstupu pro model se známými parametry provádí p°ímo sám
model

f (yt+1|ut+1, d (t)) = f (yt+1|ψt+1,Θ) .

Pro známá data ψt+1 = [ut+1, yt, ut, · · · , yt−n+1, ut−n+1]′ ⊂ {ut+1, d (t)}2 a známé pevné
parametry Θ dává p°ímo rozd¥lení budoucího výstupu yt+1.

Bodová predikce ŷt+1 se spo£te jako st°ední hodnota výstupu

ŷt+1 =

ˆ
y∗
yt+1f (yt+1|ψt+1,Θ) dyt+1.

2�ízení p°edpokládáme pevné a p°edem dané na celém intervalu predikce. Pokud tomu tak není, je
t°eba jej modelovat. To uº je ale jiná písni£ka.
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Pro normální model yt+1 = ψ
′
t+1θ + et+1 je to

ŷt+1 = ψt+1θ.

Odvození je v Nagy: [2012].

Neznámé parametry

Jednokrokovou p°edpov¥¤ pro neznáme parametry ve form¥ prediktivní hp lze vyjád°it
takto

f (yt+1|ut+1, d (t)) =

ˆ
Θ∗
f (yt+1|ψt+1,Θ) f (Θ|d (t)) dΘ, (3.1)

kde f (yt+1|ψt+1.Θ) je p°edpov¥¤ se známými parametry a f (Θ|d (t)) je aposteriorní
hp, tedy odhad parametr·.

Pro bodový odhad Θ̂t parametru Θ dostaneme

f (yt+1|ut+1, d (t)) = f
(
yt+1|ψt+1, Θ̂t

)
,

viz str. 30 vzore£ek (31) .

Bodový odhad budoucího výstupu ŷt+1 ur£íme jako st°ední hodnotu

s pouºitím bodového odhadu parametru Θ, ur£íme jako st°ední hodnotu z p°edchozího
modelu s odhadnutým parametrem

ŷt+1 = E [yt+1|d (t)] =

ˆ
y∗
yt+1f (yt+1|ut+1, d (t)) dyt+1 =

=

ˆ
y∗
yt+1

ˆ
Θ∗
f (yt+1|ψt+1,Θ) f (Θ|d (t)) dΘdyt+1.

Pouºijeme-li pro odhad Θ také bodový odhad, dostaneme

ŷt+1 =

ˆ
y∗
yt+1 f

(
yt+1|ψt+1, Θ̂t

)
dyt+1.

Pro regresní model yt+1 = ψ
′
t+1θ+et+1 s bodovým odhadem parametru θ̂t je tato bodová

predikce
ŷt+1 = ψ

′
t+1θ̂t.

Jednokroková predikce se hodí pro ov¥°ení nap°. nových algoritm· odhadu a podobn¥.
Zde se v¥t²inou vyhodnocuje chyba odhadu, nap°íklad sou£tem kvadrát· chyby predikce,
coº jsou rozdíly mezi skute£nou hodnotou výstupu a jeho jednokrokovou predikcí.
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3.2 Vícekroková predikce

Prakticky zajímav¥j²í, ale také algoritmicky a výpo£etn¥ náro£n¥j²í je vícekroková pre-
dikce, tj. odhad hodnoty výstupu na n¥kolik period dop°edu. Tato predikce m·ºe být
pouºita nap°. pro p°edpov¥¤ intenzity dopravy a vyuºita pro varování p°ed blíºící se do-
pravní kalamitou nebo pro to, aby se ud¥lala p°íslu²ná opat°ení pro zachování plynulosti
dopravy.

P°edpov¥¤ má nyní n¥kolik variant podle toho zda:

1. Parametry modelu

(a) známe,

(b) neznáme a pouºijeme jejich bodové odhady,

(c) neznáme a pouºijeme celou aposteriorní hp.

2. Pro predikci pouºijeme

(a) celou prediktivní hp,

(b) bodový odhad pr·b¥ºné predikce,

(c) bodový odhad pr·b¥ºné i kone£né predikce3.

V následujících odstavcích ukáºeme jednotlivé p°ípady predikce. Protoºe se jedná o kom-
plikovanou úlohu s mnoha variantami, budeme uvaºovat co nejjednodu²²í p°ípad (auto-
regresní model 1. °ádu bez °ízení f (yt|yt−1,Θ) s rovnicí yt = ayt−1 +et) a dvou-krokovou
predikci. Zobecn¥ní této situace je p°ímo£aré. Op¥t pouºijeme posunuté indexování £asu,
kdy známá data jsou d (t) a predikujeme yt+2.

Obecný p°ípad

Nejsloºit¥j²í p°ípad je výpo£et prediktivní hp pro model s neznámými parametry. Kon-
strukce je následující

f (yt+2|y (t)) =

ˆ
Θ∗

ˆ
y∗t+1

f (yt+2, yt+1,Θ|y (t)) dyt+1dΘ =

=

ˆ
Θ∗

ˆ
y∗t+1

f (yt+2|yt+1,Θ) f (yt+1|yt+1,Θ) f (Θ|y (t)) dyt+1dΘ =

=

ˆ
Θ∗

ˆ
y∗t+1

f (yt+2|yt+1,Θ) f (yt+1|yt+1,Θ) dyt+1︸ ︷︷ ︸
prediktor pro známé parametry

f (Θ|y (t))︸ ︷︷ ︸
odhad parametr·

dΘ.

Jak je ve výsledku nazna£eno, úloha se skládá ze dvou podúloh:
3Co je pr·b¥ºná a kone£ná predikce bude patrno z dal²ího.
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1. Výpo£et dvou krokového prediktoru pro známé parametry

f (yt+2|y (t) ,Θ) =

ˆ
y∗t+1

f (yt+2|ψt+2,Θ) f (yt+1|ψt+1,Θ) dyt+1.

2. Odhad parametru Θ

f (yt+2|y (t)) =

ˆ
Θ∗
f (yt+2|y (t) ,Θ) f (Θ|y (t)) dΘ.

P°itom ob¥ podúlohy mají formáln¥ stejný tvar. První hp za integrálem je objekt (srv
odst. Bodový odhad na str. 2.3), závislý na neznámé veli£in¥ - první je yt+1 a druhá Θ.
Dále následuje hp, popisující rozd¥lení neznámé veli£iny. Objekt s neznámou veli£inou se
tedy po£ítá jako váºený pr·m¥r s vahami rovnými pravd¥podobnostem hodnot neznámé
veli£iny.

Poznámka

V²imn¥me si, ºe pro výpo£et kone£ného odhadu yt+2 pot°ebujeme ur£it i pr·b¥ºný od-
had veli£iny yt+1. V tomto smyslu jsme v úvodu kapitoly hovo°ili o pr·b¥ºné a kone£né
predikci.

Bodové odhady v predikci

Víme jiº, ºe výpo£et obecného odhadu pro hp odhadovaných veli£in je sloºité a £asto
dokonce analyticky nespo£itatelné. Proto se budeme zajímat o zjednodu²ení, které do-
staneme p°i poºití bodových odhad·. Jak jsme jiº nazna£ili, bude se jednat o bodové
odhady p°i odhadu parametr·, p°i výpo£tu pr·b¥ºné predikce a p°i ur£ení kone£né pre-
dikce.

Nejd°íve budeme uvaºovat bodové odhady parametr· a bodové pr·b¥ºné predikce. Tedy
budeme aproximovat f (Θ|y (t)) → δ

(
Θ, Θ̂t

)
a f (yt+1|y (t) ,Θ) → δ (yt+1, ŷt+1 (Θ)) ,

kde Θ̂t je bodový odhad parametru a ŷt+1 (Θ) je bodová pr·b¥ºná predikce, která je
ov²em závislá na parametru Θ. Tak dostaneme

1. Bodový odhad prediktoru

f (yt+2|y (t) ,Θ) =

ˆ
y∗t+1

f (yt+2|yt+1,Θ) δ (yt+1, ŷt+1 (Θ)) dyt+1 =

= f (yt+2|ŷt+1,Θ) .
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2. Bodový odhad parametru

f (yt+2|y (t)) =

ˆ
Θ∗
f (yt+2|y (t) ,Θ) δ

(
Θ, Θ̂t

)
dΘ =

=︸︷︷︸
bod. odhad yt+1

ˆ
Θ∗
f (yt+2|ŷt+1,Θ) δ

(
Θ, Θ̂t

)
dΘ =

=︸︷︷︸
bod. odhad Θ

f
(
yt+2|ŷt+1, Θ̂t

)
.

Jako výsledek tedy dostáváme

f (yt+2|y (t)) = f
(
yt+2|ŷt+1, Θ̂t

)
.

To jest, vezmeme model a za neznámé veli£iny dosadíme jejich bodové odhady.

Bodová predikce

Budeme-li krom¥ bodových odhad· v predikci poºadovat také výslednou predikci bodo-
vou ŷt+2 = E [yt+2|y (t)] a normální regresní model s rovnicí yt = ayt−1 + et dostaneme

ŷt+2 =

ˆ
y∗
yt+2f (yt+2|y (t)) dyt+2 =

=

ˆ
y∗
yt+2f

(
yt+2|ŷt+1, Θ̂t

)
dyt+2 =

= E [âtŷt+1 + et+1|y (t)] = âtŷt+1.

Výsledek je tedy takový: vezmeme model predikované veli£iny a za v²echno neznámé
dosadíme bodové odhady.

V obecném p°ípad¥ (dvoukroková predikce s obecným regresním modelem a p°edem
daným °ízením) dostaneme

ŷt+2 = ψ̂
′
t+2Θ̂t =

= b̂0ut+2 + â1ŷt+1 + b̂1ut+1 + · · ·+ ânyt−n+1 + b̂nut−n+1,

kde vystupují bodové odhady regresních koe�cient· a bodový odhad výstupu yt+1.
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Praktické výpo£ty p°i bodové predikci

Po£ítáme velice jednodu²e tak, ºe vezmeme st°ední hodnotu modelu (tj. model bez ²umu)
a dosazujeme jej na horizontu predikce - ukáºeme pro model 1. °ádu yt = b0ut+a1yt−1 +
et:

ŷt+1 = b0ut+1 + a1yt

ŷt+2 = b0ut+2 + a1yt−1
.
= b0ut+2 + a1ŷt+1.

Lze provád¥t postupn¥ tak, jak je nazna£eno, nebo dosazovat a odvodit výsledný pre-
diktor

ŷt+2 = b0ut+2 + a1ŷt−1 = b0ut+2 + a1 (b0ut+1 + a1yt) =

= a2
1yt + b0ut+2 + b0a1ut+1.

Obecný vzorec pro k-krokovou predikci s modelem 1. °ádu je

ŷt+k = ak1yt + b0

k∑
i=1

ak−i1 ut+i.

Prediktivní hp s normálním modelem

V p°ípad¥ normálního regresního modelu lze p°edchozí postup pouºít i v p°ípad¥, kdy po-
ºadujeme jako výsledek celou prediktivní hp. Vyuºijeme skute£nosti, ºe konvoluce dvou
normálních rozd¥lení je op¥t normální rozd¥lení a to je pln¥ ur£eno st°ední hodnotou a
rozptylem. Uvaºujeme tedy model (pro jednoduchost op¥t prvního °ádu)

yt+1 = b0ut+1 + a1yt + et+1,

kde ²um et má nulovou st°ední hodnotu a rozptyl r.

Postupným dosazováním pro dvou-krokovou predikci dostaneme

yt+2 = b0ut+2 + a1yt+1 + et+2 =

= b0ut+2 + a1 (b0ut+1 + a1yt + et+1) + et+2 =

= b0ut+2 + a1b0ut+1 + a2
1yt + a1et+1 + et+2.

Krom¥ £lenu s yt a ut+1, ut+2 dostáváme je²t¥ dal²í £len, který popisuje neur£itost pre-
diktoru. Vzorec také vyjad°uje celou náhodnou veli£inu yt+2, nikoli jen její st°ední hod-
notu. Proto z ní m·ºeme spo£ítat jak st°ední hodnotu ale i rozptyl, které ur£ují celou
prediktivní hp
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3.2 Vícekroková predikce 3 PREDIKCE

E [yt+2|d (t)] = a2
1yt + b0ut+2 + a1b0ut+1,

D [yt+2|d (t)] = D [a1et+1 + et+2] = a2
1r + r = [a1 + 1] r.

Prediktivní hp tedy bude

f (yt+2|d (t)) = Nyt+2

(
a2

1yt + b0ut+2 + a1b0ut+1, [a1 + 1] r
)
.

Obecný vzorec pro k-krokovou predikci je:

St°ení hodnota je stejná jako pro bodovou predikci.

Rozptyl je

r
k∑
i=1

a
2(i−1)
1 .

Vzorový p°íklad

Algoritmus predikce budeme demonstrovat na p°íklad¥. Budeme uvaºovat regresní model
prvního °ádu

yt = ayt−1 + but + et,

kde °ídící veli£ina (nebo spí²e externí porucha) ut je generována jako za²um¥ná sinusovka
(proto, aby model stále �n¥co d¥lal�). Pro simulaci jsou zvoleny parametry a = 0.6 a
b = 1. Model je pr·b¥ºn¥ identi�kován a pro bodové odhady parametr· je po£ítána
predikce výstupu pro np krok·.

Výsledek se 13 kroky predikce je na obrázku
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3.2 Vícekroková predikce 3 PREDIKCE

Program

Program, realizující p°íklad predikce je následující

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
% Pred i c t i on with f i r s t order r e g r e s s i o n model
addpath ' funct '

nd=100; % length o f s imu la t i on
np=13; % length o f p r ed i c t i o n
ord=2; % model order
a=.6; b=1; % model parameters

% genera t i on o f comtrol v a r i a b l e
u=2+s in ( 20∗ ( 1 : nd)/nd)+.1∗ randn (1 , nd ) ;
y=ze ro s (1 , nd ) ;
V=1e−8∗eye ( 3 ) ;

% TIME LOOP
f o r t =2:(nd−np)
% s imu la t i on
e=.1∗ randn ; % mnoise
y ( t)=a∗y ( t−1)+b∗u( t)+e ; % model

% es t imat ion
Ps=[y ( t ) y ( t−1) u( t ) ] ' ; % r e g r e s s i o n vec to r
V=V+Ps∗Ps ' ; % s t a t i s t i c s update
[ th , s2 ]=v2thN(V/t , 1 ) ; % point e s t imate s

% pr ed i c t i o n
yy=y ( 1 : t ) ; % aux i l i a r y data
f o r i =1:np

j=t+i ; % time during p r ed i c t i o n
yy ( j )=th (1)∗ yy ( j−1)+th (2)∗u( j ) ; % running p r ed i c t i o n

end
yp ( t+np)=yy ( t+np ) ; % f i n a l p r ed i c t i o n at the time

end

% RESULTS
vPred_R
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3.3 Aplikace 3 PREDIKCE

3.3 Aplikace

Predikce denního pr·b¥hu intenzity

Cílem na²í úlohy je p°edpov¥¤ dopravní intenzity v ur£eném míst¥ m¥stské dopravní
komunikace.

Potíº, která je s p°edpov¥dí dopravní intenzity spojená je, ºe tato intenzita je nezáporná a
b¥hem dne sleduje ur£itý pr·b¥h - tzv. denní pr·b¥h intenzity. Tento pr·b¥h je podobný
tomu, který vytvo°í hrozný², který zaºívá slona4. Regresní model, jako diferen£ní rovnice
(bez konstanty) popisuje signály, které se po p°echodové fázi jako odezv¥ na po£áte£ní
podmínku pohybují kolem nuly nebo (s konstantou) kolem ur£ité konstanty. V ºádném
p°ípad¥ ale nemohou sami od sebe bez °ízení sledovat daný pr·b¥h. Proto modelujeme
odchylky intenzity od daného (známého) denního pr·b¥hu. Prvo°adým úkolem je tedy
ur£it denní pr·b¥h intenzity pro dané místo.

Denní pr·b¥h intenzity

Pokud máme k dispozici v¥t²í mnoºství apriori zm¥°ených dat (a to m·ºeme prakticky
vºdy získat), je situace pom¥rn¥ jednoduchá. Nejprve je t°eba data �nakrájet� po jed-
notlivých dnech. Potom je t°eba dny rozt°ídit tak, aby v jednotlivých skupinách byly
podobné pr·b¥hy. Typicky t°ídíme na v²ední dny a víkendy. V jednotlivých skupinách
pr·b¥hy zpr·m¥rujeme a p°ípadn¥ vyhladíme, nap°. pr·m¥rováním na ur£itém okn¥.
Takto získané pr·b¥hy intenzit lze povaºovat za denní pr·b¥hy pro jednotlivé typy dní.
Typický denní pr·b¥h je na následujícím obrázku
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4Antoine de Saint-Exupéry: Malý princ
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3.3 Aplikace 3 PREDIKCE

Model intenzity

Ozna£íme-li dopravní intenzitu It, její denní pr·b¥h Īt a odchylku jako yt = It − Īt,
m·ºeme pro odchylky psát regresní model ve tvaru

yt = a1yt−1 + a2yt−2 + · · ·+ anyt−n + et.

Tento model lze odhadnout b¥ºným zp·sobem z m¥°ených dat It a známých hodnot
denního pr·b¥hu Īt.

Spo£teme k-krokovou bodovou predikci odchylky yt+k a predikovanou intenzitu dopo£-
teme pomocí denního pr·b¥hu

It+k = Īt+k + yt+k.

Program

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
% Pred i c t i on o f t r a f f i c i n t e n s i t y with da i l y course

load df1 df1
load dt34k12IOV dtI dtO dtV
dI=dtI ( 1 : 2 8 8 ) ;

ord=2;
np=3;

y=dI−df1 ;
V=ze ro s ( ord+1);
f o r t =3:288

Psi=y ( t :−1:( t−ord ) ) ;
V=V+Psi '∗ Psi ;

end
th=v2thN(V/288 , 1 ) ;

dy=dtI ( ( 1 : 288 )+288) ;
f o r t=3:(288−np)
yy=dy ( 1 : t)−df1 ( 1 : t ) ;
f o r i =1:np
yy ( t+i )=yy ( t+i −(1: ord ) )∗ th ' ;

end
yp ( t+np)=yy ( t+np)+df1 ( t+np ) ;

end
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4 FILTRACE

% RESULTS
aPredInt_R

Výsledky

0 50 100 150 200 250 300
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

time

va
lu

es

3 steps = 15 minutes  prediction

 

 

intensity
prediction
daily course

Z obrázku je patrné, ºe predikce, navzdory velkému ²umu, je velmi dobrá.

4 Filtrace

Hodiny: 8, 9
Aplikace: odhad délky kolony.

Filtrací máme na mysli odhad stavu systému, popsaného stavovým modelem, z pr·b¥ºn¥
m¥°ených dat - vstupu ut a výstupu yt.

4.1 Lineární model

V p°ípad¥, kdy sledovaný systém obsahuje nem¥°itelné veli£iny5, které nás ale zajímají,
pouºijeme pro popis stavový model. Tento model je v lineárním p°ípad¥ dán rovnicemi
2.10 a 2.11. Odhad stavu je realizován Kalmanovým �ltrem, uvedeným na stran¥ 25.

Odhad stavu z m¥°ených vstupních a výstupních veli£in nelze provést vºdy. M·ºe se
stát, ºe n¥které sloºky stavu se v t¥chto veli£inách v·bec neprojeví. Podobn¥ je to i s
°ízením, kdy se snaºíme vhodnou volbou vstup· dosáhnout p°edepsané hodnoty stavu.
Podmínkami, kdy stav lze pozorovat a volbou vstupní veli£iny daným zp·sobem ovlivnit
se budeme zabývat v následujícím odstavci.

5Tyto veli£iny ov²em musí spl¬ovat podmínky kladené na stav, tj. v jejich okamºité hodnot¥ musí
být obsaºena informace o celém jejich dosavadním vývoji - jejich dynamický popis je prvního °ádu.
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4.1 Lineární model 4 FILTRACE

Pozorovatelnost a °iditelnost dynamického systému

Uvaºujeme systém, popsaný stavovým modelem (2.10) a (2.11)

xt+1 = Mxt +Nut + wt,

yt = Axt +But + vt.

Pozorovatelnost

Tento systém nazveme pozorovatelným, jestliºe matice pozorovatelnosti P

P =


A
AM
AM2

· · ·
AMn−1


má hodnost n (tj. má n lineárn¥ nezávislých °ádk·), kde n je dimenze stavu.

Pro pozorovatelný systém platí, ºe z n po sob¥ nam¥°ených datových dvojic vstup-výstup
m·ºeme spo£ítat stav z po£átku m¥°ení.

Tuto vlastnost lze jednodu²e demonstrovat. Pro jednoduchost poloºíme za£átek pozo-
rování do £asu t = 0 a nebudeme uvaºovat °ízení, které na pozorovatelnost nemá vliv.
Potom platí

y0 = Ax0,

y1 = Ax1 = AMx0,

y2 = AM2x0,

· · ·
yn−1 = AMn−1x0.

Tuto soustavu lze zapsat maticov¥

Y = Px0.

Aby tato soustava byla °e²itelná, tj. abychom mohli z m¥°ených yt vypo£ítat x0, musí
mít matice soustavy plnou hodnost n.

Je-li systém pozorovatelný, pak stav x0 vypo£teme pomocí pseudoinverze

x0 =
(
P ′P

)−1
P ′Y.
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4.1 Lineární model 4 FILTRACE

Dosaºitelnost

Systém nazveme dosaºitelným, jestliºe matice dosaºitelnosti R

R =
[
N, MN, M2N, · · · , Mn−1N

]
má hodnost n (coº je dimenze stavu).

Pro dosaºitelný systém platí, ºe existuje °ízení, které systém v kone£ném £ase p°evede
ze stavu x0 = 0 do libovolného stavu xt (t <∞).

Demonstrace je op¥t jednoduchá. V prvním kroku s pouºitím stavového modelu xt+1 =
Mxt +Nut (bez ²umu) dostaneme

x1 = Mx0 +Nu0 = Nu0,

protoºe x0 = 0. A dále platí

x2 = Mx1 +Nu1 = MNu0 +Nu1

x3 = Mx2 +Nu2 = M2Nu0 +MNu1 +Nu2

· · ·
xk = Mxk−1 +Nuk−1 = Mk−1Nu0 +Mk−2Nu1 + · · ·+Nuk−1

Pokud má být vektor xk dimenze n generován pomocí °ízení u0, u1, · · · , uk−1, musí být
mezi koe�cienty Mk−1N, Mk−2N, · · · , N alespo¬ n nezávislých prvk·.

Poznámka

Pojmy pozorovatelnost a dosaºitelnost jsou d·leºité pro to, abychom se dozv¥d¥li, co
vlastn¥ od na²eho modelu m·ºeme o£ekávat. Tyto pojmy jsme jen stru£n¥ zmínili. Krom¥
nich existují je²t¥ pojmy rekonstruovatelnost a °iditelnost, které jsou velice podobné zmí-
n¥ným. Pro bliº²í informace doporu£ujeme nap°. skripta (�techa and Havlena:).

P°evod regresního modelu do stavového tvaru

�asto je vhodné dynamický regresní model realizovat ve stavové podob¥. V dal²ím od-
stavci uvádíme moºnosti, jak takový p°evod realizovat tak, aby dimenze stavu byla
nejmen²í moºná.

1. zp·sob

Uvaºujeme regresní model, který zapí²eme ve tvaru diferen£ní rovnice a pro jednoduchost
bez ²umu a bez p°ímé vazby vstupu na výstup

yt = a1yt−1 + · · ·+ anyt−n + b1ut−1 + b2ut−2 + · · ·+ bnut−1,
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4.1 Lineární model 4 FILTRACE

coº odpovídá tvaru diferen£ní rovnice s pravou stranou

yt − a1yt−1 − · · · − anyt−n = b1ut−1 + b2ut−2 + · · ·+ bnut−1.

Ten lze vyjád°it operátorov¥
Ayt = But,

kde A = 1 − a1z
−1 − a2z

−2 − · · · − anz−n, B = b1z
−1 + · · · + bnz

−n a z−i je operátor
i-krokového zpoºd¥ní z−iyt = yt−i.

S vyuºitím operátorového zna£ení zavedeme novou prom¥nnou ξt takto

yt =
B

A
ut = Bξt kde ξt =

1

A
ut.

Odtud dostaneme
Aξt = ut a yt = Bξt,

tedy zapsáno ve form¥ diferen£ních rovnic máme

ξt − a1ξt−1 +− · · · − anξt−n = ut, (4.1)

yt = b1ξt−1 + b2ξt−2 + · · ·+ bnξt−n. (4.2)

Stav x zavedeme jako vektor

xt−1 = [ξt−1, ξt−2, · · · , ξt−n]′ .

Rovnici (4.1) pak m·ºeme psát ve tvaru

ξt = a1x1;t−1 + a2x2;t−1 + · · ·+ anxn;t−1 + ut =

= [a1, a2, · · · an]xt−1 + ut.

Podle de�nice veli£iny x platí

xt =


a1 a2 · · · an−1 an
1 0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 1 0

xt−1 +


1
1
· · ·
1
1

ut.
Rovnice (4.2) má tvar

yt = [b1, b2, · · · , bn]xt−1.

Tak dostáváme ekvivalentní stavový model ve tvaru
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4.1 Lineární model 4 FILTRACE

xt = Mxt−1 +Nut,

yt = Axt−1,

kde

M =


a1 a2 · · · an−1 an
1 0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 1 0

 , N =


1
1
· · ·
1
1


a

A = [b1, b2, · · · , bn] .

Schéma pro tento p°evod je pro druhý °ád modelu nakresleno na následujícím obrázku

a1

a2

z−1 z−1

b1

b2

xt xt−1 xt−2

ut

yt

2. zp·sob

Uvaºujeme diferen£ní rovnici ve tvaru

yt = a1yt−1 + b1ut−1 + a2yt−2 + b2ut−2 + · · ·+ anyt−n + bnut−n.

Stav zavedeme takto

xn;t = anyt + bnut,

xn−1;t = an−1yt + bn−1ut + xn;t−1,

xn−2;t = an−2yt + bn−2ut + xn−1;t−1,

· · ·
x1;t = a1yt + b1ut + x2;t−1
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4.2 Nelineární model 4 FILTRACE

a
yt = x1;t−1.

Za yt dosadíme nahoru a obrátíme po°adí rovnic. Dostaneme

x1;t = a1x1;t−1 + x2;t−1 + b1ut,

x2;t = a2x1;t−1 + x3;t−1 + b2ut,

· · ·
xn−1;t = an−1;t−1 + xn;t−1 + bn−1ut,

xn;t = an;t−1 + bnut.

Maticový zápis je

xt = Mxt−1 +Nut,

yt = Axt−1,

kde

M =


a1 1 0 0 0
a2 0 1 0 0
· · · 0 0 0 0
an−1 0 0 0 1
an 0 0 0 0

 N =


b1
b2
· · ·
bn−1

bn

 A = [1, 0, · · · 0] .

Blokové schéma pro tuto stavovou realizaci je nakreslena v následujícím schématu

a2

a2

z−1 z−1

ut

x1;t−1x2;t−1

a2

a2

yt

4.2 Nelineární model

V p°ípad¥, kdy je pro popis systému t°eba pouºít nelineární model, je situace podstatn¥
sloºit¥j²í a výsledky odhadu stavu jsou zdaleka ne tak dobré, jako v lineárním p°ípad¥.
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Model je nyní zadán obecn¥ podmín¥nými hp (24) a (24), de�novaný rovnicemi

xt+1 = g (xt, ut) + wt,

yt = h (xt, ut) + vt.

Nelineární funkce g a h linearizujeme tak, ºe je aproximujeme Taylorovým rozvojem 1.
°ádu v bodovém odhadu z minulého kroku

g (xt, ut) = g (x̂t, ut) +
∂

∂xt
g (x̂t, ut) (xt − x̂t) ,

h (xt, ut) = h (x̂t, ut) +
∂

∂xt
h (x̂t, ut) (xt − x̂t) .

Ozna£íme: g′ = ∂
∂xt

g (x̂t, ut) a h′ = ∂
∂xt

h (x̂t, ut) linearizovaný model má tvar

xt+1 = g′xt +
[
g − g′x̂t

]
+ wt, (4.3)

yt = h′xt +
[
h− h′x̂t

]
+ vt (4.4)

a tedy kdyº ozna£íme M = g′, F = g′xt + g − g′x̂t, A = h′, G = h − h′x̂t, dostaneme
stavový model ve tvaru

xt+1 = Mxt + F + wt,

yt = Axt +G+ vt,

kde ov²em M, F, A, G jsou závislé na ut.

Pro tento model jiº lze pouºít Kalman·v �ltr. Program, realizující Kalman·v �ltr je
uveden na stran¥ 2.2.

Vzorový p°íklad

Odhad stavu s nelineárním stavovým modelem budeme demonstrovat pro simulovaná
data z modelu

x1;t = x1;t−1x2;t−1 + 0.1x2;t−1 − ut + 0.01e1;t,

x2;t = 0.5x1;t−1 + 0.8x2;t−1 + ut + 0.01e2;t.

Pro odhad byly pouºity kovarian£ní matice

Rw = 0.1E, Rv = 0.1, Rx = 1000E,

kde E je jednotková matice stupn¥ 2.

Výsledky pokusu jsou na obrázku
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Program

Program je následující

c l c , c l e a r a l l
addpath ( ' funct ' )
%% State e s t imat ion ( non l i n ea r model )

nd=40; % length o f data

ut=.1∗(1− randn (1 , nd ) ) ; % con t r o l
yt=ze ro s (1 , nd ) ;
x1=0; x2=−1; % i n i t i a l s t a t e
xs=ze ro s (2 , nd ) ; xs ( : , 1 )= [ x1 ; x2 ] ;
% SIMULATION
f o r t=2:nd

yt ( t)=x1 ; % output equat ion
xs ( : , t+1)=[x1 ; x2 ] ; % s t o r e the ac tua l s a t e va r i a b l e
x1=x1∗x2+.1∗x2−ut ( t )+.01∗ randn ; % s t a t e
x2=.5∗x1+.8∗x2+ut ( t )+.01∗ randn ; % equat ions

end

xx = [ 0 ; 0 ] ; % i n i t i a l s t a t e e s t imate
Rw=.1∗ eye ( 2 ) ; Rv=.1; Rx=1e3∗ eye ( 2 ) ; % model and i n i t i a l c ova r i ance s
xt=ze ro s (2 , nd ) ; r r=ze ro s (2 , nd ) ; r r ( : , 1 )= diag (Rx ) ;
% ESTIMATION
f o r t=2:nd
% parameters o f the l i n e a r i z e d model
M=[xx (2) xx (1 )+ .1 ; . 5 . 8 ] ;
N=[−1;1 ] ;
F=[−.1∗xx(1)+(.1−xx (2 ) )∗ xx ( 2 ) ; 0 ] ;
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A=[1 0 ] ;
B=0;
G=0;
% Kalman f i l t e r
[ xx , xf ,Rx , yp]=Kalman(xx , yt ( t ) , ut ( t ) ,M,N,F ,A,B,G,Rw,Rv ,Rx ) ;
xt ( : , t )=xf ; % s t o r ac tua l s t a t e es t imate
r r ( : , t )=diag (Rx ) ; % s t o r var iance o f no i s e e s t imate

end

% RESULTS
vStEstNL_R

Model s neznámými parametry

Kalman·v �ltr funguje pro stavový model se známými parametry. Jestliºe n¥které pa-
rametry jsou neznámé, zacházíme s nimi jako s neznámou veli£inou, tj. se stavem. Do
existujícího stavu p°idáme v²echny neznámé parametry. Tím se ale model, i kdyº byl
p·vodn¥ lineární, stane nelineárním - stavy, ozna£ující neznámé parametry se objeví jak
v matici koe�cient· a dostanou se tak do sou£inu se samotným stavem.

Ukáºeme jednoduchý p°íklad:

Máme dynamický systém, popsaný modelem

xt+1 = 0.8xt + ut + wt,

yt = θxt + vt.

Zavedeme nový stav

ξt =

[
xt
θ

]
a nový model je [

ξ1;t+1

ξ2;t+1

]
=

[
0.8 0
0 1

] [
ξ1;t

ξ2;t

]
+

[
w1;t

w2;t

]
,

yt = [ξ2;t, 0]

[
ξ1;t

ξ2;t

]
+ vt.

Stavový model je lineární, výstupní model je

yt = ξ1;tξ2;t + vt

a nelineární funkci h = ξ1;tξ2;t linearizujeme
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∂h

∂ξ1;t
= ξ2;t,

∂h

∂ξ2;t
= ξ1;t.

Podle (48) pak je

yt = [ξ2;t, ξ1;t]︸ ︷︷ ︸
∂h/∂ξ1

[
ξ1;t

ξ2;t

]
+


[
ξ̂2;t

0

]
︸ ︷︷ ︸

h

− [ξ2;t, ξ1;t]︸ ︷︷ ︸
∂h/∂ξ1

[
ξ̂1;t

ξ̂2;t

]
︸ ︷︷ ︸

ξ̂t

+ vt

Na stavovou i linearizovanou výstupní rovnici pouºijeme Kalman·v �ltr, uvedený na
stran¥ 2.2.

Vzorový p°íklad

Neznámé parametry modelu °e²íme spole£ným odhadem stavu i parametr·. Cena za to
je nelineární model. Situaci ukáºeme na jednoduchém p°íklad¥.

Budeme uvaºovat stavový model s parametry

M =

[
a 0.5

0.1 0.8

]
, N =

[
0.5
0.4

]
, A = [1, 0] , rv = 0.01, rw=0.01

[
1 0
0 1

]
.

Pro simulaci poloºíme a = 0.6 a v odhadu budeme tento parametr povaºovat za neznámý.

Výsledky experimentu jsou na obrázcích
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Program

Detaily, jako je nap°. inicializace odhadu a celkové °e²ení p°íkladu je moºno vysledovat
z následujícího programu

c lc , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ( ' funct ' )
%% State e s t imat ion (model with unknown parameter )

nd=100; % length o f data
a=.6; % unknown model parameter
sM=[a . 5 % s imu la t i on parametrs

. 1 . 8 ] ;
sN= [ . 5 ; . 4 ] ;
sA=[1 0 ] ;
rv =.01; rw=.01∗ eye ( 2 ) ; % no i s e va r i ance s

ut=randn (1 , nd ) ;
yt=ze ro s (1 , nd ) ;
xt=ze ro s (2 , nd ) ;
x=ze ro s ( 2 , 1 ) ; % i n i t i a l s t a t e
% s imu la t i on
f o r t=1:nd

xt ( : , t )=x ;
yt ( : , t )=sA∗x+sq r t ( rv )∗ randn ;
x=sM∗x+sN∗ut ( : , t )+ sq r t ( rw)∗ randn ( 2 , 1 ) ;

end
xt (3 , : )= a ; % true parameter

Rv=.01; Rw=.01; % model covar iance matr i ce s
Rx=1e6∗ eye ( 3 ) ; % covar iance matrix o f s t a t e e s t imate
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N=[ . 5 ; . 4 ; 0 ] ; % parameters o f model extended by unknown
A=[1 0 0 ] ; % parmeter
G=0;
B=0;
x=ze ro s ( 3 , 1 ) ;
xe=ze ro s (3 , nd ) ;
% ESTIMATION
f o r t=1:nd
M=[x (3 ) . 5 0 % parameters o f thr l i n e a r i z e d model

. 1 . 8 0
0 0 1 ] ;

dM=[x (3 ) . 5 x (1 )
. 1 . 8 0
0 0 1 ] ;

F=(M−dM)∗x ;
xe ( : , t )=x ;
% Kalman f i l t e r
[ x , xf ,Rx , yp]=Kalman(x , yt ( t ) , ut ( : , t ) ,dM,N,F ,A,B,G,Rw,Rv ,Rx ) ;

end

% RESULTS
vStEstPar_R

4.3 Aplikace

Úloha odhadu délky kolony v rameni k°iºovatky

Budeme se zabývat situací, kdy sledovaným systémem je jedno rameno °ízené k°iºovatky
tak, jak je to nazna£eno na následujícím obrázku

qt

It

yt

S zt
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Zleva p°ijíºdí automobily s intenzitou It a jsou registrovány na magnetickém detektoru.
V p¥ti-minutové period¥ je zaznamenáván jejich po£et. Vzhledem k °ízení k°iºovatky se
vytvá°í kolona o délce qt, která stojí na stop £á°e na vjezdu do prostoru k°iºovatky. �ízení
k°iºovatky je pevné a pracuje s pom¥rem zelené zt (vliv délky cyklu neuvaºujeme). U
ramene k°iºovatky p°edpokládáme pevný saturovaný tok S (po£et aut, která projedou
za periodu vzorkování p°i stálém zelením signálu). Po£et aut, která projedou za periodu
vzorkování p°i pom¥ru zelené zt je potom Szt.

Délku kolony v rameni k°iºovatky povaºujeme za nem¥°itelnou a chceme ji odhadovat na
základ¥ známých parametr· k°iºovatky a m¥°ených dat - vstupní a výstupní intenzity.
Výstupní intenzitu m¥°íme ihned za stop £árou, nebo m·ºeme uvaºovat p°ípad, kdy oba
sm¥ry v k°iºovatce jsou jednosm¥rné a my výstupní intenzitu m¥°íme v pravém rameni.

Ve sledovaném rameni lze pozorovat dv¥ odli²né situace, které v £ase t ozna£íme indiká-
torem δt:

• kolona je - δt = 1; to nastane, jestliºe na konci zelené neprojede celá kolona a její
konec je zachycen £ervenou, tj. kolona z minula + to, co p°ijelo je vice neº to, co
projelo na zelenou

qt + It > Szt,

• kolona není - δt = 0; je situace, kdy na konci zelené ºádná kolona nez·stane (tvo°í
se aº na dal²í £ervené), tedy

qt + It ≤ Szt.

Podle toho, ve které situaci se nacházíme, platí následující modely

Kolona je

� stavová rovnice °íká, ºe to, co b¥hem periody vzorkování (5 min) p°ijelo muselo zase
odjet, nebo z·stalo v kolon¥

qt+1 = qt + It − Szt,

� výstupní rovnice
yt = Szt.

Kolona není

� stavová rovnice vyjad°uje skute£nost, ºe na konci £ervené se vytvo°í kolona aut, která
b¥hem £ervené p°ijela

qt+1 = It(1− zt),

� výstupní rovnice je ur£uje po£et automobil·, která b¥hem periody vyjedou jako po£et
t¥ch, co byly v kolon¥ na £ervenou a po£et t¥ch, co p°ijely a projely na zelenou (na konci
zelené ºádná kolona není)

yt = qt + Itzt.
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Celkový model kolony v rameni k°iºovatky lze vyjád°it pomocí indikátoru δt spojením
obou p°edchozích model·. Celkový model, upravený tak, aby odpovídal stavovému mo-
delu, je následující

qt+1 = Mqt +Nzt + F, (4.5)

yt = Aqt +Bzt, (4.6)

kde se zavedením δ̄t = 1− δt je

M = δt, N = −δtS − δ̄tIt, F = It,

A = δ̄t, B = δtS + δ̄tIt.

Poznámka

V²imn¥me si, ºe v p°ípad¥, kdy kolona je, tedy δt = 1 výstup yt nezávisí na kolon¥
(A = 0). To je pr·²vih, kterého si v²imneme pozd¥ji. Te¤ jenom zkonstatujeme, ºe toto
pozorování odpovídá skute£nosti. Jestliºe je kolona, pak výjezd je vºdy Szt a´ je kolona
dlouhá jakkoli.

Chceme-li se touto úlohou dále zabývat, musíme v první °ad¥ vy°e²it simulaci dat v
tomto rameni.

Simulace dat

Pro simulaci dat se budeme opírat o reálná data. Jsou to intenzity provozu v nov¥ otev°e-
ném strahovském tunelu. Jsou m¥°eny v intervalu p¥ti minut a zahrnují období p°ibliºn¥
£ty° týdn·. Z t¥chto dat získáme tzv. denní pr·b¥h intenzity tak, ºe zpr·m¥rujeme a
vyhladíme intenzity ze v²ech v²edních dn· (nebo víkend·). Vyhlazení provedeme tak ºe
místo nam¥°ené hodnoty bereme pr·m¥r z deseti hodnot vlevo a vpravo (pr·m¥rování
na okn¥). Pro v²ední dny tak dostaneme denní pr·b¥h, který jsme jiº uvedli na stran¥
3.3. Tento denní pr·b¥h intenzity je jakousi pr·m¥rnou k°ivkou, která popisuje, jak se
ve v²ední den chová doprava. Vlastní intenzity pro jednotlivé dny budeme budeme si-
mulovat jako náhodnou posloupnost s exponenciáln¥ rozd¥lenými £asovými mezerami.
Jedná se o Poisson·v proces, známý zejména z teorie hromadné obsluhy. Posloupnost
£asových mezer mezi automobily ozna£íme ϑt a platí pro ni

f (ϑt|a, A) = a exp {− (a−A)ϑt} , A ≥ a, ϑt ≥ A.

Distribu£ní funkce je

F (ϑt) = 1− exp {− (a−A)ϑt} , ϑt ≥ A.

Hodnoty z tohoto rozd¥lení jsou ϑt, kdyº hodnoty distribu£ní funkce generujeme jako
rovnom¥rné rozd¥lení na intervalu U ∈ (0, 1), tj.
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U = 1− exp {− (a−A)ϑt} ,

odkud je
ϑt = A− ln {U} /a,

kde a je intenzita provozu (po£et aut za periodu) a A je minimální interval (v jednotce
jedna perioda) dvou následujících aut. Dále jsme vyuºili toho, ºe 1−U generuje hodnoty
ze stejného rozd¥lení jako U .

Intenzita a se b¥hem dne m¥ní a v kaºdém °asovém okamºiku ji nastavíme na p°íslu²nou
hodnotu denního pr·b¥hu, který jsme zkonstruovali pr·m¥rováním konkrétních denních
pr·b¥h· a jejich vyhlazením na okn¥.

Posloupnost po£tu aut, která projela za periodu (tedy intenzit) dostaneme jako posloup-
nost p°evrácených hodnot £asových mezer ϑt.

P°íklad výsledné simulace je na dal²ím obrázku
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Odhad stavu s lineárním modelem

Pro odhad se pokusíme pouºít Kalman·v �ltr (KF). Slovo pokusíme jsme pouºili pro
to, abychom nazna£ili, ºe to nebude tak jednoduché.

Parametry (matice) stavového modelu pro KF jsou uvedeny v (4.5) a (4.6) . Výsledek
odhadu je na následujících obrázcích
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Vlevo je pr·b¥h délky kolony a jeho odhad, vpravo dal²í veli£iny. Z levého obrázku je
parné, ºe odhad je velmi dobrý. Nicmén¥, potíº nastane, jestliºe nasimulujeme velkou
poruchu v odhadu stavu - nap°. výpadek odhadu, kdy v ur£itou dobu se odhad stavu
vynuluje. V na²em p°ípad¥ umístíme poruchu do £asu t = 430 a po 5 krok· nulujeme
odhad stavu. Výsledek je na dal²ím obrázku
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Vidíme, ºe zp·sobená chyba trvá po celý den a odhad se �chytí� aº dal²í den. D·vodem,
pro£ KF nemá tendenci podle m¥°ených výstup· chybu okamºit¥ kompenzovat, je ten,
ºe ná² model (v reºimu kdy kolona je) není pozorovatelný. Tento fakt je z°ejmý jiº na
první pohled. Výstup modelu je yt = Szt a tedy, nezávisí na stavu. Tedy z kolony odjíºdí
stále stejné mnoºství automobil·, a´ je kolona jakkoli dlouhá (pokud je). Teprve kdyº
kolona klesne k nule (tedy kolona není) platí, yt = qt + Itzt a odhad kolony lze srovnat
s nam¥°eným výstupem.

Matice pozorovatelnosti pro ná² p°íklad je

P =
[
A′, M ′A′

]′
a aby byl model pozorovatelný, pak tato matice musí mít hodnost 2.
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Po dosazení M = δ = 1 a A = 1 − δ = 0 pro p°ípad kdy kolona je (δ = 1) dostaneme
matici

P =

[
0
0

]
s hodností men²í neº 2.

Ur£itým °e²ením této situace je zvolit n¥jaký referen£ní bod, na kterém se dozvíme
skute£nou délku kolony. Nap°íklad vyuºít vzdálený detektor (pokud existuje a je na
vhodném míst¥) a pomocí n¥ho zji²´ovat, zda konec kolony je práv¥ na tomto míst¥.
V okamºiku, kdy toto nastane je moºno odhad kolony kalibrovat a tím eliminovat p°í-
padnou odchylku. V na²em p°íklad¥ jsme takový detektor postavili do vzdálenosti 200.
Výsledek je na dal²ím obrázku
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Z obrázku je patro, ºe porucha se p°i dosaºená délky kolony 200 ihned kompenzuje.

Odhad stavu s modelem s neznámým parametrem

Pokud p°ipustíme, ºe saturovaný tok S neznáme, nebo dokonce po£ítáme s realisti£t¥j²í
situací, ºe se tento saturovaný tok se v £ase m¥ní, pouºijeme op¥t stavový model podle
(4.5) , (4.6) , ale s neznámým S, které budeme odhadovat. Pouºijeme pro to roz²í°ení
stavu a linearizaci modelu pomocí Taylorova rozvoje s postupem podle kapitoly 4.2.

Zavedeme roz²í°ený stav

xt =

[
x1;t

x2;t

]
=

[
qt
S

]
a stavový model pí²eme ve tvaru[

x1;t+1

x2;t+1

]
=

[
M 0
0 1

] [
x1;t

x2;t

]
+

[
N
0

]
zt +

[
F
0

]
,

yt = [A, 0]

[
x1;t

x2;t

]
+Bzt.
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Po dosazení z (4.5) , (4.6) a dosazení za S = x2;t dostaneme podle Kapitoly 4.2 funkce
g a h ve tvaru

g =

[
δt 0
0 1

] [
x1;t

x2;t

]
+

[
−
(
δtx2;t + δ̄tIt

)
0

]
zt +

[
It
0

]
,

h =
[
δ̄t, 0

] [ x1;t

x2;t

]
+
(
δtx2;t + δ̄tIt

)
zt.

Abychom získali tvar stavového modelu, spojíme stavy z prvé a druhé £ásti modelu

g =

[
δt −δtzt
0 1

] [
x1;t

x2;t

]
+

[
−δ̄tIt

0

]
zt +

[
It
0

]
,

h =
[
δ̄t, δtzt

] [ x1;t

x2;t

]
+ δ̄tItzt.

Vidíme, ºe ob¥ funkce jsou nyní lineární ve stavu a lze tedy p°ímo pouºít Kalman·v �ltr
s parametry modelu

M =

[
δt −δtzt
0 1

]
, F =

[
It
(
1− δ̄tzt

)
0

]
, A =

[
δ̄t, δtzt

]
, G = δ̄tItzt.

Poznámka

Model, který jsme dostali neodpovídá p°esn¥ b¥ºnému lineárnímu stavovému modelu. �í-
zení nemá svou obvyklou £ást Nzt ve stavové a Bzt ve výstupní £ásti modelu, ale je
propletené v maticích modelu. To ale nevadí a co je d·leºité, je to, ºe stav vystupuje v
modelu lineárn¥ Mxt a Axt.

Výsledek

Výsledky p°íkladu jsou na následujících obrázcích
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Program

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
rand ( ' seed ' , 1 3579 ' ) , randn ( ' seed ' , 9 7531 ' )
% Simulat ion o f queue l ength in s imple c ro s s road
% with s imultaneous e s t imat ion o f sa turated f low
% ( r e s t a r t o f queue e s t . on remote de t e c t o r )

load df % load dayly course
nd=3∗288; % number o f data (288 = 1 day )

% s imu la t i on
q=ze ro s (1 , nd ) ; ;
x i=ze ro s (2 , nd ) ; x i (2 ,2)=20;
et=ze ro s (1 , nd ) ;
ed=d r i f t (nd ) ;

S=85; % sa tu ra t i on f low
z=.32∗ ones (1 , nd ) ; % constant green propor t ion
Rw=.01∗ eye ( 2 ) ; Rv=.1; % s t a t e and output cova r i ance s
Rx=diag ( [ 1 . 1 ] ) ; % s t a t e e s t . covar i ance
f o r t=2:nd
Sd=S+1∗5∗ed ( t ) ; Sdt ( t)=Sd ; % d r i f t added to sa t . f low
% sim . o f input i n t e n s i t y
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lam=df (mod( t , 288)+1) ; % cur rent i n t e n s i t y
a=5/300; % minimal gap between ca r s

% f o r per iod time un i t
I ( t )=genExp ( lam , a ) ; % s imulated t r a f f . i n t e n s i t y
% sim . o f queue
de l=q ( t)+I ( t)>Sd∗z ( t ) ; % queue i nd i c a t o r
i f del , q ( t+1)=q( t)+I ( t)−Sd∗z ( t ) ;
e l s e , q ( t+1)=I ( t )∗(1− z ( t ) ) ;
end
i f del , y ( t)=Sd∗z ( t ) ;
e l s e y ( t)=q( t)+I ( t )∗ z ( t ) ;
end ,
y ( t)=y( t )+.1∗ randn ; % no i s e added to output
d( t)=de l ;

% state−space model
d1=x i (1 , t )+I ( t)>S∗z ( t ) ; % est imated queue i nd i c a t o r
d0=1−d1 ;

M=[d1 −d1∗z ( t ) ;
0 1 ] ;

N=ze ro s ( 2 , 1 ) ;
F=[ I ( t )∗(1−d0∗z ( t ) )

0 ] ;
A=[d0 d1∗z ( t ) ] ;
B=0;
G=d0∗ I ( t )∗ z ( t ) ;

[ x i ( : , t +1) , x f ( : , t ) ,Rx , yp , ep ] = . . .
Kalman( x i ( : , t ) , y ( t ) , z ( t ) ,M,N,F ,A,B,G,Rw,Rv ,Rx ) ; % KF

x i ( t+1)=max( x i ( t +1) ,0) ; % nonzero queue
et ( t)=ep ; % remember pred . e r r o r
i f abs ( t−430)<5; x i (1 , t+1)=0; end % e r r o r in queue e s t .
i f abs ( q ( t )−200)<3, x i (1 , t+1)=q( t ) ; end % r e s t a r t o f queue e s t .
i f f i x ( t /288)∗288==t , x i (1 , t+1)=0; end

end

% Resu l t s
aXrdsNL_R

Úloha nelineární �ltrace

Budeme uvaºovat úlohu, p°i které sledujeme po£et aut na parkovi²ti. Na parkovi²t¥ p°i-
jíºdí m¥°ený tok automobil·. Parkovné za stání je progresivní s mnoºstvím zaparkova-
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ných automobil·. Proto také intenzita výjezd· je úm¥rná zapln¥ní parkovi²t¥. Výjezdy
jsou dva. My sledujeme jen jeden a p°edpokládáme, ºe tímto výjezdem odjíºdí kon-
stantní pom¥r odjíºd¥jících automobil·. Cílem úlohy je odhadovat po£et zaparkovaných
automobil·.

Ozna£íme

ξt je mnoºství zaparkovaných automobil· v £ase t (stav),

vt je vjezdová intenzita v £ase t (m¥°ená externí porucha),

yt je m¥°ený výjezd automobil· (výstup).

Pro vjezdovou intenzitu pouºijeme simulaci z p°edchozího p°íkladu, která respektuje
denní pr·b¥h intenzity.

Model má tvar

ξt+1 = αξt + vt + et,

yt = βξt + εt.

Známé parametry modelu

Pokud bychom znali koe�cienty α a β, byl by model lineární a pro odhad by bylo mono
p°ímo pouºít Kalman·v �ltr.

Program

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
% Est imation o f non l i n ea r s tate−space model

load df % load o f the da i l y course (DC)
nd=288∗3; % length o f data
x (1)=0; % i n i t i a l s t a t e f o r s imu la t i on
a=.6; % parameters f o r
b=.5 ; % s imu la t i on
Rw=.001; % model covar iance
Rv=.0001; % matr i ce s
Rx=10; % i n i t i a l s t a t e cov . matrix
x i (1 ,1)=0; % i n i t i a l s t a t e f o r e s t imat ion

% TIMR LOOP
f o r t=1:nd
% s imu la t i on
lam=df (mod( t , 288)+1) ; % in t . expectat . from DC
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v ( t)=genExp ( lam , b ) ; % exponent i a l d i s t r i b u t i o n
x ( t+1)=a∗x ( t)+v( t )+.0001∗ randn ; % s t a t e mmodel
y ( t)=b∗x ( t )+.0001∗ randn ; % output model

% es t imat ion
M=a ; N=0; F=v( t ) ;
A=b ; B=0; G=0;
[ x i ( : , t +1) , x f ( : , t ) ,Rx , yp , ep ( t ) ] = . . .
Kalman( x i ( : , t ) , y ( t ) , 0 ,M,N,F ,A,B,G,Rw,Rv ,Rx ) ; % Kalman f i l t e r

x i (1 , t+1)=max( x i (1 , t +1) ,0) ; % r e s t i c t i o n to nonnegat iv i ty
end

% RESULTS
s=1:nd ;
s e t ( f i g u r e ( 1 ) , ' po s i t i on ' , [ 3 0 0 100 500 400 ] )
p l o t ( s , x ( s ) , s , x i (1 , s ) , ' . ' )
l egend ( ' s imulated queue ' , ' e s t imated queue ' , 0 )
t i t l e ( ' Est imation o f the queue length ' )

Neznámý parametr ve stavové rovnici

Nejprve budeme p°edpokládat, ºe neznáme parametr α ve stavové rovnici. Zavedeme
nový stav xt = [x1;t, x2;t]

′ = [ξt, α]′ dostáváme roz²í°ený model s deterministickou £ástí[
x1;t+1

x2;t+1

]
=

[
x2;t 0
0 1

] [
x1;t

x2;t

]
+

[
vt
0

]
,

yt = [β, 0]

[
x1;t

x2;t

]
.

Jedná se o t°i rovnice (2 stavové a jedna výstupní) z nichº pouze první je nelineární.
Tu budeme rozvíjet pomocí Taylorova rozvoje. Ve shod¥ s teorií ozna£íme její pravou
stranu jako funkci g1

g1 = x2;tx1;t + vt

a dále derivace jsou
∂g1

∂x1
= x2;t,

∂g1

∂x2
= x1;t.

Rozvoj prvního °ádu je

g1 (x̂)
.
= x̂2;tx̂1;t + vt + [x̂2;t, x̂1;t]

([
x1;t

x2;t

]
−
[
x̂1;t

x̂2;t

])
=

= [x̂2;t, x̂1;t]

[
x1;t

x2;t

]
+ x̂2;tx̂1;t + vt − [x̂2;t, x̂1;t]

[
x̂1;t

x̂2;t

]
.
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Doplníme ostatní lineární rovnice a dostaneme linearizovaný model

[
x1;t+1

x2;t+1

]
=

[
x̂2;t x̂1;t

0 1

] [
x1;t

x2;t

]
+

 x̂2;tx̂1;t + vt − [x̂2;t, x̂1;t]

[
x̂1;t

x̂2;t

]
0

 ,
yt = βxt.

Po malé úprav¥ v absolutním £lenu stavové rovnice dostaneme matice lineárního modelu

M =

[
x̂2;t x̂1;t

0 1

]
, F =

[
vt − x̂2;tx̂1;t

0

]
, A = β.

Program

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
rand ( ' seed ' , 1 3579 ' ) , randn ( ' seed ' , 9 7531 ' )
% Estimation o f non l i n ea r s tate−space model with the
% unknown parameter in s t a t e equat ion
% The model i s
% x( t+1) = a . x ( t)+v( t)+w( t ) − a i s unknown parameter
% y( t ) = 0 .5 x ( t)+v( t )

load df % load da i l y course
nd=288∗1; % length o f data
x (1)=0; % i n i t i a l s t a t e
a=.6; % known parameter
b=.5 ; % unknown parameter
Rw=.01∗ eye ( 2 ) ; % KF
Rv=.001; % covar iance
Rx=diag ( [ 1 0 1e−80 ] ) ; % matr i ce s
x i (1 ,1)=0; x i ( 2 , 1 )= .2 ; % i n i t i a l s t a t e e s t imate

f o r t=1:nd
% s imu la t i on
lam=df (mod( t , 288)+1) ; % expec ta t i on
v ( t)=genExp ( lam , . 0 2 ) ; % exponent i a l d i s t r i b u t i o n
x ( t+1)=a∗x ( t)+v( t )+.1∗ randn ; % state−space
y ( t)=b∗x ( t )+.01∗ randn ; % model
y ( t)=max(y ( t ) , . 0 1 ) ; % r e s t r i c t i o n

% f i l t r a t i o n
M=[ x i (2 , t ) x i (1 , t ) ; % model
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0 1 ] ; ; % matr i ce s
N=ze ro s ( 2 , 1 ) ; %
F=[v ( t)−x i (1 , t )∗ x i (2 , t ) ; 0 ] ; %
A=[b 0 ] ; %
B=0; % model
G=0; % matr i ce s
[ x i ( : , t +1) , x f ( : , t ) ,Rx , yp , ep ( t ) ] = . . .
Kalman( x i ( : , t ) , y ( t ) , 0 ,M,N,F ,A,B,G,Rw,Rv ,Rx ) ; % KF

x i (2 , t+1)=max(min ( x i (2 , t +1) , 1 ) , 0 ) ; % r e s t r i c t i o n
end

% RESULTS
aParkNLKp2_R
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Neznámý parametr ve výstupní rovnici

V tomto p°ípad¥ budeme za neznámý parametr povaºovat koe�cient β z výstupní rovnice
stavového modelu. Dostaneme

[
x1;t+1

x2;t+1

]
=

[
α 0
0 1

] [
x1;t

x2;t

]
+

[
vt
0

]
,

yt = [x2;t, 0]

[
x1;t

x2;t

]
.

Stavové rovnice jsou nyní lineární a linearizovat budeme výstupní rovnici. Její pravou
stranu v minulém odhadu stavu ozna£íme h

h = x̂2;tx̂1;t
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a derivace v minulém odhadu stavu jsou

∂h

∂x1
= x̂2;t,

∂h

∂x2
= x̂1;t.

Rozvoj pravé strany výstupná rovnice bude

h
.
= x̂2;tx̂1;t + [x̂2;t, x̂1;t]

([
x1;t

x2;t

]
−
[
x̂1;t

x̂2;t

])
=

[x̂2;t, x̂1;t]

[
x1;t

x2;t

]
+ x̂2;tx̂1;t − [x̂2;t, x̂1;t]

[
x̂1;t

x̂2;t

]
.

Celý linearizovaný model bude[
x1;t+1

x2;t+1

]
=

[
α 0
0 1

] [
x1;t

x2;t

]
+

[
vt
0

]
,

yt = [x̂2;t, x̂1;t]

[
x1;t

x2;t

]
− x̂1;tx̂2;t,

odkud matice modelu jsou

M =

[
α 0
0 1

]
, F =

[
vt
0

]
, A = [x̂2;t, x̂1;t] , G = −x̂1;tx̂2;t.

Program

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
% Est imation o f non l i n ea r s tate−space model with the
% unknown parameter in output equat ion
% The model i s
% x( t+1) = 0 .6 x ( t)+v( t)+w( t )
% y( t ) = b . x ( t)+v( t ) − b i s unknown parameter

load df % load o f da i l y course
nd=288∗3; % length o f data
x (1)=0; % i n i t i a l s t a t e
a=.6; % known parameter
b=.5 ; % unknown parameter
Rw=.01∗ eye ( 2 ) ; % KF
Rv=.001; % covar iance
Rx=diag ( [ 1 0 1e−80 ] ) ; % matr i ce s
x i (1 ,1)=0; x i ( 2 , 1 )= .2 ; % i n i t i a l s t a t e e s t imate
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f o r t=1:nd
% s imu la t i on
lam=df (mod( t , 288)+1) ; % expec ta t i on
v ( t)=genExp ( lam , b ) ; % exponent i a l d i s t r i b u t i o n
x ( t+1)=a∗x ( t)+v( t )+.1∗ randn ; % state−space
y ( t)=b∗x ( t )+.01∗ randn ; % model

% f i l t r a t i o n
M=[a 0 ; % model matr i ce s

0 1 ] ; ;
N=ze ro s ( 2 , 1 ) ; % model matr i ce s
F=[v ( t ) ; 0 ] ; % model matr i ce s
dh=[ x i (2 , t ) x i (1 , t ) ] ; % d e r i v a t i v e o f h
A=dh ; % model matr i ce s
B=0; % model matr i ce s
G=xi (1 , t )∗ x i (2 , t)−dh∗ x i ( : , t ) ; % model matr i ce s
[ x i ( : , t +1) , x f ( : , t ) ,Rx , yp , ep ( t ) ] = . . .
Kalman( x i ( : , t ) , y ( t ) , 0 ,M,N,F ,A,B,G,Rw,Rv ,Rx ) ; % KF

x i (2 , t+1)=max(min ( x i (2 , t +1) , 1 ) , 0 ) ;
end

% RESULTS
aParkNLKp1_R
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5 TESTY HYPOTÉZ

5 Testy hypotéz

Hodiny: 10
Aplikace: test nehodovosti kruhového objezdu podle skoronehod.

5.1 Hypotézy o platnosti modelu

Nacházíme se v situaci, kdy máme kone£ný po£et nH r·zných hypotézHi, i = 1, 2, · · · , nH
o modelu systému. Na prokázání nejpravd¥podobn¥j²í hypotézy pouºijeme apriorní in-
formaci d (0) a zm¥°ený vzorek dat d (1 : N) = {dt}Nt=1 .

Modely podle jednotlivých hypotéz jsou

fi (dt|ψi;t,Θi) , i = 1, 2, · · · , nH (5.1)

a mohou se li²it ve struktu°e a parametrech. Parametry jednotlivých model· mohou být
zadány £íseln¥ nebo mohou pat°it do ur£ité mnoºiny. Nap°íklad: uvaºujeme t°i hypotézy
a alternativním modelem f (yt|α) = αyt (1− α)1−yt , yt ∈ {0, 1} . Jednotlivé hypotézy
tvrdí H1 : α = 0.5, H2 : α < 0.5 a H3 : α > 0.5.

Cílem bayesovského testování je zjistit, která z hypotéz Hi, i = 1, 2, · · ·nH , o modelu
má nejv¥t²í pravd¥podobnost p°i pouºití apriorní informace a m¥°ených dat.

Poznámka

Na rozdíl od klasického testování hypotéz, kdy se nulovou hypotézu snaºíme pop°ít po-
mocí alternativní a jediný výsledek který m·ºeme p°ijmout je pop°ení nulové hypotézy
(nic pozitivního nelze prokázat), v p°ípad¥ bayesovského testování dostáváme pozitivní
výsledek - p°ijímáme nejpravd¥podobn¥j²í hypotézu.

Cílem testování je ur£it, která z hypotéz má nejv¥t²í pravd¥podobnost Pi :

Pi = f (Hi|d (N)) , i = 1, 2, · · · , nH . (5.2)

Tyto pravd¥podobnosti chceme vyjád°it pomocí model· (5.1) a apriorní informace o
t¥chto modelech a jednotlivých hypotézách. Pouºitím Bayesova vzorce dostaneme

Pi ∝ f (d (1 : N) |d (0) , Hi) f (Hi|d (0)) .

Druhá hp f (Hi|d (0)) v p°edchozím výrazu je apriorní hp pro hypotézy, kterou ur£íme
na základ¥ apriorní znalosti.

První hp je sdruºená hp dat z výb¥ru popsaná modelem podle i-té hypotézy Hi

f (d (1 : N) |d (0) , Hi) =
N∏
t=1

fi (dt|ψi;t) ,
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kde fi zna£í model podle i-té hypotézy Hi.

Modely, které tato sdruºená hp de�nuje jsou v neparametrickém tvaru. Takové modely
nemáme k dispozici. Proto musíme do sdruºené hp zavést parametry

f (d (1 : N) |d (0) , Hi) =

ˆ
Θ∗
f (d (1 : N) |d (0) ,Θi, Hi) f (Θi|d (0)) dΘi.

Druhá hp na pravé stran¥ je apriorní hp pro parametry (modely jsou zadány bu¤ s
bodovým parametrem, nebo s oblastí p°ípustných hodnot nad kterou de�nujeme jejich
apriorní rozd¥lení).

První hp m·ºeme nyní rozvést podle °et¥zového pravidla

f (d (1 : N) |d (0) ,Θi, Hi) =
N∏
t=1

fi (dt|ψi;t,Θi) ,

kde op¥t fi je model podle Hi.

Hustota pravd¥podobnosti Pi pro Hi podle (5.2) po dosazeni má tvar

Pi = f (Hi|d (N)) ∝
ˆ

Θ∗

N∏
t=1

fi (dt|ψi;t,Θi)︸ ︷︷ ︸
Li(Θi)

f (Θi|d (0)) dΘif (Hi|d (0)) ,

kde Li (Θi) =
∏N
t=1 fi (dt|ψi;t,Θi) je likelihood pro model podle hypotézy Hi.

Hodnoty které spo£teme nejsou normovány. Pokud chceme opravdu dostat pravd¥po-
dobnostní funkci Pi pro hypotézy, normujeme. Pro rozhodování o správné hypotéze to
ale není nutné. Jako správnou hypotézu Hopt volíme tu, pro kterou jsme vypo£etli ma-
ximální hodnotu (a tedy i pravd¥podobnost)

Hopt = Hi : i = arg max {Pj}nHj=1 .

Vzorový p°íklad

Teorii budeme demonstrovat na p°íklad¥, kdy testujeme model s exponenciálním rozd¥-
lením

f (yt|a) = a exp {−ayt} , a > 0, yt ≥ 0.

Hypotézy o tomto modelu jsou

H1 : a < a0,

H2 : a = a0,

H3 : a > a0.
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Na základ¥ datového vzorku y1, y2, · · · , yN máme rozhodnout, která z hypotéz je prav-
divá.

�e²ení:

Likelihood je

L (a) =

N∏
t=1

a exp {−ayt} = aN exp {−aS} , (5.3)

kde S =
∑N

t=1 yt.

Pro hypotézy obecn¥ platí platí

Pi =

ˆ
Θ∗i

L (Θi) f (Θi|d (0)) dΘi f (Hi|d (0)) ,

kde Li je likelihood pro model podle hypotézy Hi, f (Θi|d (0)) je apriorní hp pro odhad
parametr· modelu podle hypotézy Hi a f (Hi|d (0)) je apriorní pravd¥podobnost i-té hy-
potézy. Likelihood jsme obecn¥ vyjád°ili v (5.3) , pravd¥podobnosti hypotéz jsou £ísla.
Podle hypotézy H2 vybíráme jedninou moºnost parametru a to a = a0. Odpovídající
apriorní hp bude mít tedy tvar Diracovy funkce δ (a, a0) . Pro volbu apriorních hp od-
hadu parametr· pro zbylé hypotézy vyjdeme z modelu a exp {−ay0}, kde y0 je apriorní
hodnota výstupu. Pro konstrukci apriorní hp musíme normovat. Pro H3 dostaneme

f (y|y0) =
y2

0

k
a exp {−ay0} ,

kde k = (1 + a0y0) exp {−a0y0} a pro H1

f (y|y0) =
y2

0

1− k
a exp {−ay0} .

Zabudování této apriorní informace znamená: zvý²it N o jedna (jako p°idaná jedna

data), k S p°i£íst y0 (hodnota dat) a integrál násobíme výrazem y20
1−k pro H1 respektive

y20
k pro H2.

Dostaneme

P1 =
y2

0

1− k

ˆ a0

0
aN exp {−aS} da1

3
,

P2 = aN0 exp {−a0S}
1

3
,

P3 =
y2

0

k

ˆ ∞
a0

aN exp {−aS} da1

3
.

Pot°ebujeme je²t¥ spo£ítat integrál
´ x

0 a
N exp {−aS} da. Po substituci aS = b, Sda = db

dostaneme ˆ x

0
aN exp {−aS} da =

1

SN+1
γ (N + 1, xS) ,
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kde γ je neúplná gama funkce a x je mez integrálu (tady x = 1).

Výpo£et ˆ x

0
aN exp {−aS} da = |aS = b, Sda = db| =

=

ˆ xS

0

(
b

S

)N
exp {−b} db

S
=

1

SN+1

ˆ xS

0
bN exp {−b} db =

γ (N + 1, xS)

SN+1
.

Výsledky testování pro simulovanou hodnotu a = 2 a hranici model· a0 = 2 a velikost
výb¥ru 200 jsou

P = [0.2463, 0.6801, 0.0736] ,

kde P jsou pravd¥podobnosti pro jednotlivé hypotézy. Odtud skute£n¥ vít¥zí druhá
hypotéza - tedy rovnost.

Testovaný parametr je p°evrácenou hodnotou st°ední hodnoty rozd¥lení. Bodový odhad
st°ední hodnoty (pr·m¥r z datového vzorku) je ȳ = 0.5297 a jeho p°evrácená hodnota
â = 1

ȳ = 1.8877. Vidíme tedy, ºe neur£itost v pravd¥podobnostech P je dána neur£itostí
dat.

Program

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
% Test ing o f hypotheses f o r exponent i a l model
% ! ! ! gammainc i s int_x^ i n f ( t a i l ) ! ! !

% Simulat ion
nd=200;
a=2.2 ; % s imulated parameter
y=−l og ( rand (1 , nd ) )/ a ; % data

% Test ing
a0=2; % parameter f o r hypotheses
y0=1/a0 ; % p r i o r y ( equal to H2)
n0=1; % number o f p r i o r data items
S=sum(y)+y0 ; % s t a t i s t i c s
N=nd+n0 ; % s t a t i s t i c s

k=(a0∗y0+1)∗exp(−a0∗y0 ) ; % from pr i o r data
I=(N+1)∗ l og (S)− l og ( y0 ^2) ; % log constant
g=gammainc (N+1,a0∗S ) ; % incomplete gamma func t i on
I1=gammaln(N+1)+log (1−g)−I−l og (1−k ) ; % log gama f o r H1
Lh=N∗ l og ( a0)−a0∗S ; % l i k e l i h o o d
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I3=gammaln(N+1)+log ( g)−I−l og ( k ) ; % log gama f o r H3

lnP(1)= I1−l og ( 3 ) ; % logar i thms o f
lnP(2)=Lh−l og ( 3 ) ; % p r o b a b i l i t i e s o f
lnP(3)= I3−l og ( 3 ) ; % hypotheses
pp=lnP−max( lnP ) ; % normal i za t i on o f l o g s
P=exp (pp ) ; % exp l o n t i a l
P=P/sum(P) ; % norma l i za t i on sum=1

% RESULTS
disp ( ' P r o b a b i l i t i e s o f hypotheses ' ) ,P
[ xxx opt ]=max(P) ;
f p r i n t f ( ' \ nThe hypother i s %d wins\n ' , opt )

5.2 Aplikace

Test bezpe£nosti kruhového objezdu

Na jednom rameni kruhového objezdu sledujeme výjime£né situace, které vybo£ují z
hranic b¥ºného provozu nebo p°i kterých mohlo dojít k nehod¥ (tzv. skoronehody). Jako
skoro-nehody bereme nap°. prudké brzd¥ní, náhlé vybo£ení z daného sm¥ru, nadm¥rné
p°iblíºení vozidel a podobn¥. Usuzujeme, ºe £ím více takových skoronehod nastane, tím
je dané místo nebezpe£n¥j²í a volá po n¥jaké náprav¥.

Model, popisující dané místo bude vyjad°ovat podíl skoronehod v b¥ºném provozu k°i-
ºovatky, tedy

f (dt|α) = αdt (1− α)1−dt , (5.4)

kde dt ∈ {0, 1} charakterizuje jízdu t-tého vozidla dt = 0 OK, dt = 1 skoro-nehoda,
(skoro-nehody mohou být i odstup¬ovány); α ∈ (0, 1) je pom¥r skoro-nehod v provozu
Hj .

Pro testování hypotéz budeme uvaºovat 3 modely se stejnou strukturou, ale li²ící se v
parametrech

1. H1 : α = α0, kde α0 je daná hranice mezi bezpe£ím a nebezpe£ím,

2. H2 : α < α0, tj. místo je bezpe£né,

3. H3 : α > α0, tj. místo je nebezpe£né.

Podle teoretického úvodu budeme porovnávat pravd¥podobnosti jednotlivých hypotéz
Pi = f (Hi|d (N)) pro i = 1, 2, 3 a datový vzorek d (N) kde N je mnoºství zm¥°ených dat
- pr·jezd· ramenem kruhového objezdu s hodnotami 0 (v po°ádku) a 1 (skoronehoda).
Typy skoronehod nerozli²ujeme. Pro pravd¥podobnosti Pi platí
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Pi ∝
ˆ

Θ∗
Li (Θi) f (Θi|d (0)) dΘif (Hi|d (0)) ,

kde

Li (Θi) =
N∏
t=1

fi (dt|ψi;t,Θi) .

V pravd¥podobnostech Pi je

• Li (Θi) = Li (αi) je likelihood z model· (5.4) s parametry αi - podíl skoronehod
na pr·jezdech automobil· vybraným ramenem sledovaného kruhového objezdu,

• fi (dt|ψi;t,Θi) = fi (dt|αi) je statický model skoronehod s alternativním rozd¥lením

fi (dt|αi) = αdti (1− αi)1−dt , αi ∈ Oi,

kde Oi je oblast p°ípustných parametr· podle hypotézy Hi.

• f (Θi|d (0)) = f (αi|d (0)) jsou apriorní hp pro parametry αi z oblasti Oi, i =
1, 2, 3; v na²em p°íklad¥ budeme tyto hp uvaºovat jako rovnom¥rné, tedy nemáme
ºádné preference,

• f (Hi|d (0)) jsou apriorní pravd¥podobnosti jednotlivých hypotéz; také je zvolíme
rovnom¥rn¥ rozd¥lené.

Podle formulace hypotéz v úvodu p°íkladu budou jednotlivé oblasti de�novány takto

1. O1 = {α0} , tedy O1 je jednobodová mnoºina. Nad ní máme nyní konstruovat
apriorní hp f (α) , α ∈ O1. Jedná se o degenerovanou hp nenulovou jen v jediném
bod¥ a s poºadavkem, aby integrál p°es ní byl roven jedné. To je Dirac·v impulz,
umíst¥ný v bod¥ α0

f (α|d (0)) = δ (α, α0) .

Pro tento impulz platí
ˆ ∞
−∞

g (α) δ (α, α0) dα = g (α0) ,

coº je vlastnost, které dále vyuºijeme.

2. O2 = (0, α0) , který speci�kuje α men²í, neº daná hranice α0 a charakterizuje tak
bezpe£nou situaci. Apriorní hp bude

f (α|d (0)) =
1

α0
, pro α ∈ (0, α0) , jinak 0.
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3. O3 = (α0, 1) , který speci�kuje α v¥t²í, neº daná hranice α0 a charakterizuje tak
nebezpe£nou situaci. Apriorní hp bude

f (α|d (0)) =
1

1− α0
, pro α ∈ (α0, 1) , jinak 0.

Apriorní hp pro hypotézy bude

f (Hi|d (0)) =
1

3
, i = 1, 2, 3.

Likelihood pro alternativní rozd¥lení

Likelihood je dán sou£inem model· - v na²em p°ípad¥ alternativních model·

Li (α) =
N∏
t=1

αdti (1− αi)1−dt = α
∑N
t=1 dt

i (1− αi)
∑N
t=1(1−dt) = ανi (1− αi)N−ν ,

kde ν je po£et jedni£ek v datovém výb¥ru, tj. po£et pozorovaných skoronehod.

Integrál z likelihoodu

Pro vy£íslení pravd¥podobnosti Pi pot°ebujeme vypo£ítat integrály z likelihood· Li
podle jednotlivých hypotéz. Nejjednodu²²í je situace pro H1 kdy parametr známe α =
α0. Bude

L1 (α) =

ˆ 1

0
αν (1− α)N−ν δ (α, α0) dα = αν0 (1− α0)N−ν .

Pro H2 je

L2 (α) =

ˆ α0

0
αν (1− α)N−ν

1

α0
dα =

1

α0
Binc (α0, ν,N − ν) .

Pro H3 je situace obdobná jako pro H2 aº na obor integrace

L3 (α) =

ˆ 1

α0

αν (1− α)N−ν
1

1− α0
dα =

=

ˆ 1

0
αν (1− α)N−ν

1

1− α0
dα−

ˆ α0

0
αν (1− α)N−ν

1

1− α0
dα =

=
1

1− α0
[B (ν,N − ν)−Binc (α0, ν,N − ν)] ,

kde Binc (α0, ν,N − ν) je nekompletní beta funkce a B (ν,N − ν) je beta funkce. Tyto
funkce je moºno nalézt v Matlabu po názvem betainc a beta. Pozor. Funkce betainc
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je v podílovém tvaru, takºe pot°ebný integrál získáme jako betainc*beta - pouºití viz
program. Beta funkce je uvedena v p°íloze (9.1) .

Pravd¥podobnosti Pi tedy budou

P1 =
1

3
αν0 (1− α0)N−ν ,

P2 =
1

3

1

α0
Binc (α0, ν,N − ν) ,

P3 =
1

3

1

1− α0
[B (ν,N − ν)−Binc (α0, ν,N − ν)] .

Maximální hodnota Pi ukazuje na vít¥znou hypotézu.

Poznámka

Hypotéza H1 je proti ostatním p°íli² slabá - ozkou²ejte. Proto v programu testujeme
hypotézy takto

H1 : α ∈ (−h, h)

H2 : α ∈ (0, α0 − h)

H2 : α ∈ (α0 + h, 1) .

kde h je malé, p°edem zvolené £íslo.

Program k p°íkladu

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
% Test ing o f s a f e t y on a roundabout ( s emiacc ident s )

nd=100; % number o f data
a0=.03; % border o f s a f e t y
h=.01; % a l=a l0 means a l=a l0 \pm h

% h must be sma l l e r than a l0
Phs = [ ] ;
switch 1 % se t type o f example

case 1 , nn=2:(nd−3); % s e t p o s s i b l e poz . r e s u l t s
case 2 , nn=42; % s e t s i n g l e poz . r e s u l t

end
f o r nu=nn % loop f o r a l ( a l=nu/nd)
B0=beta (nu−1,nd−nu−1); % beta func t i on
b2=B0∗ beta inc ( a0−h , nu−1,nd−nu−1); % f o r <
b3=B0−B0∗ beta inc ( a0+h , nu−1,nd−nu−1); % f o r >
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b1=B0−b2−b3 ; % f o r =

i f abs (h)<1e−5
P(1)=a0^nu∗(1−a0 )^(nd−nu ) /3 ; % prob . f o r =

e l s e
P(1)=b1/(3∗2∗h ) ; % prob . f o r ( al−h , a l+h)

end
P(2)=b2 /(3∗ ( a0−h ) ) ; % prob . f o r <
P(3)=b3/(3∗(1−a0−h ) ) ; % prob . f o r >

Ph=P/sum(P) ; % normal i z ing
Phs=[Phs ; Ph ] ; % vec to r o f probs

end

% RESULTS
aTestHyp_R
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V tomto p°íklad¥ jsme uvaºovali po£et pozorování roven 100. Kritická hodnota podílu
skoronehod byla α0 = 0.03. Pro kaºdý moºný datový výb¥r jsme postupn¥ uvaºovali 1,
2, 3 · · · 100 skoronehod a jednotlivé p°ípady jsme zaznamenali podle osy x. Na obrázku
tak vidíme vývoj pravd¥podobností jednotlivých hypotéz pro podíl skoronehod od nuly
aº do jedné.

6 Logistická regrese

Hodiny: 11
Aplikace: klasi�kace nehod.
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6 LOGISTICKÁ REGRESE

Logistickou regresi pouºijeme, jestliºe se pomocí skupiny veli£in jak diskrétních tak i
spojitých snaºíme vysv¥tlit chování diskrétní veli£iny. Jako p°íklad m·ºeme zmínit mo-
delování typu nehody (lehká, váºná, s úmrtím) pomocí hodnot veli£in, které tuto nehodu
doprovázely (sv¥tlo, povrch vozovky, rychlost p°i st°etu atd.). Tuto speci�ckou úlohu cha-
rakterizuje diskrétní výstup a alespo¬ jedna spojitá nezávislá veli£ina. Pak nelze pouºít
ani diskrétní ani regresní model a je namíst¥ model logistické regrese.

S úlohou logistické regrese jsme se jiº setkali v p°edm¥tu Stochastické systémy. Tam
jsme ale pro jednoduchost po£ítali s tím, ºe výstup má jen dv¥ hodnoty. Tady tuto
úlohu roz²í°íme tak, aby zahrnovala i p°ípady, kdy výstup má více r·zných hodnot.

Budeme uvaºovat jednu modelovanou veli£inu yt s p°ípustnými hodnotami 0, 1, · · · , m
s kategorickým rozd¥lením

y 0 1 · · · m

f (y|p) p0 p1 · · · pm

a n nezávislých veli£in x1, x2, · · · , xn.

Model

Výstupem modelu jsou logaritmy podíl· pi
p0

(funkce logit) které modelujeme pomocí
regrese na nezávislé veli£iny

ln

(
p1

p0

)
= b10 + b11x1 + · · ·+ b1nxn + ε1,

ln

(
p2

p0

)
= b20 + b21x1 + · · ·+ b2nxn + ε2,

· · ·

ln

(
pm
p0

)
= bm0 + bm1x1 + · · ·+ bmnxn + εm.

Pro p0 pak platí
p0 = 1− p1 − p2 − · · · − pm.

Ozna£íme bi0 + bi1x1 + · · ·+ binxn = xbi a s nulovými ²umy εi m·ºeme pro pi psát

p1 =
exp {xb1}

1 +
∑m

i=1 exp {xbi}
,

p2 =
exp {xb2}

1 +
∑m

i=1 exp {xbi}
,

· · ·
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pm =
exp {xbm}

1 +
∑m

i=1 exp {xbi}
,

a

p0 = 1−
m∑
i=1

pi =
1

1 +
∑m

i=1 exp {xbi}
,

coº je inverzní vztah k uvedenému logistickému modelu.

Likelihood a odhad

Pro výpo£et likelihoodu uvaºujeme data {yt, xt}Nt=1 .

Protoºe modelovaná veli£ina má kategorické rozd¥lení, budeme po£ítat likelihood jako
sou£in t¥chto rozd¥lení, kde za pi dosadíme z vý²e uvedených vztah·

L =
N∏
t=1

m∏
i=0

(pi)
δ(i;yt) =

N∏
t=1

∏m
i=1 exp {δ (i; yt)xtbi}
1 +

∑m
i=1 exp {xtbi}

.

Tento výraz je t°eba maximalizovat vzhledem k parametr·m b.

Poznámka: Pouºitím log-likelihoodu se uvedený výraz je²t¥ trochu zjednodu²í. To ale
pro nás není d·leºité, protoºe pro tuto optimalizaci jiº existují zavedené postupy - nap°.
v Matlabu funkce mnr�t a mnrval, nebo na²e funkce logReg - viz 11.7.

Klasi�kace

Poté, co jsme z trénovací mnoºiny {yt xt}Nt=1 odhadli parametry b logistického modelu,
jsme p°ipraveni tento model pouºít pro klasi�kaci. To provedeme následujícím zp·sobem:

1. Zm¥°íme vzorek x a chceme jej p°i°adit jedné ze t°íd 1, 2, · · · , m (hodnot y).

2. Vzorek x dosadíme do inverzního modelu (pro veli£iny pi).

3. Vzorek za°adíme do t°ídy, které odpovídá maximální hodnota pravd¥podobnosti
p.

Vzorový p°íklad

Pouºití logistické regrese ukáºeme na simula£ním p°íklad¥. Jako nezávislé veli£iny vez-
meme x1 - posunutý normální ²um, x2 - posunutý rovnom¥rná ²um a x3 sinusový signál
(viz program). Hodnoty y p°i°adíme takto: veli£iny se£teme z = x1 + x2 + x3 a potom
pro z ≥ 0 je y = 2, pro z ∈ (−1, 0) je y = 1 a pro z ≤ −1 je y = 0.

Odhad i predikce se provede pomocí funkce logReg (11.7), která
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6 LOGISTICKÁ REGRESE

1. pouºitím matlabské funkce fminsearch maximalizuje likelihood,

2. pomocí vzorc· ze str. 6 po£ítá pravd¥podobnosti jednotlivých hodnot y,

3. pro kaºdý regresní vektor najde bodový odhad y, tj. tu hodnotu ktrá má maximální
pravd¥podobnost.

Experiment pracuje s 200 vzorky. Výsledky, pro druhou polovinu experimentu, jsou na
obrázku
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Program

c l c , c l e a r a l l c l o s e a l l
addpath ' funct '
%% Log i s t i c r e g r e s s i o n

nd=200; % length o f data

% independent v a r i a b l e s
x1=1+randn (1 , nd ) ;
x2=−2+rand (1 , nd ) ;
x3=s i n ( 15∗ ( 1 : nd)/nd ) ;

% genera t i on o f output
z=x1 '+x2 '+x3 ' ;
y=ones (nd , 1 ) ;
f o r i =1:nd

i f z ( i )>0 y ( i )=2; end % assignment o f
i f z ( i )<−1 y ( i )=0; end % y − va lue s

end
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% re g r e s s i o n vec to r
x=[ ones (nd , 1 ) x1 ' x2 ' x3 ' ] ;

% parameter e s t imat ion and output p r ed i c t i o n
[ py yp yr b]= logReg ( [ ] , y , x ) ;

% RESULTS
disp ( 'Number o f wrong c l a s s i f i c a t i o n s ' )
sum(y~=yr )

vLogReg_R

6.1 Aplikace

Klasi�kace nehod

Jako ilustra£ní p°íklad uvedeme aplikaci logistické regrese na klasi�kaci nehod v závislosti
na vedlej²ích veli£inách, zm¥°ených nebo odhadnutých v okamºiku nehody. Charakte-
ristickou vlastností takovéto úlohy je relativní nedostatek existujících dat a nemoºnost
aktivního získání dal²ích dat.

V reálném p°ípad¥ je t°eba nejd°íve ur£it hodnoty výstupu - tj. rozhodnout, jak budeme
nehody charakterizovat. V na²em p°ípad¥, jak jsme jiº uvedli v úvodu kapitoly, budeme
rozli²ovat nehody 0 = lehké, 1 = t¥ºké a 2 = s úmrtím.

Dále pak zji²´ujeme, které veli£iny doprovázející nehody jsou k dispozici, tj. jejich hod-
noty jsou zaznamenávány a které mohou souviset s klasi�kací t¥chto nehod. P°i výb¥ru
t¥chto veli£in jsme omezeni tím, co je k dispozici a výb¥r vhodných veli£in je spí²e um¥-
ním neº exaktní v¥dou. To, co je k dispozici je názor expert· a metody ur£ení struktury
modelu, o kterých jsme mluvili v Kapitole 2.3. Expertní znalost je ale v t¥chto p°ípadech
nedocenitelná.

V na²em p°íklad¥ zvolíme jako vedlej²í veli£iny:

osv¥tlení: 1 dobré, 2 ²ero, 3 tma
povrch vozovky: 1 suchý, 2 mokrý, 3 kluzký
sm¥r vozovky: 1 p°ímý, 2 zatá£ka
rychlost vozidla: spojitá veli£ina

Model, který pouºijeme má tvar

ln

(
p1;t

p0;t

)
= b01 + b11x1;t + b21x2;t + b31x3;t + b41x4;t + ε1;t,

ln

(
p2;t

p0;t

)
= b02 + b12x1;t + b22x2;t + b32x3;t + b42x4;t + ε1;t,

kde pi = f (yt = i|xt) , i = 0, 1, 2, yt je typ nehody v £ase t, xj je j-tá vedlej²í veli£ina,
a bji je regresní koe�cient u j-té veli£iny modelující i-tý typ nehody.
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Jako data pouºijeme vzorek, uvedený v programu. Tento vzorek odpovídá rozsahem
men²í dopravní oblasti a snaºí se vystihnout obecné pravdy (jako ºe velká rychlost
na kluzké vozovce je nebezpe£ná). Odhad modelu a zp¥tná predikce typu nehody jako
kontrola jsou uvedeny na následujícím obrázku
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Simulované typy nehod pro jednotlivé datové záznamy jsou ozna£eny krouºky, odhad-
nuté typy nehod z p°íslu²ných regresních vektor· a odhadnutých parametr· jsou k°íºky.
Vidíme, ºe v¥t²ina simulovaných a odhadnutých dat se shoduje a tedy, ºe model má
ur£itý smysl.

Poznámka

Existují testy kvality provedené logistické regrese, jako je nap° Wald·v test nebo test po-
dílem likelihood·. Tyto testy nebudeme zavrhovat. Pro nás je ale d·leºitý cíl, pro který
regresi provádíme a tím je schopnost klasi�kace. Proto zji²´ujeme kvalitu modelu práv¥
touto schopností klasi�kace. Jist¥ by se slu²elo provád¥t odhad na jedné mnoºin¥ dat a
testovat na druhé, disjunktní. Jestliºe ale máme takový extrémní nedostatek dat, d¥láme
co m·ºeme a musíme se spokojit s testováním na stejné mnoºin¥.

Odhadnutý model m·ºeme pouºít také k p°edpov¥di o£ekávaného typu nehody pro li-
bovoln¥ zvolené situace (tj. osv¥tlení, povrchu, sm¥ru a rychlosti) i kdyº takové situace
v·bec neexistují a nebo jsou t°eba teprve plánovány. Tímto experimentem lze také pod-
po°it nebo naopak zpochybnit plánovanou dopravní stavbu.

V na²em p°ípad¥ jsme zvolili následující data
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vzorek osv¥tlení povrch sm¥r rychlost
1 1 1 1 50
2 1 1 1 150
3 2 2 2 50
4 2 2 2 150
5 3 3 3 50
6 3 3 3 150

Vzorky 1 a 2 uvád¥jí situaci, kdy je v²echno dobré a malou a velkou rychlost. Podobn¥
vzorky 3 a 4 v situaci st°ední a 5 a 6 pro situaci ²patnou. Výsledné p°i°azení o£ekávaného
typu nehody je na následujícím obrázku
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Tento obrázek necháme prohlédnout expertovi, ten se zamyslí a °ekne: to je nesmysl -
v nejhor²ích podmínkách a p°i rychlosti 150 km/h to nem·ºe skon£it jinak neº smrtí
(poslední vzorek - indikuje se jen t¥ºká havárie).

Experta vezmeme váºn¥ a chceme podle jeho prohlá²ení do-zabudovat do modelu apri-
orní (tady spí²e dodate£nou) expertní informaci ºe �p°i nejhor²ích podmínkách a rych-
losti 150 km/h havárie kon£í smrtí�. Tomu odpovídají data y = 2, x1 = 3, x2 = 3, x3 =
3, x4 = 150. Provedeme tedy znovu odhad modelu a k m¥°eným dat·m p°idáme je²t¥ 4
krát expertní data. �ty°násobné opakování tuto informaci posiluje - jako by tato situace
byla pozorována 4 krát. Po novém odhadu a provedení testu dostaneme
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Vidíme, ºe po dodate£né informaci model jiº expertní názor respektuje.

Program

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
% C l a s s i f i c a t i o n o f t r a f f i c a c c i d en t s
% y type o f acc ident : 0 ( mild ) 1 ( s eve r e ) 2 ( death )
%
% x1 l i g h t : 1 ( b r i gh t ) 2 ( gloom ) 3 ( dark )
% x2 road su r f a c e : 1 ( dry ) 2 (wet ) 3 ( s l i p p e r y )
% x3 road type : 1 ( s t r i g h t ) 2 ( curve )
% x4 speed o f car : cont inuous

% measured data
dt = [ . . .
% type o f acc ident

% l i g h t
% road s u r f i c e

% road type
% speed o f car

2 1 1 1 145
0 2 1 2 68
1 3 2 3 94
1 2 2 3 66
0 1 2 1 15
1 3 1 2 95
2 2 2 2 104
0 1 2 1 53
0 2 2 1 68
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0 3 1 1 39
1 3 3 2 8
0 3 1 3 41
0 2 1 1 62
1 2 2 2 98
1 2 3 3 115
0 2 3 2 69
0 3 3 1 103
] ;

% expert data
i f 1 % expert data 0=no , 1=yes
dp = [ . . .

2 3 3 3 150
2 3 3 3 150
2 3 3 3 150
2 3 3 3 150
] ;

dt=[dt ; dp ] ;
end

% te s t ed r e g r e s s i o n ve c t o r s
xt = [ . . .

1 1 1 50
1 1 1 150
2 2 2 50
2 2 2 150
3 3 3 50
3 3 3 150
] ;

y=dt ( : , 1 ) ;
x=dt ( : , 2 : 5 ) ;
nd=length (y ) ;

% model e s t imat ion
[ py yp yr b]= logReg ( [ ] , y , x ) ;

% t e s t i n g o f r e g r e s s i o n ve c t o r s
[ pyt ypt yrt ]= logReg (b , y , xt ) ;

% Resu l t s
d i sp ' '
d i sp ( ' Estimated parameters ' )
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b

aNehody_R

7 Odhad statické sm¥si

Hodiny: 12
Aplikace: ur£ení módu jedoucího auta.

7.1 Odhad modelu ve tvaru sm¥si komponent

Model sm¥si komponent je tvo°en mnoºinou nc komponent a diskrétní veli£inou ct, která
v kaºdém okamºiku t ukazuje na aktivní komponentu, tzv. ukazovátko.

Komponenty

Komponenty jsou obecn¥ dynamické modely

f (dt|c,Θc, ψt) , c ∈ {1, 2, · · · , nc} = c∗,

kde dt jsou modelovaná data (°ízení neuvaºujeme), c ozna£uje £íslo komponenty, Θc

jsou parametry c-té komponenty a ψt je regresní vektor (který bereme spole£ný v²em
komponentám).

Ukazovátko

Ukazovátko modelujeme pomoci kategorického modelu

f (ct|α, d (t− 1)) =︸︷︷︸
nezávislost

f (ct|α) = αct .

Odhad modelu sm¥si komponent není p°ímo£arý. Po p°ímém pouºití Bayesova vzorce
dostaneme vztah pro p°epo£et statistik, ten ale není pouºitelný, protoºe nároky na jeho
spo£ítání neustále rostou s mnoºstvím zpracovaných dat. V odvození algoritmu pro od-
had parametr· modelu sm¥si proto provedeme následující aproximaci. Vyjdeme z p°ed-
pokladu, ºe aktivní komponenta je známá a v £ase t má hodnotu ct. Potom ukazovátko,
jako obecn¥ náhodná veli£ina má hp

δ (c; ct) , c ∈ c∗.
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Ve skute£nosti ale aktivní komponentu neznáme, ukazovátko ct je skute£n¥ náhodná
veli£ina a hp ukazovátka odhadujeme jako podmín¥nou st°ední hodnotu na základ¥ toho,
co skute£n¥ známe, tj. data d (t)

E [δ (c; ct) |d (t)] =

nc∑
c=1

δ (c; ct) f (ct|d (t)) = Pr (ct = c|d (t)) = wc;t,

kde výslednou pravd¥podobnost ozna£íme wc;t a celý vektor, který odpovídá hp f (ct|d (t))
je wt a budeme o n¥m hovo°it jako o vektoru vah jednotlivých komponent. Jedná se o
aktuální váhy, ve kterých je zahrnuta informace i z nov¥ zm¥°ených dat dt. Podle maxi-
mální sloºky tohoto vektoru m·ºeme tedy provád¥t odhad aktuální komponenty nebo,
jinak °e£eno, provádíme úlohu klasi�kace dat do t°íd, které p°edstavují jednotlivé
komponenty.

Zatím jsme ale hp f (ct|d (t)) nezkonstruovali. To provedeme v následujících odstavcích.
Uvidíme, ºe úloha konstrukce zmín¥né hp je úzce svázána s úlohou odhadu parametr·
komponent i ukazovátka.

Vyjdeme ze sdruºené hp neznámých veli£in ct, Θ a α podmín¥né dosud zm¥°enými daty

J = f (ct,Θ, α|d (t)) .

Pouºitím Bayesova vzorce, rozvojem sdruºené hp a sdruºením £len·, které k sob¥ podle
parametr· pat°í dostaneme

J = f (dt|ct, ψt,Θc) f (Θ|d (t− 1))× αctf (α|d (t− 1)) , (7.1)

kde jednotlivé hp zleva jsou: model ct-té komponenty, apriorní hp pro odhad Θ, model
ukazovátka f (ct|α) = αct a apriorní hp pro odhad α. V tomto rozvoji jsme také pouºili
p°edpoklady o nezávislosti: model komponenty nezávisí na α a datech star²ích neº v
regresním vektoru, nezávislost parametr· Θ a α, model ukazovátka nezávisí na datech.

Jestliºe jsou k dispozici p°íslu²né apriorní hp, jsme schopni z J zkonstruovat vektor vah
wctt

wct;t = f (ct|d (t)) =

ˆ
Θ∗

ˆ
α∗
f (ct,Θ, α|d (t)) dαdΘ = (7.2)

=

ˆ
Θ∗
f (dt|ct, ψt,Θc) f (Θ|d (t− 1)) dΘ

ˆ
α∗
αctf (α|d (t− 1)) dα.

Dále si v²imneme struktury sdruºené hp J (7.1) jejího integrálu - vektoru vah wt (7.2).
Ty jsou tvo°eny vºdy dv¥ma samostatnými £ástmi vztahujícími se bu¤ k parametru Θ
nebo α.

Nejprve pro sdruºenou hp (7.1). První £ást je

PΘ
ct = f (dt|ct, ψt,Θc) f (Θ|d (t− 1)) ,
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coº je sou£in modelu ct-té komponenty s apriorní hp pro Θ. To je podle Bayesova vzorce
nenormovaná aposteriorní hp pro odhad Θ. Její p°evrácená normaliza£ní konstanta je
dána jako integrál z této hp

IΘ
ct =

ˆ
Θ∗
f (dt|ct, ψt,Θc) f (Θ|d (t− 1)) dΘ,

coº je první £ást výrazu (7.2) .

Podobn¥ je to i s druhými £ástmi výraz· (7.1) a (7.2) . Druhou £ástí sdruºené hp (7.1)
je aposteriorní hp pro odhad parametru α

Pαct = αctf (α|d (t− 1))

s normaliza£ní konstantou danou druhou £ástí výrazu (7.2)

Iαct =

ˆ
α∗
αctf (α|d (t− 1)) dα.

Výrazy PΘ a Pα souvisí s odhadem parametr· Θ a α, sou£in výraz· IΘ a Iα ur£uje hp
f (ct|d (t)) = wct;t. Dále se budeme zabývat konstrukcí t¥chto výraz·.

Odhad parametr· Θ

Odhad parametru Θ s pomocí komponenty ct (tj. té správné aktivní) ur£íme podle
Bayesova vzorce takto

PΘ
ct = f (Θ|d (t)) ∝ f (dt|ct, ψt,Θc) f (Θ|d (t− 1)) ,

kde model má normální rozd¥lení a v souladu s poºadavkem spo£itatelnosti (repro-
dukovatelnosti apriorní hp) volíme hp parametr· ve tvaru sou£inu inverzních Gauss-
Wishartových distribucí (viz ..). Model pí²eme výhodn¥ v sou£inovém tvaru. Dostaneme

nc∏
c=1

GiV (Vc;t, κc;t) ∝
nc∏
c=1

f (dt|c, ψt,Θc)
δ(c;ct)

nc∏
c=1

GiV (Vc;t−1, κc;t−1) .

Kroneckerovu funkci δ v exponentu modelu nahradíme aproximací w a dostaneme p°e-
po£et statistik

Vc;t = Vc;t−1 + wc;tΨtΨ
′
t, κc;t = κc;t−1 + wc;t, (7.3)

pro c = 1, 2, · · · , nc.

Z p°epo£tených statistik m·ºeme bu¤ ur£it bodové odhady parametr· nebo zkonstruovat
celou aposteriorní hp (viz ...)
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Odhad parametru α

Podobn¥ jako pro parametr Θ po£ítáme podle Bayesova vzorce

Pαct = f (α|d (t)) ∝ αctf (α|d (t− 1)) ,

kde op¥t pro hp parametr· zvolíme konjugovanou hp ve tvaru Dirichletova rozd¥lení a
model vyjád°íme v sou£inovém tvaru

nc∏
c=1

α
νc;t
c ∝

nc∏
c=1

αδ(c;ct)c

nc∏
c=1

α
νc;t−1
c .

Po aproximaci w → δ dostaneme p°epo£et statistik

νc;t = νc;t−1 + wc;t, (7.4)

pro c = 1, 2, · · · , nc.

Výsledkem m·ºe být op¥t bodový odhad nebo celá aposteriorní hp.

Konstrukce vah wt

Pro p°epo£et statistik v odhadu parametr· jsme pot°ebovali aktuální váhy komponent
wt = [w1;t, w2;t, · · · , wnc;t]

′ které ur£ují pravd¥podobnosti toho, ºe daná komponenta je
aktivní (tj. nejlépe popisuje zm¥°ený datový vzorek dt). Tento vektor je ur£en rovnici
(7.2) a platí pro n¥j

wc;t = IΘ
c Iαc .

Integrál IΘ
c :

IΘ
c =

ˆ
Θ∗
f (dt|c, ψt,Θc) f (Θ|d (t− 1)) dΘ,

coº je likelihood komponenty c. Tento likelihood je moºno spo£ítat, jeho tvar je ale dosti
sloºitý a nepr·hledný. Veliké zjednodu²ení dostaneme, pouºijeme-li bodový odhad Θ̂t−1

parametru Θ. Potom
IΘ
c = f

(
dt|c, ψt, Θ̂c;t−1

)
≡ m̂c;t,

tedy p°ímo model c-té komponenty s dosazeným bodovým odhadem za parametr Θ. Pro
p°ehlednost jej ozna£íme m̂c;t.

Integrál Iαc :
Iαc =

ˆ
α∗
αcf (α|d (t− 1)) dα =

νc;t−1∑nc
i=1 νc;t−1

= α̂c;t−1,

coº je bodový odhad parametru αc.
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Vektor aktuálních vah wt tedy bude mít prvky

wc;t = IΘ
c Iαc = m̂c;tα̂c;t−1, c ∈ c∗, (7.5)

kde m̂c;t = f
(
dt|c, ψt, Θ̂c;t−1

)
.

Sumarizujeme a dostáváme algoritmus odhadu pro jeden krok v £asové smy£ce.

Máme k dispozici:

� statistiky odhadu z minulého kroku Vc;t−1, κc;t−1, νc;t−1 pro c ∈ c∗;

� odhady parametr· spo£tené ze statistik Θ̂t−1 a α̂t−1 a

� odhady komponent m̂c;t = f
(
dt|c, ψt, Θ̂c;t−1

)
.

Provedeme

1. Zm¥°íme nová data dt.

2. Spo£teme �vzdálenosti� komponent od dt: m̂c;t = f
(
dt|c, ψt, Θ̂c;t−1

)
.

3. Ur£íme integrály IΘ
c = m̂c;t a Iαc = α̂c;t−1.

4. Spo£teme váhy wc;t = IΘ
c Iαc = m̂c;tα̂c;t−1.

5. Provedeme p°epo£et statistik obou model·

Vc;t = Vc;t−1 + wc;tΨtΨ
′
t, κc;t = κc;t−1 + wc;t,

νc;t = νc;t−1 + wc;t.

6. Vypo£teme bodové odhady parametr· komponent a ukazovátka

θ̂c;t = V −1
ψ;t Vyψ, r̂c;t =

Vy − V
′
yψV

−1
ψ Vyψ

κc;t
, α̂c;t =

νc;t∑nc
i=1 νc;t

,

kde Vc;t =

[
Vy Vyψ
V
′
yψ Vψ

]
je rozd¥lená informa£ní matice komponenty c.

7. Zvý²íme £asový index t = t+ 1 a jdeme na bod 1.

Výsledkem je

• klasi�kace datového vzorku dt do komponenty s maximální váhou wc;t,

• pouºití datového vzorku pro u£ení, tj. odhad parametr· komponent a ukazovátka.
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Vzorový p°íklad

Odvozený algoritmus budeme demonstrovat na p°íklad¥ se simulovanými daty. Simulaci
provedeme následujícím programem

clc , c l e a r a l l , c l o s e a l l
% Simulat ion o f data from s t a t i c mixture with 5 components

nd=50000; % number o f data
nc=5; % number o f components

% cen t e r s o f components
cen {1}=[5; 3 ] ; cen {2}=[−5; −4]; cen {3}=[10; −5];
cen {4}=[−4; 3 ] ; cen {5}=[5; −3];

% covar iance o f components
cov {1}=[1 0 ;0 1 ] ; cov {2}=[2 0 ;0 1 ] ; cov {3}=[1 0 ;0 3 ] ;
cov {4}=[1 2 ;2 1 ] ; cov {5}=[1 2 ;1 3 ] ;

a l s =[2 3 2 5 3 ] ;
a l s=fnorm ( a l s ) ; % po in t e r parameter

% s imu la t i on
f o r t=1:nd
% genera t i on o f a c t i v e component
cs ( t)=sum( rand>cumsum( a l s ))+1;
% genera t i on o f data
y ( : , t )=cen{ cs ( t )}+cov{ cs ( t )}∗ randn ( 2 , 1 ) ;

end

save ySim y cs cen cov a l s % save o f the data and
% simulated po inter , c en t e r s and coves
% o f components , po in t e r parameter

s c a t t ( y )

Výsledná data jsme uloºili na disk a p°i klasi�kaci je zase z disku natáhneme.

Vlastní program klasi�kace je následující

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
% Est imation o f mixture with s t a t i c po in t e r
% − s imulated data with two dimens iona l output

nd=20000; % number o f data f o r e s t .
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nc=5; % number o f components

load ySim % data load
y In i=y ( : , nd+(1 : 200 ) ) ; % i n i t i a l output
y=y ( : , 1 : nd ) ; % output

% INITIALIZATION
typ=0; % s t a t i c mixture
[ th co a l V ka nu]= iniMix ( nc , yIni , typ ) ;
w=ze ro s ( nc , nd ) ; Et1=w; Et2=w;
f o r c=1:nc ,

Et1 ( c ,1)= th{c } ( 1 ) ; % remembering i n i t i a l
Et2 ( c ,1)= th{c } ( 2 ) ; % parameters

end
w( : ,1 )= ones ( nc , 1 ) ; % vec to r weights

% ESTIMATION
f p r i n t f ( ' running . . . . . . . . . . . . | \ n . ' ) , i t ime=0;
f o r t=2:nd % TIME LOOP −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

i t ime=i t ime+1; % ind i c a t o r o f time−loop
i f i t ime >(nd−1)/20 , f p r i n t f ( ' . ' ) , i t ime=0; end % prog r e s s

yt=y ( : , t ) ; % output measuring

% d i s t an c e s o f yt from components
f o r c=1:nc

[ xxx p( c ,1 ) ]=Gauss2 ( yt , th{c } , co{c } ) ; % value o f component
end
p=p−min(p ) ; p=exp (p ) ;
i f p '∗p<1e−18, p=ones ( s i z e (p ) ) ; end
% weights
wp=p .∗ a l ; % new vecto r weights
w( : , t )=wp/sum(wp ) ; % norma l i za t i on o f w

% update o f s t a t i s t i c s
Ps=[yt ; 1 ] ; % r e g r e s s i o n vec to r
f o r c=1:nc
V{c}=V{c}+w( c , t )∗Ps∗Ps ' ; % i n f o . matrix
ka ( c)=ka ( c)+w( c , t ) ; % counter
[ th{c} co{c}]=v2thN(V{c}/ka ( c ) , 2 ) ; % point e s t imate s

end
nu=nu+w( : , t ) ; % D i r i c h l e t s t a t s
a l=fnorm (nu ) ; % point e s t imate
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f o r c=1:nc , % remembering o f
Et1 ( c , t )=th{c } ( 1 ) ; % evo lu t i on
Et2 ( c , t )=th{c } ( 2 ) ; % o f parameter

end % es t imate s
end

[ xxx ct ]=max(w) ; % ac t i v e components

% RESULTS
vMixStPr_R

Tady zadáme po£et krok· £asové smy£ky a po£et odhadovaných komponent. Dále na-
táhneme data, £ást zvolíme jako apriorní data pro inicializaci a dále ozna£íme data pro
£asovou smy£ku.

V £ásti inicializace se volá funkce iniMix, která vygeneruje po£áte£ní parametry (p°ede-
v²ím rozmíst¥ní) komponent a ukazovátka. Prom¥nné Etc1 a Etc2 slouºí k zapamatování
vývoje bodových odhad· parametr· komponent.

V £ásti estimace se nejd°íve zpracovává indikace postupu £asové smy£ky. Dále se z nata-
ºených dat y vzorkuje aktuální datový vektor yt. Pro tento vektor se po£ítají hodnoty
v²ech hp komponent s aktuáln¥ odhadnutými parametry. Protoºe tyto hodnoty mohou
být velmi malé, po£ítají se logaritmy. Od t¥ch se ode£te maximální hodnota (tak, ºe
maximální prvek je nula) a pak se teprve aplikuje funkce exponenciála. Pokud ani tato
procedura nepom·ºe, volí se hodnoty rovnom¥rn¥.

Váhy wt se spo£tou tak, ºe se hodnoty komponent ve zm¥°ených datech násobí stacionár-
ními váhami al (hodnoty komponent °íkají, jak �blízko� jsou aktuální data jednotlivým
komponentám - udávají aktuální pravd¥podobnost, ºe aktuální data pat°í jednotlivým
komponentám; hodnoty vektoru al p°edstavují £etnosti historických odhad· aktuálních
komponent - tedy pravd¥podobnosti, ºe daná komponenta je aktivní aniº bychom znali
aktuální data). Váhy wt tedy berou v úvahu ob¥ pravd¥podobnosti - jak aktuální, tak i
stacionární. Výsledná pravd¥podobnost p°íslu²nosti aktuálních data je tedy kombinací
informace z aktuáln¥ m¥°ených dat i toho, jak £asto byla která komponenta v minulosti
aktivní.

Dále se provádí p°epo£et statistik komponent i ukazovátka podle p°íslu²ných vzorc· (7.3)
a (7.4) a po£ítají se bodové odhady (2.13), (2.14) a (2.7) .

Poslední £ást £asové smy£ky je jiº jen zapamatování aktuálních bodových odhad· pro
jejich pozd¥j²í vykreslení.

Na konci programu se tisknou a zobrazují výsledky.

Pouºité funkce jsou:

� inicializace algoritmu odhadu

func t i on [ th co a l V ka nu]=iniMixD (nc , yIni , typ , ph , phc )
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% [ th co a l V ka nu]=iniMixD (nc , yIni , typ ) h e u r i s t i c mixture
% i n i t i a l i z a t i o n
% th component r e g r e s s i o n c o e f f i c i e n t s
% co comp . cova r i ance s
% a l po in t e r model parameter
% V, ka , nu cor re soond ing s t a t i s t i c s
% nc number o f components
% yIn i i n i t i a l data
% typ type o f mixture 0=s t a t i c , 1=dynamic

i f nargin<4
ph=100; % reduc ing o f V, ka to dec r ea se

end % in f l u e n c e o f i n i t i a l data
% to parameter evo lu t i on

i f nargin<5
phc=10; % reduc ing o f component coves

end

% COMPONENTS
[ ny nd]= s i z e ( y In i ) ;
ka=nd∗ones (1 , nc ) ; % i n i t i a l comp . counter s
cen=mean( yIni ' ) ' ; % o v e r a l l c en t e r
dev=std ( yIni ' ) ' ; % o v e r a l l d ev i a t i on
f o r c=1:nc % f o r a l l components do
a=cen+dev .∗ randn (ny , 1 ) ; % i n i . comp . c en t e r s
yy=a∗ones (1 , nd )+ . . .

. 5∗ diag ( dev )∗ randn (ny , nd ) ; % i n i . data
Ps=[yy ; ones (1 , nd ) ] ' ; % r e g r e s s i o n vec to r
V{c}=Ps '∗Ps ; % i n i t i a l in fo rmat ion matrix
V{c}=V{c}/ph ; ka ( c)=ka ( c )/ph ; % co r r e c t i o n o f comp . s t a t s
Vr=V{c }/(10∗ ka ( c ) ) ; % norm . and red . i n f . matrix
[ th{c} co{c}]=v2thN(Vr , ny ) ; % i n i . po int e s t imate s

end

% POINTER
i f typ==1 % dynamic mixture
nu=5+rand ( nc ) ; % i n i t i a l po in t e r s t a t i s t i c s
a l=fnorm (nu , 2 ) ; % point e s t . o f par . alpha

e l s e % s t a t i c mixture
nu=5+rand ( nc , 1 ) ; % i n i t i a l po in t e r s t a t i s t i c s
a l=fnorm (nu ) ; % point e s t . o f par . alpha

end
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� hustota pravd¥podobnosti normálního rozd¥lení je v knihovn¥ funkcí 11.5.

Jako výsledky dostaneme jednak tisk kone£ných center komponent

Centres of components:

-4.4047 -3.4377

5.5821 2.6665

-4.0363 3.0498

10.0102 -5.6054

4.9299 -3.4665

jednak grafy: vlevo je posledních 100 hodnot ukazovátka (vidíme, ºe v²echny komponenty
jsou pr·b¥ºn¥ obsazovány); vpravo jsou datové klastry a na nich je zobrazen vývoj
odhad· center komponent (v²echny komponenty jsou správn¥ detekovány a ur£eny.
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7.2 Aplikace

Klasi�kace cesty za jízdy automobilu

V tomto p°íklad¥ ukáºeme vyuºití modelu sm¥si ke klasi�kaci prost°edí, kterým pro-
jíºdí automobil. Jedná se nap°. o m¥stské komunikace, okresní silnice, silnice 1. t°ídy,
rychlostní komunikace nebo dálnice. Takové �pracovní módy� budeme hledat v dvojici
m¥°ených veli£in, a to rychlosti automobilu a momentu motoru. Samoz°ejm¥, v reálné
situaci bychom vyuºili v¥t²í mnoºství m¥°ených veli£in. Tento jednoduchý p°íklad vy-
uºijeme pro dvojí ú£el: (i) ukáºeme vyuºití modelu sm¥si pro klasi�kaci, (ii) ukáºeme
modi�kaci °e²ení, která lépe vyhovuje zadané úloze.

V p°íkladu naváºeme na úvodní aplikaci o levném °ízení automobilu. Aktuální reºim
levné jízdy je jist¥ ovlivn¥n také typem vozovky, po které automobil jede. Proto jako
sou£ást úlohy levného °ízení m·ºeme povaºovat také úlohu klasi�kace vozovky.
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Data, která jsme si vyp·j£ili z úlohy o levném °ízení tvo°í datový prostor zobrazený na
následujících obrázcích
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Je zobrazen datový vzorek o rozsahu 75 000 dat zm¥°ený na osmi pr·jezdech testovacím
okruhem z úvodní úlohy. Vlevo je pohled shora, vpravo je tentýº datový prostor, ale v
3D zobrazení. Na levém a podobn¥ i pravém obrázku jsou patrny základní shluky od-
povídající prost°edí, kterým automobil projíºdí. Prakticky uprost°ed nad rychlostmi 50,
70 a 90 jsou t°i velké shluky, odpovídající jízd¥ ve m¥st¥, hor²ích a lep²ím silnicích mimo
m¥sto. V pravé £ásti je jízda po dálnici. V horní £ásti obrázku je oblast p°edjíºd¥ní nebo
prost¥ prudkého zrychlování. Dole jsou dva zajímavé a velmi výrazné klastry. Naho°e je
jízda na volnob¥h a pod ním brzd¥ní motorem. Oba tyto klastry se objevují prakticky
ve v²ech rychlostech. �asto se objevuje je²t¥ výrazný ostrý klastr v po£átku datového
prostoru, který odpovídá stání s b¥ºícím motorem. Tento klastr zde chybí a my chválíme
°idi£e, ºe nenechává b¥ºet motor, kdyº nejede.

Cílem experimentu bude odhadovat prost°edí, kterým automobil projíºdí. Výsledky lze
porovnat s realitou - testovacím okruhem
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Start okruhu je vlevo dole. Pokra£uje nahoru po dálnici, pak odbo£uje doprava po silnici
druhé t°ídy a uzavírá se po silnici první t°ídy. Délka celého okruhu je p°ibliºn¥ 40 km.

Bezprost°ední °e²ení

Datový vzorek modelujeme sm¥sí statických komponent se statickým ukazovátkem -
tím °íkáme, ºe v datovém prostoru jsou pravd¥podobnostní kopce (shluky dat [rychlost;
moment] (viz obrázky datového prostoru) a ºe (i) tyto kopce v prostoru �sedí� a v £ase se
nepohybují (statické komponenty) a dále, (ii) ukazovátko nemá tendenci k pravidelným
p°echod·m z jednoho shluku do druhého (statické ukazovátko).

Model budeme odhadovat, tj. budeme ur£ovat st°ední hodnoty (pozice) a kovarian£ní
matice (²í°ky) jednotlivých komponent (datových shluk·). V kaºdém kroku odhadu mo-
delu se odhaduje také aktivní komponenta. Pokud je model dob°e odhadnut, kaºdý mód
systému (datový shluk) pokrývá jedna komponenta. Odhad aktivní komponenty je tedy
ekvivalentní s ur£ením okamºitého módu systému, který je dán typem prost°edí, kterým
automobil projíºdí (m¥sto, mimo m¥sto, dálnice · · · ).

V prvním pokusu, kterým chceme p°edev²ím demonstrovat samotný odhadovací algo-
ritmus provedeme inicializaci odhadu dosti obecn¥. Vyjdeme z apriorních dat, tj. dat,
zm¥°ených je²t¥ p°ed zapo£etím odhadování. Spo£teme jejich st°ední hodnotu a sm¥ro-
datnou odchylku bez ohledu na jednotlivé pracovní módy systému. Ur£íme po£et kompo-
nent (nap°. z xy-grafu apriorních dat, nebo z expertní znalosti) a po£áte£ní st°edy t¥chto
komponent �rozhodíme� kolem spo£teného st°edu dat ve vzdálenosti korespondující se
spo£tenou sm¥rodatnou odchylkou dat.
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Odhadovací algoritmus ale pot°ebuje po£áte£ní statistiky, tj. statistiky, ze kterých se
vypo£tou námi stanovené bodové odhady parametr·. To provedeme nejlépe tak, ºe s
danými bodovými odhady komponent generujeme data, která potom zkomprimujeme
do statistik. Pro statické komponenty ve tvaru

yt = θc + et, et ∼ N (0, rc)

budeme po£ítat takto:

Pro t = 1, 2, · · · , nI
yt = θc +

√
rc · randn(2, 1), (7.6)

Ψ = [yt; 1] ,

V = V + ΨΨ′, κ = κ+ 1. (7.7)

kde
√
rc je horní faktor kovarian£ní matice rc pro který platí

√
rc ·
√
rc
′

= rc (tento faktor
po£ítá funkce uut a pro diagonální matici rc je to op¥t diagonální matice s odmocninami
prvk· na diagonále); Ψ je roz²í°ený regresní vektor. V a κ jsou statistiky komponent.
Statistiku ukazovátka volíme nap°. jako vektor desítek (to odpovídá tomu, ºe nemáme
preference o vahách komponent a tato informace pochází z 10 · nc apriorních dat (tedy
není p°íli² silná, vezmeme-li v úvahu, ºe pro odhad pouºíváme desítky tisíc dat).

Odhad realizuje následující program (uvádíme jen £asovou smy£ku, celý program lze
nalézt mezi programy).

f o r t=2:nd
yt=y ( : , t ) ; % output measuring % 1

% d i s t an c e s o f yt from components
f o r c=1:nc % 2

[ xxx p( c , 1 ) ] = . . .
GaussN( yt , th{c } , co{c } ) ; % value o f component % 3

end
p=p−max+(p ) ; p=exp (p ) ; % 4
i f p '∗p<1e−18, p=ones ( s i z e (p ) ) ; end % 5
wp=p .∗ a l ; % new vecto r weights % 6

% norma l i za r i on o f weights
w( : , t )=wp/sum(wp ) ; % norma l i za t i on o f w % 7

% update o f s t a t i s t i c s
Ps=[yt ; 1 ] ; % r e g r e s s i o n vec to r % 8
f o r c=1:nc
V{c}=V{c}+w( c , t )∗Ps∗Ps ' ; % i n f o . matrix % 9
ka ( c)=ka ( c)+w( c , t ) ; % counter %10
[ th{c} co{c}]=v2thN(V{c}/ka ( c ) , 2 ) ; % point e s t imate s %11
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end
nu=nu+w( : , t ) ; % D i r i c h l e t s t a t s %12
a l=fnorm (nu ) ; % point e s t imate %13

end

Na za£átku £asového cyklu (p°íkaz %1) zm¥°íme nová data yt.

Dále (cyklus %2) spo£teme �vzdálenosti� zm¥°ených dat od jednotlivých komponent.
Data dosadíme do modelu komponenty, ve kterém �gurují sou£asné bodové odhady pa-
rametr·. �ím v¥t²í bude vypo£tená hodnota hp modelu, tím spí²e k tomuto modelu data
pat°í. Protoºe hp normálního modelu rychle klesají k nule, budou hodnoty vzdálen¥j²ích
model· (tj. t¥ch, co mají centrum dále od zm¥°ených dat) velmi blízké nule. Proto se
nepo£ítá p°ímo hodnota hp modelu ale její logaritmus.

V p°íkazu %4 se hodnoty normalizují tak, aby nejv¥t²í z nich byla nula a pak se z nich
po£ítá exponenciála.

Pokud ani tato normalizace nepom·ºe, volí se vzdálenosti rovnom¥rn¥ (p°íkaz %5).

P°íkaz %6 po£ítá váhy wt (okamºité váhy komponent vzhledem k nam¥°enému datovému
vektoru yt a p°íkaz %7 je normalizuje na pravd¥podobnosti.

P°íkazy %8 - %10 provádí p°epo£et statistik komponent, p°íkaz %11 po£ítá bodové
odhady parametr· komponent.

P°íkaz %12 je p°epo£et statistik pro ukazovátko, p°íkaz %13 výpo£et bodového odhadu
parametru ukazovátka.

Pro experiment byla pouºita data ze t°í jízd na testovacím okruhu, tedy asi ze 120 km
jízdy. Zobrazují se data z jízdy na posledním okruhu. P°ipome¬me, ºe první t°etina
okruhu je jízda po dálnici, druhá t°etina po vedlej²ích silnicích a poslední je jízda po
silnici 1. t°ídy,která ov²em projíºdí n¥kolika obcemi.

Výsledek odhadu je následující:

vlevo - na datovém prostoru je zobrazen vývoj odhadu center komponent,

vpravo - je zobrazen vývoj ukazovátka, které p°i°azuje p°icházející data do jednotlivých
komponent.

98



7.2 Aplikace 7 ODHAD STATICKÉ SM�SI

0 50 100 150
−50

0

50

100

150

200
Evolution of component centers

speed

m
om

en
t

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
1

2

3

4

5

6

7
Classification of the environment

time

po
in

te
r

Z obrázk· je patrno, ºe výsledek není dobrý. Komponenty se �slezly na jednu hromadu�
prakticky bez ohledu na existující datové klastry. Jedním z patrných d·vod· je to,
ºe z jízdy po dálnici je relativn¥ málo dat a ta nesta£í k tomu aby si �udrºela� svou
komponentu. Kone£ný záv¥r je následující: pro odhad t¥chto dat je pot°eba mnohem
více vyuºít apriorní znalost (obecnou i té z apriorních dat).

�e²ení s d·razem na apriorní informaci

P°ímá aplikace algoritmu odhadování sm¥si komponent pro dvourozm¥rná data rychlost
auta - moment motoru prakticky selhala. A£koli jednotlivé shluky v datovém prostoru
byly dokonce okem post°ehnutelné, vzhledem k obecné inicializaci algoritmu a také proto,
ºe datové shluky m¥ly pom¥rn¥ daleko ke gaussovskému tvaru, jak se pro komponenty
p°edpokládá, nebyla detekce v²ech shluk· úsp¥²ná6. Proto chceme v dal²ím pokusu dát
mnohem v¥t²í d·raz na apriorní informaci, v tomto p°ípad¥ získanou práv¥ z analýzy
datového prostoru. V tomto p°ípad¥, kdy datový prostor je dimenze dva a lze jej zobrazit
v grafu, nebude analýza sloºitá. Nicmén¥, i ve sloºit¥j²ích p°ípadech lze, i kdyº mnohem
pracn¥ji, takovou analýzu provést. Apriorní informaci vloºíme do inicializace algoritmu,
a to ve dvou krocích:

1. Odhadneme apriorní centra a kovarian£ní matice jednotlivých komponent (jde o
pozice a ²í°ky apriorních komponent).

2. Ur£íme, s jakou silou se tyto apriorní charakteristiky mají prosadit proti p°ichá-
zejícím dat·m (jak moc máme apriorní informaci �xovat).

Ad 1. Jiº pouhým pohledem na graf datového prostoru m·ºeme lokalizovat p°ibliºn¥
sedm základních pozic pro komponenty. Jsou to body

6Skute£n¥, kdyº se podíváme na obrázek dat na za£átku této kapitoly vidíme, ºe zejména u dato-
vého shluku pocházejícího z jízdy na dálnici, máme relativn¥ málo dat a o n¥jakém kope£ku ve tvaru
Gaussovky nem·ºe být °e£.
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[50;-20]; [50;0]; [50;80]; [80;80]; [100;-20]; [100;0]; [130;100]

kovariance m·ºeme ur£it jako diagonální (Gaussovky s pr·°ezem kruºnice) a hodno-
tami na diagonále (tj. sm¥rodatnými odchylkami jednotlivých veli£in) nap°. 15 (²í°ka
Gaussovky je 3×sm¥rodatná odchylka).

Ad 2. P°i konstrukci statistik budeme postupovat stejn¥, jako v p°edchozím p°íklad¥
- z model· komponent s apriorními bodovými odhady parametr· nasimulujeme data a
z nich zkonstruujeme statistiky - viz (7.6) a (7.7) . Tím jsme realizovali krok 1. Ur£ili
jsme statistiky, které �posadí� komponenty tak, jak jsme ur£ili. Nyní jim máme p°i°a-
dit významnost. Tak, jak jsme statistiky ur£ili, mají váhu tolika dat, kolik jsme jich
nagenerovali a z kolika jsou ur£eny. To by v podstat¥ mohlo sta£it. Pokud ale chceme
po£áte£ním statistikám p°i°adit jen malou významnost (jsme p°esv¥d£eni, ºe odhad i z
malého po£tu zm¥°ených dat �nezabloudí�, m¥li bychom k dispozici jen velmi málo dat
pro ur£ení statistik - v extrémním p°ípad¥ jen jedno m¥°ení. Proto lze postupovat takto:

P°idáme-li k informa£ní matici V n¥kolik (nap°. n) stejných regresních vektor· ΨΨ′, pak
je to totéº, jako bychom p°idali vektor nΨΨ′. A naopak, jestliºe informa£ní matici, ke
které jsme p°idali n regresních vektor· vyd¥líme n, dostaneme matici s p°idaným jedi-
ným vektorem. Odtud plyne: Vyrobíme-li informa£ní matici a po£ítadlo ze stovky dat a
matici i po£ítadlo vyd¥líme stem, máme statistiky jakoby z jediného datového záznamu.
Jestliºe pak informa£ní matici i po£ítadlo násobíme £íslem k, dostaneme statistiky se
stejnými bodovými odhady jako mají p·vodní statistiky ze stovky dat, ale jejich vý-
znamnost odpovídá k dat·m. Toto k pak m·ºeme nastavit bu¤ vzhledem k celkovému
mnoºství zpracovávaných dat, nebo experimentáln¥ tak, aby se odhady drºely p°ibliºn¥
tak, kde je chceme a p°itom bylo z°ejmé, ºe se dola¤ují podle m¥°ených dat.

Uvedené body 1. a 2. mohou slouºit jako jeden z obecných návod· jak zacházet s apriorní
znalostí a jak ji prosazovat proti m¥°eným dat·m.

Výsledkem jsou následující obrázky:
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Vidíme, ºe situace se trochu zlep²ila, nicmén¥ spokojeni nejsme. Na²i nespokojenost
vyvolává p°edev²ím pr·b¥h ukazovátka, který je zna£n¥ chaotický.

�e²ení motivované odhadem sm¥si komponent

To co nám v p°edchozích pokusech nejvíce vadilo, byla neschopnost modelu udrºet udr-
ºet n¥které pozice komponent. D·vodem bylo z°ejm¥ to, ºe odpovídající shluky byly
málo dotovány daty (nap°. relativn¥ krátká jízda po dálnici) a tak �siln¥j²í� shluky p°í-
slu²nou komponentu �p°etáhly� na svoji stranu. Pokud bychom tomuto p°etaºení £elili
tím, ºe bychom dali v¥t²í váhu apriorní informaci, do²li bychom aº do situace, ºe po£á-
te£ní odhady parametr· z·stanou �xovány a m¥°ená data je prakticky neovlivní. Proto
provedeme dv¥ základní zm¥ny:

1. Datový prostor vytvo°ený apriorními daty7 zhruba rozd¥líme na oblasti, kde £e-
káme (nebo spí²e pozorujeme) datové shluky. Pro kaºdou vytvo°enou oblast na-
jdeme v datovém prostoru ta data, která jí náleºí, a t¥mito daty odhadneme p°í-
slu²nou komponentu.

2. Algoritmus klasi�kace rozd¥líme na dv¥ £ásti (tak, jak se to p°i klasi�kaci v¥t²inou
d¥lá): (i) u£ení - tomu odpovídá odhad komponent na p°íslu²ných oblastech a (ii)
testování - p°i kterém na základ¥ m¥°ených dat odhadujeme aktivní komponenty,
ale uº neprovádíme nové odhady parametr· komponent.

Tímto zp·sobem zabráníme p°íli²né volnosti algoritmu, který dovoluje p°esuny kompo-
nent mezi klastry a p°i tom ponecháme dostate£nou volnost pro �usazení� komponent
na klastrech, protoºe nijak nebráníme volnému pohybu komponenty uvnit° své oblasti
p°i její identi�kaci.

V na²em p°ípad¥ statických komponent je situace velmi jednoduchá. Pohledem na datový
prostor ur£íme hranice pro intervalové d¥lení hodnot jednotlivých veli£in - rychlost: 20
- 70 - 105 a moment: -5 - 10. Dostáváme tak 4 × 3 = 12 obdélníkových oblastí, které
nabídneme pro vytvo°ení komponent. Pro kaºdou oblast najdeme odpovídající data a
pro n¥ odhadneme statický regresní model. Tak vytvo°íme komponenty. Statistiku pro
ukazovátko vytvo°íme jako vektor jehoº prvky jsou po£ty dat, p°íslu²ející jednotlivým
oblastem (komponentám).

Po nau£ení algoritmu postupn¥ m¥°íme p°icházející data, spo£teme pro n¥ �vzdálenosti�
od komponent, korigujeme parametrem ukazovátka a po normování na jednotkový sou£et
dostáváme pravd¥podobnosti wt toho, ºe jednotlivé komponenty jsou aktivní. Zvolíme
komponentu s nejv¥t²í pravd¥podobností.

Algoritmus klasi�kace je provád¥n následujícím programem

7Apriorní data v tomto p°ípad¥ musí být dosti rozsáhlá. Algoritmus bude £erpat informaci jen z nich.
Dal²í m¥°ená data se bu¤ nevyuºijí, nebo je moºno pouºít k aktualizaci algoritmu.
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c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
% Est imation o f s c a l a r mixture with s t a t i c po in t e r
% − data from dr iven car
% − e s t imat ion + c l u s t e r i n g

nd=30000; % number o f data f o r e s t .
b1=[20 70 1 0 5 ] ; % borders f o r y
b2=[−5 1 0 ] ;
nc=( l ength ( b1 )+1)∗( l ength ( b2 )+1);

load dataKF
c s l=DataKF . c s l e n ;
load dt27 % data load
y=dt27 ( : , 1 : end ) ; % output
ny=s i z e (y , 1 ) ;

% INITIALIZATION
w(: ,1 )= ones ( nc , 1 ) ; % vec to r weights
f o r c=1:nc , V{c}=1e−8∗eye ( 3 ) ; ka ( c )=1; end

% ESTIMATION ( l e a rn i ng )
f o r t =1:75000 % use a l l data f o r l e a r n i n g

c1=sum(y (1 , t)>b1 ) ; % ho r i z on t a l p o s i t i o n ( speed )
c2=sum(y (2 , t)>b2 ) ; % v e r t i c a l p o s i t i o n (moment)
c=length ( b1 )∗ c1+c2+1; % coding o f the window
Ps=[y ( : , t ) ; 1 ] ; % r e g r e s s i o n vec to r
V{c}=V{c}+Ps∗Ps ' ; % in fo rmat ion matrix
ka ( c)=ka ( c )+1; % counter

end
f o r c=1:nc

[ th{c} co{c}]=v2thN(V{c}/ka ( c ) , ny ) ; % comp . po int e s t imate s
end
nu=ka ( : ) ; %ones ( nc , 1 ) ; % po in t e r s t a t i s t i c s
a l=fnorm (nu ) ; % po in t e r po int e s t imate s
d i sp ( ' Learning ended ' )

% CLASSIFICATION
nd=7500;
f o r t=2:nd % TIME LOOP −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

yt=y ( : , t ) ; % output measuring

% d i s t an c e s o f yt from components
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f o r c=1:nc
[ xxx p( c ,1 ) ]=GaussN( yt , th{c } , co{c } ) ; % value o f component

end
p=p−max(p ) ; p=exp (p ) ;
i f p '∗p<1e−18, p=ones ( s i z e (p ) ) ; end
wp=p .∗ a l ; % new vecto r weights

% norma l i za r i on o f weights
w( : , t )=wp/sum(wp ) ; % norma l i za t i on o f w

% update o f s t a t i s t i c s
nu=nu+w( : , t ) ; % D i r i c h l e t s t a t s
a l=fnorm (nu ) ; % point e s t imate

end

[ xxx ct ]=max(w) ; % ac t i v e components

% RESULTS
aMixStLr2_R

Vektor stacionárních vah α jednotlivých komponent je

c 1 2 3 4 5 6 7
αc 0.0026 0.0033 0.0052 0.0764 0.0965 0.2779 0.0484

8 9 10 11 12
0.0795 0.3074 0.0058 0.0062 0.0909

Odtud je patrné, ºe komponenty 1, 2, 3, 10 a 11 prakticky neexistují - v dané oblasti
nebyl nalezen podstatný shluk. Tyto komponenty by se mohly z modelu vyjmout.

Klasi�kace má následující výsledek
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Je z°ejmé, ºe

1. komponenty �sedí� na rozumných místech, p°i£emº nerozumné zmizely.

2. Pr·b¥h hodnot ukazovátka se uklidnil a na za£átku skute£n¥ indukuje jízdu po
dálnici.

Netvrdíme, ºe toto °e²ení je ideální, nicmén¥ jsme s nim celkem spokojeni.

8 Odhad dynamické sm¥si

Hodiny: 13
Aplikace: p°edpov¥¤ módu jedoucího auta.

8.1 Odhad sm¥si s dynamickým ukazovátkem

Model sm¥si komponent je op¥t tvo°en mnoºinou nc komponent a diskrétním ukazo-
vátkem ct, které uvaºujeme ve form¥ Markovského °et¥zce, tedy procesu závislého na
minulé hodnot¥ ct−1.

Komponenty

Komponenty jsou stejné, jako u sm¥si se statickým ukazovátkem

f (dt|c,Θc, ψt) , c ∈ {1, 2, · · · , nc} = c∗,

kde dt jsou modelovaná data (°ízení neuvaºujeme), c ozna£uje £íslo komponenty, Θc

jsou parametry c-té komponenty a ψt je regresní vektor (který bereme spole£ný v²em
komponentám).
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Ukazovátko

Ukazovátko je v tomto p°ípad¥ závislé na své minulé hodnot¥ a modelujeme jej jako
Markovský °et¥zec pomocí stavového modelu

f (ct|ct−1, α, d (t− 1)) =︸︷︷︸
nezávislost

f (ct|ct−1, α) = αct|ct−1
,

kde index ct|ct−1 má stejný význam jako ct, ct−1, pouze se jím zd·raz¬uje, ºe se jedná
o podmín¥nou pravd¥podobnost tak, jako u hp modelu. Jedná se tedy o maticový para-
metr, kde ale sloupcovým indexem je ct a °ádkovým ct−1. Jedná se o diskrétní model, o
kterém jsme jiº mluvili v kapitole o modelech.

Odhad modelu dynamické sm¥si je zatíºen stejným problémem jako u statické sm¥si. P°í-
mo£arý algoritmus je s postupem £asu stále sloºit¥j²í, a rychle se stane nespo£itatelným.
Aproximaci, která algoritmus odhadu zjednodu²í, provedeme obdobn¥ jako ve statickém
p°ípad¥. Funkci δ (c, c̃; ct, ct−1) = δ (c, ct) δ (c̃, ct−1), kde c a c̃ jsou obecné indexy aktu-
ální a minulé aktivní komponenty a který °íká, ºe aktuální p°echod mezi komponentami
byl z ct−1 na ct, odhadneme jako jeho podmín¥nou st°ední hodnotou

E [δ (c, c̃; ct, ct−1) |d (t)] =

nc∑
c=1

δ (c, c̃; ct, ct−1) f (ct, ct−1|d (t)) =

= Pr (ct = c, ct−1 = c̃|d (t)) = Wc,c̃;t.

Výsledkem je matice p°echodových pravd¥podobností, kde libovolný prvek matice Wt,
tedy prvek Wi,j;t, ur£uje pravd¥podobnost, ºe systém p°e²el z módu j do módu i8.

Úlohu klasi�kace aktuální datové poloºky dt do t°íd, které p°edstavují jednotlivé kom-
ponenty provedeme tak, ºe v aktuální váhové matici se£teme °ádky a v sou£tu najdeme
maximální prvek. Index tohoto prvku ur£uje t°ídu, do které pat°í dt.

Úlohu predikce lze °e²it jen p°i pouºití dynamického modelu pro ukazovátko. Jedná se
o d·leºitou úlohu - p°edpov¥¤ v klasi�kaci, tj. odhad komponenty, do které bude pat°it
p°í²tí nebo dal²í budoucí datový vzorek. Tato úloha je velice d·leºitá jestliºe sledujeme
pracovní módy ur£itého systému (nap°íklad jedoucího automobilu) a mezi módy jsou
n¥které, které p°edstavují ur£ité nebezpe£í (nap°. p°íli² vysoká rychlost vzhledem k po-
vaze vozovky). Indikace vlastní havárie jiº p°ichází pozd¥. Je t°eba p°edvídat budoucí
módy a jestliºe se v nich objeví havárie, je t°eba °idi£e varovat. Úloze predikce aktivní
komponenty se budeme v¥novat na konci této kapitoly.

8Jedná se o tabulku sdruºených pravd¥podobností - pravd¥podobnost, ºe systém byl v · · · a p°e²el
do · · · . Její normalizace se provede tak, aby sou£et v²ech prvk· byl roven jedné. P°echod na podmín¥né
pravd¥podobnosti spo£ívá jen v renormalizaci tak, aby sou£ty v °ádcích byly rovny jedné.
Podobn¥ je tomu i s odhadem parametru α. Je to matice podmín¥ných pravd¥podobností, ale lze ji

odhadovat jako pravd¥podobnosti sdruºené a ihned normalizovat na sou£ty °ádk· rovny jedné.
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Odvození algoritmu odhadu

P°i odvození algoritmu klasi�kace a predikce, který je ov²em vºdy spojen s úlohou od-
hadu parametr· jak komponent tak i modelu ukazovátka, budeme postupovat obdobn¥
jako v p°ípad¥ statické sm¥si.

Vyjdeme ze sdruºené hp neznámých veli£in ct, ct−1, Θ a α podmín¥né dosud zm¥°enými
daty

J = f (ct, ct−1,Θ, α|d (t)) .

Pouºitím Bayesova vzorce, rozvojem sdruºené hp a sdruºením £len·, které k sob¥ podle
parametr· pat°í dostaneme

J = f (dt|ct, ψt,Θc) f (Θ|d (t− 1))× f (ct, ct−1|α, dt−1) f (α|d (t− 1)) =

= f (dt|ct, ψt,Θc) f (Θ|d (t− 1))× αct|ct−1
f (α|d (t− 1))× f (ct−1|dt−1) , (8.1)

kde jednotlivé hp zleva jsou: model ct-té komponenty, apriorní hp pro odhad Θ, mo-
del ukazovátka f (ct|ct−1, α) = αct|ct−1

, apriorní diskrétní hp pro odhad ukazovátka a
apriorní hp pro odhad α. Pouºité p°edpoklady nezávislosti jsou prakticky stejné, jak v
p°ípad¥ statické sm¥si; model komponenty p°edpokládáme závislý jen na aktuální kom-
ponent¥, nikoli minulé.

Z hp J lze zkonstruovat matici sdruºených pravd¥podobností Wc,c̃t;t ze které lze margi-
nalizací ur£it vektor vah wc;t pomocí kterého se provádí klasi�kace dat

Wct,ct−1;t = f (ct, ct−1|d (t)) =

ˆ
Θ∗

ˆ
α∗
J dαdΘ = (8.2)

=

ˆ
Θ∗
f (dt|ct, ψt,Θc) f (Θ|d (t− 1)) dΘ

ˆ
α∗
αct|ct−1

f (α|d (t− 1)) dα f (ct−1|d (t− 1)) ,

kde proti statickému p°ípadu p°ibyla diskrétní hp f (ct−1|d (t− 1)), coº je oby£ejný vek-
tor pravd¥podobností s významem apriorního odhadu aktivní komponenty ct. Tento
vektor je apriorním rozd¥lením odhadu aktivní komponenty wct;t; tedy p°íslu²í mu ozna-
£ení

f (ct−1|d (t− 1)) = wct−1;t−1.

Dále si v²imneme £ásti J týkající se Θ a α.

Nejprve
PΘ
ct = f (dt|ct, ψt,Θct) f (Θ|d (t− 1)) ,

coº je výraz zcela stejný jako ve statickém p°ípad¥. Jedná se o nenormovanou aposteriorní
hp pro Θ s aproximovanou normaliza£ní konstantou

IΘ
ct = f

(
dt|ct, ψt, Θ̂ct;t−1

)
,

kde jsme op¥t pouºili bodový odhad parametru Θ.
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Druhé £ásti výraz· (8.1) a (8.2) jsou

Pαct|ct−1
= αct|ct−1

f (α|d (t− 1))

a její normaliza£ní konstanta

Iαct|ct−1
=

ˆ
α∗
αct|ct−1

f (α|d (t− 1)) dα.

Dále ukáºeme konstrukci t¥chto výraz· a jejich pouºití pro odhad parametr· a klasi�kaci
dat. Predikce komponent je nová záleºitost a tu si necháme na konec kapitoly.

Odhad parametr· Θ

Odhad parametru Θ je stejný jako pro statickou sm¥s. P°epo£et statistik je

Vc;t = Vc;t−1 + wc;tΨtΨ
′
t, κc;t = κc;t−1 + wc;t,

pro c = 1, 2, · · · , nc. Vektor wt dostaneme se£tením °ádek matice pravd¥podobností Wt,
tedy wc;t =

∑nc
c̃=1Wc,c̃;t.

Z p°epo£tených statistik m·ºeme bu¤ ur£it bodové odhady parametr· nebo zkonstruovat
celou aposteriorní hp.

Odhad parametru α

Podobn¥ jako pro parametr Θ po£ítáme podle Bayesova vzorce

Pαct|c̃ = f (α|d (t)) ∝ αct|c̃f (α|d (t− 1)) ,

kde op¥t pro hp parametr· zvolíme konjugovanou hp ve tvaru Dirichletova rozd¥lení a
model vyjád°íme v sou£inovém tvaru∏

c,c̃∈c∗
α
νc,c̃;t
c|c̃ ∝

∏
c,c̃∈c∗

α
δ(c,c̃;ct,ct−1)
c|c̃

∏
c,c̃∈c∗

α
νc,c̃;t−1

c|c̃ .

Po aproximaci w → δ dostaneme p°epo£et statistik

νc,c̃;t = νc,c̃;t−1 +Wc,c̃;t,

pro c = 1, 2, · · · , nc, c̃ = 1, 2, · · · , nc.

Výsledkem m·ºe být op¥t bodový odhad nebo celá aposteriorní hp.
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Výpo£et integrál·

Integrál IΘ
c :

IΘ
c =

ˆ
Θ∗
f (dt|c, ψt,Θc) f (Θ|d (t− 1)) dΘ.

Tento integrál po£ítáme op¥t pomocí bodového odhadu Θ̂t−1 parametru Θ. Stejn¥ jako
pro statickou sm¥s platí

IΘ
c = f

(
dt|c, ψt, Θ̂c;t−1

)
≡ m̂c;t,

tedy je to p°ímo model c-té komponenty s dosazeným bodovým odhadem za parametr Θ.

Integrál Iαc :

Iαc|c̃ =

ˆ
α∗
αc|c̃f (α|d (t− 1)) dα =

νc|c̃;t−1∑nc
i=1 νi|c̃;t−1

= α̂c|c̃;t−1,

coº je bodový odhad α̂c|c̃;t−1
9 parametru αc|c̃.

Matice vah Wc,c̃;t podle (8.2) dostaneme takto

Wc,c̃;t = IΘ
c Iαc|c̃wc̃;t−1 = m̂c;tα̂c|c̃wc̃;t−1. (8.3)

Vektor vah wc;t je marginála matice vah, tedy

wc;t =

nc∑
c̃=1

Wc,c̃;t. (8.4)

Nyní lze uvést algoritmus odhadu pro jeden krok v £asové smy£ce

Máme k dispozici:

� statistiky odhadu z minulého kroku Vc;t−1, κc;t−1, νc;t−1 pro c ∈ c∗,

� odhady parametr· spo£tené ze statistik Θ̂t−1 a α̂t−1,

� odhady komponent m̂c;t = f
(
dt|c, ψt, Θ̂c;t−1

)
.

Provedeme
9P°i odvození výsledku integrálu je t°eba pouºít vícerozm¥rnou beta funkci

B (νi,j) =

n∏
j=1

∏n
i=1 Γ (νi,j)

Γ
(∑n

i=1 νi,j
) ,

která je de�novaná pro maticový argument ν stupn¥ n.

108



8.1 Odhad sm¥si s dynamickým ukazovátkem 8 ODHAD DYNAMICKÉ SM�SI

1. Zm¥°íme nová data dt.

2. Spo£teme �vzdálenosti� komponent od dt: m̂c;t = f
(
dt|c, ψt, Θ̂c;t−1

)
.

3. Ur£íme integrály IΘ
c = m̂c;t a Iαc|c̃ = α̂c|c̃;t−1.

4. Spo£teme matici vah Wc|c̃;t = IΘ
c Iαc|c̃wc,c̃;t−1 = m̂c;tα̂c|c̃;t−1wc̃|˜̃c;t−1 a vektor vah

wc;t =
∑nc

c̃=1Wc,c̃;t (˜̃c odpovídá komponent¥ ct−2).

5. Provedeme p°epo£et statistik obou model·

Vc;t = Vc;t−1 + wc;tΨtΨ
′
t, κc;t = κc;t−1 + wc;t,

νc|c̃;t = νc|c̃;t−1 +Wc,c̃;t.

6. Vypo£teme bodové odhady parametr· komponent

θ̂c;t = V −1
ψ;t Vyψ, r̂c;t =

Vy − V
′
yψV

−1
ψ Vyψ

κc;t
, α̂c|c̃;t =

νc,c̃;t∑nc
i=1 νc|i;t

,

kde Vc;t =

[
Vy Vyψ
V
′
yψ Vψ

]
je rozd¥lená informa£ní matice komponenty c.

7. Zvý²íme £asový index t = t+ 1 a jdeme na bod 1.

Výsledkem je

• klasi�kace datového vzorku dt do komponenty s maximální váhou wc;t,

• pouºití datového vzorku pro u£ení, tj. odhad parametr· komponent a ukazo-
vátka.

Vzorový p°íklad

Uvedený algoritmus budeme demonstrovat na p°íklad¥ se simulovanými dvourozm¥rnými
daty. Cílem tohoto p°íkladu je obdobn¥ jako u statické sm¥si ukázat programové p°íkazy,
které algoritmus realizují. I kdyº se matematika spojená s algoritmem m·ºe zdát dosti
divoká, vlastní programové p°íkazy i jejich kombinace jsou velmi jednoduché.

Simulovanou soustavu zvolíme jako mnoºinu t°í statických komponent, které v £asové
smy£ce p°echázejí pravideln¥ jedna na druhou 1 � 2 � 3 � 1 atd. Datové shluky jsou
následující
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Program, který data nasimuloval je

%% Simulat ion o f two dimens iona l mixture with dymamic po in t e r
% −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
rand ( ' seed ' , 1 3 59 ) , randn ( ' seed ' , 9 753 )

nd=20000; % number o f s imulated data

% cen t e r s and cova r i ance s o f a l l components
cen { 1 }= [ 1 ; 1 . 5 ] ; cov {1}=.05∗ [1 −.5;−.5 2 ] ;
cen {2}=[−1;1 ] ; cov {2}=.3∗ [1 . 1 ; . 1 . 2 ] ;
cen {3}=[0 ; − . 5 ] ; cov {3}=.05∗ [1 1 ; 1 2 ] ;

% po in t e r parameter
%%% pp=[0 1 0 ; 0 0 1 ; 1 0 0 ] ;
pp=[ .1 . 8 . 1 ; . 1 . 1 . 8 ; . 8 . 1 . 1 ] ;
pp=fnorm (pp , 2 ) ;
cp=cumsum(pp ' ) ' ;

nc=length ( cen ) ;
ny=length ( cen {1} ) ;
f o r c=1:nc , sdv{c}=uut ( cov{c } ) ; end % cov −> std
ct (1)=1; % i n i t i a l component

% SIMULATION
f o r t=2:nd

ct ( t)=sum( rand>cp ( ct ( t −1) , : ) )+1; % po in t e r gene ra t i on
yt ( : , t )=cen{ ct ( t )}+sdv{ ct ( t )}∗ randn (ny , 1 ) ; % data gene ra t i on

end
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% SAVING THE DATA SAMPLE
save dtCyc yt ct % save data , po in t e r

Program je celkem p°ehledný, pouze funkce uut pot°ebuje vysv¥tlení. Je to funkce, která
provádí odmocninu pozitivn¥ de�nitní kovarian£ní matice C na sou£in dvou faktor· S a
S′, kde faktorem je horní trojúhelníková matice

C = SS′.

Je to obdoba sm¥rodatné odchylky po£ítané z rozptylu. Funkce je uvedena v Knihovn¥
funkcí 11.14.

Vlastní program, realizující algoritmus odhadu dynamické sm¥si je velmi podobný algo-
ritmu pro statickou sm¥s. Pouze místo p°ímého výpo£tu aktuálního vektoru vah kom-
ponent wt se nejd°íve po£ítá matice sdruºených vah Wt jejíº prvky udávají pravd¥po-
dobnosti toho, ºe minulá aktivní komponenta byla j a sou£asná je i, tedy

Wi,j;t = Pr (ct = i, ct−1 = j|d (t)) .

Tato matice je normalizována tak, ºe sou£et v²ech jejích prvk· je roven jedné.

Vektor wt se pak spo£te jako marginála této sdruºené pravd¥podobnosti pro veli£inu ct

wc;t =

nc∑
k=1

Wc,k;t.

Program je následující

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
%% Estimation o f mixture with dynamic po in t e r
%% − data from dr iven car
%% − two dimens iona l output ( speed , moment)
%% − e s t imat ion + c l u s t e r i n g

nc=3; % number o f components
nd=10000; % length o f data
n i =200; % length o f i n i t i a l data

% t e s t ( c i r c l e o f components )
load dtCyc yt ct % data load
cc=ct ; c l e a r ct ;
y=yt ( : , 1 : nd ) ; % output
y In i=yt ( : , ( nd+1):(nd+ni ) ) ; % i n i t i a l output
ph=length ( y In i ) ; phc=10;
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% INITIALIZATION
typ=1; % dynamic mixture
[ th co a l V ka nu]= iniMix ( nc , yIni , typ , ph , phc ) ;
w=ze ro s ( nc , nd ) ; Et1=w; Et2=w;
f o r c=1:nc ,

Et1 ( c ,1)= th{c } ( 1 ) ; % remembering i n i t i a l
Et2 ( c ,1)= th{c } ( 2 ) ; % parameters

end
w( : ,1 )= ones ( nc , 1 ) / nc ; % vec to r weights

% ESTIMATION
f p r i n t f ( ' running . . . . . . . . . . . . | \ n . ' ) , i t ime=0;
f o r t=2:nd % TIME LOOP −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

i t ime=i t ime+1;
i f i t ime >(nd−1)/20 , f p r i n t f ( ' . ' ) , i t ime=0; end

yt=y ( : , t ) ; % output measuring

% d i s t an c e s o f yt from components
f o r c=1:nc

[ xxx p( c )]=Gauss2 ( yt , th{c } , co{c } ) ; % value o f component
end
p=p−min(p ) ; p=exp (p ) ; % log −> exp
i f p '∗p<1e−18, p=ones ( s i z e (p ) ) ; end % patch f o r a l l 0
wm=(w( : , t−1)∗p ) . ∗ a l ; % matrix weights
wm=wm/sum(sum(wm) ) ; % normal i za t i on o f wm
w( : , t )=sum(wm) ; % new vecto r weights

% update o f s t a t i s t i c s
Ps=[yt ; 1 ] ; % r e g r e s s i o n vec to r
f o r c=1:nc
V{c}=V{c}+w( c , t )∗Ps∗Ps ' ; % i n f o . matrix
ka ( c)=ka ( c)+w( c , t ) ; % counter
[ th{c} co{c}]=v2thN(V{c}/ka ( c ) , 2 ) ; % point e s t imate s

end
nu=nu+wm; % D i r i c h l e t s t a t s
a l=fnorm (nu , 2 ) ; % point es t imate

f o r c=1:nc , % remembering o f
Et1 ( c , t )=th{c } ( 1 ) ; % evo lu t i on
Et2 ( c , t )=th{c } ( 2 ) ; % o f parameter

end % es t imate s
end
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[ xxx ct ]=max(w) ; % ac t i v e components

% RESULTS
vMixDyEstSi_R

8.2 Predikce aktivní komponenty

Jak jiº bylo zmín¥no, o predikci aktivní komponenty má smysl mluvit teprve ve spo-
jení s odhadem dynamické sm¥si. U statické sm¥si je sice moºno uvaºovat dynamické
komponenty ze kterých je moºno predikovat. Je to ale predikce jen v rámci jedné kom-
ponenty. Zm¥nu aktivní komponenty nejsme schopni p°edpov¥d¥t. A je to práv¥ zm¥na
komponenty, co bývá p°i p°edpov¥di nejd·leºit¥j²í. Nap°íklad - rychlost automobilu se
postupn¥ zv¥t²uje a nás zajímá, kdy se dostaneme do módu, kdy nehoda je jiº jen dílem
náhody. Tj. módu, který odpovídá nehodové komponent¥.

Predikci np krok· dop°edu lze s modelem sm¥si komponent formulovat takto: ur£ete hp

f
(
ct+np |d (t)

)
. (8.5)

Zde si nebudeme komplikovat situaci °ízením, nebo °ízení povaºujeme za p°edem známé
na celém intervalu predikce. Uvedená hp °íká, ºe odhadujeme aktivní komponentu v £ase
t + np, tedy np krok· dop°edu od sou£asného okamºiku t. Známe minulá data v£etn¥
sou£asn¥ nam¥°eného dt.

Pro konstrukci této prediktivní hp budeme op¥t uvaºovat sdruºenou hp v²ech neznámých
veli£in (pro p°ehlednost poloºíme np = 2)

J = f (ct+2, ct+1, ct, ct−1,Θ, α|d (t)) ,

ze které prediktivní hp (8.5) dostaneme sumací p°es ct+1, ct a ct−1 a integrací p°es Θ a
α. Pouºitím Bayesova vzorce a rozvojem podle °et¥zového pravidla (podobn¥ jako p°i
odvození algoritmu odhadu) dostaneme

J ∝ f (dt, ct+2, ct+1, ct, ct−1,Θ, α|d (t− 1)) =

= f (dt|ct,Θ, ψt) f (ct+2|ct+1, α) f (ct+1|ct, α) f (ct|ct−1, α)×

×f (ct−1|d (t− 1)) f (Θ|d (t− 1)) f (α|d (t− 1)) ,

kde f (ct−1|d (t− 1)) = wct−1;t−1 je apriorní rozd¥lení pro odhad aktivní komponenty.

Pokud n¥které prom¥nné v podmínkách chybí, pak je to z d·vodu nezávislosti.

Sdruºenou hustotu uspo°ádáme podle parametr· Θ a α a predikci (8.5) m·ºeme vyjád°it
takto

f (ct+2|d (t)) =
∑
ct+1

∑
ct

∑
ct−1

ˆ
Θ∗
f (dt|ct,Θ, ψt) f (Θ|d (t− 1)) dΘ×

113



8.2 Predikce aktivní komponenty 8 ODHAD DYNAMICKÉ SM�SI

×
ˆ
α∗
f (ct+2|ct+1, α) f (ct+1|ct, α) f (ct|ct−1, α) f (α|d (t− 1)) dα× wct−1;t−1.

K vy£íslení obou integrál· pouºijeme bodové odhady parametr·10. Tak dostaneme

f (ct+2|d (t))
.
=
∑
ct+1

∑
ct

∑
ct−1

m̂ct;t × α̂ct+2|ct+1;t−1
α̂ct+1|ct;t−1α̂ct|ct−1;t−1 × wct−1;t−1.

Porovnáme-li tento výraz s výrazem pro výpo£et vektoru vah wct;t (8.2) , vidíme, ºe
wct;t

.
=
∑

ct−1
m̂ct;tα̂ct|ct−1;t−1wct−1;t−1, a tedy po dosazení do hp predikce

f (ct+2|d (t))
.
=
∑
ct+1

∑
ct

α̂ct+2|ct+1;t−1α̂ct+1|ct;t−1wct;t.

Maticov¥ lze tento výsledek zapsat jako

f (ct+2|d (t)) = (α̂t−1)2wt.

Tento výsledek lze velmi dob°e interpretovat: (́ı) odhadneme aktuální komponentu na
základ¥ m¥°ených dat, (ii) tuto komponentu dvakrát �naslepo� predikujeme, uº bez
podpory dat. Nicmén¥, pokud je v p°epínání komponent alespo¬ trochu pravidelnosti,
má tato predikce smysl.

Obecn¥ tedy bude
f
(
ct+np |d (t)

)
= (α̂t−1)np wt.

Vzorový p°íklad

V tomto p°íklad¥ naváºeme na p°edchozí p°íklad se simulovanými daty, která jsou ge-
nerována z komponent, které se pravideln¥ st°ídají. To je ideální p°ípad pro predikci,
nebo´ z dob°e odhadnuté sou£asné komponenty jiº pom¥rn¥ p°esn¥ ur£íme poºadovanou
budoucí komponentu. Takové pravidelné st°ídání komponent je v²ak v praxi prakticky
nemoºné a tedy st°ídání, i kdyº existuje, je spí²e více neº mén¥ nepravidelné.

Dvourozm¥rnou veli£inu yt = [y1, y2]′ generujeme ze t°í komponent, které se pravideln¥
st°ídají 1 � 2 � 3 � 1 atd. Generované klastry jsou zobrazeny na stran¥ 110. Výsledek
experimentu je následující

10P°ipome¬me: Integrál
´
g (x) f (x|d (t− 1)) dx který vyjad°uje funkci g (x) p°i neznámém x popsa-

ném pomocí hp f (x|d (t− 1)) nahradíme pomocí g (x̂t−1) , kde x̂t−1 je bodový odhad neznámé veli-
£iny x po£ítaný na základ¥ dat d (t− 1). Podstatou je nahrazení f (x|d (t− 1)) Diracovým impulzem
δ (x; x̂t−1) .
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Na levé stran¥ vidíme budoucí aktivní komponenty a jejich odhady (tedy predikce ak-
tivních komponent), na pravé stran¥ je vývoj st°ed· odhadovaných komponent. Jedná
se deseti-krokovou p°edpov¥¤. V tomto jednoduchém p°ípad¥, kdy komponenty jsou
z°eteln¥ odd¥leny, jsou výsledky p°esné i p°i tak dlouhé p°edpov¥di, jako je 10 krok·.

Poznámka

Jediná potíº, které se ale p°i náhodném startu algoritmu odhadu nelze vyhnout, je zám¥na
komponent. P°i simulaci byla první komponenta ta, co leºí vpravo neho°e, druhé vlevo
naho°e a t°etí dole (viz simulovaná centra v programu). Odhadový algoritmus si ale
komponenty p°i°adí podle toho, kde náhodou leºí apriorní centra - na obrázku je první
komponenta £ervená (dole), druhá modrá (vlevo naho°e) a t°etí zelená (vpravo naho°e).
V kontrolním grafu bychom pak na²li neshodu dat a odhad·. Odhady by byly p°íslu²n¥
posunuty.

Abychom mohli tento posuv korigovat, musíme najít zobrazení, které bude mapovat po-
sunutá £ísla komponent na správná. Máme tedy diskrétní veli£inu x se t°emi hodnotami
(v na²em p°ípad¥) s po°adím hodnot ze simulace a veli£inu y se stejnými, ale zamícha-
nými, hodnotami. Transformace mezi x a y je vyjád°ena transforma£ní maticí T tak, ºe
y = Tx. Jedná se o diskrétní model a odhad jeho p°echodové matice. Pro kaºdou dvojici
xi a yi provedeme p°epo£et

T (xi, yi) = T (xi, yi) + 1

Výslednou matici T lze pouºít pro korekci posunutí aktivních komponent danou startem
algoritmu. Výpo£et matice T provádí funkce

[pt vt]=c2c(cc,ct);

kde cc jsou simulovaná centra, ct odhadovaná centra a vt je transforma£ní matice. Vektor
pt je konstruován tak, ºe pt(cc) koresponduje s ct.
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Transforma£ní vektor pt v na²em p°íklad¥ je pt = [2, 1, 3] protoºe 1. klastr je modelován
druhou komponentou, 2. klastr pomocí první a 3. klastr z·stává jako t°etí.

Obrázky, které jsme vý²e demonstrovali jsou z £asového intervalu, kdy model byl jiº
odhadnut. Samotný odhad samoz°ejm¥ chvíli trvá, protoºe startujeme z náhodných po-
£áte£ních hodnot parametr·. Vývoj odhadu center komponent byl jiº patrný z p°ede-
²lého obrázku. Nyní je²t¥ ukáºeme po£áte£ní odhady aktivních komponent, které vlivem
²patného odhadu komponent samotných, budou také nesprávné.
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Vidíme, ºe do kroku 300 se jako aktivní komponenta odhaduje pouze jedna (t°etí). Mezi
kroky 300 a 360 se odhad trochu zlep²il (odhadují se dv¥ komponenty). Od kroku 360
aº do konce experimentu je jiº odhad perfektní.

Zkusíme je²t¥ tentýº p°íklad, ale s více neur£itostí v po°adí, ve kterém jsou komponenty
generovány. Parametr α pro simulaci zvolíme 0.1 0.8 0.1

0.1 0.1 0.8
0.8 0.1 0.1

 .
Odhad tohoto parametru je  0.110 0.795 0.095

0.092 0.111 0.797
0.813 0.086 0.101

 ,
coº je pom¥rn¥ dobré. Odhad center komponent byl

Centra 1. komp. 2. komp. 3. komp.
simulace [1, 1.5]′ [−1, 1]′ [0, −0.5]′

odhad [−0.01, −0.51]′ [0.99, 1.5]′ [−1, 1]

coº je také velmi dobré (komponenty jsou p°eházeny).

Predikce aktivní komponenty na dva kroky dop°edu, pro 50 posledních vzorku z experi-
mentu dlouhého 10000 krok·, je vynesena na následujícím obrázku
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Vzhledem k parametru α, kde pravd¥podobnost chyby predikce pro kaºdou komponentu
je 20%, je predikce aktivní komponenty odpovídající.

Program

�e²enou úlohu realizuje následující program

c lc , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
%% Estimation and p r ed i c t i o n o f mixture with dynamic po in t e r
%% − s imulated two−dimens iona l data
%% − e s t imat ion + pr ed i c t i on
%
% Ca l l s : iniMix , Gauss2 , v2thN , c2c

nc=3; % number o f components
np=2; % length o f p r ed i c t i on
nd=10000; % length o f data
n i =200; % length o f i n i t i a l data

% t e s t ( c i r c l e o f components )
load dtCyc yt ct % data load
cc=ct ; c l e a r ct ;
y=yt ( : , 1 : nd ) ; % output
y In i=yt ( : , ( nd+1):(nd+ni ) ) ; % i n i t i a l output
ph=length ( y In i ) ; phc=10;

% INITIALIZATION
typ=1; % dynamic mixture
[ th co a l V ka nu]= iniMix ( nc , yIni , typ , ph , phc ) ;
w=ze ro s ( nc , nd ) ; Et1=w; Et2=w;
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f o r c=1:nc ,
Et1 ( c ,1)= th{c } ( 1 ) ; % remembering i n i t i a l
Et2 ( c ,1)= th{c } ( 2 ) ; % parameters

end
w( : ,1 )= ones ( nc , 1 ) / nc ; % vec to r weights

% ESTIMATION
f p r i n t f ( ' running . . . . . . . . . . . . | \ n . ' ) , i t ime=0;
f o r t=2:nd % TIME LOOP −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

i t ime=i t ime+1;
i f i t ime >(nd−1)/20 , f p r i n t f ( ' . ' ) , i t ime=0; end

yt=y ( : , t ) ; % output measuring

% d i s t an c e s o f yt from components
f o r c=1:nc

[ xxx p( c )]=Gauss2 ( yt , th{c } , co{c } ) ; % value o f component
end
p=p−min(p ) ; p=exp (p ) ; % log −> exp
i f p '∗p<1e−18, p=ones ( s i z e (p ) ) ; end % patch f o r a l l 0
wm=(w( : , t−1)∗p ) . ∗ a l ; % matrix weights
wm=wm/sum(sum(wm) ) ; % normal i za t i on o f wm
w( : , t )=sum(wm) ; % new vecto r weights

% pr ed i c t i o n o f components
wp ( : , t )=( a l^np ) '∗w( : , t ) ;
cn ( t)=cc ( t+np ) ;

% update o f s t a t i s t i c s
Ps=[yt ; 1 ] ; % r e g r e s s i o n vec to r
f o r c=1:nc
V{c}=V{c}+w( c , t )∗Ps∗Ps ' ; % i n f o . matrix
ka ( c)=ka ( c)+w( c , t ) ; % counter
[ th{c} co{c}]=v2thN(V{c}/ka ( c ) , 2 ) ; % point e s t imate s

end

nu=nu+wm; % D i r i c h l e t s t a t s
a l=fnorm (nu , 2 ) ; % point es t imate

f o r c=1:nc , % remembering o f
Et1 ( c , t )=th{c } ( 1 ) ; % evo lu t i on
Et2 ( c , t )=th{c } ( 2 ) ; % o f parameter

end % es t imate s
end
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% RESULTS
vMixDyPreSi_R

8.3 Aplikace

Ukázat jednoduchou aplikaci na úlohu p°edpov¥di aktuální komponenty není v·bec
snadné. Jiº samotný odhad matice pravd¥podobností p°echodu systému mezi jednot-
livými módy je dosti náro£né na mnoºství pot°ebných dat (situace je podobná, jako p°i
odhadu kovarian£ní matice - obecn¥, pro odhad st°ední hodnoty jsou pot°eba desítky
dat, pro odhad kovarian£ní matice to jsou stovky aº tisíce). A to je²t¥ za p°edpokladu,
ºe p°echody mezi komponentami vykazují alespo¬ základní stabilitu. Tady je pot°eba
si uv¥domit, ºe to, v £em není ur£itý °ád, prost¥ nelze odhadnout. Pokusíme se tedy
pokra£ovat v Aplikaci z minulé kapitoly (klasi�kace cesty jedoucího automobilu) a typ
cesty p°edpovídat. V dal²í £ásti se pokusíme do p°edpov¥di za°adit je²t¥ dal²í veli£iny
krom¥ rychlosti a momentu.

Predikce cesty za jízdy automobilu

K dispozici máme 16 m¥°ených veli£in. Z nich jsme vybrali následující veli£iny.

veli£ina zkratka £íslo
aktuální spot°eba spot°eba 1
aktuální rychlost automobilu rychlost 2
oto£ení volantu volant 3
stla£ení plynového pedálu plyn 4
tlak na brzdový pedál brzda 5
za°azený rychlostní stupe¬ kvalt 6
moment motoru moment 7
otá£ky motoru otá£ky 8
p°í£né zrychlení automobilu zrychlení 9
stá£ivá rychlost automobilu stá£ení 10
ujetá vzdálenost / periodu vzdálenost 11
aktuální £as £as 12
aktuální poloha X polohaX 13
aktuální poloha Y polohaY 14
aktuální nadmo°ská vý²ka vý²ka 15
sm¥r jízdy sm¥r 16

Prvním krokem k budování modelu je výb¥r vhodných veli£in. Chceme vyuºít model dy-
namické sm¥si se statickými komponentami11. Komponenty tedy budou regresní modely

11P°ipomínáme: Statické komponenty popisují datové shluky, které se s £asem v datovém prostoru
nepohybují (nap°. p°i nájezdu na dálnici vzroste rychlost vºdy na hodnotu kolem 120 km/h a taková
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typu
dt = θc + ec;t, (8.6)

kde θ jsou st°ední hodnoty komponent a ec;t ∼ N (0, rc) kde rc jsou kovariance kompo-
nent - tedy θc popisují centra a rc ²í°ky kope£k· v datovém prostoru. dt je modelovaný
vektor jehoº sloºky máme vybrat z veli£in z tabulky. Tento m¥°ený datový vektor, jako
bod datového prostoru, bude vytvá°et datové shluky, na které se budeme (p°i odhado-
vání) snaºit �napasovat� Gaussovky (8.6). Samoz°ejm¥, ºe r·zn¥ vybraný datový vektor
bude vytvá°et r·zné shluky. Na²í snahou je zvolit datový vektor dt tak, aby shluky
byly co nejz°eteln¥j²í a tím i nejlépe detekovatelné (jak pro tvorbu modelu, tak i pro
odhadování aktuální komponenty).

Uvedené lze shrnout takto: Hledáme veli£iny, které se pro r·zná prost°edí, kterými au-
tomobil projíºdí, samy shlukují a p°itom jsou na sob¥ pokud moºno nezávislé. Protoºe
moºností je p°íli² na jejich úplný vý£et, uvedeme zde jen p°íklady.

Rychlost

Rychlost je pro shlukování asi nejlep²í. Je jiná ve m¥st¥, na okresní silnici a dálnici. P°i-
tom intervaly rychlosti v jednotlivých oblastech jsou pom¥rn¥ stabilní. Nicmén¥ rychlost
je velmi p°esn¥ úm¥rná ujeté dráze. Proto nemá cenu tyto dv¥ veli£iny vybrat spole£n¥.

Plyn

Stla£ení plynu souvisí s akcelerací automobilu. Lze asi po£ítat s tím, ºe na dálnici nebude
plyn stla£en p°íli² a jeho zm¥ny budou minimální. Na okresních silnicích se plyn bude
m¥nit více, ale nejv¥t²í zm¥ny budou asi ve m¥st¥. To ale platí jen velmi zhruba - p°i
p°edjíºd¥ní na dálnici m·ºe být plyn stla£en více a p°i opatrné jízd¥ na okresní silnici
se plyn nemusí p°íli² m¥nit. Vhodnost plynu pro detekci oblasti není p°íli² velká. Navíc,
stla£ení plynu tém¥° deterministicky souvisí s momentem motoru.

Brzda

Brzda je problematická veli£ina. P°i správné jízd¥ se správný °idi£ brzdy prakticky ne-
dotkne - a kdyº, tak jen na úplné zastavení. Sebraná data tento fakt potvrzují. Brzda
tedy vypovídá více mén¥ jen o zastavení vozidla, p°ípadn¥ výjime£n¥ o situacích, které
°idi£ �na plynu� ²patn¥ odhadl a musel si p°ibrzdit. Ve m¥stech bude t¥chto situací více,
ale o shlukování leze mluvit.

Kvalt

Kvalt je stejn¥ problematický, jako brzda. Siln¥j²í auta, jako je �koda Octavia, na které
byla data m¥°ena, jede prakticky stále na stupe¬ 5 nebo 6. Takºe z kvaltu se toho zase
moc nepozná.

Otá£ky

z·stává). Dynamická sm¥s (tedy dynamické ukazovátko) °íká, ºe p°echody mezi komponentami mají
ur£itý °ád (nap°. jedu-li po dálnici, tak je ur£itá pravd¥podobnost, ºe budu pokra£ovat po dálnici nebo,
ºe sjedu na okresní silnici nebo sjedu ve m¥st¥).
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Sou£in kvaltu a otá£ek motoru vypovídá o rychlost a tím i o ujeté dráze. Jinak z nich
asi nic moc dal²ího nezjistíme.

P°í£né zrychlení a Stá£ivá rychlost

Tyto dv¥ veli£iny spolu úzce souvisí. Proto sta£í pracovat jen s jednou z nich. Ob¥
vypovídají o zatá£ení automobilu (p°ípadn¥ kombinovaní s rychlostí). Zatá£ení bude
jist¥ jedna z veli£in, které dob°e vypovídají o prost°edí, kterým automobil projíºdí. Na
dálnice se jede p°ímo, okresní silnice zatá£í ale jist¥ ne do pravého úhlu a m¥stské silnice
zatá£í £asto a hodn¥. Tyto veli£iny souvisí se sm¥rem jízdy, i kdyº ne p°ímo, ale spí²e se
zm¥nami sm¥ru.

Nadmo°ská vý²ka

Zm¥na nadmo°ské vý²ky vypovídá o stoupání nebo klesání dráhy automobilu. Je sice
pravda, ºe kopce asi nebudou na dálnici, mohou být na okresních silnicích ale mohou
být, a to i výrazné, v n¥kterých m¥stech. Proto asi tato veli£ina sama o sob¥ nebude pro
nás p°íli² významná.

Souvislost dvou veli£in je nejlépe sledovat v xy-grafu. N¥které si dále ukáºeme:
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Vlevo je souvislost mezi dost°edivým zrychlením a stá£ivou rychlostí. Vpravo jsou proti
sob¥ vyneseny veli£iny rychlost a ujetá dráha. V obou p°ípadech vidíme, ºe mezi veli-
£inami existuje p°esn¥j²í nebo voln¥j²í p°ímá úm¥ra, tedy ºe jednu z veli£in lze dob°e
nahradit druhou.
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Tady jsou vyneseny dvojice rychlost - plyn a rychlost - moment. Vidíme, ºe informace
kterou nesou je velmi podobná.

Nicmén¥ dv¥ veli£iny je nejv¥t²í mnoºství, které lze takto zkoumat. P°i v¥t²ím po£tu
veli£in jiº vizuální výsledky nedostaneme a musíme se spoléhat na £íselné charakteristiky,
které si za tím ú£elem de�nuje. Úplné zhodnocení modelu p°iná²í ale nakonec aº úsp¥ch
nebo neúsp¥ch samotné aplikace, pro kterou jsme model vytvá°eli. Tento test by se
rozhodn¥ nem¥l provád¥t aº p°ed obecenstvem, ale velmi d·kladn¥ a hlavn¥ mnohem
d°íve!

V na²em p°ípad¥ do datového vektoru vybereme veli£iny: [2 4 7 8 16] to je [rychlost, plyn,
moment, otá£ky, sm¥r]. Odhad modelu provedeme standardním zp·sobem pro výb¥r s
5000 daty; pro inicializaci vyuºijeme 2000 dat mimo datový výb¥r. P·vodní data jsou
vzorkována 5 krát za vte°inu, tedy s periodou 200 msec. To je pro na²e ú£ely p°íli² husté
(z hlediska zm¥ny prost°edí se skoro nic ned¥je), proto data 10 krát z°edíme (vezmeme
kaºdé desáté m¥°ení) a dostaneme periodu vzorkování 2 sec12.

Pro ú£ely testování je vhodné pracovat s veli£inami, které nabývají podobn¥ velkých
hodnot. Proto vybrané veli£iny standardním zp·sobem normujeme - ode£teme jejich
pr·m¥ry a d¥líme sm¥rodatnými hodnotami. Tak dostaneme veli£iny s nulovou st°ední
hodnotou a jednotkovým rozptylem. Ov²em vztahy mezi nimi, o které nám jde, z·stávají
stejné.

Odhadem jsme získali následující parametry (statistiky) modelu

Centra komponent
12To sice také není ºádná sláva, ale p°i dal²ím °ed¥ní bychom uº narazili na nedostatek dat. P·vodní

celý datový soubor je dlouhý 75000 vzork· a m¥°ící automobil ujel asi 320 km. Po deseti násobném
z°ed¥ní máme 7500 dat. Z nich bereme 5000 dat pro odhad a 2000 dat na inicializaci. A jsme na dorazu.
P°i tom v na²í period¥ 2 sec a pr·m¥rné rychlosti 90 km/k °idi£ ujede 50 metr·. Tedy nap°. na 10

kilometrové cest¥ po dálnici dostaneme 200 vzork· z jedné oblasti, tj. t¥mito daty je �ºivena� jediná
komponenta, zatímco ostatní jsou vlastn¥ bez dat.
Odtud je vid¥t (i) ºe by bylo dobré periodu vzorkování je²t¥ prodlouºit, (ii) jak sloºitá je situace p°i

odhadu sm¥si, (iii) ºe ani 75000 m¥°ení nemusí být pro odhad sm¥si dostate£né mnoºství dat.
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θ1 = [0.3352, 0.5145, 0.4785, 0.1337, 0.0722]′ ,

θ2 = [−0.7556, −0.0441, −0.0092, −0.3127, 0.0511]′ ,

θ3 = [−0.1727, −1.2152, −0.9208, −1.1971, 0.0305]′ ,

θ4 = [−1.4011, −1.2193, −1.0858, −0.4981, −1.1610]′ .

Gra�cky je m·ºeme znázornit takto
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Vidíme, ºe centra jsou rozmíst¥na v datovém prostoru rozumn¥ - jednotlivé komponenty
mají r·zná centra a tak (doufejme) pokrývají r·zné shluky.

Vzájemné uspo°ádáni komponent lze rovn¥º vyjád°it maticí vzájemných Kullback-Leiblerových
�vzdáleností� komponent, které krom¥ vzájemné polohy st°ed· berou v úvahu i shodu /
neshodu kovarian£ních matic13.

Tato matice je


0 7.0 4141.8 525.7
x 0 2381.7 345.7
x x 0 9.8
x x x 0

 ,
kde svislý i vodorovný index ozna£uje komponentu a £ísla jsou vzdálenosti. Na diagonále
jsou nuly - stejné komponenty mají nulovou vzdálenost a v dolní trojúhelníku jsou opa£né
vzdálenosti (ty jsou jiné, ale my budeme brát jen ty v horním trojúhelníku - dolní budou
jiné, ale podobné). Nám jde p°edev²ím o to, jestli se n¥které dv¥ komponenty �nesjely�
na stejný shluk. Je vid¥t, ºe to se nestalo. Gra�cké zobrazení je následující

13Kullback-Leiblerova vzdálenost dvou normálních rozd¥lení je

1

2

[
tr
(
r−1
2 r1

)
+ (µ2 − µ1)′ r−1

1 (µ2 − µ1)− n− ln
det r1
det r2

]
,

kde µ1, µ2 jsou st°ední hodnoty, r1, r2 jsou kovariance a n je rozm¥r náhodné veli£iny, kterou hustoty
popisují.
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Dále nás bude zajímat obsazení komponent daty (tj. statistika κ modelu) a p°echody
mezi komponentami (parametr α ukazovátka). Ty jsou na následujících obrázcích
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Vlevo jsou vyzna£eny prvky parametru α. Vidíme, ºe velké jsou p°edev²ím diagonální
prvky, coº sv¥d£í o tom, ºe pravidelnost v p°echodech není velká. Vpravo je obsazení
komponent. Poslední £tvrtá komponenta má v sob¥ pom¥rn¥ málo dat, jinak je obsa-
zenost dobrá. Tento poslední obrázek, zejména parametr α nedává pro predikci mnoho
nad¥jí.

Pr·b¥h ukazovátka je následující

124



8.3 Aplikace 8 ODHAD DYNAMICKÉ SM�SI

0 1000 2000 3000 4000 5000
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
Predicted pointer values

time

po
in

te
r

Vidíme, ºe oblasti se za jízdy auta m¥ní - poslední komponenta je nav²t¥vována mén¥ neº
ostatní. Nicmén¥ p°eskoky mezi komponentami se zdají rozumné. Kaºdopádn¥. o tom,
jestli p°eskoky odpovídají p°ejezd·m z konkrétní oblasti do konkrétní oblasti bychom se
p°esv¥d£ili aº p°i skute£né jízd¥ automobilem, pr·b¥ºném odhadu a porovnání odhado-
vaných a skute£ných oblastí.

A to hovo°íme o odhadu. Predikce, která se opírá a parametr α bude, vzhledem k hod-
notám parametru, velmi ²patná.

Program, který predikci realizuje je následující

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
seed (51 ,187)
% Estimation and p r ed i c t i on o f mixture with dynamic po in t e r
% − r e a l multi−dimens iona l data ( c on t r o l l e d car )
% − e s t imat ion + pr ed i c t i on
%
% Ca l l s : iniMix , Gauss2 , v2thN , c2c

nc=4; % number o f components
np=5; % length o f p r ed i c t i on
nd=5000; % length o f data
n i =2000; % length o f i n i t i a l data
ch=[1 2 4 7 8 1 6 ] ;
ch=[2 4 7 8 1 0 ] ; % invo lved v a r i a b l e s
% 1 ac tua l car consumption
% 2 ac tua l car speed
% 3 dr i v i ng wheel
% 4 gas pedal
% 5 brake
% 6 gear o f t r ansmi t t i on
% 7 engine moment
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% 8 engine revs
% 9 c r o s s a c c e l e r a t i o n
% 10 speed o f r o t a t i on
% 11 d i s t anc e / per iod
% 15 a l t i t u d e
% 16 d i r e c t i o n o f the way
ny=length ( ch ) ;

load DatAuto dt % data load
dt=s c a l ( dt ) ; % s c a l i n g o f data

dt (15 , : )= [0 d i f f ( dt ( 1 5 , : ) ) ] ; % a l t i t u d e −> s lope
dt (17 , : )= [0 d i f f ( dt ( 2 , : ) ) ] ; % speed −> ac c e l e r a t i o n
dt (18 , : )= [0 d i f f ( dt ( 4 , : ) ) ] ; % gas −> gas increment
dtt=dt ( : , 1 : 1 0 : end ) ;
y=dtt ( ch , 1 : nd ) ; % output
y In i=dtt ( ch , ( nd+1):(nd+ni ) ) ; % i n i t i a l output
ph=length ( y In i ) ; phc=10;

% INITIALIZATION
i f 1
typ=1; % dynamic mixture
[ th co a l V ka nu]= iniMix ( nc , yIni , typ , ph , phc ) ;
e l s e
th {1}= [50 ; 50 ] ; th {2}=[50 ; 100 ] ; th {3}=[130 ; 130 ] ;
th {4}= [100 ; 0 ] ; th {5}=[90 ; 120 ] ; th {6}=[120 ; 100 ] ;
th {7}=[90 ; 120 ] ; th {8}=[120 ; 100 ] ;
[ th co a l V ka nu]= iniMix2 ( nc , yIni , th ) ; ka=ka ∗ . 1 ;
end

w=ze ro s ( nc , nd ) ;
w( : ,1 )= ones ( nc , 1 ) / nc ; % vec to r weights

% ESTIMATION
f p r i n t f ( ' running . . . . . . . . . . . . | \ n . ' ) , i t ime=0;
f o r t=2:nd % TIME LOOP −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

i t ime=i t ime+1;
i f i t ime >(nd−1)/20 , f p r i n t f ( ' . ' ) , i t ime=0; end

yt=y ( : , t ) ; % output measuring

% d i s t an c e s o f yt from components
f o r c=1:nc

[ xxx p( c )]=GaussN( yt , th{c } , co{c } ) ; % value o f component
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end
p=p−max(p ) ; p=exp (p ) ; % log −> exp
i f p '∗p<1e−18, p=ones ( s i z e (p ) ) ; end % patch f o r a l l 0
i f sum( i s i n f (p))>0 ,
p=ze ro s ( s i z e (p ) ) ;
i I=f i nd ( i s i n f (p ) ) ;
p ( i I )=1;

end
wm=(w( : , t−1)∗p ) . ∗ a l ; % matrix weights
wm=wm/sum(sum(wm) ) ; % normal i za t i on o f wm
w( : , t )=sum(wm) ; % new vecto r weights

% pr ed i c t i o n o f components
wp ( : , t )=( a l^np ) '∗w( : , t ) ;

% update o f s t a t i s t i c s
Ps=[yt ; 1 ] ; % r e g r e s s i o n vec to r
f o r c=1:nc
V{c}=V{c}+w( c , t )∗Ps∗Ps ' ; % i n f o . matrix
ka ( c)=ka ( c)+w( c , t ) ; % counter
[ th{c} co{c}]=v2thN(V{c}/ka ( c ) , ny ) ; % point e s t imate s

end

nu=nu+wm; % D i r i c h l e t s t a t s
a l=fnorm (nu , 2 ) ; % point es t imate

end

% RESULTS
s=nd−50+1:nd ; % range fp r p l o t
[ xxx ct ]=max(w) ; % est imated a c t i v e components
[ xxx cp]=max(wp ) ; % pred i c t ed a c t i v e components

aMixDyPreRe_R

9 P°ílohy

9.1 Speciální funkce

Kroneckerova funkce

Kroneckerova funkce δ (x, x0) je posloupnost hodnot, které jsou v²echny nulové aº na
hodnotu s indexem x0, která je rovna jedné.

127



9.1 Speciální funkce 9 P�ÍLOHY

Diracova funkce

Diracova funkce δ (x, x0) vychází z teorie zobecn¥ných funkcí. Je de�nována jako operá-
tor, který z funkce g (x) vybere práv¥ hodnotu funkce g v bod¥ x0, tedy

δ (x, x0) ∗ g (x) = g (x0) .

Vyjád°íme-li tento operátor v integrálním tvaru, dostaneme
ˆ ∞
−∞

g (x) δ (x.x0) dx = g (x0) . (9.1)

Proto lze na operátor δ pohlíºet jako na funkci, která je v²ude nulová krom¥ bodu x0.
Zde má hodnotu nekone£no, ov²em tak, aby platil vztah (9.1) .

Funkci δ (x, x0) budeme povaºovat za limitní p°ípad hp náhodné veli£iny x jejíº hodnota
je x0 a tato náhodná veli£ina je prakticky deterministická. Její st°ední hodnota ne x0 a
rozptyl nula.

Gama funkce

Gama funkce je de�nována takto

Γ (x) =

ˆ ∞
0

tx−1 exp {−t} dt, x ≥ 0.

Pro n = 1, 2, · · · platí
Γ (n) = (n− 1)!

Dále platí d·leºitý vzorec
Γ (x+ 1) = xΓ (x) .

Beta funkce

De�nice beta funkce je

B (x, y) =

ˆ 1

0
tx−1 (1− t)y−1 dt, x, y > 0,

nebo pomocí gama funkce

B (x, y) =
Γ (x) Γ (y)

Γ (x+ y)

Pro více argument· x = [x1, x2, · · · , xn] je de�nována mnohorozm¥rná beta funkce
p°edpisem

B (x) =

∏
i∈i∗ Γ (xi)

Γ
(∑

i∈i∗ xi
)
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Krom¥ oby£ejné beta funkce zavedeme je²t¥ tzv. zobecn¥nou beta funkci pro tabul-
kový argument γi|j kde nap°. γ je dáno tabulkou

i = 1 i = 2 i = 3

j = 1 γ1|1 γ2|1 γ3|1
j = 2 γ1|2 γ2|2 γ3|2
j = 3 γ1|3 γ2|3 γ3|3

V²imn¥me si, ºe pokud matici de�novanou tabulkou ozna£íme jako a, pak platí γ = a′.

Zobecn¥ná beta funkce je de�nována takto

B (x) =
∏
j∈j∗

∏
i∈i∗ Γ

(
γi|j
)

Γ
(∑

k∈i∗ γk|j
) .

9.2 Dopln¥ní na £tverec

Pouºívá se pro minimalizaci kvadratického výrazu nebo pro integraci v konvoluci dvou
normálních rozd¥lení (tady má význam rozkladu normální sdruºené hp na podmín¥nou
a marginální).

Skalární p°ípad

Pro skalární veli£iny x a y a konstanty a, b, c platí

ax2 + 2bxy + cy2 = a

[
x2 + 2x

b

a
y +

(
b

a
y

)2

−
(
b

a
y

)2
]

+ cy2 =

a

(
x+

b

a
y

)2

+ cy2 − b2

a
y2 = a

(
x+

b

a
y

)2

+
ac− b2

a
y2.

Vektorový p°ípad

Pro veli£iny x a y ve form¥ sloupcových vektor· a konstantní matice A, B, C odpoví-
dajících rozm¥r·, A a C symetrické, platí

x′Ax+2x′By+y′Cy = x′Ax+2x′AA−1By+
(
A−1By

)′
AA−1By−

(
A−1By

)′
AA−1By+y′Cy =

=
(
x+A−1By

)′
A
(
x+A−1By

)︸ ︷︷ ︸
kvadrát

+ y′
(
C −B′A−1B

)
y︸ ︷︷ ︸

zbytek

.
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Poznámka

Ve vektorovém p°ípad¥ výrazu ax2 odpovídá x′Ax. V tomto smyslu se d¥jí i úpravy (konstanta
- matice) musí být uprost°ed.

Výrazy lze ov¥°it roznásobením konce a porovnáním se za£átkem.

9.3 P°irozené podmínky °ízení

P°irozené podmínky °ízení (Natural Conditions of Control, NCC) jsou podmínky nutné
pro to, aby bylo moºno konzistentn¥ provést odhadování s modelem, který v sob¥ obsa-
huje £ást s °ídící veli£inou, tedy modelem popsaným hp jako nap°. f (yt|ut, d (t− 1) ,Θ)
nebo f (xt+1|xt, ut), kde ut je °ízení a Θ nebo xt jsou odhadované veli£iny. Tyto pod-
mínky lze odvodit z p°edpokladu, ºe ten kdo odhaduje, je také ten, kdo °ídí. P°itom
odhad i °ízení je po£ítáno pouze z informace, která je v £ase t obsaºena v minulých
datech d (t− 1) . Odtud plyne, ºe jak odhad, tak i °ízení v sob¥ neobsahují dal²í in-
formaci neº tu, kterou nesou minulá data d (t− 1) . Proto nap°. pro odhad parametr·
f (Θ|ut, d (t− 1)) platí, ºe ve²kerá dostupná informace o parametru Θ je jiº obsaºena v
v datech d (t− 1) a v °ízení ut jiº dal²í informace není. Proto je moºno jej z podmínky
vypustit

f (Θ|ut, d (t− 1)) = f (Θ|d (t− 1)) . (9.2)

Obrácený vztah lze odvodit obdobnou úvahou, nebo jej lze pomocí Bayesova vzorce
odvodit z (9.2)

f (ut|d (t− 1) ,Θ) = f (Θ|ut, d (t− 1))
f (ut|d (t− 1))

f (Θ|d (t− 1))︸ ︷︷ ︸
Bayes

=

= f (Θ|d (t− 1))
f (ut|d (t− 1))

f (Θ|d (t− 1))︸ ︷︷ ︸
podle (9.2)

= f (ut|d (t− 1)) .

Podobné úvahy lze místo o parametru vést i o odhadovaném stavu.

9.4 Bayes·v vzorec

Odvození Bayesova vzorce

Odvození je velice jednoduché. Uvaºujme t°i náhodné veli£iny A, B a C a sdruºenou hp
pro A, B podmín¥nou C.

f (A,B|C) =

{
f (A|B,C) f (B|C) z jedné strany, nebo

f (B|A,C) f (A|C) z druhé strany.
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Porovnáním obou výraz· na pravé stran¥ dostaneme

f (A|B,C) f (B|C) = f (B|A,C) f (A|C) .

Z této rovnosti pak lze vyjád°it bu¤ f (A|B,C) nebo f (B|A,C) podle pot°eby, a tak
získáme Bayes·v vzorec

f (B|A,C) =
f (A|B,C) f (B|C)

f (A|C)
. (9.3)

Hlavní význam Bayesova vzorce je v tom, ºe p°epo£ítává apriorní hp f (B|C) z £itatele na
pravé stran¥ vzorce na aposteriorní hp f (B|A,C) na levé stran¥. Apriorní hp popisuje
náhodnou veli£inu B jen v závislosti na náhodné veli£in¥ C, zatímco aposteriorní hp
vyuºívá informaci také z náhodné veli£iny A, a to prost°ednictvím hp f (A|B,C) .

Hp ve jmenovateli pravé strany výrazu (9.3) nezávisí na B a je tedy jen normaliza£ní
konstantou, kterou lze získat integrací (sumací) £itatele

f (A|C) =

ˆ
B∗
f (A|B,C) f (B|C) dB,

coº, jak dob°e víme, odpovídá vzorci pro úplnou pravd¥podobnost.

Aplikace Bayesova vzorce

Pro ú£ely odhadu neznámých parametr· modelu f (yt|ψt,Θ) zvolíme

• A je výstup soustavy yt,

• B jsou odhadované parametry Θ a

• C jsou stará data d (t− 1) (p°ípadn¥ s °ízením ut).

Dostáváme Bayes·v vzorec

f (Θ|d (t)) =
f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (t− 1))

f (yt|d (t− 1))

podle (??) s tím, ºe

� stará data d (t− 1) v modelu soustavy v podmínce lze nahradit regresním vektorem
ψt,

� v p°ípad¥ °ízené soustavy, kdyº data jsou dt = {yt, ut}, je t°eba p°edpokládat p°iro-
zené podmínky °ízení (9.2), p°i kterých platí

f (Θ|ut, d (t− 1)) = f (Θ|d (t− 1)) ,

tedy Θ a ut jsou podmín¥n¥ nezávislé, jestliºe známe stará data d (t− 1) .
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9.5 Multinomiální rozd¥lení

Multinomiální rozd¥lení popisuje diskrétní náhodnou veli£inu, tj. veli£inu, která m·ºe
nabývat jen kone£ného po£tu hodnot y ∈ {1, 2, · · · , nl} a jejíº jednotlivé hodnoty nastá-
vají s pevnými pravd¥podobnostmi. Speciálním p°ípadem tohoto rozd¥lení pro nl = 2,
jehoº hodnoty jsou ale v¥t²inou ozna£ovány 0 a 1, je rozd¥lení alternativní.

Hustotu pravd¥podobnosti multinomiálního rozd¥lení je moºno vyjád°it ve form¥ ta-
bulky

y 1 2 · · · nl
f (y) p1 p2 · · · pnl

,

kde pi jsou pravd¥podobnosti, a tak platí pi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , nl a
∑nl

i=1 pi = 1.

Jiné moºné vyjád°ení multinomiálního rozd¥lení je

f (y) = py, y = 1, 2, · · · , nl.

Model diskrétního systému je podmín¥ná hp, která pro kaºdou kon�guraci hodnot
veli£in v podmínce popisuje modelovanou veli£inu pomocí multinomiálního rozd¥lení

f (y|ψ,Θ) = Θy|ψ.

Tuto hp m·ºeme vyjád°it ve form¥ tabulky nap°. pro y ∈ {1, 2} a ψ = [u, v]′, kde
u, v ∈ {1, 2}

f (y|u, v)

[u, v] y = 1 y = 2

1, 1 Θ1|11 Θ2|11

1, 2 Θ1|12 Θ2|12

2, 1 Θ1|21 Θ2|21

2, 2 Θ1|22 Θ2|22

,

kde Θi|jk jsou podmín¥né pravd¥podobnosti (proto je také jejich index rozd¥len svis-
lítkem). Proto musí platit nezápornost Θi|jk ≥ 0, ∀i, j, k a dále sou£et parametr· pro
kaºdou kon�guraci podmínky musí dát jedni£ku

∑2
i=1 Θi|jk = 1, ∀j, k.14 Pro ú£ely ed-

hadu je výhodné formáln¥ tento model vyjád°it v tzv. sou£inovém tvaru

f (y|ψ,Θ) =
∏
i∈y∗

∏
ϕ∈ψ∗

Θ
δ(i|ϕ,y|ψ)
i|ϕ , (9.4)

14Tento poºadavek je po úvaze op¥t z°ejmý. Jestliºe nastalo u = j a v = k, má y práv¥ dv¥ moºnosti:
y = 1 nebo y = 2.
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kde i je index, ϕ je multiindex (vektorový index), y∗, ψ∗ ozna£ují mnoºiny hodnot (£ísel
nebo vektor·) p°íslu²ných veli£in a δ (i|ϕ, y|ψ) je Dirac·v impulz, tj. rovná se jedné pro
i|ϕ = y|ψ a jinak je nula. P°epis do sou£inového tvaru je skute£n¥ formální, protoºe
cokoli na nulu je jedna a po vynásobení z·stane jen Θy|ψ.

9.6 Dirichletovo rozd¥lení

Konjugovaným rozd¥lením15 k multinomiálnímu je rozd¥lení Dirichletovo

f (Θ|d (t)) =
1

B (νt)

∏
i∈y∗

∏
ϕ∈ψ∗

Θ
νi|ϕ;t
i|ϕ , (9.5)

kde

νt je statistika rozd¥lení se stejnou strukturou jako má parametr Θ - viz tabulka v
odstavci 9.5 a dal²í zna£ení také odpovídá zna£ení zavedenému v tomto odstavci,

B (ν) je zobecn¥ná beta funkce

B (ν) =
∏
ϕ∈ψ∗

∏
i∈y∗ Γ

(
νi|ϕ
)

Γ
(∑

i∈y∗ νi|ϕ

) , (9.6)

kde Γ (·) je gama funkce de�novaná vztahem

Γ (x) =

ˆ ∞
0

tx−1 exp (−t) dt, (9.7)

pro kterou platí
Γ (x+ 1) = xΓ (x) , x ∈ R+. (9.8)

9.7 Normální rozd¥lení

Uvaºujme normální regresní model s regresní vektorem ψt, koe�cienty θ a rozptylem
²umu r, kde zna£íme Θ = {θ, r} . Jeho rovnice je

yt = ψ
′
tθ + et, et ∼ N (0, r) .

Podmín¥ná hp tohoto modelu má tvar

f (yt|ψt,Θ) =
1√
2π
r−0.5 exp

{
− 1

2r

(
yt − ψ

′
tθ
)2
}
. (9.9)

15Konjugované rozd¥lení je takové rozd¥lení apriorní hp parametr·, které s daným rozd¥lením, pouºi-
tým pro model soustavy, produkuje v Bayesov¥ vzorci aposteriorní rozd¥lení, které si zachovává stejný
tvar. Tedy nedochází k tomu, ºe se tvar aposteriorní hp v kaºdém £ase odhadování stává stále sloºit¥j²í,
aº je nakonec aposteriorní hp pro výpo£ty nepouºitelná.
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St°ední hodnota modelu je
E [yt|ψt,Θ] = ψ

′
tθ,

rozptyl je
D [yt|ψt,Θ] = r.

Pro ú£ely odhadování je výhodné exponent modelu (9.9) je²t¥ upravit. Budeme postu-
povat následovn¥:

• exponent rozd¥líme tak, abychom dostali sou£in dvou £len·, z nichº jeden bude
obsahovat jen data a druhý jen parametry

yt − ψ
′
tθ = −

[
−1 θ′

] [ yt
ψt

]
= − [yt ψt]

[
−1
θ

]
(minus je vytknuto formáln¥ a pod kvadrátem se ztratí).

• kvadrát napí²eme jako sou£in a dosadíme p°edchozí výrazy

(
yt − ψ

′
tθ
)2

=
(
yt − ψ

′
tθ
)(

yt − ψ
′
tθ
)

=

=
[
−1 θ′

] [ yt
ψt

]
[yt ψt]

[
−1
θ

]
=
[
−1 θ′

]
Dt

[
−1
θ

]
,

kde Dt =

[
yt
ψt

]
[yt ψt] je tzv. datová matice.

Model (9.9) je s uvedenou úpravou moºno zapsat takto

f (yt|ψt,Θ) =
1√
2π
r−0.5 exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
Dt

[
−1
θ

]}
. (9.10)

9.8 Inverzní Gauss-Wishartovo (GiW) rozd¥lení

Toto rozd¥lení vzniká jako rozd¥lení sou£inu normálních rozd¥lení (tj. jako rozd¥lení
likelihoodu pro normální model). Má tvar

f (Θ|d (t)) ∝ r−0.5κt exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
Vt

[
−1
θ

]}
, (9.11)

kde κt a Vt jsou statistiky rozd¥lení (κt se n¥kdy nazývá po£ítadlo, protoºe uchovává
po£et dosud zpracovaných datových vektor· a matice Vt se nazývá roz²í°ená informa£ní
matice).

Matice Vt je symetrická a pozitivn¥ de�nitní a £asto se rozkládá
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• na submatice

Vt =

[
Vy V

′
yψ

Vyψ Vψ

]
, (9.12)

kde Vy je £íslo, Vyψ je sloupcový vektor a Vψ je £tvercová matice stupn¥ o jeden
men²í neº je Vt,

• na faktory
Vt = L

′
DL, (9.13)

kde L je dolní trojúhelníková matice s jedni£kami na diagonále a D je diagonální
matice s nezápornými prvky na diagonále. Tento rozklad se nazývá LD-rozklad a
pro symetrickou pozitivn¥ de�nitní matici je jednozna£ný. Matice L a D se potom
rozkládají na submatice

L =

[
1 0
Lyψ Lψ

]
, D =

[
Dy 0
0 Dψ

]
,

kde Lyψ je sloupcový vektor, Lψ dolní trojúhelníková matice s jedni£kami na dia-
gonále, Dy je nezáporné £íslo a Dψ je diagonální matice s nezápornými prvky na
diagonále.

Uvedené rozklady se dále vyuºijí pro vyjád°ení pot°ebných charakteristik rozd¥lení.

9.9 Bodový odhad podle kvadratického kritéria

Nejprve ukáºeme obecn¥, ºe bodový odhad optimální podle kvadratického kritéria je
roven podmín¥né st°ední hodnot¥. Budeme odvozovat odhad Θ̂t parametru Θ s aposte-
riorní hp f (Θ|d (t)), který je optimální podle kritéria

min
Θ̂t

E

[(
Θ− Θ̂t

)2
|d (t)

]
. (9.14)

Kritérium umocníme, aplikujeme st°ední hodnotu a doplníme na £tverec v prom¥nné
Θ̂t. Dostáváme

min
Θ̂t

E
[
Θ2 − 2Θ̂tΘ + Θ̂2

t |d (t)
]

=

= min
Θ̂t

{
E
[
Θ2|d (t)

]
− 2Θ̂tE [Θ|d (t)] + Θ̂2

t

}
= ∗1∗

vyuºili jsme skute£nost, ºe Θ̂t je £íslo

∗1∗ = min
Θ̂t

{
E
[
Θ2|d (t)

]
− E [Θ|d (t)]2 + E [Θ|d (t)]2 − 2Θ̂tE [Θ|d (t)] + Θ̂2

t

}
= ∗2∗
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pouºili jsme výpo£etní vzorec pro rozptyl D [Θ] = E
[
Θ2
]
− E [Θ]2

∗2∗ = min
Θ̂t

{
D [Θ|d (t)] +

(
Θ̂t − E [Θ|d (t)]

)2
}

= D [Θ|d (t)]

coº dá optimální odhad
Θ̂t = E [Θ|d (t)] .

9.10 Bodové odhady parametr· spojitého modelu

Ukáºeme odvození MAP (Maximum Aposteriori Probability) bodového odhadu který
maximalizuje aposteriorní hp parametr·.

Hledáme tedy maximum aposteriorní hp (9.11)

f (Θ|d (t)) ∝ r−0.5κ exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
V

[
−1
θ

]}
=

= r−0.5κ exp

{
− 1

2r

(
Vy − 2θ′Vyψ + θ′Vψθ

)}
,

kde jsme vyuºili d¥lení matice V podle (9.12).

Nejd°íve budeme hledat maximum podle θ, tj. derivovat podle θ a hledat °e²ení pro
derivaci rovnu nule.16

∂f ({θ, r} |d (t) , r)

∂θ
∝ r−0.5κ exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
V

[
−1
θ

]}(
−1

2r

)
(−2Vyψ + 2Vψθ) = 0.

Odtud pochází vztah
θ̂ = V −1

ψ Vyψ. (9.15)

Výsledek dosadíme do aposteriorní hp. V exponentu obdrºíme zbytek po minimalizaci
Λ

Λ = Vy − 2θ̂′Vyψ + θ̂′Vψ θ̂ =

Vy − 2V
′
yψV

−1
ψ Vyψ + V

′
yψV

−1
ψ VψV

−1
ψ Vyψ,

a tedy
Λ = Vy − V

′
yψV

−1
ψ Vyψ. (9.16)

Aposteriorní hp s dosazeným bodovým odhadem (9.15) je

f (r|d (t)) ∝ r−0.5κ exp

{
− Λ

2r

}
.

16Derivujeme vektory podle vektor·. Správnost lze ov¥°it derivováním podle sloºek a zp¥tným sesta-
vením do vektorového tvaru.
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Derivujeme a poloºíme rovno nule

−κ 1

2r
+ Λ

1

r2
= 0,

a tedy dostaneme

r̂ =
Λ

κ
. (9.17)

θ̂ a r̂ jsou bodové odhady, které tady hledáme.

9.11 Bodové odhady parametr· diskrétního modelu

Bodové odhady parametru Θ multinomiálního rozd¥lení (9.5) dostaneme pouhou nor-
malizací statistiky νt tak, aby sou£ty jejích prvk· v °ádcích jejího maticového vyjád°ení
(jako pro Θ v odstavci (9.5)) byly rovny jedné, tj.

Θ̂y|ψ;t =
νy|ψ;t∑
i∈y∗ νi|ψ;t

, ∀y ∈ y∗ aψ ∈ ψ∗. (9.18)

Tento bodový odhad jsme ur£ili jako podmín¥nou st°ední hodnotu parametru s rozd¥-
lením podle aposteriorní hp (9.5) - pro p°ehlednost vynecháme £asový index t

Θ̂y|ψ = E
[
Θy|ψ|d (t)

]
=

ˆ ∞
0

Θy|ψf (Θ|d (t)) dΘ =

=
1

B (ν)

ˆ ∞
0

Θy|ψ
∏
i∈y∗

∏
ϕ∈ψ∗

Θ
νi|ϕ
i|ϕ dΘ = ∗1∗,

kde jsme dosadili za aposteriorní hp z (9.5) a beta funkce B je dána v (9.6). Parametr
Θy|ϕ;t formáln¥ vyjád°íme v sou£inovém tvaru (9.4)

Θy|ψ =
∏
i∈y∗

∏
ϕ∈ψ∗

Θ
δ(i|ϕ,y|ψ)
i|ϕ

a dosadíme. Pokra£ujeme v úprav¥

∗1∗ =
1

B (νt)

ˆ ∞
0

∏
i∈y∗

∏
ϕ∈ψ∗

Θ
νi|ϕ+δ(i|ϕ,y|ψ)

i|ϕ dΘ =

=
1∏

ϕ∈ψ∗ B (νϕ)

∏
ϕ∈ψ∗

ˆ ∞
0

∏
i∈y∗

Θ
νi|ϕ+δ(i|ϕ,y|ψ)

i|ϕ dΘy|ψ = ∗2∗,

kde

B (νϕ) =
∏
i∈y∗ Γ(νi|ϕ)

Γ(
∑
i∈y∗ νi|ϕ)

podle (9.6)
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jsme vyuºili p°edpoklad o nezávislosti parametr· mezi r·znými kon�guracemi regres-
ního vektoru ψ, tj nezávislosti °ádk· v tabulkovém vyjád°ení parametru v odstavci
9.5.

Dále si uv¥domíme, ºe pro jednotlivé komponenty platí

ˆ ∞
0

∏
i∈y∗

Θ
νi|ϕ+δ(i|ϕ,y|ψ)

i|ϕ dΘy|ψ =

{
B (νϕ) pro δ = 0,

B (νψ + 1) pro δ = 1.

Potom se v²echny £leny s δ = 0 zkrátí se stejným £lenem ve funkci B a z·stane jen £len
s δ = 1 a odpovídajícím normaliza£ním £lenem ve jmenovateli. Pokra£ujeme ve výpo£tu

∗2∗ =
B (νψ + δ (i, y))

B (νψ)
=

∏
i∈y∗ Γ(νi|ψ+δ(i,y))
Γ(

∑
i∈y∗ νi|ψ+1)∏
i∈y∗ Γ(νi|ψ)

Γ(
∑
i∈y∗ νi|ψ)

= ∗3 ∗ .

Op¥t δ (i, y) je nula v²ude krom¥ p°ípadu, kdy y = i. V²echny ostatní £leny se zkrátí.
Dostaneme

∗3∗ =

Γ(νy|ψ+1)
Γ(

∑
i∈y∗ νi|ψ+1)
Γ(νy|ψ)

Γ(
∑
i∈y∗ νi|ψ)

=

νy|ψ∑
i∈y∗ νi|ψ

Γ(νy|ψ)
Γ(

∑
i∈y∗ νi|ψ)

Γ(νy|ψ)
Γ(

∑
i∈y∗ νi|ψ)

=
νy|ψ∑
i∈y∗ νi|ψ

.

V první úprav¥ p°edchozího výrazu jsme vyuºili vlastnosti gama funkce (9.8). Tím jsme
dokázali vztah (9.18).

9.12 Bodový odhad likelihoodu

Uvést likelihood ...

Vzorec (3.1) také ilustruje jeden ze základních princip· bayesovství. Pokud zacházíme s
objektem (tady je to model) a neznáme parametry, musíme tyto parametry odhadnout.
Parametry se kaºdopádn¥ odhadují na základ¥ pouºití Bayesova vzorce (9.3). Výsledkem
odhadu je bu¤ aposteriorní hp, která nese maximum informace o odhadu, nebo bodový
odhad, který zanedbává neur£itost odhadu, ale zato práce s ním je daleko jednodu²²í.

Optimální zp·sob zavedení odhadu do objektu je vyuºití celé aposteriorní hp, jak je to
ukázáno v (3.1). Tady nepouºijeme jen jedno £íslo jako odhad, ale v²echny jeho moºné
hodnoty a výsledek na£ítáme (integrujeme) s vahami, které vyjad°ují skute£nost, ºe tato
hodnota odhadu je správná (váhy jsou dány aposteriorní hp).

Jednodu²²í zp·sob práce s odhady je vyuºití bodových odhad·. Podstatou toho je apro-
ximace aposteriorní hp pomocí Diracovy funkce δ

δ (x; ξ) =

{
0 ∀x 6= ξ

∞ pro x = ξ
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a p°itom platí ˆ ∞
−∞

δ (x; ξ) dx = 1, ∀ξ ∈ R

Pro rozumné funkce g (x) platí (a je také de�nicí)
ˆ ∞
−∞

δ (x; ξ) g (x) dx = f (ξ) .

Poloºíme-li tedy
f (Θ|d (t− 1)) = δ

(
Θ; Θ̂t−1

)
kde Θ̂t−1 je bodový odhad spo£tený s pomocí f (Θ|d (t− 1)) , dostaneme17 z (3.1)

f (yt|ut, d (t− 1)) =

ˆ
Θ∗
f (yt|ψt,Θ) δ

(
Θ; Θ̂t−1

)
dΘ = f

(
yt|ψt, Θ̂t−1

)
(9.19)

Postup je tedy následující:

• paraleln¥ s hlavní úlohou provádíme vývoj aposteriorní hp,

• z aposteriorní hp po£ítáme bodové odhady parametr·,

• bodové odhady parametr· dosadíme za skute£né parametry.

Výsledek jednokrokové predikce s dosazenými bodovými odhady parametr· má dobrou
interpretaci:

1. Odhad budoucí hodnoty výstupu
Jak jsme se jiº zmínili, vzorec (9.19) , který vychází z (3.1) dává popis budoucího
výstupu ve form¥ jeho podmín¥né hp.

2. Vyhodnocení odhadu parametr· vzhledem k modelu
Model je ur£en z m¥°ených dat. Parametry ur£ují vztahy mezi t¥mito veli£inami.
Hodnota hustoty pravd¥podobnosti modelu s dosazenými daty a odhady parame-
tr· vyjad°uje p°íslu²nost parametr· k dat·m. �ím je v¥t²í, tím vice parametry
odpovídají dat·m.

3. Posouzení hodnoty výstupu
Chceme-li posoudit, zda m¥°ený výstup odpovídá modelu (který je ur£en minulými
daty a odhady parametr·), dosadíme jej jednodu²e do modelu. �ím je výsledná
hodnota v¥t²í, tím více hodnota výstupu odpovídá modelu.

17Obecn¥ platí: Máme objekt O (z) , závislý na veli£in¥ z. Odhad a s aposteriorní hp je st°ední hodnota
tohoto objektu. Tu p°ibliºn¥ nahrazujeme objektem s dosazenou st°ední hodnotou z .

= ẑˆ
z∗
O (z) f (z|d (t)) dz

.
= O (ẑ)

Tedy zmizí integrál i aposteriorní hp a v objektu se objeví odhad ẑ.
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9.13 Predikce s normálním modelem

Konstrukce prediktivní hp pro vícekrokovou predikci je v obecném p°ípad¥ tak sloºitá,
ºe je prakticky nespo£itatelná. Situaci budeme demonstrovat pro nejjednodu²²í moºný
p°ípad - dvoukroková predikce s normálním regresním modelem 1. °ádu bez °ídící veli£iny.

Máme model
yt = ayt−1 + et,

kde et ∼ N (0, r) a parametry a, r neznáme. Tento model de�nuje hp

f (yt|yt−1) =
1√
2πr

exp

{
− 1

2r
(yt − ayt−1)2

}
.

Chceme ur£it prediktivní hp
f (yt+2|y (t)) .

Platí
f (yt+2|y (t)) =

ˆ
y∗t+1

f (yt+2|yt+1) f (yt+1|yt) dyt+1 =

dosadíme za model

=

ˆ
y∗t+1

1√
2πr

exp

{
− 1

2r
(yt+2 − ayt+1)2

}
1√
2πr

exp

{
− 1

2r
(yt+1 − ayt)2

}
dyt+1.

Budeme integrovat dopln¥ním na £tverec. Dopln¥ní provedeme v exponentu (za vytknu-
tým faktorem −1/2r.

(yt+2 − ayt+1)2 + (yt+1 − ayt)2 =

= y2
t+2 − 2ayt+2yt+1 + a2y2

t+1 + y2
t+1 − 2ayt+1yt + a2y2

t =

upravíme na troj£len v yt+1

=
(
a2 + 1

)
y2
t+1 − 2a (yt+2 + yt) yt+1 + y2

t+2 + a2y2
t =

a dopln¥ním na £tverec v yt+1 dostaneme

=
(
a2 + 1

) [
y2
t+1 − 2

a

a2 + 1
(yt+2 + yt) yt+1

]
+ y2

t+2 + a2y2
t =

=
(
a2 + 1

) [
yt+1 −

a

a2 + 1
(yt+2 + yt)

]2

+

+y2
t+2 + a2y2

t −
a2

a2 + 1
(yt+2 + yt)

2
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první £len integrací zmizí a nás zajímá druhý £len

y2
t+2 + a2y2

t −
a2

a2 + 1

(
y2
t+2 + 2yt+2yt + y2

t

)
=

=

(
a2 + 1

)
y2
t+2 +

(
a2 + 1

)
a2y2

t − a2y2
t+2 − 2a2yt+2yt − a2y2

t

a2 + 1
=

=
y2
t+2 + a4y2

t − 2a2yt+2yt

a2 + 1
=

(
yt+2 + a2yt

)2
a2 + 1

Vrátíme se zp¥t k hp a dostáváme

f (yt+2|y (t)) =
1√

2π (a2 + 1) r
exp

{
− 1

2 (a2 + 1) r

(
yt+2 + a2yt

)2}
.

Prediktivní hp bude op¥t normální, se st°ední hodnotou a2yt a rozptylem
(
a2 + 1

)
r.

9.14 Logistická regrese

Derivace v¥rohodnostní funkce

Derivace logaritmu v¥rohodnostní funkce lnL s modelem (??) podle Θ je

∂

∂Θ
lnL (Θ) =

t∑
τ=1

[
yτψτ −

exp (zτ )

1 + exp (zτ )
ψτ

]
=

t∑
τ=1

(yτ − pτ )ψτ ,

kde podle (??) je zτ = ψτΘ a tedy dzτ/dΘ = ψτ . Dále jsme ozna£ili

pτ =
exp (zτ )

1 + exp (zτ )
= P (yt = 1|ψτ ,Θ) .

Druhá derivace lnL podle Θ je

∂2

∂Θ2
lnL (Θ) =

∂

∂Θ

t∑
τ=1

(yτ − pτ )ψτ =

t∑
τ=1

∂

∂Θ
pτψτ =

t∑
τ=1

pτ (1− pτ )ψ
′
τψτ ,

protoºe

∂

∂Θ
pτ =

∂

∂Θ

exp (zτ )

1 + exp (zτ )
=

exp (zτ )ψ
′
τ (1 + exp (zτ ))− exp (zτ ) exp (zτ )ψ

′
τ

(1 + exp (zτ ))2 =

=
exp (zτ )ψ

′
τ

(1 + exp (zτ ))2 =

(
exp (zτ )

1 + exp (zτ )

1

1 + exp (zτ )

)
ψ
′
τ = pτ (1− pτ )ψ

′
τ .

Pro hledání maxima logaritmu v¥rohodnostní funkce lnL je výhodné pouºít Newtonovu
metou18

18Výhodné je to zejména pro to, ºe se nám poda°ilo analyticky spo£ítat jak první, tak i druhou
derivaci maximalizované funkce lnL.
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Newton·v algoritmus

Pomocí Newtonova algoritmu je moºné numericky hledat extrémy19 nelineárních funkcí.
Ozna£me takovou funkci g (x), kde x = [x1, x2 · · ·xn]′. Dále ozna£me gradient této funkce

g′ (x) =


∂g
∂x1
∂g
∂x2
· · ·
∂g
∂xn


a Hessovu matici

g′′ (x) =


∂2g
∂x21

∂2g
∂x1∂x2

· · · ∂2g
∂x1∂xn

∂2g
∂x2∂x1

∂2g
∂x22

· · · ∂2g
∂x2∂xn

· · · · · · · · · · · ·
∂2g

∂xn∂x1
∂2g

∂xn∂x2
· · · ∂2g

∂x2n

 .

Algoritmus za£íná hledáním extrému ve zvoleném bod¥ x(0) a v dal²ích bodech x(1), x(2), · · ·
se hledá následujícím zp·sobem:

provedeme Taylor·v rozvoj funkce g v bod¥ x(i) a vezmeme jeho první t°i £leny

g (x)
.
= g

(
x(i)
)

+ g′
(
x(i)
)(

x− x(i)
)

+
1

2
g′′
(
x(i)
)(

x− x(i)
)2
.

Následující bod hledání x(i+1) poloºíme do maxima (minima) rozvoje - do bodu, kde je
derivace nulová:

g′
(
x(i)
)

+ g′′
(
x(i)
)(

x(i+1) − x(i)
)

= 0

Z toho plyne:

x(i+1) = x(i) −
g′
(
x(i)
)

g′′
(
x(i)
) .

Iterace provádíme tak dlouho, dokud dva po sob¥ následující body nejsou dostate£n¥
blízko.

9.15 Generování hodnot posunutého exponenciálního rozd¥lení

Hodnoty z exponenciálního rozd¥lená se generují velice snadno pomocí normálního roz-
d¥lení p°es inverzní distribu£ní funkci

f (y) = a exp {−ay} → F (y) = 1− exp {−ay}
19Pozor! Jde samoz°ejm¥ o lokální extrémy.
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odtud
y = −1

a
ln (1− F ) = −1

a
ln (F )

kde F generujeme z rovnom¥rného rozd¥lení (potom i hodnoty 1 − F jsou rovnom¥rn¥
rozd¥leny).

Hodnoty z posunutého exponenciálního rozd¥lení generujeme tak, ºe generujeme hodnoty
y −A podle p°edchozího návodu a hodnoty y dopo£ítáme. Tedy

y = A− 1

a
ln (F ) .
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10 ELEMENTÁRNÍ ÚLOHY

10 Elementární úlohy

10.1 Odhad parametr· normálního regresního modelu

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
% Simulat ion , e s t imat i on and p r ed i c t i o n with
% SISO r e g r e s s i o n model with normal no i s e

nD=100; % length o f time run

% parameters f o r s imu la t i on
% b0 a1 b1 a2 b2 . . . k
th=[1 . 6 −.8 . 2 . 1 1 ] ; % r e g r e s s i o n c o e f f i c i e n t s
s =.1 ; % std . o f no i s e
% Rem: the parameters must have the i nd i c a t ed order , they
% a l s o determine the model order .

y=ze ro s (1 ,nD) ;
u=randn (1 ,nD) ;

nE=2; % order f o r e s t imat ion
nP=3; % length o f p r ed i c t i on

% computed dimensions
nTh=length ( th ) ; % length o f sim . parameters
nS=nTh/2−1; % order o f sim . model
nV=2∗nE+3; % order o f i n f . matrix
n1=max(nS , nE)+1; % beginning o f time run
n2=nD−nP+1; % end o f time run

% Time loop
V=.1∗ eye (nV) ; % i n i t . i n f . matrix
f o r t=n1 : n2 % TIME LOOP beginning −−−−−−−−−
% simula t i on
ps=genps (nS , t , y , u ) ; % r e g r e s s i o n vec to r
y ( t)=th∗ps '+ s ∗ randn ; % simulated output
% es t imat ion
Ps=[y ( t ) genps (nE , t , y , u ) ] ; % r e g r e s s i o n vec to r
V=V+Ps '∗Ps ; % in fo rmat ion matrix
Eth ( : , t )=v2thN(V/t , 1 ) ; % point e s t imate s
% pr ed i c t i o n
y i=y ( 1 : t−1); % o lde r data ( at time t )
f o r j =0:(nP−1) % loop o f p r ed i c t i o n
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ps=genps (nE , t+j , yi , u ) ; % r e g r e s s i o n vec to r
y i ( t+j )=ps∗Eth ( : , t ) ; % aux i l i a r y p r ed i c t i o n

end
yp ( t+nP−1)=y i ( t+nP−1); % f i n a l p r ed i c t i on at t

end % TIME LOOP end −−−−−−−−−−−−−−−

% Resu l t s
s=1:nD;
s e t ( f i g u r e ( 1 ) , ' po s i t i on ' , [ 6 5 0 50 300 300 ] )
p l o t ( s , y , ' b ' , s , yp , ' r : ' )
t i t l e ( ' Output and i t s p r ed i c t i on ' )

s e t ( f i g u r e ( 2 ) , ' po s i t i on ' , [ 1 0 0 0 50 300 300 ] )
p l o t (Eth ' )
t i t l e ( ' Evolut ion o f est imated parameters ' )

10.2 Odhad parametr· regresního modelu s rovnom¥rným ²umem

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
% Simulat ion , e s t imat i on and p r ed i c t i o n o f
% SISO r e g r e s s i o n model with uniform no i s e

nD=200; % length o f time run

% parameters f o r s imu la t i on
a=−3; b=5;

y=ze ro s (1 ,nD) ;
u=randn (1 ,nD) ;

% computed dimensions
n1=2; % beginning o f time run
n2=nD−1; % end o f time run

Ea=1000; % i n i t i a l s t a t i s t i c s
Eb=−1000; % ( lower and upper bound )

% Time loop
f o r t=n1 : n2 % TIME LOOP beginning −−−−−−−−−
% simula t i on
y ( t )=(b−a )∗ rand+a ; % simulated output

% es t imat ion
Ea( t)=min (Ea( t−1) ,y ( t ) ) ; % update o f the s t a t i s t i c s
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Eb( t)=max(Eb( t−1) ,y ( t ) ) ; % update o f the s t a t i s t i c s

% p r ed i c t i o n
yp ( t )=(Eb( t)+Ea( t ) ) / 2 ;

end % TIME LOOP end −−−−−−−−−−−−−−−

% Resu l t s
f p r i n t f ( ' Lower bound = %g , es t imate = %g\n ' , a , Ea( n2 ) )
f p r i n t f ( ' Upper bound = %g , es t imate = %g\n ' , b ,Eb( n2 ) )

s=n1 : n2 ;
s e t ( f i g u r e ( 1 ) , ' po s i t i on ' , [ 7 5 0 50 600 500 ] )
p l o t ( s , Ea( s ) , s ,Eb( s ) )
ax i s ( [ 1 nD Ea(n2)−1 Eb(n2 )+1])

s e t ( f i g u r e ( 2 ) , ' po s i t i on ' , [ 1 5 0 50 600 500 ] )
p l o t ( s , y ( s ) , s , yp ( s ) )

10.3 Odhad modelu s exponenciálním rozd¥lením ²umu

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
% Simulat ion and es t imat ion o f
% SISO sh i f t e d exponent i a l d i s t r i b u t i o n
% f (y | a ,A)=a . exp(−a (y−A)) pro y>=A, j i nak nula

nD=500; % length o f time run

% parameters f o r s imu la t i on
a=.6; A=2; % c o e f f i c i e n t s

y=ze ro s (1 ,nD) ;
u=randn (1 ,nD) ;

% Time loop
S=0; ka=0; my=i n f ; % i n i t . s t a t i s t i c s
f o r t=1:nD % TIME LOOP beginning −−−−−−−−−
% sumulation
y ( t)=A−l og ( rand )/ a ; % simulated output
% es t imat ion
S=S+y( t ) ;
ka=ka+1;
i f y ( t)<my, my=y( t ) ; end
Ea=1/(S/ka−my) ;
EA=my;
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Eth ( : , t )=[Ea ; EA] ;
end % TIME LOOP end −−−−−−−−−−−−−−−

% Resu l t s
d i sp ( ' Estimated parameters ' )
Ea ,EA

se t ( f i g u r e ( 1 ) , ' po s i t i on ' , [ 6 5 0 50 300 300 ] )
[ f , x]= h i s t (y , 2 0 ) ;
bar (x , f )
t i t l e ( ' Histogram of the output ' )
ax i s ( [ 0 max(x ) 0 max( f ) ] )

s e t ( f i g u r e ( 2 ) , ' po s i t i on ' , [ 1 0 0 0 50 300 300 ] )
p l o t (Eth ' )
t i t l e ( ' Evolut ion o f est imated parameters ' )
l egend ( 'Ea ' , 'EA' , 0 )

10.4 Odhad diskrétního modelu s kategorickým rozd¥lením

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
% s imulat ion , e s t imat ion and p r ed i c t i o n
% with d i s c r e t e ( c a t e g o r i c a l ) model
% f (y ( t ) | u ( t ) , y ( t −1)) , y in {0 ,1 ,2} , u in {0 ,1}

nd=2000;
y=ze ro s (1 , nd ) ;
u=rand (1 , nd ) <.3; % gene ra t i on o f u

% u( t ) y ( t−1) % parameter
th =[ .01 .98 . 0 1 ; % 0 0

.01 .01 .98 % 0 1

.97 .02 .01 % 0 2

.02 .97 .01 % 1 0

.97 .02 .01 % 1 1

.01 .07 . 9 2 ] ; % 1 2

% Simulat ion
f o r t=2:nd

j=3∗u( t)+y( t−1)+1; % row in th
y ( t)=sum( rand>cumsum( th ( j , : ) ) ) ;

end
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% Estimation
nu=ones ( 6 , 3 ) ; % s t a i s t i c s
f o r t=2:nd

j=3∗u( t)+y( t−1)+1; % row in nu
nu( j , y ( t )+1)=nu( j , y ( t )+1)+1; % update o f nu
e s t=fnorm (nu , 2 ) ; % point e s t imate
Eth ( : , t )= e s t ( : ) ;

end

% Pred i c t i on
f o r t=2:nd

j=3∗u( t)+y( t−1)+1; % row in th
Et=reshape (Eth ( : , t ) , 6 , 3 ) ; % parameter e s t imate
yp ( t)=sum( rand>cumsum(Et ( j , : ) ) ) ; % p r ed i c t i o n

end

% RESULTS
f i g u r e (1 )
p l o t (Eth ' )
t i t ='Evolut ion o f parameter es t imates ' ;
x la='time ' ;
y la=' values ' ;
t i t l e ( t i t , ' f o n t s i z e ' , 2 2 , ' FontName ' , ' Times ' )
x l ab e l ( xla , ' f o n t s i z e ' , 1 8 , ' FontName ' , ' Times ' )
y l ab e l ( yla , ' f o n t s i z e ' , 1 8 , ' FontName ' , ' Times ' )

s=(nd−50+1):nd ;
f i g u r e (2 )
p l o t ( s , y ( s ) , ' o ' , s , yp ( s ) , ' x ' )
ax i s ( [ min ( s )−1 max( s )+1 −.1 2 . 1 ] )
h=legend ( ' output ' , ' p r ed i c t i on ' , 0 ) ;
s e t (h , ' f o n t s i z e ' , 1 4 , ' FontName ' , ' Times ' )
t i t ='Evolut ion o f parametr es t imates ' ;
x la='time ' ;
y la=' values ' ;
t i t l e ( t i t , ' f o n t s i z e ' , 2 2 , ' FontName ' , ' Times ' )
x l ab e l ( xla , ' f o n t s i z e ' , 1 8 , ' FontName ' , ' Times ' )
y l ab e l ( yla , ' f o n t s i z e ' , 1 8 , ' FontName ' , ' Times ' )

10.5 O�-line odhad parametr· modelu

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
% Simulat ion o f RM, o f f−l i n e est imat ion , 1 st−p r ed i c t i o n
% − i n f l u e n c e o f amplitude and type o f no i s e to e s t i a t e s and p r ed i c t i o n
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nD=1000;

b0=[1 −.8 . 2 ;
0 1 . 3 ] ;

b1=[ .1 0 0 ;
0 −.2 . 1 ] ;

a1=[ .6 . 1 ;
−.3 . 2 ] ;

k=[2 ;−1] ;
s =5.5∗ [1 . 2 ; 0 1 ] ;

y=ze ro s (2 ,nD) ;
u=randn (3 ,nD) ;

Typ=5; % type o f no i s e
f o r t=2:nD

switch Typ
case 1

e ( : , t )=randn ( 2 , 1 ) ; % normal
case 2

e ( : , t )=rand (2 ,1 ) − . 5 ; % uniform
case 3

e ( : , t)=− l og ( rand ( 2 , 1 ) ) ; % exponent i a l
case 4

df=5; % deg . o f freedom
ee=randn (2 , df ) ;
e ( : , t )=diag ( ee ∗ee ' ) ; % ch i2

case 5
df=1; % deg . o f freedom
ee=randn (2 , df ) ;
e ( : , t )=randn ( 2 , 1 ) . / sq r t ( diag ( ee ∗ee ' ) . / df ) ; % Student

end

y ( : , t )=b0∗u ( : , t )+a1∗y ( : , t−1)+b1∗u ( : , t−1)+k+s ∗e ( : , t ) ;
end

q=2:nD;
nk=length (q ) ;
Y=y ( : , q ) ' ; X=[u ( : , q ) ' y ( : , q−1) ' u ( : , q−1) ' ones (nk , 1 ) ] ;
Et=inv (X'∗X)∗X'∗Y; Et '

yp=(X∗Et ) ' ;
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s e t ( f i g u r e ( 1 ) , ' po s i t i on ' , [ 6 5 0 50 600 500 ] )
subplot (311) , p l o t (q , y (1 , q ) , q , yp ( 1 , : ) ) , hold on
t i t l e ( ' y1 and yp1 ' )
subplot (312) , p l o t (q , y (2 , q ) , q , yp ( 2 , : ) )
t i t l e ( ' y2 and yp2 ' )
subplot (313) , p l o t (q , e (1 , q ) , q , e (2 , q ) ) , hold o f f
t i t l e ( ' e1 and e2 ' )

10.6 Exponenciální zapomínání v odhadu parametr· modelu

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
% Est imation o f y ( t)=a . y ( t−1)+bu( t)+e ( t ) with f o r g e t t i n g

nd=1500;
phi =.995; % f o r g e t t i n g f a c t o r
a=.3; b=1; sd =.01; % sim . parametrs
u=s i n ( 10∗ ( 1 : nd)/nd)+.1∗ randn (1 , nd ) ; % input
V=ze ro s ( 3 ) ;

y=ze ro s (1 , nd ) ;
f o r t=2:nd % time loop
% s imu la t i on
b=b+.01∗ randn ; % va r i a t i o n s o f b
y ( t)=a∗y ( t−1)+b∗u( t)+sd∗ randn ;

% es t imat ion
Ps=[y ( t ) y ( t−1) u( t ) ] ' ; % r e g r e s s i o n vec to r
V=phi ∗V+Ps∗Ps ' ; % s t a t i s t i c s update
Et=v2thN(V/t , 1 ) ; % point e s t imate s

% remember
bt ( t)=b ;
Ea( t)=Et ( 1 ) ;
Eb( t)=Et ( 2 ) ;

end

% RESULTS
s=1:nd ;
f i g u r e (1 )
p l o t ( s , bt ( s ) , ' r ' , s , Eb( s ) , 'm' , s , Ea( s ) , ' b ' )
ax i s ( [ min ( s )−1 max( s )+1 0 1 . 5 ] )
l egend ( ' sim b ' , ' e s t b ' , ' e s t a ' , 0 )
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10.7 Odhad struktury regresního modelu

c l c , c l e a r a l l , c l o s e a l l
addpath ' funct '
% Struc ture determinat ion us ing l i n e a r rwgre s s i on

nd=300; % number o f p r i o r data
a=.6; b0=1; b1=.2; c=1; sd =.1; % s imu la t i on c o e f f i c i e n t s

% Simulat ion
y=ze ro s (1 , nd ) ; % output
u=randn (1 , nd ) ; % input
v=s in ( 10∗ ( 1 : nd)/nd)+.1∗ randn (1 , nd ) ; % ex t e rna l v a r i a b l e
w=.2∗ abs ( cos ( 35∗ ( 1 : nd)/nd+5)) ; % not used ex t e rna l
f o r t=2:nd
y ( t)=a∗y ( t−1)+b0∗u( t)+b1∗u( t−1)+c∗v ( t)+sd∗ randn ; % model

end

% Normal izat ion o f v a r i a b l e s
y=(y−mean(y ) )/ std (y ) ;
u=(u−mean(u ) )/ std (u ) ;
v=(v−mean(v ) )/ std (v ) ;
w=(w−mean(w))/ std (w) ;

% Estimation
V=ze ro s ( 9 ) ;
f o r t=3:nd
% r e g r e s s i o n vec to r with some wrong v a r i a b l e s
Ps=[y ( t ) ; y ( t−1);y ( t−2);u ( t ) ; u ( t−1);u ( t−2);v ( t ) ;w( t ) ; 1 ] ;
V=V+Ps∗Ps ' ; % update o f s t a t i s t i c s

end

th=v2thN(V/nd , 1 ) % point e s t imate s o f parameters
f i gu r e , bar ( th ) % p lo t o f r e s u l t s
% From the r e g r e s s i o n vector , the v a r i a b l e s cor re spond ing
% to almost ze ro c o e f f i c i e n t s are inc luded . The border i s
% h e u r i s t i c and can be s e t so that the r e s u l t i n g model i s
% reasonab l e : )

t i t ='Regess ion c o e f f i c i e n t s ' ;
x l=' order in r e g r e s s i o n vector ' ;
y l=' values ' ;

t i t l e ( t i t , ' f o n t s i z e ' , 2 2 , ' FontName ' , ' Times ' )
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x l ab e l ( xl , ' f o n t s i z e ' , 1 8 , ' FontName ' , ' Times ' )
y l ab e l ( yl , ' f o n t s i z e ' , 1 8 , ' FontName ' , ' Times ' )
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11 KNIHOVNA FUNKCÍ

11 Knihovna funkcí

V této kapitole budou uvedeny a popsány funkce, které s vyuºívají ve d°íve uvedených
programech.

11.1 c2c.m

� výpo£et bodových odhad· ukazovátka z hp f (ct|d (t)) pro t = 1, 2, · · ·

f unc t i on [ p Tn]=c2c ( ct , Ect )
% cc=c2c ( ct , Ect ) permutation o f po in t e r va lue s
% ct s imulated po in t e r
% Ect est imated po in t e r
% np length o f p r ed i c t i o n
%
% USSAGE:
% [ pt vt ]=c2c ( ct , Ect ) ;
% Tct=pt ( Ect ) ;

m=max( ct ) ; % number o f components
T=ze ro s (m,m) ;
n=min ( l ength ( ct ) , l ength ( Ect ));% common area f o r s imu l a t i o

% and es t imat ion
f o r i =1:n
T( ct ( i ) , Ect ( i ))=T( ct ( i ) , Ect ( i ))+1; % t r an s f . matrix

end
Tn=fnorm (T, 2 ) ; % norma l i za t i on o f T

% computation o f t rans fo rmat ion vec to r
% p( sim ) <−> es t . . . > p lo t (p( sim ) , e s t ) i s OK
p= [ ] ;
f o r i =1:m

[ xxx mx]=max(Tn( i , : ) ) ;
p=[p mx ] ;

end

% Check no c l u s t e r i s caught by more than one comoonent
f o r i =1:n

i i=sum( i==p ) ;
i f i i >1
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di sp ( '∗∗∗ Components are over lapp ing ∗∗∗ ' )
end

end

11.2 catKL.m

� Kullback_Leiblerova divergence pro kategorická rozd¥lení

func t i on d=catKL(p , q )
% d=catKL(p , q ) Kullback−Le i b l e r f o r c a t e g o r i c a l d i s t .

p=p ( : ) / sum(p ) ;
q=q ( : ) / sum(q ) ;

d=sum(p .∗ l og (p . / q ) ) ;

11.3 drift.m

� generátor skoro-náhodné procházky

func t i on y=d r i f t (nd)
% c lc , c l e a r a l l
%
% nd=1000;

y (1)=0;
a=nd∗ rand ;
f o r i =2:nd
y ( i )=.05∗ s i n (5∗ i /nd−a )+.9∗y ( i −1)+.01∗ rand ;

end

% f i g , p l o t ( y )
% ax i s ( [ 1 nd −1 1 ] )
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11.4 fnorm.m

� normování vektoru (matice) na sou£et 1

func t i on fn=fnorm ( f , i )
% fn=fnorm ( f , i ) norma l i za t i on o f p r o b a b i l i s t i c t ab l e
% fn normal ized tab l e
% f tab l e
% i d i r e c t i o n i=1 norm colunms , i=2 norm rows

i f narg in==1,
s f=sum(sum( f ) ) ;
fn=f / s f ;
return ,

end
[m n]= s i z e ( f ) ;
i f i==1
f1=sum( f , 1 ) ;
fn=f . / ( ones (m, 1 )∗ f 1 ) ;
e l s e
f 2=sum( f , 2 ) ;
fn=f . / ( f 2 ∗ones (1 , n ) ) ;
end

11.5 GaussN.m

� hp vícerozm¥rného normálního rozd¥lení

func t i on [ p Lp]=GaussN(x ,m,R)
% [ p Lp]=GaussN(x ,m,R) value o f mu l t i v a r i a t e Gaussian pdf

% p p r obab i l i t y
% Lp logar i thm of prob .
% x r e a l i z a t i o n
% m expec ta t i on
% R covar iance matrix

x=x ( : ) ; % column vec to r
m=m( : ) ; % column vecto r
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11.6 genps.m 11 KNIHOVNA FUNKCÍ

n=max( s i z e (R) ) ;
Lp=−.5∗(n∗ l og (2∗ pi )+ log ( det (R) ) ) ;
ex=(x−m) '∗ inv (R+1e−5∗eye ( s i z e (R) ) ) ∗ ( x−m) ;
Lp=Lp−.5∗ ex ;
p=exp (Lp ) ;

11.6 genps.m

� generování regresního vektoru pro lineární regresní vektor

func t i on ps=genps (n , t , y , u )
% ps=genps (n , t , y , u ) gene ra t i on o f r e g r e s s i o n vec to r \ p s i
% i . e . without y ( t )
% n order
% t time
% y output
% u input

ps=u ( : , t ) ' ;
f o r i =1:n

ps=[ps y ( : , t−i ) ' u ( : , t−i ) ' ] ;
end
ps=[ps 1 ] ;

11.7 logReg.m

� odhad a predikce s logistickým modelem

func t i on [ py yp yr b]= logReg (b , y , x )
% logReg (b , y , x ) p r ed i c t i o n f o r LR with mult inomial Y
%
% yp p r ed i c t i o n in p r o b a b i l i t i e s
% yr p r ed i c t i on in va lue s 0 ,1 ( rounded yp )
% b es t imate s o f parameter ( i f performed )
% b r e g r e s s i o n c o e f f i c i e n t s (b=[ ] − with e s t imat ion )
% y regre s sand − independent
% x r e g r e s s o r − dependant
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11.8 lrLik.m 11 KNIHOVNA FUNKCÍ

%
i f isempty (b)
% Estimation
opt . Display=' o f f ' ;
opt . MaxFunEvals=10000;
opt . MaxIter=10000;
b0=1∗randn ( s i z e (x ,2)+1 ,max(y ) ) ;
[ b , v0 , ex , out ]= fminsearch (@(b) − l r L i k (b , y , x ) , b0 , opt ) ;
i f ex<1, f p r i n t f ( ' \ n Wrong e x i t cond i t i on : ex = %d\n ' , ex ) , end

end

% Pred i c t i on
[ n m]= s i z e ( x ) ;
xp=[ ones (n , 1 ) x ] ;
ex=exp (xp∗b ) ;
se=sum( ex , 2 ) ;
dn=(se+1)∗ones (1 ,max(y ) ) ;
py=ex . / dn ;
py=[1−sum(py , 2 ) py ] ;
yr=ze ro s (n , 1 ) ;
f o r i =1:n

[mx ix ]=max(py ( i , : ) ) ;
yr ( i )=ix −1;

end
yp=py ∗ [ 0 : s i z e (py , 2 ) −1 ] ' ;

11.8 lrLik.m

� výpo£et log-likelihoodu pro logistickou regresi

f unc t i on logL=l rL i k (b , y , x )
% logL=l rL i k (b , y , x ) log−l i k e l i h o o d f o r l o g i s t i c r e g r e s s i o n
% logL logar i thm of l i k e l i h o o d
% b parameters o f l o g i s t i c model
% y output
% x r e g r e s s i o n vec to r

[ n m]= s i z e ( x ) ; % number o f data , l ength o f x
K=max(y ) ; % number o f va lue s o f y
x1=[ ones (n , 1 ) x ] ; % f u l l r e g r e s s i o n vec to r
m1=m+1; % length o f x1
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11.9 normKL.m 11 KNIHOVNA FUNKCÍ

ny=ze ro s (1 ,K+1);
logL=0;
% eva lua t i on o f log−l i k e l i h o o d
f o r i =1:n

z=x1 ( i , : ) ∗ b ;
p=exp ( z ) ./(1+sum( exp ( z ) ) ) ;
p0=1/(1+sum( exp ( z ) ) ) ;
j=y ( i ) ;
i f j==0
logL=logL+log ( p0 ) ;

e l s e
logL=logL+log (p( j ) ) ;

end
end

11.9 normKL.m

� Kullback_Leiblerova divergence pro normální rozd¥lení

f unc t i on d=normKL(m1,m2, r1 , r2 )
% d=normKL(m1,m2, r1 , r2 ) KL d i s t anc e o f two normal d i s t .
% d=KL(N1 |N2)
% m1, m2 expec ta t i on s
% r1 , r2 cova r i ance s

m1=m1 ( : ) ;
m2=m2 ( : ) ;

n=length (m1) ;
d1=t ra c e ( inv ( r2 )∗ r1 ) ;
d2=(m2−m1) '∗ inv ( r2 )∗ (m2−m1) ;
d3=det ( r2 )/ det ( r1 ) ;

d=.5∗(d1+d2+log ( d3)−n ) ;

11.10 scal.m

� ²kálování dat (st°ení hodnota 0, rozptyl 1)
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11.11 seed.m 11 KNIHOVNA FUNKCÍ

f unc t i on [ y ,mD, sD]= s c a l (x ,mD, sD)
% y=s c a l ( x ) s c a l i n g data f o r i n i t
% y s ca l ed data
% mD mean o f channe l s
% sD standard dev i a t i on o f channe l s
% x data to be f i l t e r e d ( in rows ! ! ! )

[m, n]= s i z e ( x ) ;
i f nargin<2
mD=mean(x ' ) ' ;
sD=sq r t ( var (x ' ) ) ' ;

end
i i=f i nd (sD==0);
sD( i i )=1;
mD=mD( : ) ; sD=sD ( : ) ;
y=(x−mD∗ones (1 , n ) ) . / ( sD∗ones (1 , n ) ) ;

11.11 seed.m

� nastavení �seed� pro náhodné generátory rand a randn

func t i on seed (n1 , n2 )
% seed (n1 , n2 ) s e t s seed f o r rand and randn
% n1 number f o r rand
% n2 number f o r randn

i f nargin <2, n2=97531; end
i f nargin <1, n1=13579; end

rand ( ' seed ' , n1 ) , randn ( ' seed ' , n2 ) ;

11.12 th2v.m

� konstrukce apriorní informa£ní matice z apriorních dat

func t i on V=th2v ( th )
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11.13 unscal.m 11 KNIHOVNA FUNKCÍ

ni =100;
n=length ( th )
m=length ( th {1} ) ;

f o r i =1:n
Psi=[ th{ i }∗ ones (1 , n i )+.01∗ randn (m, n i ) ;

ones (1 , n i ) ] ;
V{ i }=Psi ∗Psi '∗2/ n i ;

end

11.13 unscal.m

� od²kálování dat

func t i on y=unsca l (x ,mD, sD)
% y=unsca l (x ,mD, sD) uncsa l e the data x
% y uncsa led data
% x data to be unsca led
% mD mean o f the channe l s
% sD std o f the channe l s

[m, n]= s i z e ( x ) ;
mD=mD( : ) ; sD=sD ( : ) ;
y=diag (sD)∗x+mD∗ones (1 , n ) ;

11.14 uut.m

� výpo£et odmocniny z matice: C=UU', kde U je horní trojúhelník

func t i on u=uut (m)
% u=uut (m) m=uu ' UL−f a c t o r i z a t i o n o f sym . poz . de f . matrix
% u upprer t r i a n gu l a r matrix
% m symmetric poz . de f . square matrix

n=length (m) ;
f o r i=n:−1:1

s=0;
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11.15 v2thN.m 11 KNIHOVNA FUNKCÍ

f o r j=i +1:n
s=s+u( i , j )^2 ;

end
u( i , i )= sq r t (m( i , i )−s ) ;
f o r k=i −1:−1:1

s=0;
f o r j=i +1:n

s=s+u( i , j )∗u(k , j ) ;
end
u(k , i )=(m(k , i )−s )/u( i , i ) ;

end
end

11.15 v2thN.m

� konstrukce bodových odhad· parametr· regresního modelu ze statistik

func t i on [ th , s2 ]=v2thN(V,m)
% [ th , s2 ]=v2thN(V,m)
% Computation o f patameter e s t imate s
% from normal ized in fo rmat ion matrix
% m dimension o f y
i f nargin<2
m=1;

end
% pa r t i t i o n i n g o f in fo rmat ion matrix
Vy=V( 1 :m, 1 :m) ;
Vyf=V(m+1:end , 1 :m) ;
Vf=V(m+1:end ,m+1:end ) ;
% computation o f po int e s t imate s
th=inv (Vf+1e−5∗eye ( s i z e (Vf ) ) )∗Vyf ;
s2=(Vy−Vyf '∗ th ) ;
th=th ' ;

11.16 w�t.m

� �ltrace signálu na symetrickém okn¥
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11.16 w�t.m 11 KNIHOVNA FUNKCÍ

f unc t i on [ df dp]=wf l t ( j , k , dt I )
% [ df dp]=wf l t ( j , k , dt I ) da i l y course con s t ru c t i on
% df f i l t e r e d da i l y course
% dp rough da i l y course
% j days in a week
% k weeks in data sample
% dtI data sample
% Works f o r per iod 5 minutes = 288 samples per day

i 0 =7∗288; % numb . o f samples per week
i 1 = [ ] ;
f o r i=j % samples with in a week

i 1 =[ i 1 ( i −1)∗288+(1 :288) ] ;
end
i i = [ ] ;
f o r i=k % samples f o r the whole data (8 weeks )

i i =[ i i i 1+( i −1)∗ i 0 ] ;
end
dd=dtI ( i i ) ; % chosen data f o r DC
dI = [ ] ;
f o r i =1: l ength ( j )∗ l ength (k ) % matrix o f DCses

dI=[dI ; dd ( ( ( i −1)∗288+1):( i ∗ 2 8 8 ) ) ] ;
end
dp=mean( dI ) ; % rough da i l y course
nf =10; % f i l t r a t i o n (by c en t r a l window
dp0=[dp ( 1 : nf ) dp dp ( ( end−nf +1): end ) ] ; % averag ing )
f o r i =1:288

df ( i )=mean(dp0 ( ( i ) : ( i +2∗nf ) ) ) ; % f i l t e r e d DC
end
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