
Aplikovaná matematika



1 Lyx

Matematický editor Lyx

Lyx je matematický editor nad Latexem. Psaný text je programován a p°eloºen do výsledného formátu.

Výhody

• jednodu²e pí²e hezkou matematiku

• výstup jak je, je perfektní

• naprosto stabilní - co te¤ napí²u, budu mít za 10 let

Nevýhody

• t¥ºko se realizují vlastní formáty

• co pí²u je sice dob°e £itelné, ale jinak neº bude

• musím si pamatovat klávesové zkratky

• n¥kdy potíºe s instalací nové verze



Jak na to?

• Nejprve se instaluje Miktex - https://miktex.org/download

To je p°eklada£ pro napsaný text. Lyx se ho chytne a pouºívá ho.

• Dále se instaluje lyx - https://www.lyx.org/Download

Pozor: Download packages : on the �y - aby si sám stahoval package (je n¥kde)

Pro windows (jiné neumím)

Lyx se instaluje v adresá°i c:\Program Files (x86)\

a dále v adresá°i \AppData\Roaming\, kde si uloºí soubory, které je moºno m¥nit uºivatelsky.



Menu

• bind → user.bind (moºno zjistit, m¥nit nebo zadávat vlastní klávesové zkratky) !!! Pozor: M = Alt

• ui → stdcontext.inc (kontextové menu), stdmenus.inc (hlavní menu), stdtoolbars.inc (ikony) - tady se

lze u£it, jak napsat p°íkazy lyx.

!!! P·vodní klávesové zkratky jsou v

c:\Program Files (x86)\LyX 2.3\Resources\bind\

Zde je také p·vodní obsah ui.

Co chci zm¥nit, nakopíruju do user.bind a zm¥ním (tady nic nem¥nit !!)

Hlavní soubor je cua.bind (myslím), pak math.bind

• zbytek uº si snadno samo zjistíte :-)



Máme nainstalováno a co te¤ s tím?

M·ºeme psát s pouºitím uvedených zkratek. Ale je je²t¥ pár v¥cí okolo.

Kouknem krátce na menu:

Document (Change Tracking - opravy)

• Settings

� Document Class (volba formátu: paper, book atd.)

� Text Layout (odstavce, sloupce atd.)

� Page Layout (Portrait/Landscape, £íslování stran)

� Page Margins (vlastní okraje)

� Language (jazyk pro korekce)

� PDF Properties (nastavení pdf výstupu)

� Float Placement (umíst¥ní �oat objekt·)

Tools (zajímavé moºnosti)



• Preferences

� Editing → Shortcuts

� Paths (moºno nastavit pracovní adresá° atd.)

� File Handling (pro pokro£ilé)



Základy pro vlastní psaní

Lze pouºívat klávesové zkratky nebo menu:

Nap°. Alt+v+v - p°eloºí a ukáºe psaný text (písmenko, které se má pouºít je podtrºeno) · · · nemusí se

tolik pamatovat, je pomalej²í.

Ctrl+M - matematika v °ádku

Ctrl+Shift+M - matematika jako odstavec

Nadpisy: lze zadávat z otevíracího okénka t¥sn¥ pod File - obsah záleºí na formátu dokumentu v Docu-

ment/Settings/Document Class

Vytvo°ení dokumentu (p°eloº a ukaº) - ikona s o£ima nebo Alt+v+v (tj. View/View [PDF (pdfLatex)]

Uloºení pdf na disk - File/Export/PDF (pd�atex) - uloºí se do pracovního adresá°e.



Jak psát

• Forma

název � jednozna£ný a p°esn¥ °íkající o £em £lánek je

jméno, a�liace, kontakty � mail (rad¥ji ²kolní nebo pracovní), ORCID (£asto je zapot°ebí)

abstrakt � má nalákat £tená°e (obvykle cca 200 slov � o £em £lánek je, jaké teoretické metody pouºíváte,

hlavní p°ínos £lánku, jaká data pouºíváte)

klí£ová slova - kv·li za°azení

Úvod � motivace � pro£ je táto úloha d·leºitá, pro£ to chceme °e²it, jak to °e²í ostatní (p°ehled literatury),

jak my na to p·jdeme a £ím se li²í ná² p°ístup, struktura £lánku

Preliminaries - co je pot°eba znát p°edem, ozna£ení

Teoretické °e²ení - jak se to d¥lá

Experimenty - ºe to funguje, porovnání s existujícími metodami, popis dat a experiment·, grafy s velkými

písmeny, popis obrázk· a tabulek

Diskuze � komentá° k tomu, jak to dopadlo (co bylo cílem práce, co se povedlo, zlep²ení oproti existujícím

metodám, co se nepovedlo, potenciální vyuºití, omezení °e²ení)

Záv¥r - o £em £lánek byl (3 klí£ové body), hlavní p°ínosy °e²ení, plány do budoucna

Literatura - pozor na poºadovaný formát



• Obsah

P°edev²ím je dobré pro své téma vybrat vhodný £asopis (jestli se hodí, jaký má impakt atd.) a podívat

se, jaká má pravidla, prohlédnout pár jejich £lánk· a podle toho za£ít psát.

Základní pravidlo: kdyº chci psát, musím mít co napsat!

Tedy u kaºdé v¥ty, odstavce, kapitoly musím dob°e rozmyslet,

� co chci napsat

� a pak jestli jsem skute£n¥ napsal to, co jsem cht¥l

� a jestli to také poznají £tená°i.

Nem¥ly by se psát p°íli² komplikované v¥ty (je to i d·kaz toho, ºe nemám co psát a jen tak plkám).

My²lenky by m¥ly spojit¥ navazovat (ve v¥tách i odstavcích) - zase je to d·kaz toho, ºe mám co psát.

U del²ích text· je dob°e si napsat osnovu a tu pak vypl¬ovat.

Kdyº jsou s n¥jakou v¥tou potíºe, tak ji vynechat.

Kdyº pí²u dál, je pot°eba kontrolovat je-li to v souladu s p°ede²lým a p°ípadn¥ p°ede²lé p°episovat - stejné

zna£ení, názvy atd.

Vyhnout se hovorovým výraz·m. U kaºdé v¥ty zkontrolovat, jestli má smysl - obsahem i formou.

Dát pozor na citace � pokud pouºívám cizí metody, musím na n¥ vºdy v textu odkázat.

Nakonec to celé pe£liv¥ p°e£íst, jestli tam nejsou chyby.



2 Data

Náhodná veli£ina

Veli£ina x, jejíº hodnoty se p°i m¥°ení i za stejných podmínek m¥ní.

Má konstantní charakteristiky (st°ední hodnota, rozptyl)

Náhodný proces

Náhodná veli£ina indexovaná £asem xt

Typy náhodných proces·

hodnoty: diskrétní × spojité

£as: diskrétní × spojitý

Pro nás

diskrétní systém: diskrétní £as i hodnoty

spojitý systém: diskrétní £as, spojité hodnoty



Systém

SYSTÉM

vstup (ř́ızeńı)

vstup (porucha)

šum

výstup

stav

ut

vt

et

yt

xt



Jak na analýzu dat (s modelem)

Data jsou nam¥°ené hodnoty zvolených veli£in.

Jedno m¥°ení dá datový záznam (v¥t²inou) vt a yt - t je po°adí m¥°ení (diskrétní £as),

kde v = [v1, ve, · · · , vn] (vysv¥tlující veli£ina) a y (výstup) je v¥t²inou skalár.

Data (dataset) je matice datových záznam· {vt, yt}Nt=1 - N je po£et dat.

Data se nejlépe uloºí v Excelu ve form¥ *.csv

Dvojice vt a yt jsou m¥°eny sou£asn¥. Pokud v záznamu n¥jaká hodnota chybí, je nejlépe celý záznam

smazat.

Pro dotazníky

Veli£ina je otázka.

Hodnoty jsou odpov¥di.

Datový záznam je jeden dotazník.

Dataset je mnoºina v²ech vypln¥ných dotazník·.

Data musí být informativní: nést informaci o vlastnostech, o které se zajímáme.

nap°. je-li n¥jaká veli£ina konstantní, nenese informaci.



Typy dat vzhledem k úlohám

Existují zhruba 3 typy dat pro 3 typy úloh

1. Descriptive:

f (vt)

kde vt = [v1, v2, · · · vn]t , t = 1, 2, · · · , N

2. Explanatory:

f (yt|vt)

kde yt je v¥t²inou skalár a vt = [v1, v2, · · · vn]t

3. Predictive:

f (yt|y (t− 1) , ut)

kde yt je skalár, y (t− 1) = [yt−1 · · · yt−k] , k pevné a ut je °ízení nebo m¥°ená vysv¥tlující veli£ina.



1. Descriptive

Matice dat - hodnoty n veli£in (ve sloupcích nebo v °ádcích).

Z Excelu se dostanou bu¤ Ctrl C, Ctrl V nebo uloºit jako *.csv soubor.

Do Scilabu se natáhnou pomocí p°íkazu csvRead.

Analýzu provedeme bu¤ p°ímo v Excelu nebo Scilabu (Matlabu).

Nap°. jaké zpomalovací prahy existují a které jsou si podobné?

V¥t²inou jde o statistické charakteristiky a testy nebo klastrování.

3. Predictive

Jedná se o £asový vývoj modelované veli£iny v závislosti na jejích p°edchozích hodnotách a p°ípadn¥ dal²ích

vysv¥tlujících nebo °ídících veli£inách.

Nap°. p°edpov¥¤ intenzity dopravního proudu.

Lokální modelování: konstrukce predikce na klastrech.

Úloha je predikce zaloºená na regresi (multiregresi) nebo diskrétním modelu. Sem pat°í taky sm¥si a

v²echny úlohy klasi�kace z oblasti data-mining.



2. Explanatory

Nej£ast¥ji se vyskytující úloha.

Zji²´uje, jestli a jak vysv¥tlující veli£iny v = [v1, v2, · · · , vn] ovliv¬ují modelovanou veli£inu y.

Nap°. které okolnosti mají nejv¥t²í vliv na t¥ºké dopravní nehody?

Zásady:

• veli£iny vi musí s y skute£n¥ souviset - testovat jednu po druhé (t°eba regresí)

• nesmí existovat jiná veli£ina, která významn¥ ovliv¬uje y a není ve v

• ve v nesmí být lineárn¥ závislé veli£iny (ideáln¥ stochasticky nezávislé)

• záznamy s chyb¥jícími údaji vynechat; konstantní veli£iny jsou k ni£emu

• data musí být informativní - po£et, obsah

• pro u£ení (odhad) musí být k dispozici obojí v i y, pro aplikaci uº jen v.



Typy dat svou povahou

Data jsou dvojího druhu: spojitá nebo diskrétní (mohou být i smí²ená).

• v i y diskrétní - diskrétní model (pr·²vih s dimenzí), klasi�kace

• v spojité, y diskrétní - logistická regrese, naivní Bayes, klasi�kace

• v i y spojité - regrese, multiregrese, diskretizace



Odhad

Diskrétní model - tabulka.

Spojitý model - nejmen²í £tverce, Bayes (expertní znalost)

Sm¥si - n¥kolik model· pro jednotlivé módy systému. Zm¥°ím data, provedu klasi�kaci vzhledem ke

komponentám → váhy, statistiky komponent p°epo£tu s vahami.

Analýza dat, predikce, klasi�kace.



3 Modely

Model

Model je popisem náhodné veli£iny, p°ípadn¥ v závislosti na jiných veli£inách. Tímto popisem je (podmí-

n¥ná) distribuce (pf nebo hp)

f (yt|ψt,Θ)

• yt - výstup (modelovaná veli£ina, target variable · · · ),

• ψt - regresní vektor (veli£iny ovliv¬ující yt, p°ípadn¥ zpoºd¥né veli£iny)

• Θ - parametry (vyjad°ují jak veli£iny ovliv¬ují yt).

Tato distribuce bývá generována r·zn¥.



Regresní model

Spojité yt a v¥t²inou i ψt

[
y1

y2

]
t

=

[
a11 a12

a21 a22

][
y1

y2

]
t−1

+

[
b1

b2

]
ut +

[
c11 c12 c13

c21 c22 c23

] v1

v2

v3


t

+

[
k1

k2

]
+

[
e1

e2

]
t

kde regresní vektor je ψt = [yt−1, ut, vt, 1] a parametry θ = {a, b, c, k} , + r je kovarian£ní matice et.

Krátce

yt = ayt−1 + but + cvt + k + et

a je²t¥ stru£n¥ji

yt = θψt + et

ψ = [y1;t−1, y2;t−1, ut, v1;t, v2;t, v3;t, 1]′

θ =

[
a11 a12 b1 c11 c12 c13 k1

a21 a22 b2 c21 c22 c23 k2

]



Nej£ast¥j²í speciální p°ípady

Descriptive

yt = k + et

Explanatory

yt = cxt + et

Predictive

yt = ayt−1 + but + et



Diskrétní model

Obecn¥ - pf je tabulka hodnot a pravd¥podobností

yt f (yt)

1 p1

2 p2

· · · · · ·
m pm

Koruna

yt f (yt)

1 p1

2 p2

, p1 + p2 = 1

4 koruny 1,2,3,4

koruna 1 2 3 4

padlo 1 p11 p12 p13 p14

padlo 2 p21 p22 p23 p24

→ generuje f (y|koruna = i), i = 1, 2, 3, 4



Obecný diskrétní model

Ve tvaru f (yt|ut, yt−1) s daty 1, 2

ut 1 1 2 2

yt−1 1 2 1 2

yt = 1 Θ1|11 Θ1|12 Θ1|21 Θ1|22

yt = 2 Θ2|11 Θ2|12 Θ2|21 Θ2|22

kde θi|jk ≥ 0 a
∑

i θi|jk ∀j, k - nezáporné, sou£ty v °ádcích jsou jedna.

Dimenze modelu: sou£in po£tu hodnot jednotlivých veli£in. 10 veli£in po 10 hodnotách = 1010



Model sm¥si

N¥kolik model· - komponent + klasi�kace, kam zm¥°ená data pat°í (ukazovátko).

Komponenty (descriptive)

fj (yt|Θj) , j = 1, 2 · · · , nc

Ukazovátko

ct f (ct|α)

1 α1

2 α2

· · · · · ·
nc αnc



yt

fj(yt|θj)

f1(yt|θ1) f2(yt|θ2) f3(yt|θ3)

θ1 θ3θ2



Model logistické regrese

p = f (yt = 1|xt, θ)

logit (p) = xtθ︸︷︷︸
zt

→

zt = xtθ

ln
p

1− p
= zt

1

p

logit(p) = ln p
1−p

(− inf, inf)

(0, 1)

[= logit(p) = log(p/(1− p)]zt



Stavový model

Stav je veli£ina prvního °ádu (závisí pouze na své minulé hodnot¥, ne na historii)

model predikce xt = Mxt−1 +Nut−1 + wt

model �ltrace yt = Axt +But + vt

Úloha:

• odhad hodnot nem¥°ené veli£iny z ut a yt

• �ltrace ²umu

Pro lineární model se známými parametry a normální rozd¥lení stavu a ²um· funguje Kalman·v �ltr -

vývoj st°edních hodnot a kovariancí stavu.

f (xt−1|d (t− 1)) →︸︷︷︸
predikce

f (xt|d (t− 1)) →︸︷︷︸
�ltrace

f (xt|d (t))



Programy

• T11simCont.sce simulation with a regression model

• T13simDisc.sce simulation with a discrete model

• T15simState.sce simulation with state model (from reg. model)



4 Odhad

Bayes· vzorec

d (t) = {yτ , uτ , vτ}tτ=1 data, zm¥°ená do t v£etn¥.

f (Θ|d (t)) ∝ f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (t− 1))

Parametry v modelu mají za následek hodnoty yt. Stejn¥ tak m¥°ené hodnoty yt ukazují na

parametr modelu, který je generoval.

yt

f

f (yt|θ) θ

hodnoty yt

θ speci�kuje systém (jaderný reaktor × atomová bomba)



Likelihood

f (Θ|d (t)) ∝ f (Θ|d (0))
t∏

τ=1

f (yτ |ψτ ,Θ)︸ ︷︷ ︸
Lt(Θ)−likelihood

· · · pro f (Θ|d (0)) rovnom¥rné (ºádná apriorní znalost) je

f (Θ|d (t)) ∝ Lt (Θ)

Parametrizace → statistiky.

Rekurzivita - konjugované rozd¥lení.



Jednotlivé modely

Regresní model

P°epo£et statistiky

Ψt = [yt, ψt]
′ - roz²í°ený regresní vektor

Vt = Vt−1 + ΨtΨ
′

t informa£ní matice

κt = κt−1 + 1 po£ítadlo

Bodové odhady

Vt =

[
Vy V

′

yψ

Vyψ Vψ

]

θ̂ = V −1
ψ Vyψ

r̂ =
Vy − V

′
y θ̂

κt



nebo podle nejmen²ích £tverc·

Y =


y1

y2

· · ·
yN

 , X =


y0 u1 v1 1

y1 u2 v2 1

· · · · · · · · · · · ·
yN−1 uN vN 1



θ̂ = (X ′X)
−1
X ′Y, yp = Xθ̂, ê = y − yp, r̂ = D [ê]

Jednotlivé typy

Je v: Laboratory.



Diskrétní model

Jako u koruny: Statistika

ut 1 1 2 2

yt−1 1 2 1 2

yt = 1 ν1|11 ν1|12 ν1|21 ν1|22

yt = 2 ν2|11 ν2|12 ν2|21 ν2|22

νyt|ut,yt−1;t = νyt|ut,yt−1;t−1 + 1

ostatní nic.

Koruna: Máme dv¥ misky - pro rub a pro líc. Hodíme a na tu misku, jejíº strana padla, p°idáme dal²í

úsp¥ch.

Bodové odhady: normalizace °ádk· na sou£et jedna.



Model sm¥si

Odhad podle toho, jaké jsou komponenty.

Rozdíl:

• výpo£et vah

• váºený update statistik

Tedy nap°.

Vj;t = Vj;t−1 + wjΨtΨ
′

t, ∀j

nebo

νj,yt|ut,yt−1;t = νj,yt|ut,yt−1;t−1 + wj, ∀j

kde j je £íslo komponenty.



Model logistické regrese

Nemá reprodukující se statistiku.

Sestaví se likelihood a ten se maximalizuje numericky.

Nejlépe pouºít hotový program - nap°. KNIME



Stavový model

xt = Mxt−1 +Nut + F + wt

yt = Axt +But +G+ vt

Kalman·v �ltr

[x,Rx,yp]=Kalman(x,y,u,M,N,F,A,B,G,Rw,Rv,Rx);

Filtrace ²umu

xt = xt−1 + wt

yt = xt + vt

y je za²um¥ný pr·b¥h

x je �ltrovaný (hladký) pr·b¥h

rw a rv ur£ují, o kolik se m·ºe m¥nit x a jak se m¥ní y (x se ²umem)



Programy

• T21estCont_LS.sce - odhad regresního modelu (nejmen²í £tverce)

• T22estCont_B.sce - odhad regresního modelu (Bayes)

• T22estCont_B2.sce - neshoda struktury

• T22estCont_B3.sce - neshoda struktury

• T22estCont_B4.sce - odhad s reálnými daty

• T23estDisc.sce - odhad diskrétního modelu



Inicializace

P°ednastavení parametr· modelu z apriorních dat nebo expertní znalosti.

Zvlá²t¥ nutné je u sm¥sí - jinak se odhad nerozb¥hne.

Expertní znalost je nejlépe vyjád°it v tzv �ktivních datech, která se na za£átku zpracují b¥ºným zp·sobem.

Fiktivní data jsou nap°.: kdyº bude dopoledne nebo nehoda, tak bude hustota provozu velká. Tedy podmínka

- d·sledek.

Odhad koruny - pro férovou korunu

rub líc vliv

1. 1 1 slabý

2. 10 10 st°ení

3. 100 100 velký

Pom¥r udává parametr, velikost sílu informace.

Regresní model (statický) : statistiky S -sou£et, κ po£et



Odhad st°ední hodnoty

θ =
S

κ

Volím

κ - po£et dat

θ̂0 - hodnota parametru

S = θ̂0κ

Jako odhad dostanu práv¥ θ̂0



Obecný regresní model

yt = b0ut + a1yt−1 + b1ut−1 + k + et

V0 =


1 b0 a1 b1 k

b0 1

a1 1

b1 1

k 1


Odhad dá práv¥ tyto parametry.

Síla

κ = n0

V = V0κ

Dk.

Vψ = E

Vyψ = θ = [b0, a1, b1, k]′

θ̂ = θ



Programy

• T24iniCoin.sce - estimation of a coin model with initialization

• T24iniReg.sce - estimation of regression model with initialization



5 Predikce a odhad stavu

Predikce

Je to odhad budoucího výstupu.

Máme model f (yt|ψt, θ) , ψ = [yt−1, · · · , yt−n]′.

Jsme v £ase t, yt jsme je²t¥ nezm¥°ili a známe y (t− 1) .

• f (yt|y (t− 1)) je nula-kroková predikce (odhad aktuálního výstupu). Ta se hodí pro kontrolu odhadu

- chyba predikce.

• f (yt+k|y (t− 1)) je k-kroková predikce (odhad do budoucna).



P°íklad

f (yt+1|y (t− 1)) =

∫
θ∗

∫
y∗
f (yt+1, yt, θ|y (t− 1)) dytdθ =

=

∫
θ∗

∫
y∗
f (yt+1|ψt+1, θ) f (yt|ψt, θ)︸ ︷︷ ︸

→ ŷt

f (θ|d (t− 1))︸ ︷︷ ︸
→ θ̂

dytdθ

pro bodové odhady

f (yt+1|y (t− 1)) = f
(
yt+1|ŷt, ψt, θ̂

)
ŷt+1 = E

[
yt+1|ŷt, ψt, θ̂

]
=

∫
y∗t+1

yt+1f
(
yt+1|ŷt, ψt, θ̂

)
dyt+1



V praxi

Regresní model

yt = a1yt−1 + a2yt−2 + k + et

Bodová predikce + známé parametry

ŷt = a1yt−1 + a2yt−2 + k

ŷt+1 = a1ŷt + a2yt−1 + k

ŷt+2 = a1ŷt+1 + a2ŷt + k

atd.



Diskrétní model

ut 1 1 2 2

yt−1 1 2 1 2

yt = 1 Θ1|11 Θ1|12 Θ1|21 Θ1|22

yt = 2 Θ2|11 Θ2|12 Θ2|21 Θ2|22

Dáno ut a yt−1 → °ádek, ŷt je hodnota s v¥t²í pravd¥podobností.

Vícekroková bodová - viz program.



Filtrace

Odhad hodnot nem¥°ené veli£iny ze vstupu a výstupu.

Kalman·v �ltr - bylo.

Nelineární model

xt = f (xt−1, ut−1) + wt

yt = g (xt, ut) + vt

Linearizace - Taylor·v rozvoj v x̂ z minula

f (x) = f (x̂) + f ′ (x̂) (x− x̂) = f ′ (x̂)︸ ︷︷ ︸
M

x+ f (x̂)− f ′ (x̂) x̂︸ ︷︷ ︸
F



Model s neznámými parametry

P°íklad

xt = axt−1 + ut + wt

Nový stav

Xt =

[
X1;t

X2;t

]
=

[
xt

a

]
a dostaneme

X1;t = X2;t−1X1+t−1 + ut +W1;t

X2;t = X2;t−1 +W2;t

To se linearizuje - viz vý²e.



Programy

• T31preCont.sce prediction with reg. model, known parameters

• T32preCont_Adapt.sce prediction with reg. model, unknown parameters

• T32preCont_Adapt2.sce prediction with estimation, model mismatch

• T32preCont_Adapt3.sce prediction with estimation, real data

• T33preDisc_O�.sce prediction with discrete model

• T34preDisc_O�Est.sce pred. with disc. mod. - o�-line estimation

• T35preDisc_OnEst.sce pred. with disc. mod. - on-line estimation

• T46statEst_KF.sce state estimation (KF)

• T47statEst_Noise.sce KF as a noise �lter



6 �ízení

�ízení minimum variance

Velmi jednoduché ale n¥kdy nestabilní.

P°íklad

yt = b0ut + a1yt−1 + b1ut−1 + k + et

E[yt] = 0

ut = − 1

b0

(a1yt−1 + b1ut−1 + k)

Nepouºívá se.



�ízení na kone£ném intervalu

Navrhuje se najednou na n¥kolik krok· dop°edu (interval °ízení). Na tomto intervalu se poºaduje yt co

nejblíºe nule nebo poºadovanému pr·b¥hu.

Jedná se o optimální °ízení vzhledem ke kriteriu

min
u1,u2···uT

E

 T∑
t=1

(
y2
t + ωu2

t

)︸ ︷︷ ︸
Jt

|d (0)


nebo

min
u1,u2···uT

E

 T∑
t=1

(
y2
t + ω [ut − ut−1]2

)︸ ︷︷ ︸
Jt

|d (0)


Kriterium se minimalizuje metodou Dynamického programování, postupn¥ od konce intervalu a dostaneme

Bellmanovy rovnice

ϕt = E
[
ϕ∗t+1 + Jt|ut, d (t− 1)

]
ϕ∗t = min

ut
ϕt

s po£áte£ní podmínkou ϕ∗T+1 = 0.



Pro regresní model (ve stavovém tvaru)

yt = b0ut + a1yt−1 + b1ut−1 + a2yt−2 + b2ut−2 + k + et


yt

ut

yt−1

ut−1

1


︸ ︷︷ ︸

xt

=


a1 b1 a2 b2 k

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

M


yt−1

ut−1

yt−2

ut−2

1


︸ ︷︷ ︸

xt−1

+


b0

1

0

0

0


︸ ︷︷ ︸

N

ut +


et

0

0

0

0


︸ ︷︷ ︸

wt

dosadíme do Bellmanových rovnic. Dostaneme algoritmus



Optimalizace na intervalu (1, N)

RN+1 = 0

for t = N, N − 1, · · · , 1

U = Rt+1 + Ω

A = N ′UN

B = N ′UM

C = M ′UM

St = A−1B

Rt = C − S ′tASt
end

Realizace optimálního °ízení na intervalu (1, N)

for t = 1, 2, · · · , N

xt−1 = [yt−1, ut−1, yt−2, ut−1, 1]

ut = −Stxt−1

end



Programy

• T52ctrlDisc.sce optimální °ízení s diskrétním modelem

• T53ctrlX.sce optimální °ízení se spojitým modelem

• T54ctrlXEst.sce adaptivní °ízení se spojitým modelem



7 Sm¥si

Úvod do problematiky

Sm¥s = mnoºina model· (komponent) + ukazovátko, ozna£ující aktivní komponentu (tu, která od-

povídá aktuálním dat·m).

Pouºití: Modeluje multimodální data - systém pracuje v r·zných pracovních modech a mezi nimi se

p°epíná.

Nap°íklad: Doprava (i) ráno, (ii) p°es den, (iii) ve£er a v (iv) noci. Dále ve (1) v²ední dny nebo o (2)

víkendu. A je²t¥ dále (a) p°es rok a (b) o prázdninách.

Problém: P°i odhadu v²ech komponent najednou se budou mody p°etahovat a komponenty se slezou v²echny

na jedno místo !!!

Odhad

• zm¥°íme datový vzorek

• ur£íme, které komponent¥ pat°í - proximity (= klasi�kace)

• statistiky komponent p°epo£teme úm¥rn¥ proximity



Proximity

yt

fj(yt|θj)

f1(yt|θ1) f2(yt|θ2) f3(yt|θ3)

θ1 θ3θ2

yt

Model

f (yt|ψt,Θ)

°íká, jak dob°e spolu data [yt, ψt] a parametry Θ souvisí. �ím lépe, tím je v¥t²í pravd¥podobnost.

Proximity za parametry dosazuje jejich nejnov¥j²í bodové odhady.



Algoritmus

Pro v²echny komponenty ur£ete po£áte£ní bodové odhady a jim odpovídající statistiky.

Pro t = 1, 2, · · · , N

1. Zm¥°te nová data

2. Pro kaºdou komponentu spo£t¥te proximity s aktuálními odhady parametr· a zm¥°enými daty.

3. Normalizujte → váhy

4. Ud¥lejte váºený p°epo£et statistik komponent

5. P°epo£t¥te bodové odhady parametr·



f1(y|θ1) f2(y|θ2) fm(y|θm)

yt

f1(yt|θ̂1) f2(yt|θ̂2) fm(yt|θ̂m)

q1 q2 qm

w = q/
∑
q

w1 w2 wm

S1;t = S1;t−1 + w1xt S2;t = S2;t−1 + w2xt Sm;t = Sm;t−1 + wmxt

S1;t = S1;t−1 + w1xt
κ1;t = κ1;t−1 + w1 κ2;t = κ2;t−1 + w2 κm;t = κm;t−1 + wm

θ̂1 =
S1;t
κ1;t

θ̂2 =
S2;t
κ2;t

θ̂m =
Sm;t

κm;t

C1 C2 Cm



Programy

mix0.sce - regresní komponenty (statistika S)

mix1.sce - regresní komponenty (statistika V )

mix3.sce - kategorické komponenty

mix4.sce - kategorické komponenty (opakovaný odhad)

mix5.sce - binomické komponenty

(· · · in PrgsScilab/Mixtures)



Model sm¥si

Mnoºina model· a ukazovátko, které indikuje aktivní model (komponentu).

Komponenty (statické)

fj (yt|Θj) , j = 1, 2 · · ·nc

Ukazovátko ct ∈ {1, 2 · · ·nc}
f (ct = j|α) = αj

Model sm¥si

f (yt|Θ) =
∑
j

f (yt, ct = j|Θj) =
∑
j

fj (yt|Θj) f (ct = j|α) =

=
∑
j

αjfj (yt|Θj) - sm¥s

Odhad - pr·²vih (Bayes → sou£in sou£t·, nar·stá sloºitost)



Odhad sm¥si

Neznámé veli£iny jsou ct, Θ, α. Jejich distribuce je

f (ct,Θ, α|d (t)) ∝︸︷︷︸
Bayes

f (yt, ct,Θ, α|d (t− 1)) =

= f (yt|ct,Θ) f (ct|α) f (Θ|d (t− 1)) f (α|d (t− 1)) =

= fct (yt|Θct) f (Θ|d (t− 1))× f (ct|α) f (α|d (t− 1))

kde

fct (yt|Θct) f (Θ|d (t− 1)) ∝ f (Θct|d (t))

f (ct|α) f (α|d (t− 1)) ∝ f (α|d (t))

jsou Bayesova pravidla pro Θct a α.

Kdybychom znali ct, jsme hotovi. To neznáme, tak musíme odhadovat

ct → f (ct|d (t))



Odhad ct

f (ct|d (t)) =

∫
Θ∗

∫
α∗
f (ct,Θ, α|d (t)) dαdΘ ∝

∝
∫

Θ∗
fct (yt|Θct) f (Θ|d (t− 1)) dθ ×

∫
α∗
f (ct|α) f (α|d (t− 1)) dα

kde ∫
Θ∗
fct (yt|Θct) f (Θ|d (t− 1)) dθ → fct

(
yt|Θ̂ct;t−1

)
= qct;t∫

α∗
f (ct|α) f (α|d (t− 1)) dα→ f (ct|α̂t−1) = α̂ct;t−1 = sct;t

jsou tzv. proximities - �blízkosti� dat model·m.

Proximity dostaneme tak, ºe do komponenty nebo modelu α dosadíme aktuální odhad parametr· a

zm¥°ená data. Výsledek je £íslo, které °íká, jak blízko jsou zm¥°ená data modelu.

Proximity pro α je nevýznamná a lze ji vynechat.

Váhy dostaneme normalizací proximit

wt = ℵ (q)



P°epo£et statistik

Vj;t = Vj;t−1︸ ︷︷ ︸
inf. matice

+wj ΨtΨ
′

t︸ ︷︷ ︸
data

κj;t = κj;t−1︸ ︷︷ ︸
po£ítadlo

+wj 1︸︷︷︸
data

pro v²echny komponenty j = 1, 2 · · ·nc. Li²í se jen pouºitím vah w.

A jsme hotovi :-)
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