
Inicializace odhadu sm¥si distribucí

Odhad sm¥si spo£ívá v odhadu parametr· jednotlivých komponent a modelu ukazovátka. p°ed-
pokládá se, ºe m¥°ená data p°icházejí postupn¥ z r·zných pracovních mód· systému a pat°í tedy
do r·zných komponent modelu sm¥si. Prvním krokem p°i zpracování kaºdého datového vektoru
je tedy ur£ení, ke které komponent¥ (nebo n¥kolika komponent) data pat°í. To se d¥je p°ede-
v²ím pomocí proximity (blízkost jednotlivých komponent ke zm¥°enému datovému vektoru).
Tato proximity se ur£í tak, ºe se do komponent dosadí existující bodové odhady parametr· a
zji²´uje se, jakou hodnotu mají komponenty (jejich hustoty pravd¥podobnosti) ve zm¥°ených
datech. �ím dále budou data od centra komponenty, tím bude hodnota proximity men²í. Z pro-
ximity se pak ur£í váhy komponent vzhledem k nam¥°enému datovému vektoru a podle toho se
data pouºijí k p°epo£tu statistik komponent.

Z uvedeného plyne: Budou-li data daleko od po£áte£ních komponent, budou váhy prakticky
nulové a k ºádnému odhadu nedojde. Proto je pot°eba

1. Nastavit po£áte£ní polohy tak, aby leºely v oblasti, kde se vyskytují data.

2. Zabránit tomu, aby hned na za£átku n¥která komponenta �neutekla� nebo aby s kompo-
nenty nep°ekryly.

K tomu slouºí inicializace odhadu sm¥si - tj. vhodné rozmíst¥ní po£áte£ních komponent a jejich
£áste£ná �xace (pomalej²í pohyb) b¥hem za£átku odhadování. P°itom p°edpokládáme, ºe máme
k dispozici apriorní vzorek dat (tj. data, získaná v minulosti, která jsou k dispozici je²t¥ p°ed
za£átkem odhadu z pr·b¥ºn¥ m¥°ených dat).

Poznámka

Pokud apriorní data nejsou, zbývá jediná cesta. V²echny veli£iny ²kálovat (upravit tak, aby m¥ly
p°ibliºn¥ nulovou st°ední hodnotu a jednotkový rozptyl a dále pracovat na této normalizovaná
datové oblasti. Výsledky pal lze op¥t p°evést do p·vodní metriky.

Obecné zásady pro inicializaci jsou následující:

1. Najít si oblast, kde se vyskytují m¥°ená data. Nap°. zjistit minima a maxima u jednotlivých
veli£in, nebo lépe prohlédnout si jejich histogramy.

2. Nastavit po£áte£ní hodnoty odhadu parametr· tak dob°e, jak je to jen moºné (s vyuºitím
apriorních dat i expertní informace).

3. Na za£átku odhadování p°idrºíme apriorní odhady center komponent, aby se nerozutekly
p°íli² daleko nebo se nep°ekryly.

4. U komponent necháme �xní malé kovariance (pokud nám záleºí na tvaru klastr·, spustíme
jejich odhadování pozd¥ji, kdy centra komponent jiº budou více mén¥ správn¥ ur£eny).

5. Provést opakovaný odhad na stejném datovém vzorku. P°i tom je t°eba místo apriorních
parametr· zadat dosavadní odhady a statistiky nechat apriorní (aby nebyly utaºené).

6. Pro dynamické sm¥si je dobré za£ít s komponentami s potla£enou dynamikou (tedy ve
tvaru statických). Po£áte£ní umíst¥ní komponenty je pak dáno p°epo£tenou konstantou.

7. Pouºít um¥le vytvo°ené regresní modely a k nim expertn¥ ur£it odpovídající výstup. Tato
um¥lá data pouºít pro inicializaci.
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8. Provést expertní klasi�kaci n¥kolika apriorních nebo um¥le vytvo°ených dat a vyuºít je
pro inicializaci.

Jednotlivé body budeme dále ilustrovat teoreticky a v p°íkladech. Budeme uvaºovat statické
komponenty, tedy modely ve tvaru yt = ki+et (kde ki jsou centra komponent pro i = 1, 2, · · · , nc)

1. Oblast dat

Dejme tomu, ºe máme 3 veli£iny x1, x2 a x3 uspo°ádané v datové matici x se t°emi °ádky a
tolika sloupci, kolik je po£et m¥°ení. Potom

mi=min(x,'c') ma=max(x,'c')

dá 3-prvkové vektory minimálních a maximálních hodnot veli£in. Sou°adnice po£áte£ních kom-
ponent m·ºeme do tohoto prostoru rozmístit p°íkazem

for i=1:nc

thI(:,i)=(mi+ma)/2+.2*(ma-mi).*rand(3,1,'n')

end

kde (mi+ma)/2 je st°ed oblasti, (ma-mi) je ²í°ka oblasti a nd je po£et komponent.

Program

// Ur£ení oblasti dat
// ------------------------------------------
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

nd=100; // po£et dat
for t=1:nd

y(:,t)=[5;3;8]+[2;1;3].*rand(3,1,'n');
end

mi=min(y,'c');
ma=max(y,'c');

nc=5; // po£et komponent
for i=1:nc

thI(:,i)=(mi+ma)/2+.2*(ma-mi).*rand(3,1,'n');
end

scf();
plot(y(1,:),y(2,:),'b.')
plot(thI(1,:),thI(2,:),'ro','markersize',12)
title 'Centers for the first two variables'

Popis programu

V programu jsou po£áte£ní centra �rozházena� kolem st°edu oblasti dat (max(y)+min(y))/2.
Velikost �rozházení� je dána jakýmsi polom¥rem oblasti dat max(y)-min(y).
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2. Po£áte£ní odhady parametr·

Na po£áte£ním umíst¥ní parametr· (center klastr·) extrémn¥ záleºí. Centra by rozhodn¥ m¥la
leºet v oblasti, kde se vyskytují data a v ideálním p°ípad¥ by jednotlivá centra m¥la leºet
poblíº vrcholk· dat, tj. v místech, kde s vyskytují hustotní maxima p°edpokládaných klastr·
(pracovních mód· systému).

Pokud nemáme apriorní data, postupujeme podle p°edchozího bodu (data ²kálujeme a centra
rozhodíme kolem po£átku).

Pokud jsou apriorní data k dispozici (a m¥ly by být, protoºe proces n¥jak uº b¥ºel - t°eba
jen zku²ebn¥ - a v¥t²inou se sta£í jen vynaloºit ur£ité úsilí a data se seºenou), rozhodn¥ je
chceme vyuºít. P°edev²ím ur£íme oblast, kde se data vyskytují (viz p°edchozí bod) a potom
hledáme hustotní vrcholky - bu¤ v histogramech jednotlivých veli£in nebo ve dvojicích veli£in
(více nep°ehlédneme). Histogramy jsou jasné. Ukáºeme postup pro dvojice:

Máme 3 veli£iny x1, x2 a x3. Vykreslíme xy-grafy pro dvojice x1-x2 a x2-x3.

plot(x1,x2,':') a plot(x2,x3,'.')

Na ose x prvního grafu najdeme sou°adnice, korespondující s viditelnými klastry a na ose y jim
odpovídající y-ove sou°adnice. M·ºe se stát, ºe k jedné x-ové sou°adnici bude více y-ových - pak
zaznamenáme v²echny s tím, ºe x-ové se opakují.

P°ejdeme k druhému obrázku a na jeho x-ové ose vyzna£íme v²echny y-ové sou°adnice z prvního
obrázku. K nim dour£íme y-ové sou°adnice z druhého obrázku a p°idáme je jako t°etí £íslo k
existujícím sou°adnicím. Tak m·ºeme pokra£ovat i pro více sou°adnic. Výsledné sou°adnice
pouºijeme jako centra komponent, tj. apriorní parametry statických komponent.

Postup je znázorn¥n na obrázku:

x1

x2

x2

x3

a b

c
d
e

c d e

f
g
h

Centra z prvního obrázku budou:

C1=[a, c], C2=[a, e], C3=[b, d]

Z druhého obrázku doplníme

C1=[a, c, g], C2=[a, e, f ], C3=[b, d, h]

To nemusí nutn¥ být pravá centra mnohorozm¥rných komponent, ale alespo¬ víme, ºe tady se
n¥co d¥je a po£áte£ní centra n¥jak pat°í hustotním vrcholk·m. K dolad¥ní by m¥lo dojít p°i
vlastním odhadu.

Program
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// Po£áte£ní odhady parametr· a k nim statistiky
// ------------------------------------------
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0), rand('seed',0)

nd=500; // number of data
I_estCov=0; // estimation of noise covariances ? 0|1 no|yes

// simulated reg.coef.
Cy(1).th=[1 2 4]';
Cy(2).th=[5 3 2]';
Cy(3).th=[2 5 6]';
Cy(4).th=[3 8 8]';
nc=length(Cy);
nc=nc;
// simulated noise covariances
for i=1:4

rn=rand(3,3,'u');
Cy(i).cv=.2*(eye(3,3)+rn+rn');

end
// simulated pointer parameters
Cp.th=fnorm(ones(1,3)+.1,2);

ct(1)=1; // initial poiner
// SIMULATION ==========================================================
for t=1:nd

ct(1,t)=sum(rand(1,1,'u')>cumsum(Cp.th))+1; // pointer
j=ct(t); // active component
y=Cy(j).th+uut(Cy(j).cv)*rand(3,1,'norm'); // output
yt(:,t)=y;

end

ii=[2 3 6];
set(scf(),'position',[600 100 800 600])
for i=1:2

for j=i+1:3
subplot(3,3,3*(i-1)+j)
plot(yt(i,:),yt(j,:),'.')

end
end

Popis programu

V programu jsou simulovány 4 komponenty sm¥si, jsou vykresleny xy-grafy veli£in y1 − y2,
y2 − y3 a y2 − y3. Z nich m·ºeme ode£íst t°í-rozm¥rná centra komponent.

3. P°idrºení apriorních center

Je to velmi d·leºitá metoda, pouºívaná více nebo mén¥ v kaºdém odhadu!!!

Na po£átku odhadu se informace o parametrech £erpá jen z malého po£tu dat. Pokud bychom
parametry nechali zcela volné, �vrhaly� by se nesmysln¥ za kaºdým zm¥°eným datovým vektorem

4



a snadno by mohly zabloudit n¥kam, odkud by uº nebyl návratu. Proto je t°eba startovat se
statistikami, které v sob¥ jiº mají n¥jakou informaci - bu¤ z dat nebo expertní.

Situaci budeme demonstrovat pro normální komponenty. V ostatních p°ípadech je situace po-
dobná.

P°epo£et statistik pro odhad regresních koe�cient· se d¥je takto

Vt = Vt−1 + ΨΨ′

kde V je informa£ní matice, Ψ = [yt, 1]
′ je roz²í°ený regresí vektor s novými daty. Z tohoto je

patrné, ºe matice V postupn¥ roste jak se do ní na£ítají data.

Zárove¬ je z°ejmé, ºe je-li matice V na za£átku nulová, ihned první data ji velmi zm¥ní. Je-li
ale dostate£n¥ veliká, po£áte£ní data na ní nemají p°íli² velký vliv.

Bodové odhady regresních koe�cient· se d¥jí podle vzorce

θ̂ = V −1ψ Vyψ

kde Vy, Vyψa Vψ jsou submatice V d¥lené podle regresního vektoru (obecn¥ je Ψ = [yt, ψt]
′;

tady u statických komponent je ψt = 1). Násobíme-li matici V £íslem c bude

θ̂ = (cVψ)
−1

(cVyψ) = V −1ψ Vyψ

tedy odhady se nezm¥ní - jen (pro velké c) bude cV v¥t²í, a tedy odoln¥j²í proti zm¥nám vlivem
po£áte£ních dat.

Záv¥r je tedy docela jednoduchý: Velká informa£ní matice slouºí k p°idrºení po£áte£ních center
komponent.

Poznámka

Pokud máme na mysli n¥jaké po£áte£ní parametry θ̂0 a chceme k nim sestrojit informa£ní matici,
postupujeme takto

V =

[
1 θ̂

′

0

θ̂0 1

]
.

Potom první odhad θ̂ = V −1ψ Vyψ = θ̂0.

Program

// P°idrºení apriorních parametr·
// ------------------------------------------
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

nd=200; // number of data for estimation
ni=1; // number of initial data ni>0

b0=1; a1=.3; b1=-.2; k=1.5; sd=1; y(1)=-2; // sim. parameters
B0=2; A1=.1; B1=.2; K=-1; // ini. est. parameters

u=sin(8*%pi*(1:nd)/nd)+rand(1,nd,'n'); // control
// Simulation
for t=2:nd
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y(t)=b0*u(t)+a1*y(t-1)+b1*u(t-1)+k+sd*rand(1,1,'n');
end

// Initialization
V=[1 B0 A1 B1 k // information matrix

b0 1 0 0 0
A1 0 1 0 0
B1 0 0 1 0
K 0 0 0 1];

V=V*ni; // Inf. matrix is set to give initial parameters, ni sais
// as if how many initial data items have been used.

// Estimation
for t=2:nd

Ps=[y(t) u(t) y(t-1) u(t-1) 1]';
V=V+Ps*Ps';
Vy=V(1:2,1);
Vyp=V(2:$,1);
Vp=V(2:$,2:$);
th=inv(Vp+1e-12*eye(Vp))*Vyp;
tht(:,t)=th'; // evolution of estimates

end

// Results
s=nd-50:nd;
tx=['b';'r';'k';'m';'c';'g'];
scf();
for i=1:size(tht,1)

plot(tht(i,2:$),tx(i))
end
plot(s,ones(s)*b0,':'+tx(1))
plot(s,ones(s)*a1,':'+tx(2))
plot(s,ones(s)*b1,':'+tx(3))
plot(s,ones(s)*k,':'+tx(4))
title 'Evolution of estimated parameters and theit true values'

Popis programu

Odhaduje se skalární regresní model 1. °ádu, s parametry zna£enými malými písmeny. Iniciali-
zace informa£ní matice V je nastavena tak, aby se z ní spo£etly po£áte£ní parametry (ozna£ené
velkými písmeny). Zkonstruovaná matice V se násobí £íslem ni (to je jako po£et dat, ze kterých
byla matice V ur£ena). Podle velikosti £ísla ni se se dále m¥ní odhady parametr·. Pro malé ni
rychle, pro velké ni pomalu. Na výstupu sledujeme vývoj odhadu parametr· v £ase.

4. Fixní kovariance ²umu

Kovariance ²umu ur£ují tvar klastr·. Pokud nám jde p°edev²ím o nalezení center klastr·, m·ºeme
kovariance ponechat malé a �xní (neodhadovat je). Zadáváme je jako jednotková matice násobené
desetinou aº setinou rozsahu (polom¥ru) p°edpokládané datové oblasti.
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Pokud nám na tvaru klastr· záleºí, t°eba p°i klasi�kaci, kdy data d¥líme do jednotlivých kom-
ponent, doporu£uje se, zapnout jejich odhadování aº v pr·b¥hu odhadu (t°eba v polovin¥), kdy
uº budou centra v podstat¥ nalezena. Po°ád ale hrozí nebezpe£í, ºe kovariance ute£ou nebo ºe,
jedna komponenta p°ekryje ostatní - proto pozor.

Program

// Fixní kovariance p°i odhadu sm¥si
// ------------------------------------------
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

nd=500; // number of data
I_estCov=0; // estimation of noise covariances ? 0|1 no|yes

// simulated reg.coef.
Sim.Cy(1).th=[0.9 -.5]';
Sim.Cy(2).th=[0.4 0.6]';
nc=length(Sim.Cy);
Sim.nc=nc;
// simulated noise covariances
Sim.Cy(1).sd=0.5*[1 -.6;-.6,1];
Sim.Cy(2).sd=0.3*[1 .2;.2,1];
// simulated pointer parameters
Sim.Cp.th=fnorm(ones(1,2)+.1,2);

Sim.ct(1)=1; // initial poiner
// SIMULATION ==========================================================
for t=2:nd

Sim.ct(1,t)=sum(rand(1,1,'u')>cumsum(Sim.Cp.th))+1; // pointer
j=Sim.ct(t); // active component
y=Sim.Cy(j).th+Sim.Cy(j).sd*rand(2,1,'norm'); // output
Sim.yt(:,t)=y;

end

// initial parameters
a=.5; // std of scattering initial parametrs
for j=1:nc // from those used in simulation

[mr,mc]=size(Sim.Cy(1).th);
Ps=[Sim.Cy(j).th;1]+[a*rand(mr,mc,'n');0]; // initial parameters
Est.Cy(j).V=Ps*Ps'; // statistics
Est.Cy(j).th=Sim.Cy(j).th+a*rand(2,1,'n'); // pt.est. of reg.coef
Est.Cy(j).sd=.01*eye(2,2); // standard deviation

end
Est.ka=ones(1,nc); // counter
Est.Cp.V=ones(1,nc); // pointer statistics
Est.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)); // pointer parameter
w=fnorm(ones(1,nc)); // weights

// ESTIMATION ==========================================================
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printf(' ')
for t=2:nd

if t/fix(nd/10)==fix(t/fix(nd/10)), printf('.'); end
for j=1:nc

[xxx,G(j)]=GaussN(Sim.yt(:,t),Est.Cy(j).th,Est.Cy(j).sd);
// proximity

end
Lq=G-max(G);
q=exp(Lq);

ww=q'.*Est.Cp.th; w=ww/sum(ww); // generation of weights
wt(:,t)=w';

// Update of statistic
Ps=[Sim.yt(:,t)' 1]; // extended reg.vec.
for i=1:nc

Est.Cy(i).V=Est.Cy(i).V+w(i)*Ps'*Ps; // information matrix
Est.ka(i)=Est.ka(i)+w(i); // counter
Est.Cp.V(i)=Est.Cp.V(i)+w(i); // pointer statistics

//nove rozdeleni informacni matice V
Vy=Est.Cy(i).V(1:2,1:2); // part Vy - y.y
Vyp=Est.Cy(i).V($,1:2); // part Vyp - psi.y
Vp=Est.Cy(i).V($,$); // part Vp - psi.psi'
Est.Cy(i).th=inv(Vp+1e-8*eye(Vp))*Vyp; // pt.est. - reg.coef.
Est.Cy(i).tht(:,t)=Est.Cy(i).th'; // pt.est. - covar.
if I_estCov~=0

// PT.EST. OF NOISE COVARIANCE - USED OR NOT
Est.Cy(i).cv=(Vy-Vyp'*inv(Vp+1e-8*eye(Vp))*Vyp)/Est.ka(i);

end
end
Est.Cp.th=fnorm(Est.Cp.V,2); // pt.est. of pointer parameter
[ss,Est.ct(1,t)]=max(w); // store

end
disp ' '
s=2:nd;
[q,T]=c2c(Sim.ct(s),Est.ct(s));
Ect=q(Est.ct(s));

S=list();
for i=1:nc

j=find(Sim.ct==i);
S(i)=Sim.yt(:,j);

end

C=list();
for i=1:nc

j=find(Ect==i);
C(i)=Sim.yt(:,j);
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end

// Results
wr=sum(Sim.ct(s)~=Ect');
printf('\n Wrong classifications %d from %d\n',wr,length(s))

bigfig(1)
subplot(121)
plot(Est.Cy(1).tht(1,:),Est.Cy(1).tht(2,:),'.')
plot(Est.Cy(1).tht(1,2),Est.Cy(1).tht(2,2),'g.','markersize',18)
plot(Sim.Cy(1).th(1),Sim.Cy(1).th(2),'ro','markersize',12)
subplot(122)
plot(Est.Cy(2).tht(1,:),Est.Cy(2).tht(2,:),'.')
plot(Est.Cy(2).tht(1,2),Est.Cy(2).tht(2,2),'g.','markersize',18)
plot(Sim.Cy(2).th(1),Sim.Cy(2).th(2),'ro','markersize',12)

bigfig(2)
subplot(121)
plot(S(1)(1,:),S(1)(2,:),'b.')
plot(S(2)(1,:),S(2)(2,:),'r.')
title 'Simulated'
subplot(122)
plot(C(1)(1,:),C(1)(2,:),'b.')
plot(C(2)(1,:),C(2)(2,:),'r.')
title 'Estimated'

nebo

// Fixní kovariance p°i odhadu sm¥si (odhad více komponent neº v sim)
// ------------------------------------------
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

nd=500; // number of data
nc=8; // number of componentd
t_estCov=50; // when estimation of covariances is switched on

// simulated reg.coef.
Sim.nc=nc;
Sim.Cy(1).th=[0.9 -.5]';
Sim.Cy(2).th=[0.4 0.6]';
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// simulated noise covariances
Sim.Cy(1).cv=0.2*[1 -.6;-.6,1];
Sim.Cy(2).cv=0.1*[1 .2;.2,1];
// simulated pointer parameters
Sim.Cp.th=fnorm(ones(1,2)+.1,2);
Sim.ct(1)=1; // initial poiner

// SIMULATION ==========================================================
for t=2:nd

Sim.ct(1,t)=sum(rand(1,1,'u')>cumsum(Sim.Cp.th))+1; // pointer
j=Sim.ct(t); // active component
y=Sim.Cy(j).th+uut(Sim.Cy(j).cv)*rand(2,1,'norm'); // output
Sim.yt(:,t)=y;

end

// initial parameters
my=mean(Sim.yt,2);
a=.3; // std of scattering initial parametrs
for j=1:nc // from those used in simulation

[mr,mc]=size(Sim.Cy(1).th);
th=my+a*rand(mr,mc,'n');
Ps=[th;1]; // initial parameters
Est.Cy(j).V=Ps*Ps'; // statistics
Est.Cy(j).th=th; // pt.est. of reg.coef
Est.Cy(j).cv=.01*eye(2,2); // standard deviation

end
Est.ka=ones(1,nc); // counter
Est.Cp.V=ones(1,nc); // pointer statistics
Est.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)); // pointer parameter
w=fnorm(ones(1,nc)); // weights

// ESTIMATION ==========================================================
I_estCov=0;
printf(' ')
for t=2:nd

if t/fix(nd/10)==fix(t/fix(nd/10)), printf('.'); end
for j=1:nc

[xxx,G(j)]=GaussN(Sim.yt(:,t),Est.Cy(j).th,Est.Cy(j).cv);
// proximity

end
Lq=G-max(G);
q=exp(Lq);

ww=q'.*Est.Cp.th; w=ww/sum(ww); // generation of weights
wt(:,t)=w';

// Update of statistic
Ps=[Sim.yt(:,t)' 1]; // extended reg.vec.
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for i=1:nc
Est.Cy(i).V=Est.Cy(i).V+w(i)*Ps'*Ps; // information matrix
Est.ka(i)=Est.ka(i)+w(i); // counter
Est.Cp.V(i)=Est.Cp.V(i)+w(i); // pointer statistics

//nove rozdeleni informacni matice V
Vy=Est.Cy(i).V(1:2,1:2); // part Vy - y.y
Vyp=Est.Cy(i).V($,1:2); // part Vyp - psi.y
Vp=Est.Cy(i).V($,$); // part Vp - psi.psi'
Est.Cy(i).th=inv(Vp+1e-8*eye(Vp))*Vyp; // pt.est. - reg.coef.
Est.Cy(i).tht(:,t)=Est.Cy(i).th'; // pt.est. - covar.
if t>t_estCov, I_estCov=1; end
if I_estCov~=0

// PT.EST. OF NOISE COVARIANCE - USED OR NOT
Est.Cy(i).cv=(Vy-Vyp'*inv(Vp+1e-8*eye(Vp))*Vyp)/Est.ka(i);

end
end
Est.Cp.th=fnorm(Est.Cp.V,2); // pt.est. of pointer parameter
[ss,Est.ct(1,t)]=max(w); // store

end
disp ' '
s=2:nd;
Sc=Sim.ct(s);
Ec=Est.ct(s);
yt=Sim.yt(:,s);
S=list();
for i=1:2

j=find(Sc==i);
S(i)=yt(:,j);

end

C=list();
for i=1:nc

j=find(Ec==i);
C(i)=yt(:,j);

end

// Results
bigfig(1)
for i=1:nc
subplot(1,nc,i)
plot(Est.Cy(i).tht(1,:),Est.Cy(i).tht(2,:),'.')
plot(Est.Cy(i).tht(1,2),Est.Cy(i).tht(2,2),'g.','markersize',18)
end
title 'zelené kle£ko - kde to za£lo'

bigfig(2)
subplot(1,nc+1,1)
plot(S(1)(1,:),S(1)(2,:),'b.')
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plot(S(2)(1,:),S(2)(2,:),'r.')
set(gca(),'data_bounds',[-1 3 -1.5 2])
title 'Simulated'
for i=1:nc
subplot(1,nc+1,i+1)
if ~isempty(C(i))
plot(C(i)(1,:),C(i)(2,:),'.')
end
title 'Estimated'
set(gca(),'data_bounds',[-1 3 -1.5 2])
end

Popis programu

O odhadu nebo ne-odhadu kovariancí ²um· rozhoduje parametr I_estCov. Je-li roven 0, kovari-
ance se neodhadují a z·stávají ty, co jsme nastavili v inicializaci. Pro I_estCov = 1 se odhadují.
Kompromisem je jejich zpoºd¥ný odhad, p°i kterém se za£nou odhadovat aº od zadaného £asu
t_estCov.

5. Opakovaný odhad na stejných datech

Centra komponent startují ve svých po£áte£ních centrech a postupn¥ putují k hustotním vrchol-
k·m. Kaºdý datový záznam je trochu posune podle toho, jak do které komponenty pat°í (podle
vah w). Pokud je dat málo, m·ºe se stát a taky se stává, ºe odhad kon£í je²t¥ p°ed tím, neº
centra doputovala. Potom je rozumné pokra£ovat v odhadu se stejnými daty znovu, ale za£ít ne
v po£áte£ních centrech, ale z t¥ch, ke kterým zatím doputovala.

Je tu ale jeden problém. Na konci odhadu jsou informa£ní matice velké (°íkáme, ºe odhad je
utaºen) a centra by se uº bu¤ nepohybovala, nebo jen velmi málo. Proto je t°eba postupovat
následovn¥:

1. Po£áte£ní centra komponent nastavíme na hodnoty ze skon£eného odhadu.

2. Statistiky z odhadu zahodíme a pouºijeme zase ty p·vodní z prvního odhadu.

Takto m·ºeme postupovat opakovan¥. P°i tom je dobré sledovat vývoj center t°eba v grafu a
pokra£ovat do té doby, dokud se odhady center pohybují.

Program ilustruje situaci pro dva odhady

// Opakovaný odhad na stejných datech
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// ------------------------------------------
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

nd=10;
k=[2; -1]; sd=.01;

for t=1:nd
y(:,t)=k+sd*rand(2,1,'n');

end

// Inicializace k prvnímu odhadu
kk=[-5;8]; // po£. hodnota par. je kk
V0(1:2,1:2)=kk*kk';
V0(3,1:2)=kk'; V0(1:2,3)=kk; V0(3,3)=1; // nastavení V
V0=V0*10; V=V0; // V schváln¥ trochu fixujeme - V0=V0*10

// První odhad
for t=1:nd

Ps=[y(:,t)' 1]';
V=V+Ps*Ps';
Vy=V(1:2,1:2);
Vyp=V(3:$,1:2);
Vp=V(3:$,3:$);
th=inv(Vp+1e-12*eye(Vp))*Vyp;
th1(:,t)=th'; // vývoj odhad· v první fázi

end
th1=[kk th1]; // z výchozího odhadu kk se dále odhaduje

fi=50; // Zkuste fi=1,10,50
V=V/fi; // ZAPOMENUTÍ (uvoln¥ní odhadu pro dal²í postup)
// Druhý odhad na stejných datech
for t=1:nd

Ps=[y(:,t)' 1]';
V=V+Ps*Ps';
Vy=V(1:2,1:2);
Vyp=V(3:$,1:2);
Vp=V(3:$,3:$);
th=inv(Vp+1e-12*eye(Vp))*Vyp;
th2(:,t)=th'; // vývoj odhad· v druhé fázi

end

// Výsledky
scf();
plot(th1(1,:),th1(2,:),'.:') // první odhad
plot(th2(1,:),th2(2,:),'.:g') // druhý odhad
plot(2,-1,'ro','markersize',12) // správná hodnota paramrtru k
set(gca(),'data_bounds',[-6 4 -2 9])
title 'Vývoj odhadu konstanty - b=1.odhad. g=2.odhad'

Popis programu
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V programu se uvaºuje odhad statického regresního modelu s dvourozm¥rnými daty. Odhad je
inicializován (konstantou kk) a spu²t¥n. Výsledkem prvního odhadu je informa£ní matice V a z
ní spo£tené bodové odhady parametr·. Následuje druhý odhad se stejnými daty, ale v informa£ní
maticí spo£tenou v p°edchozím b¥hu. Tuto matici je vhodné podrobit zapomínání (d¥lení celé
matice £íslem fi). Odhad potom za£ne z bodových odhad· parametr· z p°edchozího kroku.
Zapomínání informa£ní matici uvolní, aby se odhady op¥t mohly pohybovat. Zkuste nabízené
koe�cienty zapomínání fi a sledujte jejich ú£inek.,

6. Dynamické sm¥si

Na rozdíl od statických sm¥sí, jejichº komponenty mají ve skute£nosti pevná centra - st°ední
hodnoty komponent (vrcholky hustotních kope£k·), dynamické sm¥si mají st°ední hodnotu zá-
vislou na datech a tedy pohyblivou. Odhady jejich center tedy nekonvergují k pevným bod·m,
ale k pohyblivým. Jejich po£áte£ní nastavení je tedy komplikovan¥j²í.

Ukáºeme postup, který vychází ze statických komponent a dynamika se postupn¥ p°idává p°i
odhadu.

Budeme uvaºovat jednu dynamickou komponentu 1. °ádu

yt = ayt−1 + but + k + et

1. Jako apriorní parametry vezmeme a = 0 a b = 0. Tomu odpovídá statický model yt = k+et.

2. Zjistíme nebo odhadneme pr·m¥rnou hodnotu y jako ȳ.

3. Po£áte£ní konstantu k nastavíme na hodnotu ȳ.

4. Po£áte£ní informa£ní matici ur£íme takto

V0 =

[
ȳ2 Ψ′0
Ψ0 I

]
kde Ψ0 = [0, 0, k]

′
, k = ȳ a I je jednotková matice.

Odpovídající program je následující

// Inicializace dynamických komponent
// ------------------------------------------
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

// INITIALLIZATION OF ESTIMATION OD DYNAMIC MODEL AS STATIC ONE
function V=th2VN(nps,my);

// nps length of regression vector (without y(t))
// my average of y
my=my(:);
ny=length(my);
nPs=ny+nps;
V=eye(nPs,nPs);
V(ny,ny)=my*my';
V(nPs,1:ny)=my';
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V(1:ny,nPs)=my;
endfunction

nd=500;
b0=1; a=.2; b1=-.3; k=2; sd=.1; y(1)=2; y(2)=5; //simul. parameters
u=1+.2*sin(10*%pi*(1:nd)/nd)+.1*rand(1,nd,'n'); // input
// sinulation
for t=3:nd

y(t)=b0*u(t)+a*y(t-1)+b1*u(t-1)+k+sd*rand(1,1,'n');
end

my=mean(y); // mean of initial output
// Konstruction of V
V0=th2VN(4,my);
V=V0;

// Estimation
for t=3:nd

Ps=[y(t),u(t),y(t-1),u(t-1),1]';
V=V+Ps*Ps';
Vy=V(1,1);
Vyp=V(2:$,1);
Vp=V(2:$,2:$);
th=inv(Vp+1e-12*eye(Vp))*Vyp;

tht(:,t)=th; // evolution of est. parameters
end

set(scf(1),'position',[300 300 500 400])
plot(tht')
title 'Evolution of par.estimates'
disp(th,'Esimated parameters')

// Prediction
for t=3:nd

yp(t)=th(1)*u(t)+th(2)*y(t-1)+th(3)*u(t-1)+th(4);
end

s=2:nd;
set(scf(2),'position',[800 300 500 400])
plot(s,y(s),s,yp(s))
title 'Prediction'

function [th,s2]=v2thN(v,m)
// [th,s2]=v2thn(v,m) computation of par. point estimates
// from normalized information matrix
// v information matrix
// m dimension of y
// th regression coefficients
// s2 noise cobariance estimate
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if argn(2)<2 // check for number of input arguments
m=1;

end

// partitioning of information matrix
vy=v(1:m,1:m);
vyf=v(m+1:$,1:m);
vf=v(m+1:$,m+1:$);

// computation of point estimates
th=inv(vf+1e-12*eye(vf))*vyf;
s2=(vy-vyf'*th);

endfunction

V programu uvaºujeme dynamický regresní model

yt = b0ut + ayt−1 + b1ut−1 + k + et

Tento model inicializujeme jako statický, tedy ve tvaru

yt = k + et

kde o£ekáváme hodnotu k p°ibliºn¥ rovnu pr·m¥ru z apriorních y. P°ito doufáme, ºe pro statický
model jsme se �tre�li do dat� a dynamika se postupn¥ do odhadne.

7. Um¥lé regresní vektory

Dobrý zp·sob jak p°evést £asto abstraktní expertní znalost do podoby dat, která jsou vhodná pro
inicializaci odhadu, je tzv. tvorba um¥lých datových vektor·. Kaºdý datový vektor se skládá z
regresního vektoru a jemu odpovídající hodnoty výstupu. Situaci budeme ilustrovat na p°íklad¥:

Sledujeme délku kolony v jenom rameni °ízené k°iºovatky, která sbírá dopravu z ur£ité oblasti.
V této oblasti je 5 kritických míst, která mohou být podle situace v r·zném stupni dopravy.
Regresní vektor bude tedy obsahovat 5 veli£in (stupn¥ dopravy v daných místech oblasti) a
výstupem je délka kolony v k°iºovatce. Expert svou znalost m·ºe p°evést na výv¥r nejd·leºi-
t¥j²ích kombinaci zatíºení jednotlivých míst v oblasti a jim p°i°adit (podle svého p°esv¥d£ení)
odpovídají hodnotu délky kolony v k°iºovatce.

Poznámka

Pokud jsou k dispozici apriorní data, je samoz°ejm¥ moºno je vyuºít a vybrat z nich n¥které
d·leºité datové vektory, které jsou pro danou situaci rozhodující a nesou hodn¥ informace. Výb¥r
m·ºe být op¥t podle doporu£ení experta.

Zkonstruované datové vektory se potom zpravují normáln¥, jako m¥°ené datové vektory v rámci
inicializace.

Metodu ilustruje následující program. Popis následuje za programem.

// Um¥lé regresní vektory
// ------------------------------------------
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exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0), rand('seed',0);

nd=200; // all data (init + estim)
ni=50; // initial data
I_init=0; // I_init=1 - initialization (only)

// I_init=0 - estimation with constructed initial V

// Simulation
u1= sign(2*sin(12*%pi*(1:nd)/nd))+1;
u2= 2*sign(2*sin(10*%pi*(151:nd+150)/nd))+2;
u3=.2*sign(2*sin(8*%pi*(1:nd)/nd))+1;

a=.6; k=.5; y(1)=0;
for t=2:nd

y(t)=a*y(t-1)+u1(t)+u2(t)+u3(t)+k+.5*rand(1,1,'n');
end

// Initialization (external data vectors)
if I_init==1
s=2:ni;
plot([y(s) u1(s)' u2(s)' u3(s)'])
legend('y','u1','u2','u3');
end

Psi=list();
// Psi = [y(t) y(t-1) u1(t) u2(t) u3(t) 1] // data vector
// th0: a b1 b2 b3 k // corresponding parameters
// extracted from prior data (can be also from expert knowledge)
Psi(1)=[10 9 2 0 1.2 1]';
Psi(2)=[17 15 2 4 1.2 1]';
Psi(3)=[15 16 0 4 1.2 1]';
Psi(4)=[14 14 0 4 .8 1]';
Psi(5)=[10 13 0 0 .8 1]';
Psi(6)=[11 10 2 0 1.2 1]';
Psi(7)=[11 11 2 0 1.2 1]';
Psi(8)=[8 7 2 0 .8 1]';
Psi(9)=[9 8 2 0 .8 1]';
Psi(10)=[9 8 2 0 .8 1]';

m=length(Psi(1));
n=length(Psi);
V=zeros(m,m);
for i=1:n

V=V+Psi(i)*Psi(i)';
end

th0=v2thN(V/n,1)'
if I_init==1, return, end
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// Estimation;
V=V*50;
for t=(ni+1):nd

Psi=[y(t) y(t-1) u1(t) u2(t) u3(t) 1]';
V=V+Psi*Psi';
th=v2thN(V/(t-n),1);
tht(:,t)=th;

end
th=th'
thSim=[.6 1 1 1 .5]

scf();
plot(tht')

Popis programu

V programu se ukazuje odhad regresního modelu prvního °ádu se t°emi vstupy

yt = ayt−1 + u1t + u2t + u3t + k + et

Program je rozd¥lení na 2 £ásti podle volby I_init. Pro volbu 1 se ukazují apriorní data a
uºivatel si z nich m·ºe vybrat d·leºité poloºky pro datové vektory Psi, které jsou dále vyuºity
pro inicializaci. Volba I_init=0 p°ipraví b¥h �naostro�, tj. p°ipravenou inicializaci s následným
odhadem. Ukazuje se vývoj odhadu parametr·.

8. Expertní klasi�kace

Tato metoda sleduje p°edchozí postup, ale místo p°i°azení hodnoty výstupu k regresnímu vektoru
se vybraným dat·m expertn¥ p°i°azuje t°ída (komponenta), do které pat°í.

Op¥t je n¥kolik moºností, jak tuto p°ed-klasi�kaci provést.

1. Expertn¥ vytvo°íme celý datový vektor a za°adíme jej do ur£ité t°ídy.

2. Vezmeme n¥jaký apriori zm¥°ený datový vektor a expertn¥ mu p°i°adíme t°ídu.

3. Pouºijeme ur£ité nadstandardní nástroje (necháme situaci pozorovat £lov¥kem nebo p·j-
£íme n¥jaký drahý m¥°ící p°ístroj) abychom pro apriorní m¥°ení zm¥°ili nejen datové
záznamy ale i p°íslu²né t°ídy klasi�kace.

To, co získáme, pouºijeme pro inicializaci, kdy provádíme u£ení s u£itelem (tedy se znalostí
správné klasi�kace).

Následující program ukazuje tuto p°ed-klasi�kovanou inicializaci. Popis následuje za programem.

// Inicializace s u£itelem
// ------------------------------------------
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0), rand('seed',0)

nd=500; // number of data
ni=20; // lenght of initialization phase
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t_estCov=1; // when estimation of covariances is switched on

// simulated reg.coef.
Sim.Cy(1).th=[1.9 -.5]';
Sim.Cy(2).th=[0.4 0.6]';
Sim.Cy(3).th=[-1.2 1.6]';
Sim.Cy(4).th=[.1 -1.6]';
Sim.Cy(5).th=[2.1 2.2]';
nc=length(Sim.Cy);
Sim.nc=nc;
// simulated noise covariances
rcv=.8; // amplitude of covariances
for i=1:nc

g=rand(2,2,'u');
Sim.Cy(i).cv=rcv*(eye(2,2)+(g+g'));

end
// simulated pointer parameters
Sim.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)+.1,2);
Sim.ct(1)=1; // initial poiner

// SIMULATION ==========================================================
for t=1:(ni+nd)

ct(1,t)=sum(rand(1,1,'u')>cumsum(Sim.Cp.th))+1; // pointer
j=ct(t); // active component
dt(:,t)=Sim.Cy(j).th+uut(Sim.Cy(j).cv)*rand(2,1,'norm'); // output

end
// initial data
Sim.yi=dt(:,1:ni);
Sim.ci=ct(1:ni);
// simulated data
Sim.yt=dt(:,(ni+(1:nd)));
Sim.ct=ct(ni+(1:nd));

// INITIALIZATION ======================================================
// initial parameters
yi=list();
for i=1:nc

j=find(Sim.ci==i);
yi(i)=Sim.yi(:,j);

end

for i=1:nc // from those used in simulation
Est.Cy(i).V=zeros(3,3);
nj=size(yi(i),2);
for j=1:nj

Ps=[yi(i)(:,j);1]; // initial parameters
Est.Cy(i).V=Ps*Ps'; // statistics

end
Est.Cy(i).V=Est.Cy(i).V; // the weight is proportional to data
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Est.Cy(i).th=v2thN(Est.Cy(i).V,2); // pt.est. of reg.coef
Est.Cy(i).cv=.1*eye(2,2); // standard deviation
Est.Cy(i).tht(:,1)=Est.Cy(i).th;

end
Est.ka=ones(1,nc); // counter
Est.Cp.V=ones(1,nc); // pointer statistics
Est.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)); // pointer parameter
w=fnorm(ones(1,nc)); // weights

// ESTIMATION ==========================================================
I_estCov=0;
printf(' ')
for t=2:nd

if t/fix(nd/10)==fix(t/fix(nd/10)), printf('.'); end
for j=1:nc

[xxx,G(j)]=GaussN(Sim.yt(:,t),Est.Cy(j).th,Est.Cy(j).cv);
// proximity

end
Lq=G-max(G);
q=exp(Lq);

ww=q'.*Est.Cp.th; w=ww/sum(ww); // generation of weights
wt(:,t)=w';

// Update of statistic
Ps=[Sim.yt(:,t)' 1]; // extended reg.vec.
for i=1:nc

Est.Cy(i).V=Est.Cy(i).V+w(i)*Ps'*Ps; // information matrix
Est.ka(i)=Est.ka(i)+w(i); // counter
Est.Cp.V(i)=Est.Cp.V(i)+w(i); // pointer statistics

//nove rozdeleni informacni matice V
Vy=Est.Cy(i).V(1:2,1:2); // part Vy - y.y
Vyp=Est.Cy(i).V($,1:2); // part Vyp - psi.y
Vp=Est.Cy(i).V($,$); // part Vp - psi.psi'
Est.Cy(i).th=inv(Vp+1e-8*eye(Vp))*Vyp; // pt.est. - reg.coef.
Est.Cy(i).tht(:,t)=Est.Cy(i).th'; // pt.est. - covar.
if t>200, I_estCov=1; end
if I_estCov~=0

// PT.EST. OF NOISE COVARIANCE - USED OR NOT
Est.Cy(i).cv=(Vy-Vyp'*inv(Vp+1e-8*eye(Vp))*Vyp)/Est.ka(i);

end
end
Est.Cp.th=fnorm(Est.Cp.V,2); // pt.est. of pointer parameter
[ss,Est.ct(1,t)]=max(w); // store

end
disp ' '

// Results
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bigfig(1)
for i=1:nc
//subplot(1,nc,i)
plot(Est.Cy(i).tht(1,:),Est.Cy(i).tht(2,:),'.')
plot(Est.Cy(i).tht(1,1),Est.Cy(i).tht(2,1),'g.','markersize',14)
plot(Sim.Cy(i).th(1),Est.Cy(i).th(2),'r.','markersize',8)
end
title 'zelené kole£ko - kde to za£lo, £ervená te£ka - správná centra'

Popis programu

Program ukazuje standardní odhad sm¥si s normálními komponentami a simulovanými daty.
Metoda p°ed-klasi�kovaného odhadu za£íná jiº v simulaci, kde si p°ipravíme jednak apriorní
data pro inicializaci Sim.yi, jednak vlastní m¥°ená data pro odhad Sim.yt. V inicializaci pomocí
p°íkazu �nd() ur£íme, která z apriorních dat pat°í které komponent¥.V dal²ím odstavci provádíme
odhad jednotlivých komponent z apriorních dat a standardním zp·sobem doplníme inicializaci
modelu pointru. Následuje odhad, kde jako po£áte£ní statistiky a odhady parametr· pouºijeme
výsledky inicializace.

Druhý program ukazuje zjednodu²ená pouºití uvedené metody.

// Inicializace s u£itelem (jednoduchá varianta)
// ------------------------------------------
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0), rand('seed',0)

nd=500; // number of data
ni=20; // lenght of initialization phase
t_estCov=1; // when estimation of covariances is switched on

// simulated reg.coef.
Sim.Cy(1).th=[1.9 -.5]';
Sim.Cy(2).th=[0.4 0.6]';
Sim.Cy(3).th=[-1.2 1.6]';
Sim.Cy(4).th=[.1 -1.6]';
Sim.Cy(5).th=[2.1 2.2]';
nc=length(Sim.Cy);
Sim.nc=nc;
// simulated noise covariances
rcv=.8; // amplitude of covariances
for i=1:nc

g=rand(2,2,'u');
Sim.Cy(i).cv=rcv*(eye(2,2)+(g+g'));

end
// simulated pointer parameters
Sim.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)+.1,2);
Sim.ct(1)=1; // initial poiner

// SIMULATION ==========================================================
for t=1:nd
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Sim.ct(1,t)=sum(rand(1,1,'u')>cumsum(Sim.Cp.th))+1; // pointer
j=Sim.ct(t); // active component
Sim.yt(:,t)=Sim.Cy(j).th+uut(Sim.Cy(j).cv)*rand(2,1,'norm'); // output

end

// INITIALIZATION ======================================================
// initial parameters
for i=1:nc // from those used in simulation

Est.Cy(i).V=eye(3,3);
Est.Cy(i).th=rand(2,1); // pt.est. of reg.coef
Est.Cy(i).cv=.1*eye(2,2); // standard deviation
Est.Cy(i).tht(:,1)=Est.Cy(i).th;

end
Est.ka=ones(1,nc); // counter
Est.Cp.V=ones(1,nc); // pointer statistics
Est.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)); // pointer parameter
w=fnorm(ones(1,nc)); // weights

// ESTIMATION ==========================================================
I_estCov=0;
printf(' ')
for t=2:nd

if t/fix(nd/10)==fix(t/fix(nd/10)), printf('.'); end
for j=1:nc

[xxx,G(j)]=GaussN(Sim.yt(:,t),Est.Cy(j).th,Est.Cy(j).cv);
// proximity

end
Lq=G-max(G);
q=exp(Lq);

ww=q'.*Est.Cp.th; w=ww/sum(ww); // generation of weights
// KNOWN POINTERS FOR INITIAL DATA
if t<=ni, w=zeros(1,nc); w(Sim.ct(t))=1; end
wt(:,t)=w';

// Update of statistic
Ps=[Sim.yt(:,t)' 1]; // extended reg.vec.
for i=1:nc

Est.Cy(i).V=Est.Cy(i).V+w(i)*Ps'*Ps; // information matrix
Est.ka(i)=Est.ka(i)+w(i); // counter
Est.Cp.V(i)=Est.Cp.V(i)+w(i); // pointer statistics

//nove rozdeleni informacni matice V
Vy=Est.Cy(i).V(1:2,1:2); // part Vy - y.y
Vyp=Est.Cy(i).V($,1:2); // part Vyp - psi.y
Vp=Est.Cy(i).V($,$); // part Vp - psi.psi'
Est.Cy(i).th=inv(Vp+1e-8*eye(Vp))*Vyp; // pt.est. - reg.coef.
Est.Cy(i).tht(:,t)=Est.Cy(i).th'; // pt.est. - covar.
if t>200, I_estCov=1; end
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if I_estCov~=0
// PT.EST. OF NOISE COVARIANCE - USED OR NOT
Est.Cy(i).cv=(Vy-Vyp'*inv(Vp+1e-8*eye(Vp))*Vyp)/Est.ka(i);

end
end
Est.Cp.th=fnorm(Est.Cp.V,2); // pt.est. of pointer parameter
[ss,Est.ct(1,t)]=max(w); // store

end
disp ' '

// Results
bigfig(1)
for i=1:nc
//subplot(1,nc,i)
plot(Est.Cy(i).tht(1,:),Est.Cy(i).tht(2,:),'.')
plot(Est.Cy(i).tht(1,1),Est.Cy(i).tht(2,1),'g.','markersize',14)
plot(Sim.Cy(i).th(1),Est.Cy(i).th(2),'r.','markersize',8)
end
title 'zelené kole£ko - kde to za£lo, £ervená te£ka - správná centra'

Tento program je prakticky shodný s p°edchozím. Situaci ale nekomplikujeme zvlá²tní iniciali-
zací, ale prost¥ apriorní data i se známým ukazovátkem pouºijeme na za£átku odhadu. Ukazo-
vátko vnutíme tak, ºe odhadnuté váhy pro apriorní data nahradíme vektorem nul a s jedni£kou
na míst¥, kam ukazuje ukazovátko.
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