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Predmluva

Tento text vznikl pro potieby studentti, ktefi navstévuji predmét “Geometrické a pocitacové
modelovani” (KMA/GPM) na Fakulté aplikovanych véd Zépadoceské univerzity v Plzni. Po
dobu deseti let byl text v provizorni podobé sifen na WWW strankach i ve formé pomocného
ucebniho textu. I tato provizorni forma byla zaznaménana odborniky na jinych vysokych skolach
a objevily se dokonce citace textu (napt. v [14]).

Jsem si védom toho, ze v textu je dozajista velké mnozstvi nedopatieni a chyb. Budu proto
velmi vdécny za kazdé upozornéni — nejlépe pomoci elektronické posty.

Text by méli vyuzit zejména studenti matematickych oborti a oboru geomatika. Z textu
budou cerpat i studujici mechaniky a oboru informatika a vypocetni technika. Tento text je
rovnéz vychozim souhrnem pro doktorandy vsech technickych fakult Zapadoceské univerzity
v Plzni.

V Rokycanech 19. tinora 2006

F. Jezek (JEZEKQKMA.ZCU.CZ)



Kapitola 1

Uvod

1.1 Pojem modelu

V tomto odstavci vysvétlime pojem ,modelovani“. Z hlediska této publikace ptijde zejména
o modelovani geometrické.

Model je uméle vytvoreny objekt ke studiu vlastnosti existujictho nebo navrhovaného ob-
jektu.

Model fyzikdlné—matematicky je objekt, ktery je zpravidla popsan rovnicemi, tj. pomoci
matematického aparatu.

Model geometricky abstrahuje od materialovych charakteristik a popisuje predevsim tvar,
tj. geometrii, s tim, ze casto oddéluje informace topologické a metricke.

Model vijrobku zahrnuje geometrické i technické informace (pouziti tzv. ,features®).

1.2 Prehled aplikaci geometrického modelovani

1.2.1 CA technologie

CA koncepct, tj. Computer Aided koncepci, rozumime uplatnéni vypocetni techniky v jisté ob-
lasti lidské (Gasto technické) ¢innosti. Jedna se o komplexni podporu ¢innosti ¢lovéka a v pre-
kladu se proto mluvi o pocitacové podpore. V tab. 1.1 uvadime pirehled pouzivanych zkratek
s jejich vysvétlenim.

Zékladni myslenkou je opakované vyuziti jednou zadanych informaci, vstupnich dat pro
jejich nasledné zpracovani v ostatnich fazich vyrobniho procesu. Predpokladem realizace tohoto
zémeéru je vytvoreni centralniho informacniho systému a hierarchické struktury rizeni.

Podminujicimi faktory pro realizaci:

1. disledné standardizace hardwarovych a softwarovych komponentii
2. vyuziti prosttedktl pruzné automatizace vyrobniho procesu

3. vytvafeni lokalnich pocitacovych siti (LAN)

4. tvorba databazovych struktur

Struktura systémil pocitacové podpory je uvedena na obr. 1.1.
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OznaéeniH Vyznam

H Obsah

CAA Computer Aided As- || montaz podporovana pocitacem
sembly

CAD Computer Aided De- || navrhovani podporované pocitacem
sign

CADD Computer Aided De- || navrh a kresleni podporovany pocitacem
sign and Drafting

CAE Computer Aided En- || inZenyrska c¢innost podporovana pocita-
gineering ¢em (viz dalsi text)

CAM Computer Aided Ma- || vyroba podporovana poc¢itacem (automa-
nufacturing tizovany vyrobni systém)

CAP Computer Aided || technologicka ptiprava vyroby podporo-

nebo Procces Planning vana pocitacem

CAPP

CAQ Computer Aided Qua- || kontrola kvality podporovana pocitacem
lity Check

CAR Computer Aided Ro- || totéz jako CAA
botic

CAT Computer Aided Tes- || testovani pomoci pocitace
ting

CIM Computer Integrated || vyroba integr. pomoci pocitace
Manufacturing

Tabulka 1.1: CA — koncepce

1.2.2 Simultanni inZenyrstvi

Klasické inzenyrstvi je sekvencni, tj. jednotlivé faze pfipravy vyroby a vyroby samotné na sebe

navazuji v case.

Stmultdnni inZenyrstui je zaloZzeno na prekryti jednotlivych ¢innosti. Zakladem k tomu je
prace vsech zucastnénych profesi nad jednotnym modelem. Dominantni roli hraje model geo-
metricky, ovsem uzivatel komunikuje se systémem v ,fec¢i modelu vyrobku®.

1.2.3 Technické aplikace geometrického modelovani

V oblasti technickych véd mé geometrické modelovani podstatny vyznam napt. pro tyto oblasti:

e letecky, lodafsky a automobilni primysl,

e navrh a vyroba lopatek a jinych tvarové slozitych soucasti,

e geografické informacni systémy (GIS) — digitalni model terénu,

e navrh a vyroba tisténych spoj,



1.3. Geometrické transformace a zobrazeni 11

‘ | Konstrukce |Pfiprava vyroby Vyroba | ‘

CAE
| CAD |
| capp |
| CAM |
| CAR |
| CAQ |
CIM |

Obrazek 1.1: Vztah CA systémi

e piiprava vstupu pro technické vypocty (FEM-MKP),
e potrubni systémy,

e primyslovy design.

1.2.4 Aplikace netechnické

Geometrické modelovani se vSsak uplatnuje i v oblastech netechnickych. Jedna se napf. o tyto
aplikace:

e rekonstrukce z rentgenovych snimki,
e nivrh pfedméttt denni spotfeby (modelovani tvaru, textury),
e reklama, zejména televizni,

e trikovy film a pocitacové vytvarné umeéni.

1.3 Geometrické transformace a zobrazeni

1.4 Homogenni souradnice

Usporadanou trojici ¢isel (x,y,w) (w # 0) nazveme pravouhlé homogenni soufadnice bodu

Plzg, yx] v roviné, plati-li:
T )
Ty = —, Y = —,
w w

kde ¢isla xy, yi jsou kartézské souradnice bodu P. Body, pro které je w = 0, odpovidaji vektorim
v roviné. Tyto body nelze urcit jejich kartézskymi soufadnicemi a nazyvame je nevlastni body.
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Z definice je patrné, jak lze prevadét homogenni souradnice bodu na jeho kartézské sourad-
nice a naopak. Aby prevod soufadnic byl trivialni, volime ¢asto za homogenni soufadnice bodu
trojici cisel (I, £,1).

Priklad 1.1 Bod A ma v daném soutadnicovém systému kartézské souradnice [3,2]. Za jeho
homogenni soutadnice 1ze volit trojici (3w, 2w, w), kde w # 0. Nap¥. pro w = 1 jsou to soutad-
nice (3,2,1). Zménou x-ové, popf. y-ové soufadnice se bod A posouva ve sméru osy x, popr. y.
Zmeénou tfeti souradnice bodu A dostavame body primky OA. Body B=(3;2;0,5) a C=(3,2,2)
maji kartézské soufadnice B[6,4] a C[1,5;1]. Homogenni soufadnice vektoru OA jsou napi.
(3,2,0) nebo (-9,-6,0).

Obdobné lze zavést pravouhlé homogenni soutadnice bodu P v prostoru jako usporada-
nou Ctvefici ¢&isel (z,y, z,w). Kartézské soutadnice xy, yx, zx bodu P lze z jeho homogennich
v . Ve z O. _ €T . y _ z
soufadnic urcit pomoci vztaht: x, = Ly, = 2, 2 =

w’

1.5 Geometrické transformace

Rozlisme dva zptisoby, jakym jsou geometrické transformace pouzivany:

1. Je zvolen soutadnicovy systém S. Transformaci jsou podrobeny body geometrického ob-
jektu, ktery tim méni polohu vzhledem k systému S popf. i svij tvar. Jako ptiklad lze
uvést posunuti a otoceni, ale i promitani objektu.

2. Transformaci je podroben soufadnicovy systém S. Transformace je zvolena tak, aby vy-
brany geometricky objekt ziskal vzhledem k novému souradnicovému systému .S’ polohu
vyhodnou pro matematické vyjadieni operaci s objektem. Pfitom se jeho poloha vzhledem
k systému S nemeéni.

V tomto textu budeme popisovat transformace objekti.

1.6 Geometrické transformace v roviné

Zabyvejme se nejprve transformacemi v roviné. Bod o soutadnicich [z, yx], popt. (z,y,w),
budeme transformovat do bodu [z}, y;], popf. (z/, ', w’). Stejné oznaceni pouzijeme pro trans-
formaci souradnic vektoru.

1.6.1 Posunuti neboli translace

Posunuti (translace) je urCeno vektorem posunuti p = (zy, ;). Soufadnice bodu [z, yx] se
transformuji rovnicemi
/ /
l’k:$k+$t, yk:yk+yt7

zatimco soutfadnice vektoru se posunutim neméni.
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Pouzijeme-li homogenni soufadnice, 1ze transformaci pro body i vektory, tj. pro body vlastni
a nevlastni, zapsat jednotné v maticovém tvaru:

1 0 0
(¢, w') = (z,y,w) | 0 1 0O
T oy 1

1.6.2 Otoceni neboli rotace okolo bodu

V dalsim textu budeme vynechavat u kartézskych souradnic bodu index k.
Otacent (rotace) kolem pocatku [0,0] je urceno orientovanym thlem «:

¥ = xcosa — ysina, Yy = xsina + ycosa.

Obrazek 1.2:

Transformacni rovnice prepiseme do maticového tvaru:

cosae sina 0
(xlaylaw/) = (z,y,w) | —sina cosa 0
0 0 1

Koeficienty odvodime z podminky, Ze body [0,0], [1,0] a [0,1] se oto¢i do bodii [0,0], [cos «, sin «],
[— sin @, cos a] — obr. 1.2.

1.6.3 Zména méritka neboli dilatace

Zmeéna meritka na soufadnicovych osach je urc¢ena nenulovymi nasobky ptvodnich jednotek:

/ /
T = 8,0, Y = syy.

Je-li s, = s, = s dostaneme stejnolehlost se stredem v pocatku (0,0) a koeficientem s. Maticovy
zapis transformacnich rovnic si ¢tenar snadno odvodi.
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1.6.4 Osova soumérnost neboli symetrie

Osovd soumérnost je urcena osou soumérnosti. Uvedeme transformacni rovnice pro pripad, kdy
osou soumeérnosti je nékterd souradnicova osa. Plati

/

' = iz, Yy =Jy,
kde
1 = —1,7 = 1 pro soumérnost podle osy vy;
1 = 1,5 = —1 pro soumérnost podle osy .

1.6.5 Skladani transformaci

Geometricky objekt je zpravidla podroben posloupnosti uvedenych elementarnich transformaci.
Matice slozené transformace je soucinem matic elementarnich transformaci a tedy pii jejich
skladani zalezi na poradi transformaci.

Piiklad 1.2 Najdeme rovnici rovinné transformace pro otaceni kolem bodu A[z 4,94, 1] o tthel
a.

Reseni: Hledanou transformaci sloZime ze tii elementarnich transformaci. Posunutim o vektor
a= —(z4,ya) se bod A stane pocatkem. Po otoc¢eni bodi kolem poc¢atku o tthel a provedeme
posunuti o vektor —a. Posloupnost transformaci zapiseme v maticovém tvaru:

1 0 0 cosa sina 0
(" y,1) = (z,y,1) - 0 1 0 ]| —sina cosa 0

—r4 —ya 1 0 0 1

1 0 0

0O 1 0

ra Ya 1

1.7 Geometrické transformace v prostoru

Uvedeme pfehled elementarnich transformaci v prostoru.

Transformacni rovnice zapiSeme v maticovém tvaru a bod P, popft. vektor p, vyjadiime
homogennimi soufadnicemi (z,y, z, w).
1.7.1 Posunuti neboli translace

Posunuti (translace) je uréeno vektorem posunuti (z, vy, 2):

1 0 0 O

A A N 0 1 0 O
(aj,y,z,w)—(x,y,z,w) 0 0 1 0
T Yy oz 1
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1.7.2 Otaceni neboli rotace okolo osy

Otacent (rotace) je uréeno osou otaceni a orientovanym tihlem otéceni. Uvedeme matici R, pro
otaceni kolem souradnicové osy x o tithel v, matici R, pro otaceni kolem osy y o thel 5 a matici
R.. pro otaceni kolem osy z o thel 7.

1 0 0 O

R, — 0 cqs a sina 0 ’
0 —sina cosa 0
0 0 0 1
cosf 0 —sing 0
0 1 0 0

R, = sin3 0 cos@ 0 |’
0 0 0 1
cosy siny 0 0
| —siny cosy 0 0O
R.= 0 0 10
0 0 01

1.7.3 Soumérnost neboli symetrie podle roviny

Soumérnost podle roviny je uréena rovinou soumeérnosti. Uvedeme rovnice pro transformaci
bodu soumérného podle jednotlivych souradnicovych rovin:

(.T/7 y” Z/, wl) = ("’U7 y? Z? w)

oo~ O
o T oo
—_ o oo

?

0
0
0

kde

1 =-1,7 =1, k =1 pro soumérnost podle roviny ¥z,
1 =1, 5 =-1, kK = 1 pro soumérnost podle roviny zz,
1 =1,5 =1, k = -1 pro soumérnost podle roviny zy.

1.7.4 Zména méritka neboli dilatace

Zmeéna meéritka na soufadnicovych osach je urcena nenulovymi nasobky s,,s,,s. ptivodnich
jednotek:

s; 0 0 O

/A Y A AN Sy 0 0
(x7y727w)_(x7y727w) 0 0 S, 0
0 0 0 1

Zména meritka se v pocitacové geometrii pouziva napt. pro normalizaci souradnic objekti.
Soufadnice se transformuji tak, aby byly v intervalu (0,1). Objekt se transformaci umisti do
jednotkové krychle.
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1.8 Samodruzné body a samodruzné smeéry transformaci
Uvazujme obecnou projektivni transformaci

a11 Q12 aiz aig
Q21 G222 (23 Q24
as1 Az G33 Aa34
a41 Q42 Q43 QA44

(', 2 w') = (z,y, 2z, w)

Strucné piseme X’ = X.A a predpoklddejme, Ze matice A je regularni.
Pokud méame urcit samodruzné body daného zobrazeni, pak vlastné hledame realna cisla
k # 0 a nenulové vektory X tak, aby £ X = X.A. Coz muzeme vsak psat jako
X(A-kI)=0o".
Jedné se o homogenni soustavu linearnich algebraickych rovnic a hleddme jeji netrivialni
feSeni. Aby takové feseni existovalo, musi byt splnéna podminka
det(A — k£ I)=0.

Mizeme tedy konstatovat, ze urceni samodruznych bodi projektivniho zobrazeni vede na
vypocet vlastnich ¢isel matice transformace a na urceni vlastnich vektort.

Priklad 1.3 Urcete samodruzné body a sméry transformace v Ey dané v kartézskych sourad-
nicich vztahy
d=xty Y=y

Reseni: Doporucujeme, abyste si nacrtli obrazek, ktery vysvétli, jak danéd transformace fun-
guje. Sestavime maticové vyjadfeni transformace v homogennich soutadnicich

1 00
(¢, w')=(z,y,w) | 1 1 0
0 01

Snadno zjistime, Zze dand matice mé vlastni ¢islo 1 (trojndsobné). Uréime vlastni vektory, tj.
fesime soustavu

(@, y,w) = (2,9, w)

O = =
O = O
— o O

Resenim jsou vsechny body tvary (z,0,w). Zjistili jsme tedy, Ze dana transformace méa neko-
necné mnoho vlastnich samodruznych bodu, jsou to vSechny body osy x. Pro w = 0 dostaneme
nevlastni samodruzné body, tj. samodruzné sméry. V nasem pripadé je samodruzny smér jediny,
a to smer osy .

0
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1.9 Struktura grupy afinnich transformaci

vvvvvv

Grupou transformaci rozumime algebraickou strukturu, ktera je uzaviena vzhledem k operaci
skladani transformaci, existuje v ni jednotkovy prvek a ke kazdému prvku prvek inverzni. Pti-
kladem grupy transformaci jsou napt. translace. Je totiz zfejmé, Ze slozenim dvou translaci
vznikne opét translace (nebo identita), jednotkovym prvkem je identita a ke kazdému posu-
nuti je definovan inverzni prvek, totiz posunuti o opac¢ny vektor. Homotetii definujeme jako
transformaci, pro kterou je kazdy smér samodruzny.

Na obr. 1.3 je znazornén vztah jednotlivych podgrup grupy afinnich transformaci.

‘ Grupa afinit ‘

‘Grupa podobnosti‘

N

‘ Grupa homotetii ‘ ‘ Grupa shodnosti ‘

Grupa translaci a stfedovych soumérnosti‘ /

‘ Grupa translaci ‘

‘ Identita ‘

Obrazek 1.3: Struktura grupy afinnich transformaci

V tab. 1.2 je uveden prehled vlastnosti matice A, pro uvedené podgrupy grupy afinnich
transformaci. Znacime

ai; Q12 A3
A, = A1 Q22 (A23
az1 asz ass

a predpokladame, Ze a1y = agq = asy = 0,a44 = 1.
Priiklad 1.4 Ukazte, Ze transformace

5 5
X’:%(X—Y)H, Y’:%(XH/)H, Z'=7+3

je shodnosti.

ResSeni: Sestavime matici A,. Jde nepochybné o afinni transformaci: det A, = 1, tj. je nenu-
lovy, a a4 = asy = azs = 0. Uréime soucin AgAa. Pokud tak dostaneme jednotkovou matici,
je dokazano, ze dana transformace je shodnosti. Vypocteme
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‘ Transformace H Vlastnosti matice H Poznamka ‘
Identita A, =1,a4=0,7 =1,...,3
Translace A, =1, pro alespon jeden index || vSechny sméry samod-
i€ {l,2,3}jeay #0 ruzné

Stredova soumeér- | A, = —1I vSechny sméry samod-

nost ruzné

Homotetie A, =kLEk #0 vsechny smeéry samod-
ruzné

Shodnost AT A, =1 zachovava vzdalenost

Ekviafinita |det A,| =1 zachovava obsahy, resp.
objemy

Podobnost AT A, =K1 k je koeficient zmény
délek

Afinita det(A,) #0 zachovava délici pomér

Tabulka 1.2: Charakteristické vlastnosti matice pro podgrupy afinnich transformaci

2

20 S 100
V2o 2 g | | ¥ 2 gl =1010
2 2 2 2

0 0 1 0 0 1 0 01

Dané transformace vzniké slozenim rotace okolo osy z o tihel 7 a posunuti o vektor (1,2,3).
O

Priiklad 1.5 UkazZte, Ze transformace z prikladu 1.3 neni shodnosti ani podobnosti.

Reseni: Sestavime matici A,. Jde nepochybné o afinni transformaci, det A, = 1 a ayy = agq =
azs = 0. Uréime soucin AaTAa. Vysledna matice méa tvar

(o) (11)=(71)

tj. nejedné se o shodnost ani podobnost. V tomto piipadé jde o tzv. plochojevné zobrazeni
(plosny obsah geometrickych ttvart se timto zobrazenim neméni), jejich charakteristikou je
|det A,| = 1.

OJ

1.10 Promitani

Dlezité zobrazeni prostoru na rovinu je promitdni. Promitani délime na rovnobézné a stredové.
Stredové promitani je vhodné pro zobrazeni vétsich prostorovych objektt a pouziva se pre-
devsim pro stavebnictvi.
Strojni soucasti se zpravidla zobrazuji rovnobéznym promitdnim.
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1.10.1 RovnobéZné promitani

Rovnobézné promitdni je urCeno primeétnou 7 a smérem promitani s, ktery nepatii zaméreni
roviny 7. Podle polohy sméru promitani k primétné 7 rozdélujeme rovnobézné promitani na
pravouhlé a kosouhlé.

Kosouhlé promitani

Pro odvozeni koeficientti matice zobrazeni zvolime za primétnu 7 sourfadnicovou rovinu zy.
Primét bodu P[0, 0, 1] ve sméru s ozna¢ime P’[q,, gy, 0], pramét bodu A[zra,ya, z4] oznacime
A'[z ar,yar,0]. Na obr. 1.4 jsou vyznaceny dvojice podobnych trojuhelnikia POP,, AA; Al a dvo-
jice POP, a AA1Aj. Z podobnosti trojihelniki odvodime vztahy

qz TAa —TA
T = = T4 =Ta+G2a

1 ZA

q A — YA

Ty =44 = Yar =Ya+ qyZa.
ZA

Obrazek 1.4: Obrazek 1.5:

Rovnobézné promitani do roviny zy ve sméru vektoru s = (¢, ¢,, —1) zapiSeme rovnici:

('rl? y” ZI’ wl) = ("’U7 y? Z? w)

o O+
o ~ o
coc oo
—_ o oo

Pro ¢, = q, = 0 je promitani pravouhlée. Je-li alesponl jedno z ¢isel g, g, nenulové, jedna

_V2

5 nazvané

se o promitani kosouhlé. Casto se pouzivd kosotthlé promiténi pro ¢, = ¢, =
kavalirni perspektiva.

Priklad 1.6 Hledejme rovnice pro kosotihlé promitani do roviny zy, které je zadané pruméty
' =z, y =y a 2z’ soutadnicovych os x,y, z a primétem J’' bodu J = (0,0, 1).
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Reseni: Ozna¢me « orientovany thel kladné poloosy x’ s osou 2’ a j, velikost tsecky O.J'.
Soufadnice ¢,, ¢, bodu J' jsou j,cosa a j, sin a.

Za soutadnice smérového vektoru s promitacich pfimek (orientovanych od stfedu promiténi
k priamétné) lze volit trojici ¢isel

(j.cosa, j,sina, —1).
Takto zadané promitani zapiSeme rovnicemi:
¥ =1x+j.2z cosa, Y =y+J.2z sina.

O
Ma-li soustava souradnic jinou polohu vzhledem k primeétné 7, nez bylo uvedeno, je tieba
provést prislusnou transformaci souradnicového systému.

Pravouhlé promitani

je dano vektorem s jeho promitacich primek. Grafické a modelujici systémy umoznuji pravouhlé
promitani v libovolném sméru. Je-li smér promitani kolmy na nékterou souradnicovou rovinu,
dostaneme pudorys, ndrys nebo bokorys objektu. Pii jiné volbé sméru promitani je objekt
zobrazen v pravouhlé axonometrii.

Postupnou zménou sméru promitani lze simulovat ,otac¢eni“ zobrazované scény. Pro odvo-
zeni transformacnich rovnic zvolime za smérovy vektor promitacich pfimek jednotkovy vektor
s = P, kde bod P s polohovym vektorem P lezi na jednotkové kulové plose se stfedem v po-
¢atku O soufadnicového systému. Bod P zadame sférickymi soufadnicemi v (zemépisnd délka)
a v (zemépisnd Sitka) - viz obr. 1.5.

Pravouhlé souradnice vektoru s jsou

s = (cosu cosw,sinu coswv,sinwv).

Primétna 7, je kolma na smér promitani a ma tedy zameétreni
e; = (—sinu,cosu,0), ey = (—cosu sinv, —sinu sinwv, cosv).

Vektory e, eq, s tvori ortonormalni bazi trojrozmeérného vektorového prostoru.
) )

Soutadnice (2,y’) primétu libovolného bodu @ = (z,y, 2z) jsou prvnimi dvéma slozkami
polohového vektoru Q vzhledem k uvedené ortonormalni bazi. Rovnice promitani uvedeme ve
tvaru:

/ .
r =€ Q= —xsinu + ycosu,

Y =eyQ = —xcosu sinv —ysinu sinv + 2z cosv.

1.10.2 Stredové promitani

Stredové promitdni (je také nazyvano linedrni perspektiva) je uréeno primétnou 7 a stfedem
promitani S = (zg, ys, zs). Pro odvozeni transformacnich rovnic (obr. 1.6) zvolme soutadnico-
vou rovinu xy za prumétnu 7. Stfed promitani S na ose z mé soufadnice (0,0, —zg).
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<]

Obréazek 1.6:

Z podobnosti trojuhelnikt A, A5S a OALS a trojihelnikii AA»S a A’ALS dostaneme:

T4 zs yar zs
Ta  zZa+zs Yya  za+zs
tj.
B Zs B zg

Transformacni rovnici zapiSeme pii vyuziti homogennich souradnic ve tvaru

xl:x?z/I:y?z/:O?w/:Z_'_ZS?
zS
tedy v maticovém tvaru

100 O

010 O

/Y Y NN

(xvyazaw)_(x7yazaw) 0 0 0 i

0 00 1

Linearni perspektiva urcend vyse uvedenou rovnici se nazyva jednoubezZnikovd. Priméty
primek rovnobéznych s osou z prochéazeji bodem O, jejich ibéznikem. Priméty pfimek rovno-
béznych s osou x nebo y jsou navzajem rovnobézné primky.

Obecnéjsi stiedové promitani, tj. tzv. dvoj- nebo trojubéznikova perspektiva, je urcena trans-
formaci:

1 00 %
01 0 L
(x/7y/7 Z,7w/) - (x7 y7 Z7w) 0 0 0 Z_i
000 1

kde [—zg, —ys, —zg] jsou kartézské souradnice stfedu promitani.
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1.11 Cvideni

1.1 Sestavte matici geometrické transformace v Es, ktera vznikne slozenim (v tomto potadi)
rotace okolo bodu S[1, 2] o thel 45° a dilatace, v niz se méni métitko na ose x na poloviéni.

V2 V2 o

4 27

_ V2 V2
il -
1+¥2 232 1

1.2 Urcete obrazy bodu S[1,2] a O[0, 0] a vektoru a = (1, 1) v transformaci podle ptedchéze-
jiciho prikladu.
[T =132, TO) =[5+ 4,2 3V, T(a) = (0.v2)]

1.3 Urcete matici inverzni transformace k transformaci podle cviceni 1 z této kapitoly.
[ uréete T, prip. (pofadil) 7! = Rg_450 0 Dy, -2 |

1.4 V prostoru Es uréete afinni transformaci, kterd ma samodruzné body O][0,0] a A[L, 0]
a obrazem bodu B[0, 1] je bod B'[1, 1].

1, 0, 0
T=|1 1, 0
0, 0, 1

I )

1.5 Sestavte matici rotace — jako geometrické transformace v [Ej, je-li osou rotace primka
o: x=—t,y=2t,z=—1.

[ T="P. 1,0 R;Ly 0 Ryp 0 Roj—y © Pooy ;]
%cosap+é, %cosgp—%, —%ﬁsingo, 0
T — %c;)\%o—g, %co\%p+§, —?singp, 0
=2 sinp, =2 sin g, cosy, 0

i QT*/gsinap, ?sirup, cosp—1, 1 i

1.6 Maticové popiste geometrickou transformaci, kterd vznikne slozenim rotace okolo osy z
a posunuti ve sméru této osy (jde o popis Sroubového pohybu).

cos (p, Sin p, 0,

—sinp, cosp, 0,

0, 0, 1,

0, 0, vy,

matice transformace T =

_ o O O

1.12 Kontrolni otazky

1.1 Jeden z trendi v technické pripravé vyroby si klade za cil ,,paperless design® nebo ,dra-
wingless documentation®. Pokuste se vysvétlit tento pojem (termin neni uveden v textu).

1.2 Vysvétlete rozdil mezi klasickym a simultannim inzenyrstvim!
1.3 Pomoci vlastnosti matic charakterizujte shosnost a ekviafinitu!

1.4 Slovné popiste rozklad rotace v E3 okolo obecné osy na elementarni transformace!
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Zaklady diferencialni geometrie

Diferencidlni geometrie vznikla v poloviné 18. stoleti a je spojena se jmény: L. Euler, G. Monge.
Diky Gaussovi (1827) se vycleniuje z matematické analyzy. Gauss fesil i praktické geodetické
problémy (vymérovani okoli Hannoveru) metodami diferencialni geometrie. Gauss si svych vy-
sledkt v diferencidlni geometrii vazil jako nejcennéjsich (theorema egregium).

2.1 Rovnice krivek a ploch

K popisu kiivek a ploch se v diferencialni geometrii pouziva vektorovych funkci.
Mnozinu k£ C E3 nazveme kiivkou t¥idy C,,, jestlize existuje aspon jedna vektorova funkce
P(¢) ttidy C,, s defini¢nim oborem I (otevieny interval) a plati:

1. P'(t) # o pro kazdé t € I,
2. P(t) je prosté zobrazeni intervalu I na mnozinu k.
Definice krivky miize byt modifikovana:

e misto zobrazeni prostého se pozaduje zobrazeni homeomorfni, tj. spojité a prosté zob-
razeni, pro néjz je spojité i inverzni zobrazeni a nepozaduje se nenulovy vektor prvni
derivace — elementdrni krivka

e prosta krivka je souvisla a je ,lokalné” elementarni kiivkou (plati, ze kiivka je prostou
7 )
kiivkou, je-li homeomorfnim obrazem otevieného intervalu nebo kruznice)

e obecnou krivkou rozumime lokalné homeomorfni obraz otevieného intervalu nebo kruznice
— zobrazeni je lokalné homeomorni, jestlize restrikce zobrazeni na okoli libovolného bodu
je homeomorfismem.

Mnozinu £ C E3 nazveme plochou tiidy C,, jestlize existuje aspon jedna vektorova funkce
P(u,v) t¥idy C,, s definicnim oborem (oblasti) Q C R? a plati:

L. BPéZ’v) =P, a 8PB(Z’U) = P, jsou pro kazdé (u,v) € Q lineadrné nezavislé

2. P(u,v) je homeomorfismem oblasti 2 na mnozinu k.

23
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2.2 Parametrizace krivky

Necht P(t),t € I je kiivka. Necht je ddna redlné funkce ¢(t) t¥idy C,, definovana na otevieném
intervalu I* a necht ¢ mé& na I* nenulovou prvni derivaci a zobrazuje interval I* na inter-
val I. Uvazujeme-li kiivku P(¢(t*)),t* € I*, fekneme, Ze pro danou kfivku byla provedena
transformace parametru.

Véta 2.1 Necht P(t),t € I a P*(t*),t* € I* jsou dvé vyjadreni téZe krivky. Pak existuje
transformace parametru ¢(t) tak, Ze

P(t) = P*(6(t)),t € I.

Dukaz: Plyne z véty o implicitnich funkcich.
]
Zavedeni orientace krivky mizeme provést podle toho, je-li mezi dvéma jejimi parametriza-
cemi transformacni funkce rostouci nebo klesajici. Tak se parametrizace rozpadnou na dvé tiidy.

2.3 Parametrické vyjadreni kuzelosecek

2.3.1 KruzZnice

Uvazujme kruznici se stifedem v pocatku a s polomérem r. Parametrické rovnice jsou tvaru
r=rcost, y=rsint, t € (0,2n)
Ve vektorovém tvaru mtzeme psat:
P =Pjcost + Pysint, t e (0,27),
kde P, = (r,0) a Py = (0, 7).

Obrazem kruznice ve shodnosti je opét kruznice a pro obecné umisténou kruznici v prostoru
tedy mtizeme napsat jeji vektorové vyjadieni ve tvaru

P =S+ P;cost+ Pysint, ¢ e (0,2m), (2.1)
kde S je polohovy vektor stredu kruznice a vektory P; a P, jsou na sebe kolmé vektory o stejné

velikosti (urc¢uji na sebe kolmé poloméry).

2.3.2 Elipsa

Parametrické vyjadieni elipsy ziskdme z tzv. trojuhelnikove konstrukce bodu elipsy. Elipsa méa
v tomto pripadé parametrické vyjadieni

x =acost, y=bsint, te (0,27),

kde a, resp. b jsou délky hlavni, resp. vedlejsi poloosy elipsy. Podobné jako u kruznice mtizeme
i pro elipsu umisténou v prostoru psat obecné vektorové vyjadieni ve tvaru (2.1). Vektory P,
a Ps jsou na sebe kolmé a urcuji poloosy elipsy.
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D4 se dokazat, ze afinnim obrazem elipsy je elipsa. Pokud na bod o polohovém vektoru P
z rovnice (2.1) uplatnime afinni transformaci A, miZzeme psat

A(P) = A(S) + A(P;) cost + A(P5) sin t. (2.2)

Polohovy vektor bodu elipsy jsme vyjadrili pomoci rovnice, v niz vystupuji vektory urcujici
prameéry elipsy, které nejsou na sebe kolmé, ale které vznikly z vektorti os afinni transformaci.
Takové prumeéry nazyvame sdruZené prumery elipsy. V deskriptivni geometrii se konstruuji casto
pro elipsu urcenou timto zptisobem pomoci Rytzovy konstrukce osy. To v pfipadé vektorového
vyjadfeni neni nutné, nebot rovnice (2.2) je tvaru (2.1) s tim, ze vektory P; a Py uréuji sdruzené
praméry elipsy.

Rovnobéznym primétem elipsy je bud elipsa (specialné kruznice), nebo tsecka. Prumét &£’
kiivky (elipsy nebo kruznice) £ dané rovnici (2.1) mizZeme urcit tak, Ze vypocteme pruméty
vektort S, Py a Py — oznacme je S,, Py, a Py,. Jestlize je vektor Py, nasobkem (nulovym nebo
nenulovym) vektoru P, zobrazuje se kiivka £ do tsecky. Jsou-li vektory Py, a Py, na sebe
kolmé a maji-li stejnou velikost, je primétem kiivky &£ kruznice. V ostatnich pripadech se kiivka
& promita do elipsy.

Pokud chceme popsat oblouk kruznice nebo elipsy, stac¢i zvolit odpovidajici interval pro
hodnoty parametru ¢.

2.3.3 Parabola

Vyjdeme-li pro parabolu z rovnice y = 2 a provedeme-li parametrizaci tak, Ze poloZime x = t,
dostaneme parametrické vyjadieni paraboly ve tvaru

r=t y=t* te(—o0,00).
Vektorové 1ze pak psat:
P =Pt +Pyt?, t € (—00,00),

kde P1 = (1,0) a PQ = (0, 1)
Podobné jako u elipsy odvodime pro parabolu obecné umisténou v prostoru vyjadieni:

P =V +Pit+Pyt? te(—o0,00). (2.3)

Vektor Py urcuje smér vrcholové tecny, vektor Py je smérem osy paraboly a 'V je polohovy
vektor vrcholu paraboly.

Afinnim obrazem paraboly je opét parabola. Rovnici (2.3) lze chépat pak jako obecnou
rovnici paraboly s tim, ze V urcuje obecny bod paraboly, P; je smérovym vektorem tecny v
tomto bodé a P, urcuje smér osy paraboly.

2.3.4 Hyperbola

Podobné jako pro elipsu lze i pro hyperbolu odvodit parametrické vyjadieni. Vyjdeme-li z rov-
nice hyperboly ve tvaru 22 — y? = 1 a chceme-li provést parametrizaci, musime najit dvojici
funkei f(t) a g(t) takovou, Ze [f(t)]* — [g(t)]*> = 1. Takovou dvojici funkci je nap¥. hyperbolicksy



2.3. Parametrické vyjadreni kuzelosecek 26

sinus a hyperbolicky kosinus. Znacime je sinh a cosh a jejich definice mize byt zapsana napf.
takto:

t ot t —t
sinht = 17 cosht:i
2 2

Rovnici hyperboly (obecné umisténé v prostoru) lze pak zapsat ve tvaru:

P =S+ P;cosht+ Pysinht, ¢t € (—o0,00). (2.4)

Vyznam jednotlivych vektort v rovnici (2.4) je nasledujici: S je polohovym vektorem stfedu
hyperboly, vektor S + P; urcuje bod hyperboly a te¢na hyperboly v tomto bodé je sméru P,.

Znaménko + v rovnici (2.4) dovoluje popis celé hyperboly, tj. obou jejich vétvi. Pfi prak-
tickém pouziti vSak musime zvl4ast pouzit rovnici pro znaménko plus a pro znaménko minus.

2.3.5 Parametrizace pomoci racionalnich lomenych funkci

Vhodnymi substitucemi lze provést parametrizaci jednotlivych kuzelosecek pomoci racionalnich
lomenych funkei:

Kruznice — pomoci substituce znamé z integralniho poctu mame

1—¢2 ot
P=S+P P
TR e

t € (—00,00),
kde S je polohovy vektor stiedu kruznice a vektory P; a P jsou na sebe kolmé vektory
o stejné velikosti (ur¢uji na sebe kolmé sdruzené priuméry).

Elipsa — tvar je formalné shodny s parametrickym vyjadrenim kruznice:

1—1¢2 ot
P=S+P P
TR T e

t € (—o0,00),
kde S je polohovy vektor stfedu kruznice a vektory P; a P urcuji sdruzené primeéry
elipsy.

Parabola — je jedinou kuzeloseckou, kterou lze popsat parametricky pomoci polynomt, coz
jsme jiz ucinili.

Hyperbola — pouzitim substituce

+12 2t
COSht:?tZ, Slnht: 1—t2
obdrzime . ) )
t t
P=S+P i +P t € (—o00,00).

-2 -

Uvedena parametricka vyjadreni kuzelosecek ukazuji, ze vSechny kuzelosecky lze popsat jako
NURBS kiivky, o kterych pojedname v dalsim textu.
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2.4 Tecény vektor, tecna, te¢na rovina

Necht P(t),t € I a necht t, € I. Pak vektor P’(ty) nazyvame tecngm vektorem kiivky v bodé
daném polohovym vektorem P(#y). Tetnou rozumime piimku

Q(u) = P(ty) + uP'(ty), u€ R

Véta 2.2 Tecny vektor nent invariantem vzhledem ke zméne parametrizace. Tecna je invari-
antem vzhledem ke zméné parametrizace.

Dutikaz: Je snadnym disledkem véty o derivaci sloZzené funkce.

Pro plochu Q(u, v) definovanou na oblasti © a kiivku
P(t) = (u(t),v(t)),t € I,
lezici v oblasti €2 definujeme krivku na plose predpisem

Q(u(t), o(t)), t € I
Vypocteme te¢ny vektor kiivky na plose. Plati

du dv

d
5 Qlulto), v(to)) = Qu(ulto), v(to)) - (to) + Qu(ulto), v(t)) . (to)

Tim jsme dokazali nasledujici vétu.

Véta 2.3 Vsechny tecné vektory krivek v daném bodé plochy jsou komplandrni, tj. patri do
zameérent jedné roviny.

Na zakladé véty 2.3 muzeme definovat pojem tecné roviny plochy. Normdlou plochy rozu-
mime kolmici k te¢né roviné v bodé dotyku. Normdlovy vektor je urcen vektorovym soucinem

n(uo, vo) = Quluo, vo) X Qy(uo, vo)

Parametrizace plochy lze rozdélit na souhlasné a nesouhlasné (podle znaménka Jacobidnu trans-
formace) a zavést pojem orientace plochy.

Jestlize v bodé P(ty) jsou vektory P’(tg) a P”(to) linedrné zavislé, nazjvame tento bod
inflexnim bodem krivky.
Oskulacni rovina krivky v neinflexnim bodé je urcéena vektory P’(ty), P” (o).
Normalu lezici v oskula¢ni roviné nazyvame hlavni normdlou.
Binormadla je kolmé na tecnu a hlavni normalu.
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2.5 Oblouk krivky a Frenetovy vzorce

Definujeme funkci
t
s(t) = / VP/(t) - P(t)dt.
to

Nazyvame ji obloukem krivky.
Plati s'(t) = «/P'(t) - P’(t) > 0. Proto k funkei s(¢) existuje inverzni funkce ¢(s).

Véta 2.4 Je ddna krivka P(s),s € I. Parametr s je obloukem, pravé kdyz pro kazdé so € 1

dpP
ds
Diikaz: a) Necht s je oblouk kiivky. Pak

(s0)| =1

dP dP dt / 1
=5 o)l = [—-(t(so))l| - (s0)] = Is'(t(s0))l| o=y

b) Necht je splnéno tvrzeni véty. Pro danou kiivku stanovime
s = / VP'(s).P'(s)ds = / |P’(s)|ds = / lds = s — sg
S0 S0 S0

Tedy s* je obloukem.

Derivaci podle oblouku oznacujeme teckou nad oznacenim vektorové funkce.
Vektor P(sg) nazyvame vektorem pruni krivosti. Proni kiivosti rozumime ¢islo

"k(s0) = [P (s0)]

Véta 2.5 V neinflexnim bodé krivky je vektor pruni krivosti nenulovy a je ortogonalni k tec-
nému vektoru. Pruni krivost je nulovd pravé v inflexnich bodech.

Dtikaz: Vyjdeme ze vztahu

P(So).P(So) =1

Derivovanim ziskdme

P(s0).P(s0) + P(50).P(s0) = 0,

tj. P(s0).P(so) = 0. Z toho jiz snadno plyne tvrzeni.

Oznac¢ime t, n a b jednotkové vektory tec¢ny, hlavni normaly a binormaly:

t(s0) = P(s0). n(s0) = ;E:;‘

Tuto trojici vektori (v daném potadi) nazyvame privodnim (téZ Frenetovym) trojhranem.

, b(s0) = t(s¢) x n(sp)
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Véta 2.6 (Véta o ortonormalnim repéru) Necht jsou dany vektorové funkce
my (1), mo(t), my(t), tel
takové, Ze pro kazZdé t jsou to jednotkové a na sebe kolmée vektory. Pak existuji redlné funkce

alg(t), alg(t), agg(t), t e I

tak, Ze
mi(t) = ara(t)ma(t) + ai3(t)ms(?)
my(t) —aya(t)m (1) +  ag3(t)ms(t)
my(t) = —ap(t)mi(t) — ags(t)my(t)

Dikaz: Vektory my (), my(t), ms(t) tvoifi pro kazdé ¢ ortonormalni bazi a tudiz lze vektory
derivaci vyjadrit pomoci nich jako linedrni kombinaci. Uvazujme

m (t) = ay1 ()my (¢) + ar2(t)ma(t) + a13(t)ms(?) (2.5)

my(t) = az: (t)my (¢) + aze(t)ma(t) + azs(t)ms(t) (2.6)

Jisté plati m;(f)m;(¢) = 1 a po zderivovani 2m (¢)m;(¢) = 0. Nasobime-li rovnici (2.5) vekto-
rovou funkei m; (¢), obdrzime snadno vysledek

a1 (t) =0.

Podobné ukdZeme napi. ze aq2(t) = —asgq (t). Stadi rovnici (2.5) nasobit funkci my (). Dostaneme
vztah
ml'(t)mg(t) = a,lg(t).

Z rovnice (2.6) plyne po vynasobeni funkci m; () vztah
my' (t)my (t) = ag(1).
Derivovanim vztahu m; (¢)msy(f) = 0 obdrzime
my’(t)my(t) + my'(¢)m, (¢) = 0.

Odtud plyne rovnost
a921 (t) = —alg(t).

Podobné se dokaze zbytek tvrzeni.

Véta 2.7 (Frenetovy vzorce) Pro vektorové funkce t(s), n(s), b(s) plati

t(s) = 1k(s)n(s)
n(s) = —'k(s)t(s) + 2k(s)b(s)
b(s) = — 2k(s)n(s)
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Duikaz: Plati

tj.
Zbytek tvrzeni je disledkem véty 2.6.

Realna funkce 2k(s) se nazyva druhd krivost neboli torze.

Véta 2.8 Je dana krivka P(s). Oznacme a(h) odchylku vektori t(sg) a t(so+h) a § odchylku
vektord b(sg) a b(so+ h) . Plati

Lfey e @A) gy B(R)
Dukaz: Naznac¢ime dikaz prvniho tvrzeni. Plati
a(h)

[t(so + h) — t(so)| = 2sin

2 )
tj.
[t(s0 +h) = t(s0)| _ sin*G a(h)
I o |hl

2
Limitnim pfechodem se dokaze prvni ¢ast tvrzeni. Podobné se odvodi i druha c¢ast véty.

Prehled vzorci pro vypocet pruni krivosti krivky:
e Parametrem oblouk: )
'k = |P|
e Obecny parametr:
1,2 [P XP” |2
kY=
|P’.P’|

e Krivka, ktera je grafem funkce:
»2

vy
1+y?)°

Prehled vzorci pro vypocet druhé krivosti krivky:

1k2:

e Parametrem oblouk:

*&| =[],
6. e
2 _ (PPP®)
o 12
e Obecny parametr:
(P'PP®)

2
k=
[P’ x P72
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2.6 Cviceni

2.1 Kruznici parametrizujte obloukem!

2.2 Sroubovici v zékladni poloze lze vyjadfit ve tvaru
r=rcost, y=rsint, z = vyt.
Odvodte jeji obecné vektorové vyjadieni!

2.3 Ukazte, ze Sroubovice je kiivkou konstatniho spadu, tj. ze odchylka tecného vektoru se
smérovym vektorem osy je konstantni!

2.4 Vypoctéte prvni kiivost ve vrcholech elipsy!

2.5 Urcete prvni kiivost a druhou kiivost sroubovice!

2.7 Kontrolni otazky

2.1 Jak ovérite, ze dana kiivka je parametrizovana obloukem?

2.2 Uvedte Frenetovy vzorce pro rovinnou kfivku (uvédomte si, jakou hodnotu ma torze)!
item Které kuzelosecky lze parametrizovat pomoci polynomt a které pomoci racionalnich
funkci, tj. podilt polynomu?



Kapitola 3
Spline

Spline je vétsinou intuitivné chapan jako ,po ¢astech polynomicka funkce se spojitou derivaci
co do nejvyssiho radu”.

Motivace pro zavedeni kubického splinu (je matematickym modelem chovéani pruzného lat-
kového kiivitka):

e 7 mechaniky: ohybova energie E je imérna kfivosti k, tj. ve variacni formulaci
1
E:c/ k2ds — min
0

e pro kiivost grafu funkce plati

fn 2

(1+/7)3

ds = /1 + ydx

o 1 faa2 ~ 1 2 .
E=c|, T cf, 7 dx — min

e ve varia¢nim poctu se ukazuje, ze k urceni minima

/ of, o 1 0)de
Q

je nutné fesit rovnici (Eulerova-Lagrangeova)

d d?
9f = 98 T Rdr = 0

e pro spline plati gy = 2f”, proto se naSe tloha redukuje na rovnici f ) =0 a jejim FeSenim
jsou kubické polynomy.

32
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3.1 Interpolacni krivky

V numerické matematice se pouziva interpolace funkci zejména k nédhradé funkce polynomem.
Na tomto principu pracuji algoritmy pro vypocet urcitého integralu apod. V pocitacové grafice
interpolace slouzi ke kresleni (definovani) kiivky, pro kterou zndme nékolik boda (nazyvame je
opérnymi body nebo uzly interpolace). Interpola¢ni kfivka témito body prochazi. Problémem
vsak je, jak stanovit hodnotu parametru, pro niz obdrzime dany opérny bod interpolac¢ni k¥ivky.

Interpolacni kfivka je tedy dana opérnymi body Fy, Pi,..., P, a hodnotami tg,t,...,%,
parametru pro tyto body. Ma pak vektorové vyjadieni

P=P(), te (tot,)

a plati

Hodnoty parametru ¢; se vétsinou urcuji automaticky. Je-li ¢;,; — t; = konst, mluvime o uni-
formni parametrizaci interpolac¢ni kiivky. Nejcastéji se v tomto ptipadé voli ¢; = i. Pro auto-
matickou neuniformni parametrizaci se pouziva vztahu t; 1 = t; + k |P;y1 — Py, kde k je jista
konstanta, tj. prirtistek parametru mezi dvéma opérnymi body kiivky je imérny délce prislusné
tétivy kiivky (tzv. chorddlova parametrizace). Neuniformni parametrizace se pouziva zejména
v tom piipadé, ze opérné body jsou silné nerovnomérné rozlozeny. Interpolacni kiivka se zpravi-
dla vytvari z jednotlivych obloukt k¥ivky, nebot pokud bychom chtéli jednou vektorovou funkci
s polynomickymi slozkami popsat celou interpola¢ni kfivku, byly by tyto polynomy vysokého
stupné (stupné n). Zakladem pro vypocet interpola¢ni k¥ivky po obloucich je tzv. Fergusonova

kubika.

3.2 Fergusonova kubika

Necht jsou dany body P; a P, s polohovymi vektory P; a P; 1. Ozna¢me dale P} a P}, tecné
vektory v téchto bodech. Nechf uvedenym bodim odpovidaji hodnoty ¢; a t;;; parametru.
Fergusonovu kubiku uré¢ime pomoci rovnice

P(t) = Ho(t —t)P;i+ Hi(t —t;)Pip1 + (3.1)
+ Hy(t — ;)P + Hs(t — t;)P; 4,
kde H;(s) jsou polynomy tfetiho stupné.
Z podminek P(t;) = P;,P(ti11) = Piy1, P'(t;) = P, P'(t;41) = P}, urcime vektory koefi-
cientdi u jednotlivych mocnin vyrazu t — t; a dojdeme pii oznaceni ‘k = t;1 —t;, s =1t —t;
k témto vztahtim

2
Ho(S) = @83 — @82 + 1,
2
Hl(S) = —%—3834‘@ 2, (32)
1 5, 2,
Hy(s) = s TS + s,
1 1
Hs(s) = =8 — s
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Pro uniformni parametrizaci t; = 0,%;.; = 1, tj.’k = 1 ziskdme ze vztaht 3.2 funkce Fj,
které hraji dulezitou roli v dalsim vykladu:

Fo(t) = 28 =32 +1,

Fi(t) = —2t3+3¢%, (3.3)
Fy(t) = =2 4t

B(t) = 2 —+t%

Tyto kiivky pouzil prvné v pocitacové grafice J.C.Ferguson pro konstruovani kiivek v letec-
kém pramyslu. Je tieba zdiraznit, ze pro tvar Fergusonovy kubiky mé znacny vyznam délka
tecnych vektort.

Priklad 3.1 Urcéime, kdy Fergusonova kubika degeneruje na kiivku nizsiho stupné (konkrétné
na parabolu). Pro jednoduchost uvazujme, ze jsou dény vektory P, = [-1,0], P, = [1,0],
Py = [a,a] a P’y = [a,—al, kde a je kladnd konstanta (nacrtnéte si obrazek!). Uvazujme
uniformni parametrizaci g =0 a t; = 1.

Reseni: Vyjdeme z rovnic 3.1 a 3.3. Mame urcit a tak (je-li to mozné), aby koeficienty u ¢lenu
3 v jednotlivych parametrickych rovnicich byly nulové. Tak ziskdme vektorovou rovnici

2P0 — 2P1 + Plo + Pll = 0.

Pro druhou slozku zjevné dostavame identitu, ale pro prvni slozku plati

—4 4 2a =0,
tj. a = 2. Vzhledem k rovnicim 3.1 a 3.3 ma ziskana kiivka toto vyjadreni:

P(t) = Fo(t)[—1,0] + Fi(t)[1,0] + F»(t)[2, 2] + F5(t)[2, —2],
tj.
r=2—1, y = —2t* + 21, t€0,1)

a muzeme provést i ipravu na explicitni tvar rovnice:

1o, 1
=——z" 4 =.
y=73" T35

3.3 Kubické spline krivky

Spline kiivky patii k casto uzivanym interpola¢nim kiivkam v technické praxi. Jsou totiz mate-
matickym modelem chovani pruzného latkového kiivitka, které v minulosti pouzivali konstruk-
téti trupt lodi, kdyz z nékolika vyznamnych profila trupu lodi odvozovali (interpolovali) dalsi
profily. Z hlediska praxe maji zasadni vyznam kubické spline krivky. Vyklad proto omezime
pouze na tuto skupinu spline kiivek. Nejprve budeme definovat pojem kubické spline funkce:
Necht je dana posloupnost xy < ;1 < ... < x,, a funkéni hodnoty vy, y1, . . ., ¥,,. Kubickou spline
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funkeci f(x) rozumime interpolacni funkci, tj. plati f(z;) = y;, kterd je na kazdém z intervalt
(x;, ;1) polynomem tfetiho stupné a funkce f ma spojitou prvni a druhou derivaci v intervalu
(20, Tp).

Zadanim opérnych bodt vSak neni kubickd spline funkce urcena jednoznac¢né, nebot ku-
bické polynomy (je jich n) maji celkem 4n vektorovych koeficientt a k dispozici méme 4n — 2
podminek:

e krajni body jednotlivych tisekil ........... ... ... . 2n podminek,
e spojitost prvni derivace .......... n — 1 podminek,
e spojitost druhé derivace ....... ... . n — 1 podminek.

Je ziejmé, ze k urceni kubické spline funkce je tieba zvolit jesté dvé dalsi podminky. Zpra-
vidla se zadévaji hodnoty prvni derivace v pocatecnim a koncovém bodé kiivky nebo hodnoty
druhé derivace v téchto bodech (specidlné se ¢asto voli ,podminka volného konce“, tj. nulova
druhd derivace v krajnich bodech).

Spline kiivkou (kubickou) pro dané opérné body Fy, Pi, ..., P, a dané hodnoty parametru
to < t1 < ... < t, rozumime kiivku P = P(t),t € (to,t,), pro niz kazda ze slozek vek-
torové funkce P(t) je kubickou spline funkci. Zadani hodnot parametru pro opérné body se
vétsinou realizuje jistym algoritmem. Napt. se voli uniformni parametrizace t; = i nebo neuni-
formni parametrizace (krok parametru neni konstatntni). Pfikladem neuniformni parametrizace
je chorddlovd parametrizace, v niz krok parametru pro oblouk spline kfivky je dan vzdalenosti
krajnich bodt oblouku.

Vypocet kubické spline krivky je mozné provést tak, ze nejprve urcime tecné vektory kiivky
v opérnych bodech a pak jednotlivé oblouky spline k¥ivky vypocteme jako Fergusonovy kubiky
podle vztaht 3.1 a 3.2.

Oznacme P’,i = 0,...,n hledané tecné vektory kubické spline kiivky v opérnych bodech.
Vzhledem k pozadavku spojitosti druhé derivace ziskame z 3.1 a 3.2 po tpravach vztah

1, 2 2 , 1 _, 3 3 3 3
abit (E + W)Pi“ t g Pie = Pt (@ - W)Piﬂ ~ b (3.4)
kde:=0,...,n — 2.
Dalsi dvé rovnice pro vypocet te¢nych vektori se zpravidla odvodi z ne€které z nasledujicich
podminek:

a) Je dano Pj a P, tj. je dan tecny vektor v poc¢ateénim a koncovém bodé kiivky. Pak ma
soustava 3.4 jiz jediné Teseni.

b) Jsou dany vektory A a B druhych derivaci v poc¢ateénim a koncovém bodé kiivky. V tomto
pripadé z 3.1 a 3.2 doplnime soustavu 3.4 o rovnice

3 Ok
Pl 9P — S (P P, )t B
n—1 L A n—1 9 :

Specialné pro A = B = o dostavame tzv. kubicky prirozeny spline.
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c¢) Podminka uzavienosti kiivky vede k doplnéni soustavy 3.4 a dalsi dvé rovnice, které ziskame
pouzitim formule 3.4 prot =n — 1 a ¢ = n s tim, Ze od indext vétsich nez n odecteme
n+ 1.

Reseni soustavy n rovnic o n neznamych vektorech provadime s vyhodou Gaussovou eli-
minaci. Matice soustavy je pro vsSechny slozky vektorii stejné, proto lze provést primy chod
Gaussovy eliminace najednou pro rtzné pravé strany. Matice soustavy je diagonalné domi-
nantni a pro piipad a) a b) je navic tato matice t¥idiagonalni.

Piiklad 3.2 Urc¢ime prostorovou kubickou spline kiivku pro body (0,0,0), (1,0,0), (1,1,1) a
(0,0,1). Uvazujeme uniformni parametrizaci a bude se jednat o pfirozenou spline kiivku.

ResSeni: Ze vztahtt 3.4 a 3.5 vzhledem k tomu, e A = B =0 a 'k = 1, plyne

2P, +P) = 3(P; — Py)
P, +4P, +P) = 3(Py — Py)
P, +4P, 4P, =3(P;—P))

P, +2P, =3(P;—P,)

a rozsifenou matici mizeme pro Gaussovu eliminaci zapsat ve tvaru

2100: 3 00
1410: 3 33
0141: -3 03
0012: -3 -320

Resenim soustavy jsou teéné vektory v opérnych bodech kiivky. Jednotlivé oblouky pak lze
urcit jako Fergusonovy kubiky.
O

3.4 Spline stupné s

Predpokladame, ze stupenn s > 1, coz jiz dale nezdiraznujeme.

K urceni jednoho oblouku spline kiivky je rozumné pozadovat kromé krajnich bodi i vektory
derivaci v krajnich bodech, a to ve stejném poc¢tu (divodem je symetrie, tj. nemélo by zalezet
na orientaci kiivky). Tedy segment kfivky je uréen sudym poctem podminek. Proto mé smysl
zabyvat se jen spline kfivkami lichého stupné (ty maji sudy pocet koeficientit).

Necht jsou ddny body Py, ..., P,. Celkem mame tedy urcit n polynomi stupné s (koeficienty
jsou vektory). Polynom stupné s je uréen s + 1 koeficienty. K tomu abychom tedy pro dané
body uréili spline stupné s, potfebujeme n(s + 1) podminek.

Z definice splinu mame nasledujici podminky:

e jsou dany krajni body kazdého oblouku .............. ... ...l 2n podminek

e spojitost derivace az do fadu (s — 1)
vbodech Py,..., Py 1 oo (s —1)(n — 1) podminek
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K dplnému urceni je tedy nutné doplnit zadani dalsimi d podminkami. Jejich pocet je dan
vztahem
d=n(s+1)—_2n+(s—1)(n—1)]=s—-1

Tim jsme dokézali vétu:

Véta 3.1 Pro otevienou spline kiivku stupné s (s liché, s > 0) je nutné volit parametrizaci a
dalsich s — 1 podminek.

Véta 3.2 Uzavrend spline kiivka stupné s (s liché, s > 0) je jednoznacné uréena svymi opér-
nymi body a parametrizaci.

Dutikaz: V bodé, v némz se kiivka uzavira, je nutné zajistit spojitost prvnich s—1 derivaci, tj. je
dano s — 1 podminek ,periodicity”. Samoziejmé by se mélo ukazat, ze soustava odpovidajicich
rovnic ma prave jedno resSeni.

]

3.5 Kvinticky spline
Otevieny kvinticky spline, tj. spline 5. stupné, je kromé parametrizace urcen dle véty 3.1 dal-

Simi ¢tyfmi podminkami.

Znamym (ale pracnym) postupem obdrzime pro spojitost derivaci nikoliv jednu, ale dveé
podminky v kazdém bodé P;...P,_;. Podafi se sloucit rovnice zajistujici spojitost 1. a 3.
derivace a 2. a 4. derivace.

Vyslednd matice je blokové tridiagonalni (pro otevienou kiivku) a vysledna soustava méa

nasledujici strukturu
A -B P> | | D
C A PY || o

3.6 Spline pod napétim

Kubicky spline minimalizuje integral
tn
JRLRRE
to

a odpovida chovani velmi tenké latky. Zavedeme-li ale v kfivitku tah (mtze byt dén tim, Ze se
jedné o silngjsi latku), dojdeme k minimalizaci integralu

tn tn
/|PWWﬁ+ﬁ/ (1) dt

to to

Minimalizujeme tedy zaroven v zavislosti na parametru p — globalnim napéti — relativné i délku
krivky. Takto byl odvozen klasicky Schweikarttiv spline pod napétim.



3.7. Nelinearni spline 38

Pouziva se i spline pod napétim s lokalizovanym parametrem napéti pro jednotlivé oblouky.
Resenim odpovidajici tilohy je po ¢astech exponencidlni funkce — proto se tento spline nazjva
téz exponencidlni.

Jinad varianta splinu pod napétim — polynomicky spline pod napétim — se odvodi podobné
jako kubicky spline ze vztahu

n th n
n> [P @Ry wlP @,
k=1 " tk—1 k=0

kde pj. jsou vahy obloukt a v, > 0 vahy jednotlivych bodd. Pro pp = 1,k =1,...,n se uvedeny
spline nazyva Nielsonuv v—spline.

3.7 Nelinearni spline
Mezi nelinearni spline patii:

o  Dreveény“ spline nebo téz geometricky spline — je zalozen na tom, ze kiivky maji ve
spole¢ném bodé spole¢nou kiivost (nikoliv vektor 2. derivace) a spliiuji podminku

A’k

ds2

tj. po integraci
k=a.s+b, abeR

Jednotlivé oblouky jsou v rovinném pripadé klotoidy, tj. kiivky s linedrni zavislosti kiivosti
oblouku na délce oblouku.

o Mechanicky spline téz M-spline, ktery minimalizuje integral (s je oblouk)

Sn
/ k2ds
s0

Odvozeni prislusnych rovnic je zalozeno na Frenetovych formulich.

3.8 Cvicdeni

3.1 Urcete tec¢né vektory v opérnych bodech pro uzavienou uniformni kubickou spline kiivku
danou body
Py0,0,0], P[1,1,1], P4[0,0,1].

3.2 Sestavte rozsifenou matici soustavy pro urceni tec¢nych vektort v opérnych bodech rovinné
uniformni kubické spline kiivky dané body

Py[0,0], Pi[1,1], [0, 1], P5s[—1, 0]

a teCnymi vektory Py = (1,0) a Py = (0, —1).
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3.9 Kontrolni otazky

3.1 Cim je urcena Fergusonova kubika?
3.2 Proc¢ se vyuzivaji zejména spline kiivky lichych stupnii?
3.3 Vysvétlete pojmy prirozeny spline, uniformni spline a spline s chordalovou parametrizaci!

3.4 Popiste algoritmus vypoc¢tu kubické spline krivky!



Kapitola 4
Bézierovy krivky

Teorie Bézierovych krivek se zacala koncipovat v letech 1959-62. V roce 1970 R. Forrest ukazal
na vazby mezi pracemi P. Béziera a teorii Bernsteinovych polynomi, kterd méla pivodné
vyznam predevsim v teorii aproximace funkeci.

Uvazujme lomenou ¢aru (Fidici polygon) o vrcholech Vg, . .., V,, s polohovymi vektory Vy, ..., V,,,
(n > 1). Bézierovou kiivkou pro tento fidici polygon rozumime kiivku

P(t) = iViBf(t), te(0,1),

kde B!'(t) jsou Bernsteinovy polynomy (pfesnéji baze prostoru Bernsteinovych polynomi), tj.
n
1

s = (7)ra- o

1 = 0,...,n, kde definitoricky polozime (8) =1a (8) = 1. Na obr. 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 jsou

zobrazeny Uplné systémy Bernsteinovych polynomt pron =1,2,3,5.

4.1 Bézierova kubika

Pro n = 3 jsou Bernsteinovy polynomy tvaru (horni index 3 zde vynechavame):

Bo(t) = (1-¢)°,
Bi(t) = 3t(1-1)?%
By(t) = 3t*(1—1),
Bs(t) = t.

Ktivka je v tomto pripadé kubikou a mluvime o Bézierové kubice. Je urcena fidicim poly-
gonem Vy, Vi, V2, V5.

4.2 Vlastnosti Bernsteinovych polynomu

Uvedeme nékteré vlastnosti Bernsteinovych polynomt :

40



4.3. Vlastnosti Bézierovych kiivek 41

e B'(t)>0prote(0,1)ai=0,...,n.
Tato vlastnost plyne z toho, Zze pro t € (0, 1) jsou vSechny tfi soucinitele v definici Bern-
steinovych polynomi nezaporné.

e Pron > 1 a0 < i< n plati rekurentni formule
Bi(t) = (1= )B (1) + B3 (1),

kde Bi(t) = (1 — )9 a Bi(t) = t? pro ¢ = 1,...,n. Vlastni formule je pak disledkem

platnosti vztahu
-1 -1
(1) -0+ Co)
r r r—1

Zn:Bin(t) ~1

pro kazdé t. Identita je disledkem binomické véty. Plati totiz

pro kombinacni ¢isla.

e Plati

n

iBi"(t) => <7Z)ti(1 —t)" = (t+1-t)" =1

=0

e Pro derivaci funkce B!'(t) plati:

B(r)z’ (t) — _n(l _ t)n—l’

BZ/ (t) — ntn717

B;@’(t) = (721) [it1(1 — £)" — (n — §)ti(1 — )i,

i=1,...,n—1.

e Plati
B (t) = B, _i(1=1),

(u)-

coz je diisledek platnosti vztahu (7;)

4.3 Vlastnosti Bézierovych krivek

Z uvedenych vlastnosti Bernsteinovych polynomi mtzeme odvodit nasledujici vlastnosti Bézie-
rovych kiivek.

1. Pocatecnim bodem Bézierovy kiivky je bod s polohovym vektorem V a koncovym bodem
je bod s polohovym vektorem V,,.
Snadno totiz vypocteme:

P(0) = 3 V,B2(0) = Vo,

nebot pro i > 0 (i < n) plati B*(0) =0 a Bj(0) = 1.
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Zcorazen Bernsie novych palynomu net Zcorazen Bernsie novych polynamu ne2

Obréazek 4.1: Obrazek 4.2:

Zebrazen Barnsie novych palvnomu ned

Zebrazen Barnsie novych palvnomu nes

Obrazek 4.3: Obrazek 4.4:

2. Bézierova kiivka se v poc¢atecnim bodé dotyka prvni strany fidicitho polygonu a v konco-
vém bodé se dotyka posledni strany tohoto polygonu.
Diikaz provedeme pomoci vypoctu prvni derivace vektorové funkce P(t) a v pfislusném
bodé. Pro t = 0 plyne By (0) = —n, BY (0) = n a pro i > 2 plati Bl (0) = 0. Tedy

P'(0) = n(Vy — Vo).

Podobné plyne B (1) = n, B (1) = —n a pro
i <n,(i>0),B"(1) = 0. Proto

P/(1) = n(V, — Vo).

Z uvedenych vztahii plyne, Ze Bézierova kubika (n = 3) je Fergusonovou kubikou pro
body Vj a V3 a pro tecné vektory 3(V; — Vy) a 3(V3 — Vy) v téchto bodech.

3. Jestlize algoritmy vypoctu hodnot Bernsteinovych polynomi aplikujeme na vypocet bodi
Bézierovy krivky, dostaneme tzv. algoritmus de Casteljau. Tento algoritmus urci bod Bé-
zierovy krivky pro dany ridici polygon a pro zvolenou hodnotu ¢y, parametru. Algoritmus
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je zalozen na postupném déleni stran polygonu v poméru daném parametrem ty. Na obr.

4.5 je pro dany polygon uréen bod P(0,5) Bézierovy kiivky. Na obr. 4.6 je proveden

algoritmus de Casteljau pro polygon o tfech vrcholech a pro hodnoty parametru i, % a 2.

Obrazek 4.5: Obrazek 4.6:

4. 7 definice Bézierovy krivky pro polygon Vg, ..., V, plyne, Ze se jedna o kiivku stupné
az n. Ve zvlastnich pfipadech se vSak miize stat, ze koeficienty u ¢lenu ¢" jsou nulové.
V aplikacich dochézi k situaci, Ze misto fidiciho polygonu Vg, ..., V, hledame polygon
Vo', Vi, Vi tak, aby oba urcovaly stejnou Bézierovu kiivku. Zvysenim poctu vrcholl
fidiciho polygonu se napf. rozsifi moznosti tvarovani kiivky. Aby oba polygony urcovaly
stejnou Bézierovu kiivku, musi platit

n+1

i ViB/(t)=> ViBI(1)
i=0 Jj=0

pro t € (0,1). Plati, ze
Vo=V, V. =V,

kde a; = nil.

5. Ukézeme, jak lze vytvorit kiivku sloZzenim z nékolika Bézierovych kiivek.
Uvazujme Bézierovy kiivky 'P('t),! ¢ € (0,1), resp. 2P(%*t),2t € (0,1) s Fidicimi polygony
W, ... YV, resp. 2V, ..., 2V,,. Necht 'V, = 2V,,. Jelikoz plati
"P'(1)=n('V,— 'V,_1),

2]_:)/(0) = m(2V1 — 2\/0),
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k zajisténi dotyku Bézierovych kiivek sta¢i, aby body 1V, _i, 'V, = 2Vj a 2V} leZely na
jedné pfimce (1V,,_y # 'V, 2V # 2V ;). Pokud bychom vsak poZadovali spojitost prvni
derivace vektorové funkce, je nutné zajistit platnost vztahu

n(*V, — "V,_1) = m(*V; — *Vy).

6. Libovolny polynom stupné n lze vyjadrit jako linearni kombinaci Bernsteinovych po-
lynomi B},j = 0,...,n. Proto je mozné libovolnou interpolacni krivku, ktera vznikla
interpolaci algebraickymi polynomy, ziskat také jako Bézierovu kiivku.

7. Z toho, ze soucet hodnot Bernsteinovych polynomu pro zvolené t € (0, 1) se rovna jedné,
plyne, ze Bézierova kiivka lezi v konvexnim obalu vrcholi fidiciho polygonu — viz obr.
4.7.

8. Vzhledem k ,symetrii systému Bernsteinovych polynomi“, tj. na zakladé vlastnosti
Bi(t) = B, (1 -1),

dostavame nezavislost tvaru Bézierovy krivky na orientaci fidiciho polygonu. Tedy po-
lygon Vj,...,V, a polygon V,, ..., V5 urCuji stejnou mnozinu bodi (vizuilné stejnou
kiivku).

Bézierova kfivka dle zadaneha ridiciho polygonu
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Obrazek 4.7:
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4.4 Cviceni

4.1 Urcete Bézierovu ktivku pro fidici polygon dany body

[—1,0],]0,2],[1,0].

4.2 Zvolte si pét bodu a pro hodnotu ¢t = 0, 25 provedte algoritmus de Casteljau.

4.5 Kontrolni otazky

4.1 Uvedte, z jaké vlastnosti Bernsteinovych polynomi plyne nezavislost Bézierovy kiivky na
orientaci fidiciho polygonul!

4.2 Vysvétlete podminku konvexniho obalu pro Bézierovy kiivky!
4.3 Uvedte vyhody a nevyhody Bézierovych kiivek!

4.4 Vysvétlete, pro¢ je algortimus de Casteljau afinné invariantni, a uvedte pouziti této vlast-
nosti!



Kapitola 5

B—spline

5.1 Coonsuv B—spline
Tato kubika méa s Bézierovou kubikou podobny zptisob zadavani. Rovnéz pro Coonsovu kubiku
zadavame ¢tyfi body Vo, Vi, Vo a Vi, které tvori charakteristicky polygon (pozdéji vysvétlime

vztah k Fidicimu polygonu).

Coonsova kubika ma rovnici

P(t) = %ZVZC-(t) te(0,1),
1=0
kde
Cot) = - + 3t* — 3t + 1,
Ci(t) = 3t — 612 + 4,
Co(t) = =3t + 3t* + 3t + 1,
Cs(t) = 3.

5.1.1 Vlastnosti Coonsovy kubiky

1. Vypoéteme Co(0) = 1,C1(0) = 4,C2(0) =1 a C3(0) = 0, tj. P(0) = $(Vo+4V1 + Vy).
Bod uréeny polohovym vektorem P(0) je ,antitézistém* trojuhelnika VoV Vs pro vrchol
V1, tj. lezi na téZnici trojuhelnika prochazejici vrcholem Vi a vzdalenost boda Vi P(0) se
rovna jedné tretiné délky téznice.

Bod P(1) je antitézistém trojthelnika V;V5V3 pro vrchol Vs.

2. Stanovime tecné vektory P’(0) a P’(1) Coonsovy kubiky. Plati

Co(t) = =3(1—1)%,
Ci(t) = 9t* —12t,
Ch(t) = —9t2 +6t+ 3,
Ci(t) = 3t

46
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Vypocteme

3
! 1 i 1 1
P0) =5 > ViCi(0) = 5(3Vo+3Vy) = 5(Va = V1),
=0

3
1 ) 1 1
P'(1) = 5 > Vi) = 5(=3Vi+3Vs) = o (Vs = Vi),
=0

tj. te¢na Coonsovy kubiky v bodé P(0) je rovnobézna s pfimkou V5, a teéna v bodé P(1)
je rovnobézna s primkou V; V3. Vzhledem k vlastnosti 1. jsme navic ukéazali, ze Coonsova
kubika je Fergusonovou kubikou pro body s polohovymi vektory %(VO +4V; + V) a
$(V1+ 4V, + V3) a tetné vektory 2(Va — Vo) a (Vs — V).

3. Uréime vektory P”(0) a P”(1). Vypoéteme
C(t) = 6(1—1),

C7i(t) = 18t —12,
C7y(t) = —18t+6,
C”g(t) - 6t

Proto plati
1
P” (0) = 6(6V0 - 12V1 + 6V2) = VO - 2V1 + Vz,

1
].:)77 (1) - 6(6V1 - 12V2 + 6V3) = V1 - 2V2 + Vg.
4. Body Coonsovy kubiky lezi v konvexnim obalu mnoziny
M = {Vo, Vi, Vo, V3}.
Diitkaz uvedené vlastnosti Coonsovy kubiky plyne z toho, ze

3

1

A Z C;(t) =1 pro kazdé t.
=0

5. Uvedeme jesté nékteré specialni pripady zadavani Coonsovy kubiky:

(a) Lezi-li body Vp, Vi, Vo a V3 v pfimce, pak odpovidajici Coonsova kubika je tseckou
na této primce.

(b) Splynou-li body Vg a V; (Vg # V3), lezi bod P(0) na ptimce Vs plati

1
Bod Vi = V; nazveme dvojnasobnym bodem charakteristického polygonu Coonsovy

kubiky.

(c) Jestlize splynou body Vp, Vi a V, (Vi # Vi), pak P(0) = V a Coonsova kubika je
tiseckou s druhym krajnim bodem o polohovém vektoru P(1) = Vo+5(V3—Vj). Bod
Vo = Vi = V5 nazveme trojnasobnym bodem charakteristického polygonu Coonsovy

kubiky.
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5.1.2 Napojovani Coonsovych kubik

Uvazujme dvé Coonsovy kubiky

R(S) = %ZWZCZ(S), S € <0, 1>

Odvodime podminky, které vyplyvaji pro charakteristické polygony Vi, Vi, Vo, V3 a Wy, W,
Wy, W3 z pozadavku A _
PY(1) = RY(0), i=0,1,2.

Pro i = 0 se jedna o podminku P(1) = R(0), tj.

Vi, +4Vy+ V3 =W, +4W; + W, (5.1)
Spojitost vektoru prvni derivace ve spolecném bodé kiivek vede k podmince

V; = V=W, - W, (5.2)

Pozadavek spojitosti vektoru druhé derivace:

V; -2V, 4+ V3 =W, —-2W,; + W,. (5.3)
Ze soustavy tvorené odvozenymi rovnicemi (5.1), (5.2), (5.3) snadno plyne

Wy=V;, W, =V, W,=V,;

Poloha bodt Vy a W3 nema vliv na ,kvalitu“ napojeni Coonsovych kubik. Odvozené podminky
vedou k tomu, ze mizeme uvazovat charakteristicky polygon Vi, Vi, ..., V., n > 3 a vytvorit
kiivku C z n — 2 Coonsovych kubik Cy,...,C,_3, kde kubika C; je urcena charakteristickym
polygonem V;, Vi1, Viio, Vi1 3. Pokud uvazujeme pro charakteristicky polygon Vg, ..., V,, n > 2,
uzavienou kiivku C, vytvotrime ji z n Coonsovych kubik Cy, . .., C,, kde kubika C; je opét urcena
charakteristickym polygonem V;, V;.1, V;1o, V; 3, ale indexy vrcholt je nutné brat tak, ze pro
j>njeV; =V, , ;.

5.1.3 Ridici polygon Coonsova B-splinu

Uvedeme pojem 7ridiciho polygonu pro oteviené Coonsovy B-spline kiivky. Vyjdeme z toho, ze
k polygonu Vg, V1, V3, V3 zkonstruujeme polygon Vi, V", V5, V5 tak, aby Bézierova kubika pro
polygon Vy, Vi, Vi, Vs splynula s Coonsovou kubikou pro polygon Vi, V", V5, V', Z vlastnosti
Coonsovy kubiky plyne

Vo = %(VS +4Vi + Vi),
Vs = (Vi+4V5+V3).
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Porovnanim vztaht pro vypocet tecnych vektori v pocatecnim a koncovém bodé Bézierovy a
Coonsovy B-spline ktivky odvodime

3(Vi—V,) =
3(Vy—V,) =

(V3 —Vp)
(Vi = Vi)

N[N0 [ =

Po apravach soustavy uvedenych rovnic lze psat

Vi = 6Vy— TV, +2Vy=V,y+ (Vo — V) +6(Vo— V),

Vi = 2V, -V, =V, + (V= Vy), (5.4)
V, = =V +2V, =V, + (V- V),

Vi = 2V, =TV, +6V3 =V + (V] — Vy) +6(Vs — V).

Z téchto vztahti plyne i geometricka interpretace konstrukce bodua Vi, Vi*, Vi, V5.

Coonsovou kubikou pro fidici polygon Vj, Vi, Vs, V3 rozumime Coonsovu kubiku pro charak-
teristicky polygon Vi, V)", V5', V5*. Je totozna s Bézierovou kubikou pro tento polygon.

Necht je nyni dan polygon Vj, ..., V,(n > 3). Uré¢ime polygon V", V5, ..., V.* tak, aby Coon-
sova B-spline kfivka méla pocatecni bod v bodé Vf, koncovy bod v bodé V,, a dotykala se v
téchto bodech stran Vy Vi, resp. V,,_1V,, Tidiciho polygonu. Je zfejmé, ze

VS = V2+6(V0—V1),
1
VT — V1—§(V2—V1),

Vi =V, i=2....n-2 (5.5)
1

V;fl — anl - i(vnfz - anl)u

V;; — Vn,Q —|— 6(Vn - anl)-

Coonsovym B-splinem pro fidici polygon Vg, ..., V, rozumime Coonsiv B-spline pro cha-
rakteristicky polygon Vi, ..., V", ktery pro n = 3 ziskdme podle (5.4) a pro n > 3 podle
(5.5).

5.2 B-spline baze

Zakladem pro teorii Bézierovych krivek a ploch byly Bernsteinovy polynomy. Pro B—spline
kiivky je pouzito definovani bazovych funkci po ¢astech s tim, Ze tyto funkce jsou spline funk-
cemi, tj. jsou to po ¢astech polynomické funkce se ,spojitou derivaci co do nejvyssiho fadu.

Oznacme T = (to,...,t,) tzv. vektor parametrizace. Plati
to<t; <...<t

— YMm:

B-spline baze je tvorena funkcemi (polynomy) NF stupné k definovanymi piedpisem:
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e prok =20
1 prot; <t <t
0 _ P i+1

Ni(t) = { 0 jinde

e prok >0
t—1t; B g — T _
NE(#) = ————Nf7(t) + ———N5 () (5.6)
tivk—1 — 1 Livk — tit1

Je nutné vzit v avahu, Ze v tomto vyrazu mohou vzniknout vyrazy typu g, které definitoricky
polozime rovny nule.

B-spline baze je tedy charakterizovana:

e stupném k& polynomi
e vektorem parametrizace, tj.

— Cislem m — vektor parametrizace méa (m + 1) slozek,
— slozkami tyo < t; <...<t,

e Cislem j — pocet funkci tvoricich bazi.

Mezi uvedenymi charakteristikami musi byt, jak plyne ze vztahu (5.6), jista vazba: Ke sta-
noveni funkce N/* musi byt v parametrickém vektoru k dispozici az slozka t;,,. Jelikoz hodnota
1 pro n = k nabyva maximalni hodnoty j, musi platit m > k4 j. Staci vsak volit m = k+ 3, tj.
pocet slozek parametrického vektoru je roven souctu stupné B-spline baze a poc¢tu funkci baze.

Ukazeme nyni, ze Bernsteinovy polynomy jsou specidlni B-spline bazi. Pro Bernsteinovy
polynomy stupné n plati: j = n+1a k = n+ 1. Proto pro pocet slozek parametrického vektoru
plati m+1 = 2(n+1), tedy m = 2n+ 1. Pro Bernsteintiv polynom plati ¢t € (0, 1), proto volime

t0:t2::tn:0 a tn+1:tn+2:...zt2n+121

Matematickou indukci podle stupné polynomu provedeme pro takto sestaveny parametricky
vektor dikaz, ze B-spline baze splyne se systémem Bernsteinovych polynomii:
1. Necht k = 2, pak parametricky vektor T = (0,0,1,1) a
t N(t 1—t)ND(¢
e )

tj. na intervalu (0,1) je Nj(t) = (1—t) = Bi(t). Podobné zjistime, ze N|(t) =t = B (t).

2. Necht nyni tvrzeni plati pro k = ng, tj. mame

(t —t;)B"(t) N (tivno+1 — )B4 (1)

NPT = —
tz+n0 tz tz+n0+1 tz+1

Y

Jelikoz pro i <ng je t; =t;iv1 =0 a tj1n, = titno+1 = 1, plati
NI = LB (8) + (1 — B9, (6) = Bl (1)

a tvrzeni je dokazano.
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5.3 B-spline krivky

B-spline kiivku stupné £ pro fidici polygon Vy,...,V;, k < j, a vektor parametrizace T =
(to, ..., t,) definujeme piedpisem

P(1) — " ViVA()

Vlastnosti B-spline kiivek:

1. Volba vektoru parametrizace
Pro otevrené krivky se nejcastéji pouziva parametrizace ve tvaru

tl:...:tk;:O,tk+1:1,...,tk+8+1:<9,...

Pro uzavrené krivky je nutné indexy vrchold polygonu, resp. slozek vektoru parametrizace,
pouzit cyklicky. Uvedené parametrizace jsou prikladem uniformni parametrizace. Neuni-
formni parametrizace mize ve vektoru parametrizace respektovat napr. pomeéry délek
stran Tidiciho polygonu a tim se alespon c¢astecné blizit k idealu prirozené parametrizace,
tj. parametrizaci obloukem.

2. Lokalizace zmén
Poloha bodu Vj ovliviiuje tvar kiivky pro parametr ¢ v intervalu (¢t x). VIiv zmény
polohy fidicich bodit je tedy lokalizovdn, tj. obecné nedochazi ke zméné celé kiivky.

3. Hladkost
B-spline ktivka je spline kiivkou, tj. je tfidy Cj_;. Specidlni konstrukei vektoru parame-
trizace (uvedenim nasobnych hodnot) lze vytvaret na kiivce singularni body, resp. snizit
v odpovidajicim bodé tiidu spojitosti.

4. Podminka konvexniho obalu
Podminka konvexniho obalu je lokalizovana vzdy na (k + 1) po sobé jdoucich vrcholi.

5. Coonstv B-spline
Coonstv B-spline (jeden oblouk) je specidlnim piipadem B-spline kiivky pro:

e stupen k =3
e T=(-3,-2,-1,0,1,2,3,4), tj. m=7

e pocet vrcholl charakteristického polygonu j = 4.

Priklad 5.1 Na obr. 5.1 je pro dany fidici polygon vykreslena serie B-spline kiivek pii mé-
nicich se stupnich k B-spline kiivky. Pro stupen k£ = 1 je B-spline kiivkou fidici polygon. S
rostoucim stupném roste ,mira vyhlazeni“. Pouzita je uniformni konstrukce vektoru paramet-
rizace. V pripadé, kdy se stupen rovna poctu stran fidiciho polyfonu, tedy k& = j, je B-spline
totozny s Bézierovou krivkou pro dany fidici polygon.
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Obrazek 5.1:

5.4 de Booruv algoritmus

Algoritmus de Casteljau, ktery jsme pouzivali v pfipadé Bézierovych kiivek, ma pro B-spline

obdobu v de Boorove algoritmu. Oba algoritmy se lisi tim, ze v pripadé algoritmu de Casteljau

se déleni stran fidicitho polygonu provadi v konstantnim pomeéru. V piipadé neuniformniho

B-splinu je pomér déleni proménny a zavisi na rozdilech slozek vektoru parametrizace.
Odvodime potiebné vztahy pro provadéni de Boorova algoritmu. Plati

:iwwwz

—Zv — Nt +szM NELM ()

z+l<: 1= t z+l<: - tz+1
V druhé sumeé posuneme index o jedna smérem dolu a dopliime V_; = V;,; = 0. Dostaneme

Jj+1

i=0 itk—-1
j+1

=) 'ViNIT()
=0

Opakovanim tohoto postupu ziskame
J+s
P(t) =) “ViNf(t),

=0
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kde
SVi _ (1 _ Sai) ‘s—l\/i_1 + Sai s—lVZ_

t—t;

tivk—s — ti

SaZ:

5.5 Zvyseni poc¢tu vrcholua ridiciho polygonu

Podobné jako pro Bézierovy kfivky lze i pro B-spline stanovit postup konstrukce polygonu,
ktery ma o jeden vrchol vice a urcuje stejnou kiivku. Zde je vSak nutné zadat odpovidajici
parametr t*.

5.6 Cviceni

5.1 Zvolte si rovinny fidici polygon o péti vrcholech a nac¢trnéte Coonsiiv B-spline, ktery mu
odpovida!

5.2 Zvote si tfi body a navrhnéte zptisob generovani Coonsova B-splinu pro tyto body! Kfivku
nactrnéte!

5.7 Kontrolni otazky
5.1 Uvedte prednosti B-spline oproti Bézierovym kiivkam!
5.2 Cim je uréena obecna B-spline kiivka?
5.3 Kdy B-spline prechazi v Bézierovu kiivku?

5.4 Vysvétlete podstatu de Boorova algoritmu!
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Racionalni specializace krivek

6.1 Princip

Podstatou racionalni specializace je pouziti odpovidajicich rovnic pro Bézierovy a B-spline
kiivky v prostoru homogennich souradnic, tedy v projektivnim rozsiteni euklidovského protoru.

Dtivody k tomuto kroku jsou:

e moznost popisu kiivek, které nebylo mozné popsat klasickymi metodami (kuzelosecky
s vyjimkou paraboly),

e tidici lomena ¢ara muze mit i nevlastni body, neboli afinni invariantnost se rozsifuje na
projektivni invariantnost,

e pro tvareni krivky jsou k dispozici dalsi parametry — vahy vrcholu ridicitho polygonu.

6.2 Racionalni Bézierovy krivky
Uvazujme body dané v homogennich souradnicich:

V’-k:(lsc* 2y 33::,61-), i=0,...,n,

kde Jat = Jx;0;, B; # 0 a ozname V; = ('z;, %z;, 31;). Pokud aplikujeme vypocet Bézierovy
kiivky na takto urcené body a pak prejdeme ke kartézskym soutradnicim, obdrzime
Z?:o ﬁin‘Bz‘n(t)

Z?:o 5B} (t)

Jestlize jsou vSechny vahy rovny jedné, prechazi raciondlni Bézierova kiivka v Bézierovu
krivku.

P(t) = (6.1)

Pro racionélni Bézierovy kiivky mohou byt nékteré vrcholy fidiciho polygonu i nevlastni
body (3 = 0).

o4
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6.2.1 Vlastnosti racionalnich Bézierovych krivek

Racionalni Bézierova kiivka se dotyka prvni a posledni strany ridiciho polygonu.
Velmi specialni vlastnosti dostaneme, je-li néktera z vah §; < 0.

Predpokladejme, ze 3; > 0, + =0, ..., n, pak plati:
e racionalni Bézierova kfivka lezi v konvexnim obalu fidicitho polygonu,

e zachovana je podminka ,variation-dimishing-property*, tj. pocet pruseciki libovolné piimky
s rovinnou racionalni Bézierovou kfivkou je nejvyse roven poctu prisecikl této primky
s fidicim polygonem.

6.2.2 Geometricky vyznam vahy bodu

Uvazujme racionalni Bézierovu kfivku ve tvaru (6.1). Necht pro bod Vj, se jeho vaha zméni
z hodnoty 0y na [, = Or + A. Pro ostatni body plati 5, = ;.

Plati A
P1) = izo VB _ 3o BiViBI(L) + AViBi(1)
o BiBE (D) S BiBI() + ArBy(t)

Stanovime rozdil P(t) — P(t). Po rozsifeni vztahu virazem

> BB
=0

obdrzime

(P(t) —P(1)) Z BB} (1) =

_ oo BB O] i BiViBE ()] + Do B ViBr (1) A Bi (1)
im0 PiBE(t)
e BB BiViBE ()] + Do BB (DA BE (L)
> imo BiBE(t)
=P(t)AxB(t) — ViAp B (t) = Ap By (¢)(P() — Vi)

Tedy zména polohy bodu kiivky pro parametr ¢ se déje ve sméru vektoru P(t) — V.

6.2.3 Kuzelosecky jako racionalni Bézierovy krivky

Uvazujme racionalni Bézierovu kiivku pro n = 2, tj.

P(t) BoVoB3(t) + 1 V1Bi(t) + V2B (t)
~ BoB(t) + 51Bi(t) + B2 B3(t)
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Polozime [y = > = 1. Necht Q = 3(Vj + V3). Pro ¢ = 1 plati

I Voi+ 61 Vis + Vai B
SyATS
1 b
- + Va.
1+ﬁ1Q 1+6 °

Z projektivnich vlastnosti kuzelosecek plyne:

e je-li #; =1, jedna se o parabolu,
e je-li #; <1, jedna se o elipsu,
e je-li 51 > 1, jedna se o hyperbolu.

Oblouk kruznice s krajnimi body V, a V5 lze urcit jako racionéalni Bézierovu kiivku, volime-
li V; v priseciku tecen oblouku v bodech Vy a V5 a je-li By = B2 = 1 a 1 = cosa, kde a je
polovic¢ni stredovy thel oblouku.

Pro pilkruznici lze volit (v homogenni rovinnych soufadnicich) Vi = (—r,0,1), V, =
(0,7,0), V3 = (r,0,1).

6.3 NURBS

Podobné jako v pripadé Bézierovych kiivek je i pro B-spline kiivky mozné definovat raciondlni
specializaci, tj. NURBS (non-uniform rational B-spline), a tim rozsifit dalsi moZnosti popisu
tvaroveé slozitych objektii.

Pro nékteré kiivky a plochy, které jsou ¢asto pouzivany v CAD systémech, uvedeme jejich
popis ve smyslu NURBS teorie.

6.3.1 Lomena ¢éara

Otevienou lomenou édru lze popsat vzdy jako NURBS (dokonce jako B-spline). Staéi vo-
lit danou lomenou ¢aru jako fidici polygon, £ = 2, vahy §; = 1 a vektor parametrizace
T:(0707177]_27]_17]_1)

Pro uzavienou lomenou ¢dru se zméni vektor parametrizace: T = (0,1,...,5 — 1, 7).

6.3.2 Kruznice a elipsa

Pomoci NURBS miuZeme popsat celou kruznici (stfed v pocatku, polomér r a kruznice lezi
v roviné xy: volime (v homogennich soufadnicich)

bO = <T70707 1>7 b1 = (07T7070)7 b2 = <_T70707 1)7 b3 = (07 _T7070)
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ak=2T=(0,0,01,222).

Afinni transformaci snadno ziskdme vyjadrent elipsy (poloosy a, b, osy elipsy lezi na osach

T ay):
by = (a,0,0,1), b; =(0,5,0,0), by = (—a,0,0,1), bg = (0,—-0,0,0)

ak=2T=(0,001222).

Pro kruznici a elipsu i pro jejich oblouky lze odvodit i vyjadfeni, v némz neni pouzito
nevlastnich bodi.

Priklad 6.1 Na obr. 6.1 je znézornén systém NURBS kiivek pro ménici se vahu vrcholu fi-
diciho polygonu. Je-li vdha w; = 1, je kiivka parabolou (neni pro ni tedy pouZita racionalni
specializace). Pro vdhu w; > 1 dostavame oblouky hyperbol a pro w; < 1 je NURBS kiivka
obloukem elipsy. Pro kfivku vpravo je pouzito i vahy w; = cos45°. Propoze obé strany ridi-
ctho polygonu maji stejnou délku a jsou na sebe kolmé, je vysledna NURBS kiivka obloukem
kruznice (vaha je nastavena na hodnotu kosinu polovi¢niho stiedového thlu).

Obréazek 6.1:

6.4 Cvicdeni

6.1 Pro ridici polygon o tfech vrcholech nacrtnéte, jak se pfi zméné vahy prostfedniho bodu
méni vysledné racionalni Bézierova krivka! Pojmenujte jednotlivé kiivky!
6.5 Kontrolni otazky

6.1 Vysvétlete jednotlivé slozky zkratky NURBS!
6.2 Jaké zakladni prednosti maji NURBS kiivky?
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6.3 Generovani NURBS kfivek je projektivné invariantni. Uvedte aplikaci této vlastnosti!



Kapitola 7

Geometricka spojitost

7.1 Vztah tridy C, a GC,

Priklad 7.1 Uvazujme dva oblouky kruznice:

Pi(t) = (—cos gt2, sin gtz), te€(0,1)

T T
Py (u) = (sin §u2, cos §u2), u € (0,1)
Z geometrického hlediska je zfejmé, ze krivost k¥ivky slozené z uvedenych oblouki je konstantni
a kiivka je tedy ttidy GCy, tj. geometrickd spojitost je druhého tadu.
Snadno stanovime

P (1) = (ntsin gtz, 7t cos gt2)t:1 = (m,0)

P,(0) = (mu cos gu2, —mu sin gu2)u:0 = (0,0).

Slozena kiivka vSak nemd spojitou ani prvni derivaci, tj. je jen t¥idy Cj.

7.2 Krivky s tangencialni, kiivostni a torsni spojitosti
Pro spojitost t¥idy C; se pozaduje 'P’(ty,) = 2P’(t,,).

Tangencialni spojitosti, tj. spojitosti t¥idy GC,, rozumime ptipad, kdy existuje 5, > 0
spliujici:
P'(ty,) = 1 'P'(tr,) (7.1)
Pro tridu GCj je charakteristicka spojita zména prvni kiivosti podél kiivky, tj.
1k1(tk1> = 2k2(tp2>a
tj.
| P (tn,) X P (tk)1P | PP () X PP (1)
[P (ty). TP ()PP [ PP (1) P (t)[P

99
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_ 1Bty ) X PP ()P BT TP (t) X PP (E,) 2
By 1P (L) o TP ()P B TP (). TP ()P

Tato rovnice mé feseni

P’ (tp,) = 07 "P"(ty) + B2 "Pl(tsy) (7.2)
Podobné pro torsni spojitost
2P(3) (tp2) = ﬁ? IP(g)(tkl) + 53 IP”(tkl) + 54 IP/(tk‘l)

Neni ale mozné zvySeni fadu spojitosti, nebot vyssi kiivosti lze sice zavést, ale kiivka je pak
uvazovana v prostoru vyssi dimenze.

7.3 Dotyk k¥ivek

Vyjdeme z pojmu dotyk krivek ve smyslu matematické analyzy: Ktivky 'P(t) a ?P(u) maji ve
spoletném bodé (parametry tg a ug) dotyk fadu r, resp. (r + 1) bodovy, jestlize se nejedna o
singuldrni bod téchto kiivek a prvnich r ¢lenit Taylorova rozvoje funkci 'P(t) a 2P(u) v okoli
bodu ty, resp. ug se shoduje.

Aby bylo moZné porovnat ¢leny Taylorova rozvoje, je nutné provést u jedné z kiivek zpra-
vidla zménu parametrizace. Teoreticky nejjednodussi je vyjadrit obé kiivky v parametrizaci
podle oblouku.

Véta 7.1 Pro rovinné krivky je spojitost tridy GC,, ekvivalentni spojitosti vektorové funkce
popisugici jednotkovy vektor tecny a jednotkovy vektor (hlavni) normdly, jakoZ i krivosti 'k
spolu s derivacemi k), kde 1 <r <n—2.

Véta 7.2 Pro prostorové krivky je spojitost tridy GC,, ekvivalentni spojitosti vektorové funkce
popisujict jednotkové vektory priwodniho trojhranu, jakoZ i prund kiivosti 'k spolu s derivacemi
60 kde 1 <r <n—2 a druhé kiivosti 2k spolu s derivacemi 2k\), kde 1 <r <n — 3.

7.4 Geometricka spojitost Bézierovych a B—spline kfivek

Uvazujme Bézierovy kiivky 'P(¢),'t € (0,1), resp. *P(%*¢),>t € (0,1) s fidicimi polygony
Wo,... 'V, resp. 2V, ..., 2V,,. Necht 'V, = 2V, jelikoz plati

'P(1) =n(*V, - 'V,_1),

P'(0) = m(*V1 — ?Vy),

staci k zajisténi tecné spojitosti (GCy) Bézierovych kiivek, aby 1V, 1, 1V, = 2Vj a 2V; lezely
na jedné piimce (1V,,_; #' V,,, 2V, #2 V1), tj.

n
2‘/1 - 1Vn +ﬁ1%( 1Vn - 1Vn—1)-
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Podobné je mozné urc¢it podminky pro spojity pribeh pruni krivosti - GCy nebo pro prosto-
rové kiivky i pro spojity prubéh torze - ttida GC5 je podmnozinou mnoziny téchto kiivek.

V 70. letech bylo z hlediska praktického pouziti studovano nékolik typu krivek, které lze
vSechny popsat pomoci pojmu geometrickd spojitost. Jedna se o:

e 7 spline — jsou urCeny fidicim polygonem, jsou t¥idy C; a maji spojity pribéh kiivosti.
Volitelné jsou parametry ~; Byly studovany zejména Boshmem, v roce 1987 Cohen ukazal,
ze je lze vyjadrit v B-spline bazi.

e Manningovy spline kiivky — pti vypoctu kubického splinu je vyuzito geometrickych formul,
tj. zajiStuje se spojitost prvni derivace a spojitost pribéhu kiivosti.

e v — spline — jsou interpolacni kubické spline, pro néz je pouzit parametr napéti v;. v—spline
je interpola¢nim y—splinem. Vypocet v—spline je zalozen na podminkach:

1P(tk‘1) = zp(tpz)
1Pl(tkl) = zpl(tm)
1P”(tk‘1) = QP”(tm) T zp(tm)

o Wilson-Fowler spline — jde o interpolacni rovinnou krivky, kterd je vypoctena za pouziti
prirozenych rovnic a parametr napéti je podél krivky interpolovan. W F'-spline se da po-
psat jako v—spline a existuje jeho reprezentace B-spline kiivkami. Vypocet je mnohem

vvvvvv

Dalsi ivahy jsou zaloZeny na nasledujici véte:

Véta 7.3 Spojitost tridy GC,, je projektivnim invariantem.

Pomoci véty 7.3 lze ziskané vysledky prenést i na racionélni kiivky (jde vlastné o kiivky
vyjadiené v homogennich souradnicich a prevod do kartézskych souradnic lze chapat jako pro-
jekci). Muzeme tedy mluvit o raciondlnich geometrickych splinech.

7.5 [-spline

[—spline kiivky zavedl v roce 1981 B.Barsky. Teorie vychéazi z pojmu geometrické spojitosti, tj.
z rovnic (7.1) a (7.2). Postupné se objevily:

o uniformly-shaped-3-splines“— jedna se o uplatnéni geometrické spojitosti na Coonsiiv B-
spline s tim, ze parametry 3; a 35 jsou globalni. Prislusné rovnice Barsky odvodil pomoci
systému pro symbolické manipulace s vyrazy.

e  continuosly-shaped-3-splines“ — parametry (3; a 5 jsou dany pro vrcholy fidiciho poly-
gonu a pro potieby vypoctu jsou z téchto hodnot interpolovany (Hermitova interpolace
5. stupné) dalsi hodnoty tak, aby nebyla narusena podminka geometrické spojitosti. Du-
sledkem je, ze vysledné bazové funkce jsou podilem polynomi 18. a 15. stupné. Z toho
plyne mala praktickd uzite¢nost.
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o  discretly-shaped (3-splines“ se oznacuji také jako obecné (8 - spline krivky a hodnoty (3;
a (3 jsou dany pro jednotlivé oblouky.

Ukazeme postup, kterym se odvodi nejjednodussi varianta (-spline kiivek, tj. ,uniformly-
shaped-(3-splines”:

Je dan charakteristicky polygon i-tého oblouku “Vy, "V, “V,, “V3. Oblouk $-spline bude

popsan rovnici
3

P(t)=> "V,;Si(t), t€(0,1).

J=0

Vypocet koeficienttt (celkem v poctu 16) kubickych polynomi S;(t) se provede ze soustavy
obsahuji tyto rovnice:

e P(1) = “1P(0), tj. celkem 5 rovnic

—=
e e T
— = =
— — —

I
nnhnn <

e 3, "P'(1) = "'P’(0), tj. dalsich 5 rovnic
e 327P(1) + 32 "P'(1) = “T'P”(0), tj. dalsich 5 rovnic
e posledni podminka se doplni na zakladé pozadavku konvexniho obalu

3

d osi=1

J=0

Visledné funkce jsou:

So(t) = $(207 — 603t + 6351 — 265¢°)

Si(t) = 2[(Be 4+ 482 + 451) + (6688 — 661)t — (382 + 633 + 687)t>+
+ (280 + 283 + 262 + 23,13

So(t) = H2+ 661t + (382 + 667)1% — (202 + 267 + 26 + 2)t7]

53(t) = %2t37

kde § = By + 2033 +46? + 46, + 2 # 0.
Pro 81 =1 a 3 = 0 splyva (-spline s Coonsovym B-spline.
Parametr §; mé (pfi f; = 1) vyznam vahy vrcholu charakteristického polygonu.

Obecné kubické (-spline kiivky se daji popsat jako B-spline kiivky. Uniformné tvarovany
(-spline je velice specidlnim v-splinem.
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7.6 Kontrolni otazky

7.1 Vysvétlete rozdil mezi t¥idou spojitosti C, a GC,,!

7.2 Cim je uréen uniformné tvarovany (uniformly shaped) kubicky 3-spline?



Kapitola 8

Shrnuti poznatki o krivkach

8.1 Fergusonova kubika

[} bOdy Pz a P/L'Jrl

e tecné vektory P; a P,

e odpovidaji hodnoty ¢; a t;; 1 parametru.

kde H;(s) jsou nasledujici polynomy t¥etiho stupné

k=t — b

%33 — %52 +1,
—%353 + %52,
%33 — %32 + s,

Pro uniformni parametrizaci t; = 0,¢;,,; = 1

Rl

(
(
(
(

t

f)

t
t

)

)
)

23 — 3t% + 1,
—21 4 3t?,
3 — 22 ¢,
3 — 2.

Zaklad pro spline a pro dalsi objekty (Coonsovy plochy).
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8.2 Interpolacni spline krivky

8.2.1 Klasicky interpolac¢ni spline
e stupen (nejcastéji jde o kubicky spline)
e opérné body
e okrajové podminky (nebo podminka, Ze jde o uzavieny spline)
e parametrizace (uniformni nebo neuniformni)

Vypocet:
Soustava s pasovou matici pro vypocet tecnych vektord. Pak v kubickém piipadé pouziti Fer-
gusonovych kubik.

V béznych grafickych systémech. Moznost popisu pomoci B-spline. Kubicky spline minimalizuje

integral
tn
JRLARE
t

0

a odpovidéa chovani velmi tenké latky.

8.2.2 Spline pod napétim

Podobné jako pro klasicky spline, ale navic je volitelné napéti, které lze lokalizovat i pro jed-
notlivé oblouky. Minimalizujeme tedy zaroven v zavislosti na parametru p — globalnim napéti
— relativné i délku kiivky. Specialnim pfipadem je

e exponencialni spline
e polynomicky spline pod napétim (volitelné vahy obloukt a opérnych bodu)

e v-spline (volitelné jen vahy opérnych bodi)

8.2.3 Nelinearni spline
o  dfevény“ (geometricky) spline — interpolace pomoci klotoid

e mechanicky spline“ — minimalizuje ,integralni kiivost®
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8.3 Bézierovy krivky

8.3.1 GlobAalni (neracionalni) Bézierova kiivka

Ddno:
Ridici polygon.
Numericky nestabilni pro viceclenny polygon. Pro vy¢isleni se pouziva algoritmu de Casteljau.
Pouziti:
V grafickych systémech (Corel Draw, fonty v MS Windows, AutoCAD apod.), v teoretickych
vypoctech pro popis tvarové slozitych objektu (lopatky ap.), pokusy s Bernsteinovou bazi jako
yhasadou“ v MKP.

8.3.2 Bézierova reprezentace spline kiivky

Ktivka se vytvari po ¢astech s tim, ze vysledna ktivka je t¥idy C), nebo GC,,.

8.3.3 Racionalni Bézierova krivka

Ddno:

Ridici polygon, vahy vrcholti fidiciho polygonu.

Je mozné pouzit algoritmu de Casteljau v projektivnim rozsiteni euklidovského prostoru.
Pouziti:

Umoznuji popis oblouktl kuzelosecek.

8.4 B-spline

8.4.1 Coonsuv B-spline

Ddno:
Charakteristicky polygon, moznost pfepoc¢tu na fidici polygon.
Vypocet:
Velmi jednoduchy, pfi implementaci moznost postupného generovani obloukii.
PouZziti:
V grafickych systémech (AutoCAD a dalsi CAD systémy), letecky primysl i pro NC obrabéni.

8.4.2 Obecny (neracionalni) B-spline

Ddno:
e fidici polygon
e stupen (fad) B-spline

e vektor parametrizace.
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Pouziti de Boorova algoritmu.

[ Pouziti:]
Dovoluje reprezentovat velké mnozstvi objekt. Vétsinu zadavajicich parametrii nevoli uzivatel,
ale jsou vnitiné pouzity systémem. Specialni pfipadem je Coonstiv B-spline, Bézierova kiivka
a lze jim reprezentovat i spline libovolného stupné. Lze tak popsat i objekty zalozené na geo-
metrické spojitosti ([-spline, v-spline ap.).

8.4.3 NURBS
[ Dino|

e fidici polygon

e stupen

vektor parametrizace
e vahy vrcholt ridiciho polygonu.

-Vg]poéet.'
Pou%orova algoritmu v projektivnim rozsifeni euklidovského prostoru.

[ Pouziti:]
Dovoluje popsat i celé kuzelosecky. Pfedni CAD systémy (CADDS5, Pro/Engineer, I-DEAS,
Euclid) inzeruji pouziti NURBS jako jednu z pfednosti. Dfive uvedené metody jsou specidlnim
pripadem.

8.5 (eometricka spojitost
Ve vétsiné piipadt pfedstavuje jen jinou interpretaci moznosti B-spline kiivek (v-spline, -

spline ap.). Pouzit 1ze v rdmci segmentace Bézierovy kfivky. Pouzivaji se pro speciélni velmi
presné modelovani.
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Spline plocha

9.1 Oznacdeni

Zavedeme néasledujici oznaceni:

e je-li P(u,v) vektorova funkce popisujici plochu, pak zna¢ime P(0,0) = Py, atd.

e pro parcialni derivaci a%P pouzivame oznaceni P

e u smisenych parcialnich derivaci predpokladame zaménitelnost potadi derivovani a piseme

52-P(0,0) = Py ap.

e kiivku definovanou podminkou v = u. = konst nazveme u kiivkou a ma vektorovou

rovnici P(v) = P(u,, v); podobné definujeme v kiivky; v a v kfivky souhrnné nazyvame
parametrickymi krivkami plochy.

9.2 Zakladni plat

Jde o ekvivalent k Fergusonové kubice, ktera je vyuzita pii vypoctu kubické spline krivky.

Z matematického hlediska je zakladni plat vyjadren bikubickym polynomem dvou promeén-
nych a ten mé celkem 16 (vektor) koeficienti.
Zakladnt pldt je urcen:

polohovymi vektory P; ;, P;y1 j, Pit1 j41, P j+1 vrchold hrani¢niho (kiivocarého) ¢tytihel-

0112 P 4 vektory
te¢nymi vektory P, P, Pl 50, Pl okrajovych
U RTIVEK .. 4 vektory

DR v DU v v o
te¢nymi vektory Py, P, Pl 50, Py okrajovych
u kiivek

............................................................. 4 vektory

v 7 . 22 z : : : - 3 uv uv uv uv
smiSenymi parcialnimi derivacemi — tzv. twisty neboli zkruty — P}, Pty Py o, P
4 wvektory.
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e parametrizaci, tj. stanovenim intervalu
(wi, wir1) X (Vg vig1)

Resenim soustavy Sestnacti rovnic pro Sestnact nezndmych koeficientii dostaneme vysledny
vztah:

P(u,v) = [Ho(u), Hy(u), Hy(u), H3(u)].

Pi,j Pi,j+1 P;),j P;),thl HO(U)
Pirij Pivign Pl Pl Hy(v)
Py, Plha PP Hy(v) |’
Péﬁrl,j P§L+1,j+1 P%l,j Pﬁl,jﬂ H3(v)
kde
2 3 2
Hy(s) = s T et +1,
2
Hy(s) = —%—333+@52,
1 2
Hy(s) = @33 - ES2 + s,
I 5 15
H3(S) = @8 — ES

'k = 5,41 — s, jsou funkce, které byly pouzity i u Fergusonovych kiivek.

9.3 Vypocet bikubické spline plochy

Predpokladéame, zZe je ddna matice bodl a hodnoty parametrii, které tvori ,obdélnikovy rastr
v parametrické roviné“, tj. struktura zadani je:

| Vo V1 c. Um
Ug | Po,o Po,l cee Po,m
Uy | P1,0 P1,1 e Pl,m
Up | Pn,O Pn,l s Pn,m

Spline plocha je tvorena nm platy. Pro jejich vypocet je nutné urcit potiebné derivace v
rozich kazdého platu:

e v okrajovych bodech sité ur¢ime potiebné prvni derivace:

— bud ,,pfi¢né“ derivace mohou byt zadany
— nebo se uréi nékterym ze zpusobu pro numericky vypocet tecného vektoru (napf. se

je mozné uvazovat prirozenou spline kiivku pro trojici bodi),

e postupnym interpolovanim parametrickych kiivek pomoci kubickych spline ki¥ivek dopl-
nime obé parcialni derivace ve vsech uzlech site,
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e na okrajovych kiivkach stanovime druhé smisené parcidlni derivace pouzitim kubické
spline interpolace vektory prvni derivace,

e dalsi interpolaci vypocteme hodnoty druhé smisené parcialni derivace ve vSech danych

bodech,

e pro jednotlivé platy zname 16 urcujicich vektori.

9.4 Kontrolni otazky

9.1 Vysvétlete pojem twist!
9.2 Vyjmenujte urcujici prvky Sestnactivektorového platu!

9.3 Kolikrat je ve vypoctu kubické spline plochy pro matici (n + 1)(m + 1) bodd uplatiiovan
algoritmus vypoctu spline kiivky?



Kapitola 10

Plochy urcené okrajem

10.1 Prechodova plocha

Pokud je pro plochu dan jeden systém kiivek, miizeme interpola¢ni plochu konstruovat po
Castech (tyto ¢asti budeme nazyvat platy). Plat je uréen dvéma okrajovymi kiivkami a;(v) a
ai+1(v),v S Iv-

Pokud by pro tyto kiivky byly intervaly, v nichz lezi hodnoty parametru, rizné, provedeme
trivialni linearni transformaci parametru jedné z kiivek tak, aby obé kiivky mély parametr ze
stejného intervalu.

Nejjednoduseji plat zkonstruujeme, spojime-li tiseckou body o polohovych vektorech a;(vy)
a a;1(vk), v, € I, a vy je konstantni. Rovnice platu je pak

P(u,v) = a;(v)(1 — u) + a1 (v)u, vel,ue(0,1).

Je ziejmé, Ze pro systém kiivek a;(v) takto mizeme pomoci jednotlivych plati slozit vy-
slednou plochu. ,Kvalita“ této interpola¢ni plochy (muze jit o povrch néstroje, formy apod.)
je velmi nizka. Platy se podle spoleéné kiivky nedotykaji. Rikdme, Ze neni zajisténo platovani,
tj. hladké napojeni sousednich platl na sebe. V technické praxi se vSak s touto interpolacni
plochou setkdme napt. pii interpolaci plochy dané velkym poctem kiivek a;(v). Vyhodou totiz
je, ze parametrické kiivky pro v = konst jsou po c¢astech tvoreny tiseckami, coz je priznivé pro
pripravu NC programi pro frézovani apod.

10.2 Bilinearni Coonsuv plat

Dale se budeme zabyvat piipadem interpolace, kdy jsou znamy dva systémy kiivek plochy, totiz
parametrické krivky jedné a druhé soustavy. Uvazujme jeden plat takové plochy a predpokla-
dejme pro jednoduchost, Ze tento plat ma mit parametry u € (0,1) a v € (0,1). Obecny pfipad
prevedeme na tento tvar vhodnymi transformacemi parametru. Uvazujme tedy plat plochy ur-
¢eny okrajem (¢tyfmi oblouky kiivek) pro parametry z jednotkového ¢tverce.
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Protéjsimi stranami okraje pldtu jsou kiivky a;(v) a ag(v), resp. by(u) a ba(u).

Mapovact matict platu nazveme matici

kde P(u,v) je polohovy vektor bodu platu.

Bilinedrni Coonstv pldt je plat, pro ktery je pouzito linearnich bazovych funkei (linedrniho
tvafeni). Rovnice tohoto platu je tvaru

1—w
1—u,—1,uM| -1 = o,
v

kde parametry v a v jsou z jednotkového ctverce. Jestlize vytvarime plat nad jednotkovym
¢tvercem v roviné xy, muzeme vektory v mapovaci matici nahradit pouze jejich treti slozkou
a misto parametri u a v pouzit pifimo proménnych x a y.

Snadno dokazeme:

Véta 10.1 Jsou-li protejsi dve strany okraje bilinedarniho pldtu useckamsi, je vyslednd plocha
primkovou plochou.
Dukaz: Tj. je-li napr.

bl(u) = (1 — U)PO,O + UPL(), b2(u) = (1 — U)POJ + UPLla

pak parametrické krivky platu pro v = konst jsou rovnéz tseckami. Rovnice platu je v tomto
pripadé tvaru
P(u,v) = (1 —u)ai(v) + uas(v).

10.3 Bikubicky Coonstv plat

Obecnéjsi, bikubicky Coonstv plat je urcen stejné jako plat bilinearni svym okrajem. Jeho
rovnice je
Fo(v)
[Fo(u),—1, Fi(w)]M | =1 | =o,
Fi(v)

kde funkce Fy a F; byly pouzity v souvislosti s Fergusonovymi kiivkami:

Fo(t) = 2t =32 +1,
Fi(t) = —2t3+3t%
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Snadno dokézeme, ze tato plocha obsahuje dany okraj. Zvolme napi. u = 0. Vyjde

PO,O al(v) PO,I Fo(U)
1,-1,0] | b1(0) P(0,v) bs(0) 1 |=o
Pl,O ag(v) P171 Fl(U)

tj. P(0,v) = a;(v). Podobné dokazeme, Ze i ostatni dané kiivky lezi na platu.
Pro odvozeni dalsich vlastnosti pouzijeme explicitni vektorovou rovnici plochy bikubického
Coonsova platu:

P(u,v) = by(u)Fo(v) + be(u)Fi(v) + a(v)Fo(u) + az(v) Fi(u)+
— Yo X0 PisFi(w)F(v)

Véta 10.2 Twisty v rozich bikubického Coonsova platu jsou nulové.

Dukaz: Twist P*’(0,0) = o diky platnosti rovnosti F;j(0) = F7(0) = 0. Podobné se ukaze, ze i
v dalsich rozich platu jsou twisty nulové, nebot Fj(1) = F{(1) = 0.
n

Véta 10.3 Vektory pricnych derivaci podél okrajovych krivek jsou linedrni kombinaci tecnych
vektoru okrajovych krivek v rozich platu. Napf.

P"(0,v) = a1b}(0) + azbg(0).

Dikaz: Plati F{j(0) = F{(0) = 0, Fj(1) = F{(1) = 0. Z explicitni rovnice bikubického Coonsova
platu snadno vypocteme

a%P(O’ v) = P*(0,v) = b, (0)Fy(v) + bl(0)F (v).

Podobné lze provést vypocet pro dalsi okrajové krivky.
|
Pldatovanim rozumime vlastnost interpola¢ni metody spocivajici v preneseni tiidy spojitosti
(zpravidla C7 nebo GC1) ,opérného systému kiivek“ na dalsi parametrické kiivky.
Uvazujme dva bikubické Coonsovy platy:

e plat 'P(u,v) s okrajovymi kiivkami a;(v), by(u), az(v), ba(v), u € (0,1), v € (0, 1),
e plat 2P(u,v) s okrajovymi kfivkami as(v), bz(w), az(v), bs(w), w € (0,1), w € (0,1),
e okrajové kiivky slozené plochy jsou tiidy Cf, tj.

b (1) = b5(0), by(1) = by(0).

Podle véty 10.3 maji oba platy podél spoleéné kiivky as(v) spoleénou tecnou rovinu a
podle dikazu véty 10.3 je zfejmé, ze navic kazda parametricka kiivka v = konst je tiidy
C:. Mtzeme tedy formulovat vétu:

Véta 10.4 Bikubické Coonsovy pldty zajistuji pldtovdni.
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10.4 Dvanactivektorovy a Sestnactivektorovy plat

V odst. 9.2 jsme poznali plat, ktery byl urcen Sestnacti vektory a nazyva se proto Sestndctivek-
torovy plat. Pro jednotlivy plat se uvazuje parametrizace na ¢tverci (0,1)x (0, 1).

Jestlize jsou vektory twist nulové, je tento plat nazyvan dvandctivektorovy nebo také Fer-
gusonuv plat. Fergusoniv plat je tudiz urcen:

e polohovymi vektory Pg, P1g, P11, Po1 rohovych bodt platu,
e tecnymi vektory Pg,, PY,, PY, Py, okrajovych v kiivek,
e tecnymi vektory Py, P7,, P, Pg; okrajovych u kiivek.
Véta 10.5 Okrajovymi krivkami dvandctivektorového platu jsou Fergusonovy kubiky.

Dukaz:
P(u,v) = [Fo(u), F1(u), Fa(u), F3(u)].

Poo Po1 Pgy Pgy Fy(v)
Pio P11 Piy P, Fi(v)
Pgo Pg, o o Fy(v) |7
Pi, Pi, o o F(v)

Napft. pro u =0 je

Poo Po1 Pgo Po; Fy(v)
P,, P.. PY, Py, Fi(v)
P(0,v) =[1,0,0,0]. u’ u’ , ’ =
(0,0)=1 | Po,o Po,l o o Fy(v)
qu,o Pil o o Fs(v)
= P070F0(U) + P071F1(U) + P&()Fz(’l}) + PO 1F3(’U>

Podobné i pro dalsi tii okrajové kiivky.
|

Véta 10.6 Dwvandactivektorovy plat splyva s Coonsovym bikubickym platem, jehoZ okrajovymsi
krivkami jsou Fergusonovy kubiky dané zadanymi body a tecnymi vektory dvandctivektorového
pldtu.

Dtikaz: Do rovnice bikubického Coonsova platu dosadime za okrajové kiivky ptislusné rovnice
Fergusonovych krivek a po jistych algebraickych tpravach obdrzime rovnici dvanactivektoro-
vého platu.

]

10.5 Obecny Coonsuv plat

Uvedli jsme, ze bikubicky Coonstuv plat zajistuje platovani. Problémem je, mé-li byt hladce
napojen bikubicky plat na plochu, kterd neni popsana jako bikubicky plat (napf. na plochu
popsanou analyticky).

Popis obecného Coonsova pldtu pozaduje zadani:
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e okrajovych kiivek platu a;(v), ax(v), bi(u), ba(u),

e pribéhu piiéné derivace P*(0,v), P“(1,v), P"(u,0), P"(u,1) podél hrani¢nich kiivek
platu,

e twistl v rozich platu Pgy, Pgt, Py, P,

Je treba upozornit, ze uvedené podminky nelze volit zcela libovolné. Splnény musi byt
podminky souhlasu:

[ ] 31(0) = bl(O), bl(l) = ag(O), az(l) = bg(l), ag(O) = bl(l),
(

o a}(0) = P*(0,0), aj(1) = P”(O 1), bj(0) = P*(0,0), b{(1) = P*(0,1), a}(0) = P(1,0),
(1) = P*(1,1), by(0) = P*(1,0), by(1) = P*(1,1),
0,0

o 2P¥(0,0) = 2P*(0,0) = P*(0,0), 2P*(0,1) = £P*(0,1) = P*(0,1), £P"(1,0) =
‘9P“(1 0) = Puv(1,0) 2Ppr(1,1) = 36PU(1 1) = P™(1,1),

Obecny Coonstiv plat lze popsat rovnici

[Fo(u)v -1, Fl(u)v F2(u)7 F3(u)]
P070 al(v) P071 PU(O,O) PU(O, 1) Fo(U)
by (u) P(u,v) by(u) PY(u,0) P"(u,l) -1
Py a(v) Py, Pv(1,0) P¥(1,1) Fi(v) | =o
Py,  PU(0,0) PY(0,1) P™(0,0) P"(0,1) | | Fy(v)

P“(O 0) P*(1,v) P%(1,1) P*(1,0) P*’(1,1) Fs(v)
Funkce F; jsou definovany piedpisem odvozenym v odstavci o Fergusonovych kiivkach, tj.

Fo(t) = 263 -3t +1,

Fi(t) = —2t3+3t%
F(t) = 2 =2 4t
F(t) = 32—+t

10.6 Cviceni

10.1 Sestavte rovnici pfechodové plochy mezi tseckami AB a C'D, kde
Al0,0,0], B[1,0,0],C|0,1,0], D[1,2, 1]!

10.2 Urcete rovnice bikubického Coonsova platu, ktery zajisti prechod mezi dvéma pulkruz-
nicemi (r = 1, stfed v po¢atku). Jedna lezi v roviné xy v jeji poloroviné y > 0, druha
v roviné xz v jeji poloroviné z > 0!

10.7 Kontrolni otazky
10.1 Vysvétlete pojem platovani!

10.2 Pro jednotlivé typy Coonsovych platt uvedte, ¢im jsou urceny!



Kapitola 11

Plochy tenzorového soucinu urcené siti

bodu

Predpokladéame, zZe je dana sit V (m + 1) x (n+ 1) bodu s polohovymi vektory Voo, Vo1, ...,
Voun, tj.

V0,0 VO,I e VO,n
Y — Vio Vi1t ... Vi,
Voo Vi oo Voo

Predpokladame, Ze se jedna o navzajem rtzné body.

11.1 Bézierovy plochy

V roce 1970 se zacal ve francouzské automobilce Renault pouzivat systém UNISURF, ktery
k modelovani tvaru karosérii vyuzil ploch urcenych fidici siti podle navrhu P. Béziera.

Bézierovu plochu definujeme predpisem
P(u,0) = Bu(wVBI(v),  u €(0,1),ve (0,1),
kde
Bi(s) = [Bg(s), By(s), ... Bi(s)],

tj. By je vektorova funkce, kterd parametru s ptitazuje vektor, jehoz slozkami jsou hodnoty
jednotlivych Bernsteinovych polynomi stupné k.
V explicitnim tvaru je rovnici Bézierovy plochy mozné napsat ve tvaru

P(u,v) = Z Z V. B"(u) B} (v).

Véta 11.1 Beézierova plocha prochadzi rohovymi body siteé a okrajovée kiivky plochy jsou Bézie-
rovymi krivkami pro okraje sité. Tecnd rovina v bodé V site je urcena body Voo, Vo1, Vip.
Podobneé pro dalsi rohové body.
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Dukaz: Tvrzeni je snadnym disledkem vlastnosti Bernsteinovych polynomu (k > 0):
BF(0)=0proi>1aBE0)=1.

Tvrzeni o tecné roviné je disledkem odpovidajici vlastnosti Bézierovych kiivek a definice tecné
roviny.
]
Uvazujme pripad m = n = 1. Bézierova plocha je pak hyperbolickym paraboloidem a plat
Ize vytvorit jako pfimkovou plochu a jako bilinearni Coonstv plat. Rovnice plochy je tvaru:

11.1.1 Primy algoritmus de Casteljau

Predpokladédme, ze m = n.
Jak vime pro k£ > 1a 0 <¢ < k plati rekurentni formule

B(s) = (1— $)BE(s) + s BEMs),

kde Bj(s) = (1 —s)?a B(s) =s?prog=1,...,k—1.
Primy algoritmus de Casteljau je zalozen na postupném generovani bodi hyperbolickych
paraboloidti. Zakladni rekurentni formule je tvaru:

T T
Vil — 1 - u, Vi,j Vi,j+1 1-w
wnj ) AVAS AVA4 v ’
i+1,j i+1,j+1

kder=0,...,n—1ai,j=0,....n—raV), =V,

Pokud je m # n, provedeme podle pfedchoziho postupu min(m,n) krokt. Dalsi iterace se
realizuji jednorozmérnym algoritmem de Casteljau.

11.1.2 Aplikace algoritmu de Casteljau po krivkach

Na zakladé algoritmu de Casteljau pro kiivky lze formulovat algoritmus de Casteljau pro kon-
strukci bodu plochy, ktery odpovida danym hodnotam parametrii ug a vp.

Algoritmus de Casteljau aplikujeme nejprve na sloupce matice V, ¢imz vznikne polygon
dany body "Vg,...," Vi,, na ktery pak opét aplikujeme algoritmus de Casteljau. Vysledkem je
urceni bodu o polohovém vektoru P (ug, vg). D4 se dokazat, Ze pro matici V 1ze pouzit algoritmus
de Casteljau na fadky a po provedeni tohoto algoritmu na ziskané body dojdeme ke stejnému
konecnému vysledku. Dikaz plyne z uplatnéni distributivniho zakona pro realna cisla.

11.1.3 Vlastnosti Bézierovych ploch

Snadno ze samotného textu véty plyne
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Véta 11.2 Necht T je afinni transformace. Pak

TP(u,0)] =Y Y T[Vi B (u) B} (v),

i=1 j=0
tj. vypocet bodu Bézierovy plochy je afinné invariantni.
Véta 11.3 Bézierova plocha splriuje podminku konvezniho obalu, tj. pro (u,v) € (0,1) x (0, 1)
lezi bod P(u,v) v nejmensi konvexni mnoziné obsahujict body Voo, Vo1, ---, Vin.
Dukaz: Staci dokazat, ze

YD Bl'wBi(v) =1,

i=0 j=0
coz snadno plyne uplatnénim distributivniho zakona:

Z;Z%Bfn(u)B?(v) = Z;BZ-”(U)(Z% Bj(v)) = Z;Blm(u) =1,

|
Pro plochy vsak neplati ,variation dimishing property*, tj. pocet prisecikii obecné primky
s Bézierovou plochou neni omezen poctem priisecikii této primky s ridici siti.

Pro zvyseni poctu vrcholid ridici sité se pouzije podobné metody jako u Bézierovych kri-
vek. Lze opakované pouzit algoritmus pro kfivky nebo vyjit z analogie pfimého algoritmu de
Casteljau.

Véta 11.4 Uvazujme Bézierovu plochu B, kterd je urcena siti V o (m+ 1) x (n + 1) bodech
a Bézierovu plochu B* urcenou siti V* o (m + 2) x (n+ 2) bodech.

ve ot [ Vi Ve [ [ e
J m + 1’ m + 1 Vi,j—l V’l,j 1 —_ nL_H

proi=0,...,m aj=0,...,n, kde vektory s indexy mimo dany rozsah definujeme jako nulovéeé
(napt. V_1 _1 ap.)
Pak Bézierovy plochy B a B* splyvayi.

Urc¢ime geometricky vyznam twistu Bézierova platu. Vypocet provedeme jen pro bod u =
0,v = 0. Plati

0? 0 <« n
WP(Q 0) = R ;m(vl,j = Vo) B} (0)ju=0 =
=mn[(Vi1 — Vio) — (Vo1 — Vo))
Ozna¢me R, ; spliiujici vztah
Ri1—Vio=Vo1— Voo,

tj. takto zadané body tvoii rovnobéznik v tecné roviné Bézierovy plochy. Po dosazeni do vztahu
pro twist vypocteme:
62
Ou Ov
tj. twist je ,mirou odchylky* fidici sité od ,rovnobéznikovych segmenti®.

P(0,0) = mn(Vi1 — Rya),
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Véta 11.5 Pro twist Bézierovy plochy plati

62
mP(O, 0) = mn(VLl — R171),

kde
Riip— Vio=Vo1— Voo

Podobné vztahy plati twisty v dalsich rohovych bodech sité.

11.1.4 Napojovani

Podobné jako u kiivek 1ze i pro plochy formulovat podminky pro platovani. Predpokladame,
ze obé plochy maji sif se stejnym poétem vrcholi bud v Fadcich, nebo ve sloupcich (podle
toho, podle které kiivky se provadi napojeni). Tento pfedpoklad lze splnit pomoci algoritmu
uvedeného v predchozim odstavci.

Spojitost tridy Cy se zajisti tim, Ze obé sité maji spolecnou hrani¢ni lomenou ¢aru.

Spojitost tridy C se definuje pomoci spojitosti parametrickych kiivek. Proto pouzijeme
podminek uvedenych v kapitole vénované Bézierovym kiivkam.

11.1.5 Popis bikubickych spline ploch

Zakladnim segmentem spline plochy je Sestnactivektorovy Coonsiv plat. Tento plat lze popsat
jako Bézierovu bikubickou plochu (m = 3,n = 3). Urceni sité se provede na zakladé nasleduji-
cich vztaht:

Voo = Popo

Vioz = Py

Vo = Py

Visz = P

3(V071 — V070) = Pg,O

3(V073 — V072) = P871

3(V371 — V370) = Pll),o

3(V373 — V372) = P11),1

3(Vio—Voo) = Pg,o

3(Vis—Vi3) = Pg,l

3(Vso— Vao) = Pio

3(Vaa — Va3) = P%,l

9(Vi1— Vo) = (Vo1 — Vo)l = Pgy
IN(Visz—Via) = (Voz — Vo2)| = Pgy
I(Vs1— Vzo) — (Va1 — V)] = Py
IN(Vsz— Vz2) — (Vo3 — Vaa)| = Py
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11.2 B-spline plochy

11.2.1 Coonsova B-spline plocha

Nejprve uvedeme ptipad specialni B-spline plochy - Coonsovy B-spline plochy. Plocha pro danou
charakteristickousit V je urcovana po ¢astech (tim na rozdil od Bézierovych ploch stupeti plochy

nezavisi na poctu uzli sité) timto predpisem

P, w) = 5 Ol — i)V (w — j),

kde u € (i,i+ 1),w € (j,j+ 1),C(t) = [Co(t), Ci(t), Ca(t), C5(t)] je vektorova funkce, jejiz

slozky jsou dany predpisem

Co(t) = —t3 + 32 — 3t + 1,
Ci(t) = 33 — 6t + 4,
Cot) = =38 + 3t* + 3t + 1,
Cs(t) = 3
a %V je diléi matice rozméru 4 x 4 v matici V, tj.
Vi  Vijyi Vijye  Vigs
z,jV: Vi+1,j Vi+1,j+1 Vi+1,j+2 Vi+1,j+3
Vi+2,j Vi+2,j+1 Vi+2,j+2 Vi+2,j+3
Viisj Vitsjrr Vigsjre Vigsjis

Pro plat Coonsovy B-spline plochy urc¢ime jeji okrajové kiivky. Napf¥. pro u = ¢ stanovime,

ze okrajova kiivka je obloukem B-spline kiivky pro fidici polygon s vrcholy Q. k = j, ...

v antitézistich trojahelnikt V; Viyy ;Viia .

Plocha, ktera je vytvofena jako B-spline, je uniformni spline plochou. Uvedeme rovnice,
pomoci nichZ lze ke spline plose urdit jeji fidici sit. Pro jednoduchost popisujeme jen jeden plat
a pouzivame indext 0 az 3 pro vrcholy sité. Pro Sestnactivektorovy plat, ktery je zakladnim

platem splinu mame:

%[(Vo,o +4Vi9+ Vapo) +4(Vo1 +4Vi1+ Va1) + (Vo2 +4Via + Vas)]
%[(Vo,l +4Vi1+ Va1) +4(Voa +4Via + Vi) + (Voz +4Vis + Vay3)]
;—6[(V1,0 +4Vo o+ V1) +4(Vi1 +4Va1 + Vi) + (Vi +4Vay + Vi)
(Vi1 +4Va1 +Vi1) +4(Vio +4Vao + Vo) + (Vg +4Vy3 + Vi )]
%[(Voz — Vo) +4(Via — Vi) + (Vas — Vo))
=[(Vos — Voi) +4(Vis — Vig) + (Vo3 — Vo)
?[(Vm — Vi) +4(Va2 — Vo) +(Vsa — V)]
¥&¥L3 - 31 1; + 3232,3 - xz 1; + Ezw - 33,13%
31 V20— Voo) + 2,10 — Vo,1) + (Va2 — Voo
L[(Va1 = Vo) +4(Vaz — Vo) + (Va3 — Vi3)]
%[(V:’,,o — Vi) +4(Vs1— V1) + (Vsa — Vi)
L{(Vs1—Vi1) +4(Vso — Vio) + (Va3 — Vi)
(Va2 — Vag) — (Vo2 — Vo)
i[(V2,3 —Va1) — (Vos — Vo)
1[(Vs2 = Vso) = (Via — Vi)
i[(V3,3 —V31) — (Vi3 — Vi)

,J+3
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11.2.2 Obecna B-spline plocha

Pro obecnou B-spline plochu uvedeme explicitni vyjadieni:

P(u,v) =) Y Vi;Nf(u)Nj(v)

i=0 j=0
Tato plocha je urcena:

e Fidici siti (m + 1) x (n + 1) bodd,

e stupném k polynomil baze pro parametr u a stupném [ polynomil baze pro parametr v,

e vektrory parametrizace pro parametr v a v.

Véta 11.6 Hranicnimi krivkami B-spline plochy jsou B-spline krivky pro hranicni lomenou
édru Tidici sité (a pro dany vektor parametrizace i Tad kiivky).

Véta 11.7 Body B-spline plochy mohou byt generovany de Boorovym algoritmem (uplatnénym
po krivkdch).

Véta 11.8 Pro B-spline plochy plati podminka konvexniho obalu a lze tuto podminku lokalizo-
vat na podmnozinu Tidici sité.

Obecné B-spline plochy lze pouzit k vypoctu neuniformni spline plochy zvoleného stupné,
prip. i k uréeni aproximujici spline plochy pro danou mnozinu bodi. Uvedeme postup vypoctu
pro pripad interpolace:

1. Jsou dany body P; ;, kterymi ma spline plocha prochazet.

2. Zvolime ¢i jistym algoritmem vypocteme stupen k a [ a vektory parametrizace. Pro kon-
strukci vektoru parametrizace se pouzije napi. chorddlového algoritmu, ale vektor para-
metrizace je spolecny pro vSechny v, resp. u kiivky. Dané body P; ; odpovidaji hodnotam
parametru (u;,v;), ale tyto hodnoty obecné nemusi byt obsazeny ve vektoru parametri-
zace.

3. Pro hledané vrcholy V; ; fidici sité B-spline plochy vytvorime odpovidajici soustavu vek-
torovych rovnic

m n
P(u,,v,) =» Y Vi Nf(u,)Ni(v,) =P,
i=0 j=0
Tato soustava ma matici s blokovou strukturou. P¥i nevhodné parametrizaci vsak nekteré
bloky mohou byt singularni. V takovém piipadé se musi ménit parametrizace plochy.

V pripadé aproximace pomoci obecné B-spline plochy se casto pouziva metody nejmensich
Ctverci. Zménami parametri se muze realizovat ortogonalizacni proces, tj. dosdhnout toho, aby
vektor chyby byl norméalovym vektorem vysledné plochy. Nejslozitéjsi casti algoritmu je urceni
parametrizace, nebot se ji sleduje odstranéni singularit v blokové matici i ortogonalita vektoru
chyby.

Jedna z metod pro urceni hodnot parametri (u,,vs) pro dany bod je zalozana na nésledu-
jicim postupu:
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1. Uréime okrajové kiivky hledané plochy (pomoci interpolace nebo aproximace).
2. Pro okrajové kiivky zkonstruujeme Coonsiv plat (bilinearni nebo bikubicky).

3. Hodnoty parametru (us, v,) stanovime jako hodnoty parametrii na pouzité Coonsové plose
tak, ze na této plose vyhledame bod, ktery méa od daného bodu nejmensi vzdalenost.

11.3 Racionalni specializace

Postup, ktery jsme pouzili pro vytvotreni racionalnich Bézierovych a B-spline krivek, preneseme
snadno i na plochy. VSechny body uvazujeme v homogennich soutfadnicich a ¢tvrta souradnice
maé vyznam vdhy 3; ; bodu ridict sité.

Podstatnou vlastnosti racionalni Bézierovych a NURBS ploch je, ze dovoluji pfesny popis
kvadrik a dalsich ploch ¢asto pouzivanych v technické praxi.
Pomoci NURBS ploch lze popsat:

e Transla¢ni plochy, u nichz je tvorici kiivkou NURBS kfivka a je zadan vektor posunuti
h.

e Rotacéni plochy dané merididnem, ktery je popsan jako NURBS.

e Prechodovou plochu mezi dvéma profily, tj. pro dvé NURBS krivky popsat piim-
kovou plochu obsahujici dané kiivky. Zde je nutné nejprve dosahnout toho, aby obé za-
davajici kiivky byly vyjadfeny pomoci polygonu se stejnym poctem vrcholti a aby mély
stejné vektory parametrizace.

e Obecny ,sweep*, tj. plochu, ktery vznikd ,vedenim® ménici se k¥ivky po prostorové
kiivee. Vkladané profily jsou umistovany do normélové roviny prostorové kiivky.

Priklad 11.1 Rotacni valcovou plochu o poloméru r a vysce v lze popsat pomoci racionalni
Bézierovy plochy v homogennich soutadnicich takto:

P(u,0) =Y > B} (u)B}(v)Vi;,

1
i=0 j=0

kde
V070 = (T, O, 0, 1), VLO = (0, T, O, 0), V270 = (—T, O, 0, 1),
V071 = (T, 0, v, 1), V171 = (0, r,v, 0), V2,1 = (—T, 0, v, 1)
Takto popiseme polovinu plasté daného rotacniho valce. Pro popis celého plasté by bylo
vhodné pouzit NURBS ploch.

Priklad 11.2 Pro ¢ast (,,étvrtinu®) anuloidu — osou je osa z, polomér meridalni kruznice je r
a polomér kruznice, na niz lezi stfedy meridiant, je a — muzeme pouzit racionalni Bézierovu
plochu se siti 3 x 3 body:
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kde
V070 = (0, —a, —r, 1), VLO = (0, -, O, 0), V270 = (0, —a,r, 1),
V071 = (CL, 0, -, 0), V171 = (7’, 0, 0, ), V271 = (a, 0, T, 0), V072 = (0, a, —T, 1), VLQ = (0, T, 0, 0),
V272 = (0, a,r, 0, 1)

Z tohoto vztahu lze pro a = 0 obdrzet vyjadreni poloviny kulové plochy ve tvaru racionalni
Bézierovy plochy.

11.4 Cviceni

11.1 Pro sit 3 x 3 body urcujici Bézierovu plochu graficky znézornéte postup kontrukce bodu,
ktery odpovida zvolenym hodnotam parametru (volte u = 0,25, v = 0,5)! Pouzijte oba
algoritmy de Casteljau (pfimy algoritmus, algoritmus po kiivkach)!

11.2 Graficky znazornéte vektor twistu Bézierovy plochy v rohovém bodé sité!

11.5 Kontrolni otazky

11.1 Vysvétlete podminku konvexniho obalu pro plochy uréené siti bod!

11.2 Uvedte piiklad plochy, kterou nejde piesné popsat jako Bézierovu plochu, ale lze ji popsat
jako NURBS! Zdivodnéte!



Kapitola 12
Trojuhlenikové platy

Z platu c¢tyruhelnikového lze vytvori plat trojuhlenikovy témito cestami:
o redukci jedné strany hranice na bod — pro plochy urcené siti napi. volbou Vy, = ... =
Vinns
e tecnym napojenim dvou sousednich okrajoviych krivek — pro Bézierovu plochu napt. volbou

Vo1 —Vi1=Vi5-Vy,

Uvedené metody pro urceni trojuhelnikového platu maji zdsadni nevyhodu v tom, ze vznika
singularni bod plochy, tj. v daném bodé neni definovana te¢na rovina. Proto se v geometrickém
modelovani studuji a pouzivaji i trojuhelnikové platy. Zasadni vyznam v teorii trojuhelnikovijch
Beézierovych platu maji barycentrické souradnice.

12.1 Barycentrické souradnice

Barycentrické soutadnice (z1,xs) bodu X na usecce s krajnimi body PP, definujeme piedpi-
sem
X = ZL‘1P1 + I‘QPQ

a podminkou 1 + xo = 1 (x1 > 0,29 > 0).

Podobné pro rovinu, v niz uvazujeme trojuhelnik P;PyP3. Barycentrické souradnice (x1, xo, x3)
bodu X splnuji vztahy:
X = .T}1P1 + SL’QPQ + .T}3P3, 1+ X9+ X3 = 1.
Pokud z; > 0, + = 1,2, 3, nalezi bod X trojihelniku P;P,P3.
Uvedeme geometricky vyznam barycentrickych soutradnic. K tomu dokazeme pomocnou
vétu.

Véta 12.1 Necht je dan trojihelnik s vrcholy P; = (x;,y;),1 = 1,2,3. Pak pro obsah O trojihel-
nika plati O = |P|, kde

1 Tr1 T2 I3
P = ) Y1 Y2 Y3
1 1 1

84
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Dutikaz: Vyjdeme ze znamého vztahu O = %zv (polovina soucinu velikosti zakladny a vysky).
Rovnice piimky P, P, je

(Y2 — y1)7 + (v1 — T2)y + Y21 — 221 = 0.
Vysku v uré¢ime podle vzorce pro vzdalenost bodu P; od piimky P Ps:

[(y2 — y1)w3 + (11 — 22)y3 + Yox1 — T2y
V(2 —y1)? + (21 — 22)?

a pro velikost zékladny z = v/(y2 — y1)2 + (v1 — 22)%. Proto

O = |(y2 — y1)xs + (x1 — 22) Y3 + Y211 — Ty

a véta je dokazana (jednd se o rozvoj determinantu z véty podle posledniho sloupce).
]

Véta 12.2 Pro barycentrické soutadnice x1, xo, x3 bodu P vzhledem k trojuhelniku Py Py Py plati
O(APPP;) O(AP,PP;) O(AP,P,P)

T1=——— 5 Tg=———" " 3=

O(APPP;)’ "2 O(APPPy) > O(APPyPy)
Dukaz: Z definice barycentrickych soufadnic plyne:
P=xP,+ 2Py +23P3 a 71 +x+w3=1,
coZ je soustava tfi rovnic pro nezname xi,xs,r3 a jeji feSeni (Cramerovym pravidlem) vede
spolu s vétou 12.1 k dokazovanym vztahtim.
|

12.2 Trojuhelnikovy Bézieruv plat

12.2.1 Zobecnéné Bernsteinovy polynomy

Uvedeme tvar Bernsteinovych polynomt pro pripad barycentrickych soufadnic.

Plati |
(1 4+ 20+ 23)" = Z i!j!k!xlxé%
it+7+k = n
i, 75,k > 0

Zobecnény Bernsteinuv polynom definujeme vztahem

| )
B (w1, 29, 3) = W:ﬁlxé%, i+j+k=n x+mx9+123=1.

Nutno je doplnit, ze 0! =1 a (g) =1.
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Véta 12.3 Pro x1 + 2o + x3 = 1 plati
Z Bgfj7k(xlax27x3) - 1
itj+k=n

Véta 12.4 Pro barycentrické souradnice x1 = 0,29 + 23 =1 a j+ k =n plati

By x(0,22,23) = B} (x2) = By (3)

12.2.2 De Casteljau algoritmus

De Casteljau algoritmus pro trojuhelnikové pldty je primym zobecnénim odpovidajiciho algo-
ritmu pro kiivky. Ridici polygon zde nahrazuje trojihelnikova ¥idici sif bodt, jez v pripadé
n = 4 ma podobu:

Voao

VO31 V130
V022 V121 V22O
V013 V112 V211 V310
VOO4 V103 V202 V301 V400

Sit tvoii v obecném piipadé %(nJr 1)(n+2) bodt. Jejich pocet se nazyva trojihelnikové ¢islo.
Pro zjednodusSeni a piehlednost dalsitho vykladu je vhodné zavést nasledujici oznaceni:
i=(i,5,k), |li|=i+j+k=n,
e; = (1,0,0), e =(0,1,0), e3 = (0,0, 1).

S pouzitim téchto zkracenych zapisi zapiseme rekurentni formuli de Casteljau algoritmu:

Vi(u) =14 Viﬁ:ell(u) + T Viﬁ:elQ(u) + gi;f;g(u), (12.1)

kder=1,...,n,|ij=n—r,
V? = V; - bod zdkladniho #idiciho polygonu,
Vi (u) je bodem Bézierova trojihelnikového platu pro vektor parametri u = (21, g, 3).

Z podstaty de Casteljau algoritmu, zakladniho algoritmu konstrukce bodi trojihelnikovych
platd, vyplyvaji nasledujici dilezité vlastnosti :

1. Afinni invariantnost
Linearni interpolace mé vlastnosti afinniho zobrazeni, a tedy i De Casteljau algoritmus
ma vlastnosti afinniho zobrazeni.



12.3. Cvideni 87

2. Invariantnost vzhledem k afinni transformaci parametru u
Jiz jsme se zminili, Ze tvar bazového trojihelnika nem4 vliv na linearni interpolaci. Ba-
rycentrické souradnice bodu vzhledem k ptivodnimu trojihelniku jsou shodné se soutrad-
nicemi vzhledem k trojtihelniku transformovanému.

3. Podminka konvexniho obalu
Tuto vlastnost ma kazdy bod V|, ktery je dan kombinaci bodt Vir’l, 0< 2,290,253 < 1.

4. Hranic¢ni krivky

Hranic¢ni kiivky trojihelnikového platu jsou Bézierovy ktivky, coz je diisledkem véty 12.3.

12.2.3 Derivace

Na rozdil od ¢tytthelnikovych plati, kde vystacime s aparatem parcialnich derivaci, je u troj-
thelnikovych plath nutné pouzit derivaci ve smeéru.

12.3 Cviceni

12.1 Urcete barycentrické soufadnice nasledujicich bodia trojihelnika vzhledem k vrcholim
tohoto trojuhelnika:

e vrchol,

e stfed strany,

o antitézisté.

12.2 Urcete barycentrické souradnice nasledujicich bodi ¢tytfsténu vzhledem k vrcholiim tohoto
CtyTsténu:

e vrchol,

e stied hrany,

e tézisté Ctyrsténu!

12.3 Zvolte si trojuhelnikovou sit a pro zvolené hodnoty parametrt (0.5, 0.25, 0.25) realizujte
algoritmus de Casteljau!

12.4 Kontrolni otazky

12.1 Uvedte definici a popiste vlastnosti barycentrickych soufadnic!

12.2 Cim je uréena okrajova kiivka trojihelnikové Bézierovy plochy?



Kapitola 13

Geometricka spojitost pro plochy

Spojitost tiidy GC,, pro plochy lze definovat pomoci Taylorova rozvoje vektorovych funkei po-
pisuji plochy.

Uvazujme plochy 'P(u,v) a 2P(r,s) a necht
1P(U0, U()) = 2P(7"0, S()).
Rekneme, Ze plocha slozend z danych dvou plati je ve spoleéném bodé fadu GC;, plati-li

0 0 0
9 1P(anvo) = 51,15 2P(To, So) + 51,2@ 2P(’f’o, So)

0 0 0
90 "P(ug, vp) = ﬁQ,lE P (19, 80) + ﬁQ,Z% *P(rg, s0)

Plochu, ktera je tiidy GC,, lze na zakladé transformace parametru prevést na plochu tridy
Chp.
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Kapitola 14

Shrnuti poznatkt o plochach

14.1 Spline plocha

e matice bodi,
e pri¢né derivace na krajich platu a twisty v jeho rozich.

e postupnym interpolovanim parametrickych kiivek pomoci kubickych spline ktivek dopl-
nime obé parcialni derivace ve vSech uzlech sité,

e na okrajovych kiivkach stanovime druhé smisené parcidlni derivace pouzitim kubické
spline interpolace vektory prvni derivace,

e dalsi interpolaci vypocteme hodnoty druhé smisené parcialni derivace ve vSech danych
bodech,

e pro jednotlivé platy zname 16 urcujicich vektori a generujeme odpovidajici platy.

Interpolace mnozin bodu. Pouziti v CAD/CAM systémech ve spojitosti s B-spline plochami a
NURBS.

14.2 Prechodova plocha

Dvé kiivky se shodnou parametrizaci.

P(u,v) = a;(v)(1 — u) + a1 (v)u, vel,ue(0,1).
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Vyznam:
Je pfimkovou plochou, proto ma vyuziti v modelovani pro NC (3-0sé obrabéni). Nezajistuje
platovani.

14.3 Bilinearni Coonsuv plat

Ddno:
Ctyfi okrajové kiivky.

PO,O aj (’U) PO,I 1—v
1—wu,—1,ul | bi(u) P(u,v) bs(u) -1 | =o.
PI,O ag(’l}> Pl,l v

Vyznam:
Jsou-Ii protéjsi strany hranice piimkové, prechéazi v pfechodovou plochu. Nezajistuje platovani.

14.4 Bikubicky Coonstv plat

Dadno:
Ctyfi okrajové kiivky.

P070 ap (U) PO,l FO (U)
[Fo(u), —1, Fi(u)] | bi(u) P(u,v) ba(u) -1 | =o,
Pio ax(v) Py, Fi(v)

Fo(t) = 28 =32 + 1,
Fi(t) = -2t +3¢%

Zajistuji platovani. Velmi c¢asto pouzivané v CAD systémech.

14.5 Dvanactivektorovy plat

e rohové body platu,

e tecné vektory okrajovych krivek v rozich.
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P(u,v) = [Fo(u), F1(u), Fa(u), F3(u)].
POO P01 P&O P871 Fo(U

Pio P11 Piy P, FI(U;
Pgo Pg, o o Fy(v) |7
PY, P{, o o Fs(v)

Fo(t) = 263 -3t +1,

Fi(t) = —2t3+3t%

Fy(t) = =2+t

Fy(t) = t* -+

Pouzito v sytému FMILL pro NC obrabéni. Ma vlastnosti bikubického Coonsova platu.

14.6 SestnActivektorovy plat

e rohové body platu,
e tecné vektory okrajovych kiivek v rozich platu,
e twisty v rozich platu.

Vypocet:
Viz dvanactibodovy plat, ale twistova sekce mapovaci matice neni nulova.

Vyznam:
Zaklad pro vypocet spline ploch.

14.7 Obecny Coonsuv plat

e okrajové krivky,
e priicné derivace podél okrajovych kiivek,
o twisty,

e splnény musi byt podminky souhlasu.
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[FO(U)7 _17 Fl(u)a 2(“)? F3(u)]
Poo a;(v) Py, Pv(0,0) Pv(0,1) Fy(v)
b, (0) P(0,v) by(0) PY(u,0) PY(u,1) -1
Py a(v) Py, Pv(1,0) P¥(1,1) Fi(v) | =o
Pg,o P“(0,v) P*(0,1) P*(0,0) P“’(0,1) Fy(v)
P“(0,0) P“(1,v) P*(1,1) P“(1,0) P*’(1,1) F3(v)

Vyznam:
Platovani k plochdm popsanym analyticky.

14.8 Bézierovy plochy

Dano:
Ridici sit.

Vypocet:

Vyznam:
Interakéni modelovani tvaroveé slozitych objektt. Popis ploch, které vznikly i jinym zptisobem.

s
£
=
I
[
<
&
3
£
5
3
S

14.9 Coonsuv B-spline

Dadno:
Charakteristické sit.

Vypocet:

P, w) = 5 Ol — )V (w — j),

kde u € (i,i+ 1),w € (j, 7+ 1),C(t) = [Co(t), C1(t), Ca(t), C5(t)] je vektorova funkce, jejiz
slozky jsou dany predpisem

Co(t) = —t3 + 32 — 3t + 1,

Ci(t) = 33 — 6t + 4,

Cot) = =38 + 3t* + 3t + 1,
Cg(t) - t3.

Vii  Vijz1 Vije o Vijgs

iiyv — | Vit Virrger Vieggee Viegss

Viioj Viiojr1r Vieojre Vigoiis
Viis; Viisjsr Viesjre Viisits

Vyznam:
Popis uniformni spline plochy. Specialni B-spline plocha.
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14.10 Obecna B-spline plocha

e Fidici sif,
e stupen v kazdém parametru,

e vektory parametrizace.

Zaklad pro modelovanii ploch v mnoha systémech. Dovoluje popis diive uvedenych ploch jed-
notnym zptisobem.

14.11 NURBS plocha

e Tidici sif,

e stupen v kazdém parametru,
e vektory parametrizace,

e vahy vrcholu Tidici sité.

Pouziti vztahu pro B-spline v homogennich soutadnicich.

Pouzito v “high-tech” CAD/CAM systémech. Dovoluji i popis kvadrik, rota¢nich a translacnich
ploch ap.

14.12 Trojahelnikové platy

Ridici trojuhelnikova sit.

Vypocet:
Polynomy v barycentrickych souradnicich.

Aplikace pfi triangulacich ploch. Zvlast vyznamné pro digitalni model terénu (pouziti nepara-
metrickych trojihelnikovych plata).



Kapitola 15

Modelovani téles

15.1 Jemny Gvod do topologie

V geometrickém modelovani se vétSina algoritmi omezuje na télesa typu manifold.

Tento pojem se definuje pomoci algebraické topologie. Jejim zékladnim pojmem je topolo-
gicka ekvivalence, ¢imz rozumime spojité zobrazeni euklidovskych prostori, pro néjz existuje i
inverzni spojité zobrazeni.

Rekneme, 7e téleso v &; je typu manifold, jestlize kazdy jeho bod mé okoli topologicky
ekvivalentni s otevienym kruhem v &.

K télesu lze vytvorit rovinng model — graf s moznosti pridéleni orientace hranam a i s moz-
nosti jejich ohodnoceni, pokud se taz hrana objevuje v modelu vicekrat. Rovinné oblasti v
grafické reprezentaci grafu odpovidaji sténdm (plocham) popisovaného télesa.

b
b
a a a a
a) A2 9, A2 al ja
% b
a) plast valce  b) anuloid  c¢) kulova plocha a) Mobitv list b) Kleinova lahev
Obrazek 15.1: Obréazek 15.2:

Priklad 15.1 Nakreslete rovinné modely pro vélec, anuloid, kouli, plochu Mébiova listu, Klei-
novu lahev.

Reseni: Vysledné grafy jsou pro vélec, anuloid a kouli uvedeny na obr. 15.1. Obr. 15.2 uvadi
rovinné modely pro Mébitv list a Kleinovu lahev. Kleinova lahev je zobrazena na obr. 15.3 a
Maobitv list na obr. 15.4.
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Obrazek 15.3: Obrazek 15.4:

0

Pomoci rovinného modelu lze rozhodnout o orientovatelnosti povrchu télesa.

Rovinny model télesa je orientovatelny, jestlize pro hrany, které se v modelu vyskytuji
vicekrat (tj. hrany se stejnym ohodnocenim), neexistuje posloupnost hran rovinného modelu,
v niz by stejné ohodnocena hrana byla v nékolika vyskytech ve shodné orientaci.

Piiklad 15.2 Pro vélec, anuloid, kouli, plochu Mobiova listu, Kleinovu lahev rozhodnéte podle
jejich rovinnych modelt, zda jde o orientovatelné ¢i neorientovatelné plochy.

Reseni: Rovinné grafy jsme ziskali v piikladu 15.1. Je ziejmé, Ze valec, anuloid a koule jsou
orientovatelné (jde o plochy s definovanym pojmem vnéjsi normaély, neboli o plochy ,dvou-
stranné®). Naopak Mobiuv list a Kleinovu lahev jsou plochy neorientovatelné, neboli ,plochy
jednostranné“.

O

15.2 Eulerova charakteristika téles

Oznacme:
e )V — pocet vrcholl télesa,
e £ — pocet hran télesa,
o F — pocet stén télesa.

Pro télesa jako je kulova plocha, anuloid ap. vyjdeme z rovinného modelu.

Nez dokdzeme Eulerovu vétu, uvedeme pomocné tvrzeni pro konvexni mnohostény.

Véta 15.1 (Descartova) Pro soucet o velikosti vSech uhli mezi hranami konvezniho mno-

hosténu plati
o=2m(V-2)
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Dukaz: Pouzijeme téchto pomocnych tvrzeni:
e Soucet vnitinich Ghlt v n-thelniku je w(n — 2).

e Kazdy n-thelnik, ktery nelezi v promitaci rovin€, se promitne do n-thelniku a tudiz se
nezmeéni pocet vrcholtl a ani soucet vnitinich tahli.

Mnohostén promitneme do roviny tak, ze zadna ze stén nelezi v promitaci roviné. Vzhledem
k tomu, ze promitané téleso je konvexni, je primét konvexnim n;-tthelnikem, tj. n; vrcholid se
promitlo na hranici mnoziny bodt, ktera je primétem mnohosténu.

Pro soucet o9 hranovych thlt u vrcholt nelezicich na hranici primétu plati

o9 =2m(V —nq)
Pro soucet o; hranovych thlt hrani¢niho n;-tthelnika plati
o1 =m(ny — 2).

Soucet o7 musime do celkového souctu zapocitat dvakrat, nebot hranice patii viditelné i nevi-
ditelné casti primeétu télesa. Proto

0=201+0y=2m(ny —2)+21(V —nq) =27V —2)

]
Nyni jiz zformulujeme Eulerovu vétu, kterda hraje velmi vyznamnou roli v geometrickém
modelovani a vedla i ke vzniku Eulerovych operatori.

Véta 15.2 (Eulerova) V konveznim télese plati
V-E+F=2

Duikaz: Mnohostén obsahuje s; hrani¢nich i-tuhelnikt (i = 3,...). Plati

Zsi:}" a 21'51:25 (15.1)

7 7

Soucet o vSech hranovych hli mame podle Descartovy véty 15.1
o= (i—2)s; =21V -2) (15.2)

Z (15.1) vypocteme

26 —2F =Y (i—2)s;

a po dosazeni do (15.2) mame

V-E+F=2
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Uvedend véta se da zobecnit i pro jistou tfidu nekonvexnich téles. Pravé télesy, pro néz
plati zobecnéni Eulerovy véty — véta Euler-Poincaré, se zabyva geometrické modelovani. K
tomu zavedeme dalsi tii charakteristiky téles, tzv. Bettiho cisla:

e Hy —udava pocet komponent K télesa, vétsinou tedy Hy = 1,

e H; — udava pocet kiivek, které miizeme urcit na povrchu télesa tak, aby se povrch neroz-
padl na vice komponent (napf. na hranolu H; = 0, pro anuloid H; = 2. Toto Bettiho ¢islo
urcuje tzv. genus G télesa, ktery udava ,pocet prichozich dér v télese“ a plati G = %Hl.

e H, — vypovida o orientovatelnosti plochy. Pro nami studovana télesa Hs = H,.
Véta 15.3 (Euler-Poincaré) Plati
V—-E+F=Hy—Hi+H=2(K—-G).

Pro stény, v nichz je ,otvor* je potieba pouzit tzv. ,bridge-hran“ tak, aby hranice stény byla
souvisla. Vétu 15.3 je mozné upravit i tak, aby tyto bridge-hrany nebylo nutné konstruovat.
Oznacime-li celkovy pocet dér ve sténach H, pak lze psat

V_E+F—H=2K-0).

Velmi casto pouzivanym postupem v teorii geometrického modelovani je princip duality.
Dudlni rovinny model ziskame takto:

e uzly dualniho modelu odpovidaji sténam,

e hrany v dudlnim modelu symbolizuji spole¢nou hranu stén.

Véta 15.4 Pouziti principu duality nemeéni Bettiho cisla a Fulerovu charakteristiku télesa, tj.
nezmeni se tak platnost Fuler-Poincarého rovnice.

15.3 Typy modelt
Pro popis geometrického modelu prostorovych (objemovych) objektti se pouziva:

e Dekompozi¢ni reprezentace - pouziva ,pokryti“ télesa shodnymi elementarnimi té-
lesy, nejcastéji krychlemi, nebo vyhodnéji nahradi téleso systémem krychli a celou struk-
turu popise pomoci tzv. oktalového stromu. Tj. z kazdého uzlu grafu vychazi osm hran.
Podstata tvorby oktalového stromu spociva v ocislovani osmi krychli, na které rozdélime
puvodni krychli.

e CSG reprezentace - CSG = Constructive Solid Geometry - je zalozena na popisu ob-
jektu pomoci zdkladnich téles (hranol, vélec, kuzel, koule, anuloid ap.) pouzitim mnoZi-
novych operaci (sjednoceni, prunik, rozdil). Tomuto postupu modelovani odpovida tzv.

CSG — strom.
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e B - reprezentace - B = Boundary, tj. reprezentace pomoci hranice - téleso je popsano
orientovanymi sténami. Sténa je zpravidla ¢asti (oblasti) roviny. Hranice oblasti je v nej-
jednodussich systémech tvofena lomenou ¢arou, ve vyspélejSich modelerech mtize hranice
obsahovat i ¢asti kiivek (kruZnice, elipsy, pfip. i nékteré z kiivek pocitacové grafiky).
Oblast miiZze byt i vicendsobné souvisla (otvory ve sténach). Spickové systémy umoziiuj,
aby sténami byly i ¢asti ploch (kvadratické plochy nebo plochy pocitacové grafiky).

15.4 Volna parametrizace

Dopliovani két do technického vykresu v klasickém CAD systému slouzi k vizualizaci metrickych
vztahi v modelu. Koty jsou asociovany s geometrii soucasti, tj. pokud dojde dodatecné ke zméné
nékterych rozmeért v modelu, je tato zména automaticky provedena i v kétach.

Za novy pristup k aktualizaci geometrického modelu lze povazovat moznost rozmeérovych
zmén pomoci zmén udaju v kétach. Pro konstruktéra je vynikajicim néastrojem ta skutecnost,
ze pomoci két si voli ménitelné geometrické charakteristiky objektu. OvSem z hlediska im-
plementace se jedna o velmi slozitou zalezitost. Vezmeme-li jako jednoduchy rovinny piiklad
trojihelnik, miZe uzivatel po interakénim nakresleni (tahani ¢ary pomoci mysi) libovolné zvole-
ného trojuhelnika provést jeho okétovani, a tim vlastné konstrukci trojuhelnika z danych prvki.
Okétovat mohl uzivatel napt. vSechny tii strany nebo dvé strany a thel lezici proti jedné z nich
ap. Systémy, které umoznuji volnou parametrizaci rovinnych objektti pomoci két, se nazyvaji
sketchery.

Volné parametrizace geometrickych objekti si vyzadala i urcité mnozstvi teoretickych praci.

N 24

1. stanovit, kolika podminkami je nutné objekt urcit,

2. zjistit pripadnou redundanci v udajich,

rozhodnout, zda existuje aspon jeden objekt spliujici dané podminky,
rozhodnout, zda pocet feSeni je konecny,

urcit aspon jedno feseni spliujici dané podminky,

A AN

urc¢it vSechna feseni splnujici dané podminky.

Vypocet geometrickych utvart pii pouziti volné parametrizace se provadi v existujicich
systémech jednou z téchto metod:

1. Elementarni metody

(a) Fitzgeraldova metoda. Byla pouzita v roce 1977 v systému PADL a je zaloZena
na tom, Ze volit 1ze pouze horizontalni a vertikalni kéty rovinného utvaru (vSechny
strany tohoto utvaru jsou rovnobézné se soufadnicovymi osami). Pro testovani pii-
padné nadbytecnosti nékteré kéty se s vyhodou vyuzije testu na existenci cyklu
v grafu G = (U, H), kde mnozina uzli U odpovida strandm Gtvaru a pro mnozinu

H C {{a,b}|lacU,beU}
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plati
{a,b} e H &

existuje kota vzdalenosti stran odpovidajicich uzlim a, b.

Vlastni vypocet soufadnic vrcholt objektu je zde snadny, nebot kazda kéta generuje
linearni rovnici (pfip. nékolik takovych rovnic) typu

Ax = kéta, resp. Ay = kéta.

Znacnou nevyhodou je, ze systém se omezuje na velice tizkou tiidu rovinnych geo-
metrickych objektu (pravouhelniki).

(b) Konstruktivni metody. Jsou zalozeny na rozkladu tudaje zadaného v kété na
operatory relativni polohy (Gossard, Sakurai 1988) vélenéné do hybridniho geomet-
rického modelu (B a CSG reprezentace). Makrojazyk pro popis objektu elementar-
nimi konstrukcemi na zakladé okétovani utvaru pouzili v roce 1985 Cugini a Devoti.

2. Algebraické metody

(a) Globalni metoda. Je zaloZena na ziejmé myslence, ze kazda kéta generuje jednu
nebo dvé algebraické (obecné nelinedrni) rovnice. K feSeni soustavy se pouziva nu-
merickych metod (Newton — Raphsonova nebo metoda Doolitllova LU rozkladu).

(b) Chyzova metoda. Tato metoda pfedstavuje vlastné pfipravnou fazi ke globalni
metodé. Chyz v roce 1985 dosel v ramci rozsahlych praci na MIT ke konstrukci
orientovaného grafu a celou teorii zalozil na tvrzeni:

Je-li objekt dobre dimenzovdn, pak kazdy uzel grafu je koncovym uzlem dvou hran.

Priklad 15.3 Pro rovnobéznik dany stranami a sevienym thlem — obr. 15.5 a) — sesta-
vime Chyzuv graf a ukdzeme, Ze objekt je dobfe dimenzovan, tj. ze je dana informace,
ktera staci k urceni vsech vrcholi.

Reseni: Uzly Chyzova grafu zna¢ime krouzkem a obdélnickem podle toho, zda jde o vi-
chol nebo o stranu. Topologické vztahy, tedy incidenci vrchld a hran, vyznac¢ime hranami
grafu — obr. 15.5 b). Do grafu dale zaneseme vazby mezi prvky a metrické informace —
obr. 15.5 ¢). V rovnobézniku existuji dvé vazby rovnobéznosti a dany byly t¥i parametry
objektu: a, b, . Objekt musi byt umistén, coz je v obr. 15.5 d) vyznaceno pomoci t¥i
orientovanych hran grafu s ohodnocenim z,y, . Jde o umisténi jednoho bodu a natoceni
celého objektu. Nyni budeme postupné dopliovat orintaci hran grafu. Hrany incidujici
s uzlem, do kterého jiz usti dvé hrany, orientujeme tak, Ze tento uzel je poc¢atecnim bo-
dem. Pokud tento algoritmus skonci tak, ze do kazdého uzlu vedou pravé dvé orientované
hrany, je objekt dobfe dimenzovan, tedy je plné urcen. Pokud by ziistala nékteré hrana bez
orientace, je objekt preurcen. V piipadé, ze do nekterého uzlu vede méné nez dvé hrany,
neni urceni obejktu dostatecné. V nasem piipadé je pochopitelné rovnobéznik danymi
podminkami urcen — 15.5 e).

O
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Obrazek 15.5:

3. Metody umélé inteligence

(a) PICME metody. V roce 1986 Sunde navrhl pro systém PICME metodu, ktera ma
velmi blizko k popisu rozboru a konstrukce pfi feSeni skolnich konstruktivnich tloh.

Podstatu vysvétlime na prikladu. Trojuhelnik je urcen délkami stran d1 a d2 a veli-
kosti thlu al. Umisténi konstruovaného trojihelnika je ddno bodem B1 a odchylkou
strany B1 B2. Jednotlivé kroky specializovaného expertniho systému lze popsat
takto:

zname bod B1, odchylku strany B1 B2 a délku d1 = zname bod B2,

zname bod Bl, velikost thlu al a jedno rameno - B1 B2 - tohoto tthlu = zndme
primku p3, na které lezi bod B3,

zname bod B2 a vime, ze bod B3 méa od tohoto bodu vzdalenost d2 = bod B3
lezi na kruznici k = (B2, d2),

bod B3 lezi na primce p3 a kruznici k = znadme predpis pro urceni bodu B3 =
p3Nk.
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15.5

V roce 1988 provedl Aldefeld modifikaci této metody zalozenou na stanoveni strategie
postupného odvozovani.

Sundyho metoda. V roce 1987 Sundy uvefejnil metodu vhodnou k testovani tpl-
nosti okdtovani objektu. Sundy zavedl pojem CD a CA mnozin. Do CD mnoziny
D; patii body vazané podminkou vzdalenosti. CA mnoziny A; jsou konstruovany na
zékladé zadanych thli a obsahuji ramena téchto thli.

Konstrukce uvedenych mnozin probiha podle néasledujicich pravidel:

e Je-li dana vzdalenost bodt B; a By, vytvoii se CD mnozina D; = {B;, By }.

e Je-li dan thel B;ByB,,, vytvoii se CA mnozina
A; = {B;By;, ByBy,,}.

e Jestlize dvé CD mnoziny D; a D maji asponl jeden spolecny prvek B;, je zndm
tthel «; pii vrcholu B; a pro body By a B,, urcujici ramena plati B, € D;
a B, € D, , nahradime mnoziny D; a D, jedinou mnozinou D; U D;.

e Jestlize dvé CA mnoziny A; a A, maji aspon jednu spole¢nou piimku, tj. existuji
B;By € A; a B,,B,, € A, tak, ze B;By, = B,,B,, nahradime mnoziny A; a A,
jedinou mnozinou A; U A,.

Kritériem pro dostatecné okétovani objektu je, aby se pomoci uvedenych pravi-
del podarilo zkonstruovat jedinou CD mnozinu obsahujici vSechny vrcholy objektu.
Problémem je, Ze tento postup je pouzitelny pro rovinné lomené cary kétované pouze
pomoci dvou typt két (vzdalenosti a thlu) a rozsifeni na jiné typy neni znamo.

Cviceni

15.1 Na krychli demonstrujte platnost Eulerovy véty!

15.2 Pro hranol s priichozim valcovym otvorem navrhnéte popis, ktery splituje Euler-Poincarého
vztah!

15.3 Pro trojuhelnik urcéeny stranou a dvéma prilehlymi thly sestavte Chyziv graf a ukazte,

Ze toto urceni , je dobrym dimenzovanim

«)

15.6 Kontrolni otazky

15.1 Uvedte zasadni rozdily (z hlediska datové naroc¢nosti, vizualizaci apod.) mezi CSG a B
reprezentaci objemového modelu!

15.2 Formulujte podminku ,,dobrého dimenzovani“ rovinné skicy (tvorené jen tuseckami) po-
moci vlastnosti Chyzova grafu!



Kapitola 16
Od CAD/CAM k PLM

Uplatnéni vypocetni techniky a komunikac¢nich technologii v riiznych oblastech lidské ¢innosti
prinasi nejveétsi uzitek tehdy, je-li diky informac¢nim technologiim mozné feseni jinak nefesitel-
nych otazek. Naopak v oblastech, kde vypocetni technika je jen substitutem jinych nastroj,
mize byt jeji uzitek sporny a zejména neekonomicky, nebotf pocitacové feseni neni zatim lev-
néjsi, a to i pres velmi pfiznivy vyvoj cen v oblasti technickych prostfedkd. Oblast tvircéi
technické prace je vSak evidentné tou oblasti, v niz je velkd Sance na dosazeni maximalniho
efektu a navratnosti investice do prislusného vybaveni. Jasné se ale ukazuje, Ze jde o investice
do programovych produktt a sluzeb, v malé mife se investice tykaji vlastni techniky.

16.1 Pojem CAD

Pod zkratkou CAD rozumime zpravidla Computer Aided Design, tedy pocitacem podporované
konstruovani a navrhovani. V prehistorii toho oboru (jde o 60. léta minulého stoleti) se nékdy
mluvilo o pocitacové podpore tvorby vykresové dokumentace ¢i o pocitacem podporovaném
kresleni. V nasi zemi se navic pridal vyklad zalozeny na pojmu automatizace inzenyrskych praci
(AIP). Jestlize nepochybujeme o tom, Ze inZenyrska ¢innost je kreativni, pak je jasné, ze CAD
neni automatizaci této ¢innosti, ale jeji podporou. Konstruktér nebo projektant by v disledku
uplatnéni CAD mél ziskat vétsi prostor pro tviréi ¢innost, nebot ¢innosti rutinni povahy a
¢innosti archivac¢ni by mély byt s vyhodou svéreny pocitacové podpote. V mezindrodni komunité
se vzilo nasledujici vymezeni pojmu CAD: CAD je souborem programovych a technickych
prosttedkti a metod, pomoci nichz ¢lovék a vypocetni technika vytvareji tym s cilem, aby
dohromady pracovali 1épe nez kazdy zvl1ast®.

Od samého pocatku vsak v oblasti CAD slo o propojeni konstrukéni a navrhové ¢innosti
s dalsimi technickymi i obchodnimi postupy. Proto se velmi brzy v automobilovém, leteckém
a elektrotechnickém primyslu objevilo spojeni CAD/CAM, kde zkratka CAM oznacuje Com-
puter Aided Manufacturing, tj. po¢itacem podporovanou pripravu vyroby.

16.2 Geometrické modelovani

Z predchézejiciho textu vyplyva, ze ikolem CAD je vytvoreni prvotnich dat, z nichz vychazeji
dalsi profese, zejména pak technologové, ekonomové, obchodnici a idrzba. CAD tedy poskytuje
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odpovidajici podporu konstruktérovi, ale zaroven vede k porizeni datové zakladny o geomet-
rii navrhu. Jadrem CAD systému je z tohoto divodu geometricky modeler, jehoz uzivatelské
vlastnosti a zptsob datového popisu objekti rozhoduji jak o komfortu prace konstruktéra ¢i
navrhare, tak i o moznosti dalsiho Gcelného vyuziti dat v technologické pripraveé produkce.
Kvalitni datovy model geometrie objektu je zdkladem pro archivaci a k naplnéni idedlu bezvy-
kresové dokumentace. Vytvareni rozsahlé vyrobni dokumentace v podobé technickych vykresi
se postupné stava anachronismem. Misto vykrest, které jsou z Casti stylizaci realnych geo-
metrickych vlastnosti, je daleko vyhodnéjsi ukladat a dale predavat plnohodnotny prostorovy
model navrzeného objektu. Plati to zejména tam, kde vyroba vyuziva prvku automatizace (NC
obrabéni apod.).

Nyni uvedeme zakladni vlastnosti geometrickych modelerti, tj. podame piehled o pojmech,
které ¢tenar najde v informacnich zdrojich prodejcii programového vybaveni.

16.2.1 2D a 3D systém

Jde o zékladni charakteristiku systému, ktera urcuje, zda systém pracuje s rovinnymi (2D) nebo
prostorovymi udaji (3D), a to jak na uzivatelské trovni, tak v datovém modelu. Zejména u 2D
systému je nutné rozlisit, zda se systém orientuje na kresleni nebo na modelovani. Podstatnym
rozdilem je rozsah a kvalita ukladanych dat. Pro moderni geometrické modelovani je typické
ukladéani vazeb (constraints), nikoliv jen vypoctenych vyslednych souradnic. Uvedme konkrétni
priklad: pokud v systému urc¢ime kruznici, kterd se dotyka tii jinych kruznic, je podstatné,
zda pro urcenou kruznici se ulozi jen soufadnice stfedu kruznice a jeji polomér, nebo zda
se zaznamend i informace o vazbé, tj. dotyk s danymi objekty. V systému, ktery uklada (resp.
muze tak ¢init na prani) i vazby, je pak velmi pfizniva situace pii tipravach. Pro zkonstruovanou
kruznici je v takovém pripadé€ napi. zachovan dotyk s danymi kruznicemi i pii jejich posunuti,
zméné poloméru ¢i dokonce pii vyméné kruznice za jinou kiivku.

16.2.2 Uchopovani

Technika uchopovéni (snap) je zékladnim néstrojem pro popis geometrie. Pouziva se uchopovani
na miiZce (grid snap) nebo uchopovani na objektu (object snap). Diky uchopovacimu rezimu
se vlastné "tahani ¢ar pomoci mysi” méni na modelovani geometrie. V pfipadé uchopovani na
mriizce je zadany bod posunut do nejblizs§iho bodu konstrukéni miizky, tj. soufadnice zadaného
bodu jsou upraveny na nasobek zadaného kroku konstrukéni miizky. Velice uzitecna a propra-
covana je technika uchopovani na objektu. Rezim uchopovani je zpravidla vizualizovan jako
navigator u kurzoru. Uzivatel miize vybrat, které rezimy uchopeni mohou byt uplatnény a sys-
tém nabizi v navigatoru kurzoru ten zpisob uchopeni, ktery odpovida dané poloze kurzoru. Pro
uchopovani na objektu jsou zpravidla k dispozici tyto rezimy: uchopeni v priseciku, v krajnim
bodé, v paté kolmice, tecné uchopeni, uchopeni v nejblizsim bodé, uchopeni ve stfedu kruznice
nebo v poloviné daného prvku apod. Pomoci uchopeni na objektu muzete napt. zkonstruovat
kruznici, ktera dotyka tii danych kruznic. Aktivujete te¢né uchopovani a postupné ukazete na
tfi dané kruznice. Umisténim kurzoru do vhodného mista na kruznici zaroven ovlivnite, které
z moznych Teseni bude vybrano. Zasadni rozdil mezi rtiznymi systémy je ale v tom, zda rezim
uchopeni vede jen k vypoctu geometrickych vlastnosti nebo zda je zaroven ulozena informace
o prislusné vazbé, tj. zda rezim uchopovani je nastrojem variaéni geometrie (viz déle).
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16.2.3 Asociativita

Tento pojem se objevuje zejména v souvislosti s kétovanim a srafovanim, tedy ve vykresové
orientovanych systémech. Srafovani je asociativni, pokud pii zméné geometrie hranice se auto-
maticky upravi i Srafovani. Z hlediska datové reprezentace se jedné o to, zda informace o Sra-
fované oblasti je fesena odkazem na geometrické prvky, nebo zda jsou v polozce popisujici
srafovani ulozeny pfimo soufadnice a dalsi informace o hranici. V pripadé kétovani asociativita
rovnéz znamend automatickou reakci idaji v kété na zménu geometrie. Je-li v CAD systému
asociativni kétovani, pak kéta vizualizuje redlné geometrické vztahy (délky, ahly apod.) v mo-
delu. Jestlize pomoci editacnich funkci systému upravime geometrii, napf. pomoci natahovani
prodlouzime hiidel, prislusna kéta s tdajem o délce hiidele bude obsahovat novou ¢iselnou
informaci. V modernich CAD systémech se vSak kdéta pouziva i k pokrocilejsim modelovacim
technikam - viz parametrizace modelu.

Asociativitu vsak najdeme i v podstatné obecnéjsim vyznamu. Jde napf. o vztah prostoro-
vého modelu a technického vykresu. Pokud upravime prostorovy model, napt. zménime polo-
mér a délku valcové ¢asti hiidele, pak v technickém vykrese odvozeném z modelu (asociovanym
k modelu) dojde automaticky k tpravé geometrie i két. V tomto pfipadé by slo o jednosmérnou
asociaci. V modernich systémech je dokonce zajisténa i opacné cesta, totiz zména modelu na
zékladé zmény geometrie ve vykresu. Pochopitelné se tento druhy smér asociativity tyka jen
ynekosmetickych® tuprav, které transparentnim zptisobem méni geometrii.

Jinym typem asociativity je asociativnost mezi sestavou a dilem, ¢i dily navzajem. Jedna
se o $pickovy nastroj pro podporu konstruovani v tymu. Zakladni ideovou je propagovani (si-
feni) zmény jednoho dilu na dily ostatni. Pfi navrhu dilu je v tomto pfipadé ¢ast geometrické
informace prebirana z jinych dili. Celé technické dilu je popsano pomoci vztahd rodic¢ - poto-
mek. Potomek dédi od rodice nékteré informace. Napt. pist motoru miize byt potomkem bloku
motoru. Je-li zménéna geometrie bloku, pak se automaticky zmeéni i geometrie pistu.

16.2.4 Parametrizace modelu

Parametrizace geometrického modelu je zalozena na vyuziti kot pro zménu geometrie. Koéta
tak neni v tomto pfipadé jen nastrojem vizualizace geometrickych veli¢in, ale je naopak i po-
mickou pro zménu geometrie. Jestlize napt. u valcové ¢asti hiidele zménime kétu popisujici
prameér valce, pak systém prepocita geometrii a valec se zméni. Pokud systém neni vybaven
moznostmi parametrizace modelu, pak takovato zména vede k nekonzistenci, ktera byla typicka
pro technické kresleni, tj. ke stavu, kdy vizualni stranka geometrie na vykresu nemusi odpovidat
realité. Byl to dtsledek technologie pfipravy vykresové dokumentace. Pii ru¢nim kresleni by
kazda zména vedla k opétovnému pracnému nakresleni vykresu. Proto se volila cesta prepsani
udaje v kote.

Moderni systémy umoznuji, aby parametry objektu byly vazany pomoci matematickych
vztaht. Napt. vyska valce méa byt vzdy dvojnasobkem jeho polomeéru. Pokud pak zménime
polomér, automaticky se upravi i vyska. Takovéto vazby mohou byt popsany posloupnosti
dosazovacich ptikazti nebo dokonce systémem rovnic. Pokud je mozné zadat rovnice vazeb mezi
parametry, je pak mozné u zminéného valce ménit jak polomér, tak vysku, a systém zajisti,
aby byl proveden prepocet geometrie tak, ze vyska bude dvojnasobkem poloméru.
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16.2.5 Variac¢ni geometrie

Varia¢ni geometrie je zalozena na uplatnéni geometrickych vazeb, parametrizaci pomoci kot
a na moznosti vytvaret vazby mezi parametry. Ve vétsiné pokrocilych systémt je variacni geo-
metrie uplatnéna na rovinnou informaci a ta ¢ast systému, ktera pracuje na principu variacni
geometrie se nazyva sketcher, ¢ili skicar. Geometrickd informace vznika volnym névrhem topo-
logie, jakymsi ¢rtanim. Pozdéji lze doplnit vazby jako je kolmost, rovnobéznost apod. a met-
rickou informaci, tj. model parametrizovat. V nékterych systémech se dnes jiz objevuji i prvky
prostorové variacni geometrie.

16.2.6 Tvaroveé slozité objekty

Tvarové slozitymi objekty rozumime zejména interpolacni kiivky a plochy. Zakladnimi meto-
dami vytvareni tvarové slozitych kiivek je interpolace posloupnosti bodt pomoci spline ktivky,
kterou si lze predstavit jako pruzné (nehmotné) latkové kiivitko, které je zprohybano okolo
danych bodu (uzld) a pro které jsou pfipadné popsany podminky chovani v krajnich bodech
(volny konec, vetknuti, uzavieni). Jinym zptsobem névrhu geometrie tvarové slozitych ob-
jektu (kfivek) je popis pomoci Fidiciho polygonu. Kiivka pfiblizné sleduje tvar fidiciho ttvaru
a reaguje samoziejmé na zmény tohoto fidicitho utvaru. Tato technika vznikla v podminkéach
francouzskych automobilek a je spojena se jmény de Casteljau a Bézier. Existuje pfimy pfe-
vod mezi interpolac¢nimi kifivkami a kfivkami urcenymi fidicim polygonem. VétSina systémi
uklada tvarove slozity objekt pomoci fidicitho polygonu. Jde vlastné o vynikajici komprimacni
metody, nebot tvarové slozity ttvar méa velmi jednoduchy a datové nenaro¢ny popis, totiz po-
sloupnost nékolika bodi. Zobecnénim Bézierovych objektt jsou tzv. NURBS (Non Uniform
Rational B-Spline) objekty, které maji tu vyhodu, Ze pomoci nich lze popsat i standardni ob-
jekty geometrického modelovani, jako je kruznice, elipsa atd., a prislusné geometrické vypocty
pak pracuji s jednotnym popisem.

Pro tvarové slozité objekty v prostoru se pouziva fada velmi flexibilnich technik. Jde o me-
todu platd, neboli zaplat (patch, resp. blend), kinematické vytvoreni ploch (sweep), interpolace
na systému fezu (loft) a samoziejmé je mozny i popis analogicky k popisu kiivek, tj. popis
pomoci tidici sité bodt, resp. interpolace na mnoziné bodt. Rovnéz v pripadé ploch se systémy
orientuji zpravidla na uloZeni objektu pomoci NURBS popisu. Zéaplatou (patch) rozumime ur-
¢eni plochy pomoci okrajovych kiivek (zpravidla ¢tyt). Blend je zaplatou, ktera zajistuje hladké
napojeni na jiné plochy. Pro sweep je typické, Ze je dan pohybujicim se profilem a nékolika vodi-
cimi prostorovymi trajektoriemi (path curve, resp. rail curve). Pocet vodicich kiivek je zpravidla
dvé nebo t1i, teoreticky je mozné urceni az ¢tyt vodicich linii. Profil se pti pohybu mtize ménit
a zména je zpravidla dana pravé vodicimi liniemi. Pro lepsi orientaci uzivatele jsou nékteré
sweep objekty nabizeny pod specidlnim oznacenim. Jde pfedevsim o objekty rotacni, transla¢ni
a prip. sroubové Technika loftovani pfedstavuje vytvoreni plochy na zakladé nékolika zadanych
fezil.

Nejnarocnéjsi algoritmy geometrického modelovani predstavuje zaoblovani a odvozovani
ekvidistanty (rovnobézné kiivky nebo plochy k danému objektu). Zaobleni se muze tykat vr-
cholii, hran nebo i dvojice ploch. Polomér zaobleni muze byt konstantni nebo proménny,a to
linearné nebo i obecné. Je ziejmé, ze napi. v pripadé zaobleni nékolika hran, které maji spolecny
vrchol jde o velmi komplikovanou geometrickou tlohu a k tplné spokojenosti konstruktéra ¢i
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technologa tuto tlohu vyresi jen nejvyspélejsi systémy.

16.2.7 MnozZinové operace

Mnozinovymi operacemi rozumime sjednoceni, prinik a rozdil geometrickych utvart. Misto
nazvu mnozinové operace se pouziva také oznaceni logické nebo boolské operace. Provrtani
objektu je v feci mnozinovych operaci odecteni valce od daného objektu. S mnozinovymi ope-
racemi se setkavame i v rovinném pripadé, kdy jde o skladani plosnych utvart.

Moderni metody geometrického modelovani se evidentné snazi o prizptisobeni nabizenych
metod zpusobu uvazovani uzivatele. Misto mnozinovych operaci se tak v nabidce objevuji
operace technologické (tzv. features), jde napf. o pojmy jako je dira (hole), Zebro (rib) apod.
Provedeni mnozinovych operaci je tak pfitomno jen skryté. Podstatné je, Ze nabidka technik
modelovani mize byt v pripadé features i oteviena pro vytvareni uzivatelskych operaci.

16.2.8 Hybridni modelar

Oznaceni modelare pfivlastkem hybridni mize mit dva vyznamy. Hybridnost se muize tykat
pouzitych geometrickych objekti, nejcastéji toho, ze pii modelovani je mozné kombinovat praci
s télesy a povrhy (plochami). Za hybridni modeléfre se vSak také povazuji systémy, v nichz
je mozné volné kombinovat explicitni popis geometrie s parametrickym popisem, tj. nékteré
¢asti vytvaret klasickymi mnozinovymi operacemi bez pouziti vazeb a parametrt a jiné dily
parametrizovat.

16.2.9 Specializované moduly

Dosud jsme se zminili o geometrickém modeleru, ktery je jadrem CAD systému. Z hlediska
uzitné hodnoty systému je samoziejmé dulezité, jakou funkcionalitu s ohledem na skutecné
potfeby uzivatele dany systém nabidne. Zasadni rozdily mezi systémy budou tedy zejména
ve specializovanych modulech, které vyuzivaji geometrického jadra daného systému. Tyto spe-
cializované moduly jsou Casto nabizeny tfetimi stranami, tj. nejsou dodavany piimo firmou,
ktera stoji za prislusnym CAD systémem. U nékterych systémt najdeme az stovky speciali-
zovanych moduli, coz z nich, jak déale uvedeme, ¢ini ,velké“ CAD systémy. Tradi¢nimi speci-
alizovanymi moduly jsou: moduly fotorealistické vizualizace (renderovéni), vypocetni moduly
(linedrni mechanika a dynamika), subsystémy pro ndvrh a rozvinovani plechovych dili, pro
navrh potrubnich systémt nebo navrh kabeldze, knihovny normalizovanych dili, moduly pro
pfipravu rozmisténi objektii (nesting) a generovani stfihovych a pélicich programti, specidlni
moduly pro navrh forem a pro platové dily, moduly pro feSeni prostorovych naroku kola predni
napravy automobilu, moduly pro zaskleni a kinematiku stérace, moduly pro ergonomii a bez-
pecnost apod. Ke specializovanym modulim patii i velmi cenéné moduly analyzy toleranci,
které dokazi posoudit kombinace toleran¢nich tiid, v nichz je sestava funkéni.

16.2.10 Vyménné formaty

Soucasny svét je svétem mnohostranné kooperace, v niz nema misto unifikace, ale velmi zadouci
je kompatibilita (slucitelnost, pfenositelnost). Plati to i o CAD systémech, kde bylo u¢inéno
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nékolik pokusii o vytvoreni zcela univerzalniho vyménného formatu. Do této kategorie patii
IGES a modernéjsi STEP. Normotvorné usili organizaci, jako je ISO, vSak narazi na zdlouhavost
tvorby normy, coz je v rozporu s relativné vysokou dynamikou pokroku v oblasti informac¢nich
technologii. Proto fada vyrobcii i specializovanych firem nabizi pfimy prevod dat mezi riznymi
systémy. Nejvyznamnéjsi firmy navic vytvorily vlastni ”de facto” standardy a tim se snazi
usnadnit migraci z jinych systému na jejich systém. Ptikladem takovéhoto forméatu je format
DXF vyvinuty firmou Autodesk.

16.3 Rozdéleni CAD systému

Tradiéné lze CAD systémy rozdélit na malé, stfedni a velké. Kazdé takovéto déleni miize byt
velice diskutabilni. Diilezité je stanovit, ¢im se dané systémy lisi. Zakladni rozdily lze vidét, ve
shodé s vyznamnymi analytiky trhu CAD/CAM (Technicom, Daratech), v nasledujicich rysech:

e Komplexnost nabidky nadstavbovych a specializovanych moduli a vazby na CAM a dalsi
CA technologie (vypocty v nelinearni oblasti, testovani kvality apod.).

Orientace na geometrické modelovani nebo na tvorbu vykresové dokumentace.

Mira uplatnéni variacni geometrie a obecnost pouzitych tvarové slozitych objektti.

Podpora prace v tymu a v kooperacnich fetézcich.

Podil na trhu v ,high tech® firmach.
e Cenova hladina za licenci pro jedno pracovni misto a celkova licen¢ni politika.

Uvedme hlavni pfedstavitele jednotlivych kategorii systémai.

Nejdramatictéji se situace v poslednich letech vyvijela v oblasti velkych, tj. nejkomplexnéj-
sich, CAD systému. Velmi silna je pozice systému CATIA| ktery je pouzivan hlavné v automo-
bilovém primyslu a souvisejicich oborech. Tradi¢nimi silné rozsifenymi velkymi systémy jsou
Pro/Engineer a Unigraphics.

Tradiénimi stiednimi systémy je AutoCAD (resp. Mechanical), Microstation a novéjsi Soli-
dWorks a SolidEdge. Z produkce domacich firem je pozoruhodnym stfednim systémem systém
VariCAD. Stfedni systémy predstavuji kompromis mezi nakladnosti velkych systémi a poza-
davky na funkcionalitu.

Malé systémy se zpravidla orientuji na tvorbu vykresové dokumentace, resp. predstavuji
Casto celové vazané (zpravidla jednoduché a levné) profesni systémy bez obecnéjsi funkciona-
lity. Mezi hromadné pouzivané a znamé systémy této kategorie patii napr. AutoCAD LT.

16.4 PLM

Podpora jednotlivce, tedy konstruktéra ¢i technologa typickd pro CAD/CAM, neni to, co vyfesi
problémy technické pripravy vyroby. Vétsi vahu ziskava podpora celych tymi a moznost rizeni
projektd s uplatnénim simultannich principti. Cilem je razantni zkraceni doby od prvotniho
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napadu k uvedeni vyrobku na trh. Cestou je koordinovany soubéh (paralelismus) fady ¢innosti,
coz kontrastuje s klasickym inZenyrstvim, které bylo a je sekvencni.

Dnes jiz nejde jen o navrh a vyrobu technického systému, ale i o marketing, Gdrzbu a
likvidaci. Proto se na trhu objevily systémy (radéji feseni, nebot nejde o prodej ,krabicového*
programového vybaveni), které oznac¢ujeme jako PLM - Product Lifecycle Management, tedy

sprava zZiwvotniho cyklu vyrobku. Cil PLM je jednoduchy, snahou je, aby spravna data byla ve
spravny c¢as na spravném miste.

16.5 Kontrolni otazky

16.1 Jak v CAD systému urcite kruznici opsanou trojtuhelniku?

16.2 Uvedte piiklady a charakteristiky malych, stfednich a velkych CAD systému!
16.3 Vysvétlete pojem PLM!
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