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1 Teoretická východiska 5
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Úvod

Vývoj novodobých matematických křivek a ploch započal v 60. letech minulého stolet́ı.
S rozvojem nových pr̊umyslových odvětv́ı vznikla potřeba speciálńıch druh̊u křivek a
ploch, které by sloužily designér̊um k návrhu hladkých obecných tvar̊u (automobilový
pr̊umysl, stroj́ırenstv́ı). Vedle křivek vyjádřených explicitńımi či parametrickými rovni-
cemi vznikaj́ı křivky a plochy určené ř́ıdićımi body a daľśımi parametry. Mezi jejich
pr̊ukopńıky patř́ı jména francouzských inženýr̊u - Carl de Boor, James C. Ferguson, Pierre
Bézier, Paul F. de Casteljau. Tak vznikl obor, který nese název CAD – Computer Aided
Design.

Současný vývoj aplikaćı dospěl až k NURBS objekt̊um, bez nichž se v dnešńı době
neobejde většina grafických softwar̊u (Maya, Rhinoceros, Blender, atd.). Otázkou je, proč
použ́ıvat NURBS? Výhod existuje celá řada. Patř́ı mezi ně lokálńı kontrolovatelnost
(změna jednoho parametru ovlivńı objekt pouze lokálně), rychlý a stabilńı algoritmus
výpočtu, možnost kresleńı kuželoseček, zachovaná spojitost při změnách a samozřejmě
takřka neomezené konstrukčńı možnosti.

Z těchto d̊uvod̊u je NURBS křivkám a plochám v oblasti Computer science věnována
velká pozornost. Vývoj samozřejmě pokračuje dál a NURBS objekty jsou zlepšovány.
Novým trendem se staly T-splines. Jedná se o zobecněńı NURBS plochy, jej́ıž body nemuśı
ležet v pravidelné obdélńıkové mř́ıžce. V roce 2005 byly implementována do softwaru Maya
a v roce 2006 do softwaru Rhinoceros.

Při vývoji těchto objekt̊u je však často kladen d̊uraz jen na technickou stránku věci,
aniž by se věnovala pozornost matematickým souvislostem. Ćılem této práce je tedy
přispět k vývoji těchto objekt̊u, a to jak po stránce matematické, tak po stránce im-
plementačńı.

Prvńı kapitola práce je věnována teoretickým východisk̊um, která jsou nutná k pocho-
peńı daľśıho textu. obsahuje základy vektorových prostor̊u, afinńı a projektivńı geometrie.
Druhá kapitola je věnována obecné teorii křivek a ploch z pohledu diferenciálńı geometrie.
Třet́ı kapitola obsahuje vlastńı výsledky práce, které lze shrnout do těchto bod̊u:

1. Analytické vyjádřeńı derivace NURBS křivek. Derivace NURBS křivek hraj́ı
d̊uležitou roli při výpočtech, např. statiky objekt̊u. Práce dává nový d̊ukaz pro
vzorec výpočtu, jeho srovnáńı se současně použ́ıvanou numerickou derivaćı a také
zp̊usob vlastńı implementace. Navržený zp̊usob výpočtu derivace byl v r. 2006 im-
plementován do komerčńıho softwaru RFEM 3D.

2. Modelace vlivu uzlového vektoru na tvar NURBS. NURBS objekty patř́ı
mezi nové křivky a plochy, které se zadávaj́ı ř́ıdićımi body a daľśımi parametry.
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4 OBSAH

Těmi jsou uzlové vektory a váhy jednotlivých bod̊u. Většina softwaru nab́ıźı možnost
práce s uzlovými vektory, ta však neńı intuitivńı. V dostupně literatuře neexistuje
přehledný geometrický pohled na vliv uzlového vektoru na tvar křivek a ploch.

3. Využit́ı interpolace pomoćı NURBS křivek v lékařstv́ı. V rámci spolupráce
s ústavem stroj́ırenské technologie naš́ı fakulty a nemocnićı u sv. Anny v Brně
vyv́ıj́ıme program založený na interpolaci pomoćı NURBS, který bude v budoucnu
sloužit při výrobě kolenńıch kloubńıch náhrad. Výzkum je v současné době v testo-
vaćı fázi.

4. Matematický popis jednoduchých NURBS těles z netradičńıho tenzo-
rového pohledu. Pro usnadněńı práce s NURBS plochami jsou ve většině kva-
litńıch aplikaćı předdefinována základńı NURBS tělesa – koule, kužel, válec, hranol,
obecná rovina a anuloid. Lze je elegantně popsat pomoćı tenzorového součinu. Tento
př́ıstup je v literatuře silně opomı́jen.

5. Matematická formulace nových trend̊u a jejich uplatněńı v geografických
informačńıch systémech. Novým trendem se staly T-spline a T-NURCCs plochy,
které obsahuj́ı uzly T-junctions. Jedná se o zobecněńı NURBS ploch, jejichž ř́ıdićı
body nemuśı ležet v pravidelné obdélńıkové mř́ıžce. Tyto objekty postupně nacházej́ı
široké použit́ı v grafických systémech, mohou však být použity i v jiných oblas-
tech. V práci je demonstrováno jejich možné použit́ı v geografických informačńıch
systémech při vykreslováńı ploch ze zadaných dat.

6. Návrh efektivńıch zp̊usob̊u implementace NURBS křivek, ploch a základńıch
těles s ohledem na jejich stabilitu a rychlost.

7. Ověřeńı navržených metod implementaćı do německého komerčńıho CAD
softwaru RFEM 3D. V rámci doktorského studia jsem spolupracovala s firmou
Fem Consulting, do jejichž komerčńıho softwaru RFEM 3D implementuji svoje te-
oretické poznatky a testuji výsledky. Systém RFEM 3D slouž́ı k navrhováńı sta-
vebńıch konstrukćı či strojńıch součást́ı, na které je následně aplikována metoda
konečných prvk̊u pro výpočet statiky a daľśıch d̊uležitých konstrukčńıch vlastnost́ı.

8. Srovnáńı implementace a stability NURBS v grafických programech, kde
jsou již implementovány, s mými metodami implementovanými v pro-
gramu RFEM 3D.



Kapitola 1

Teoretická východiska

1.1 Základńı definice

V následuj́ıćı kapitole jsou uvedeny základńı definice struktur a vlastnost́ı, které se v textu
vyskytuj́ı. Vı́ce podrobnost́ı o vektorových a afinńıch prostorech lze naj́ıt v Horák (1991),
Martǐsek (2002), Sekanina (1988). Projektivńı vektorový prostor a projektivńı invariant-
nost je podrobně popsána v Janyška – Sekaninová (2001). Tenzorovým součinem a tenzory
se zabývá např́ıklad Motl – Zahradńık (Naposledy navšt́ıveno 10. 3. 2007), Čadek (Napo-
sledy navšt́ıveno 12. 4. 2007).

1.1.1 Vektorové prostory

Definice 1.1. Necht’ (V,⊕) je komutativńı grupa, jej́ıž prvky nazýváme vektory a (T,+, ·)
je č́ıselné těleso. Necht’ pro každé č́ıslo t ∈ T a každý vektor u ∈ V je definován vektor
t� u ∈ V tak, že plat́ı:

1. t� (u⊕ v) = t� u⊕ t� v

2. (t+ s)� u = t� u⊕ s� u

3. t� (s� u) = (t · s)� u

4. 1� u = u

kde t, s ∈ T a u,v ∈ V. Potom V se nazývá vektorový nebo lineárńı prostor nad
tělesem T.

Poznámka 1. V daľśım textu budeme použ́ıvat znaménko + mı́sto ⊕ a znaménko · mı́sto
�. Je nutné si uvědomit, že se obecně jedná o r̊uzné operace.

Definice 1.2. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T . Neprázdná podmnožina W
množiny V se nazývá podprostor vektorového prostoru V , jestliže plat́ı:

1. u,v ∈ W libovolné ⇒ u + v ∈ W

2. t ∈ T,u ∈ W libovolné ⇒ t · u ∈ W.
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6 KAPITOLA 1. TEORETICKÁ VÝCHODISKA

Necht’ M je libovolná podmnožina vektorového prostoru V . Pak existuje alespoň jeden
podprostor, obsahuj́ıćı množinu M (např. celý prostor V ). Můžeme utvořit pr̊unik všech
podprostor̊u ve V , které obsahuj́ı množinu M , který označ́ıme 〈M〉.

Věta 1.1. Necht’ M je libovolná podmnožina ve vektorovém prostoru V . Potom

1. 〈M〉 je podprostor,

2. 〈M〉 je nejmenš́ı (vzhledem k ⊆) podprostor ve V , obsahuj́ıćı množinu M .

Důkaz: Viz Horák (1991).

Definice 1.3. Necht’ M je podmnožina ve vektorovém prostoru V a necht’ W = [M ]. Pak
podprostor W se nazývá podprostor generovaný množinou M .

Je-li speciálně M = {u1,u2, . . . ,uk}, pak W se nazývá podprostor generovaný
vektory u1,u2, . . . ,uk a vektory u1,u2, . . . ,uk se nazývaj́ı generátory podprostoru
W .

Definice 1.4. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T a necht’ u1,u2, . . . ,uk je konečná
posloupnost vektor̊u z V. Jestliže pro všechna t1, . . . , tk ∈ T plat́ı, že

t1 · u1 + · · ·+ tk · uk = o ⇒ t1 = t2 = · · · = tk = 0,

pak ř́ıkáme, že vektory u1,u2, . . . ,uk jsou lineárně nezávislé.

Definice 1.5. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T . Potom jakýkoliv vektor w
tvaru součtu násobk̊u konečného počtu vektor̊u u1,u2, . . . ,un tohoto prostoru nazveme
lineárńı kombinaćı vektor̊u u1,u2, . . . ,un. Ṕı̌seme:

w =
n∑
i=1

tiui

Definice 1.6. Necht’ V je vektorový prostor nad T. Konečná posloupnost u1,u2, . . . ,un
vektor̊u z V se nazývá báze vektorového prostoru V, jestliže plat́ı:

1. Vektory u1,u2, . . . ,un jsou lineárně nezávislé.

2. Vektory u1,u2, . . . ,un generuj́ı vektorový prostor V.

Č́ıslo n se potom nazývá konečnou dimenźı vektorového prostoru V.

Definice 1.7. Necht’

{u1,u2, . . . ,un} (1.1)

je báze vektorového prostoru V a necht’ vektor w ∈ V je vyjádřen ve tvaru

w = t1u1 + . . .+ tnun, kde t1, . . . , tn ∈ T. (1.2)

Pak č́ıslo ti nazýváme i-tou souřadnićı vektoru w v bázi (1.1). Souřadnicemi vektoru
v bázi (1.1) nazýváme uspořádanou n-tici (t1, . . . , tn) w.
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Definice 1.8. Necht’ V je vektorový prostor (nad R) a necht’ každé dvojici vektoru u,v ∈ V
je přǐrazeno reálné č́ıslo u · v tak, že pro libovolné u,v,w ∈ V, r ∈ R plat́ı:

u · v = v · u
(u + v) ·w = (u ·w) + (v ·w)

(r · u) · v = r · (u · v)

je-li u 6= o, pak u · u > 0

Potom reálné č́ıslo u · v se nazývá skalárńı součin vektor̊u u,v.

Definice 1.9. Konečnědimenzionálńı vektorový prostor se skalárńım součinem se nazývá
euklidovský vektorový prostor nebo krátce euklidovský prostor.

Poznámka 2. V daľśıch částech budeme k výpočt̊um použ́ıvat klasický skalárńı součin
vektor̊u u,v daný předpisem: u · v =

∑n
i=1 uivi. Pro zápis tohoto součinu použijeme

(u,v).

Poznámka 3. Vektorový prostor se skalárńım součinem bývá označován jako unitárńı
metrický prostor. Norma prvku u ∈ V je určena jako |u| = (u,u) a vzdálenost mezi
dvěma prvky u,v ∈ V je rovna d(u,v) = |v − u|.

Skalárńı součin budeme použ́ıvat pouze v praktické části při geometrických výpočtech
(vzájemná poloha bodu a př́ımky, odchylka př́ımek). Z tohoto d̊uvodu nebudeme zavádět
celou definici normy a omeźıme se na jeho praktické použit́ı.

1.1.2 Afinńı a projektivńı prostory

Definice 1.10. Mějme neprázdnou množinu An, pro kterou existuje lineárńı prostor Vn
dimenze n, n ∈ N nad tělesem T a dále zobrazeńı ϕ : An ×An → Vn takové, že plat́ı:
a. pro každé A ∈ An a každé x ∈ Vn existuje právě jedno B ∈ An takové, že ϕ(A;B) = x
b. pro každé A,B,C ∈ A je ϕ(A,C) = ϕ(A,B) + ϕ(B,C).
Pak množinu An nazýváme afinńım prostorem. Vektorový prostor Vn nazýváme za-
měřeńı prostoru An, dimenzi prostoru Vn nazýváme dimenźı An. Prvky A ∈ An

nazýváme body afinńıho prostoru. Uspořádanou dvojici (A,B) nazýváme umı́stěńım

vektoru x v prostoru An. Mı́sto x = ϕ(A,B) budeme psát x =
−→
AB.

Definice 1.11. Necht’ O ∈ An je libovolný bod afinńıho prostoru, 〈e1, e2, . . . , en〉 libovolná
báze jeho zaměřeńı. Pak uspořádanou (n + 1)−tici 〈O, e1, e2, . . . , en〉 nazýváme afinńım
repérem. Afinńı repér euklidovského prostoru nazýváme kartézkou souřadnou sousta-
vou.

Věta 1.2. Necht’ 〈O, e1, e2, . . . , en〉 je libovolný afinńı repér prostoru An, A ∈ An libovolný

bod. Pak existuj́ı ai ∈ T ; i = 1, 2, . . . , n taková, že
−→
OA = a1e1 + . . .+ anen.

Důkaz: Janyška – Sekaninová (2001).

Definice 1.12. Č́ısla ai ∈ T z předchoźı věty nazýváme souřadnicemi bodu A ∈ An.
Ṕı̌seme A = [a1, . . . , an].
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Definice 1.13. Afinńı prostor Bm je podprostorem afinńıho prostoru An právě tehdy,
když Bm ⊆ An a Z(Bm) je podprostorem lineárńıho prostoru Z(An). Je-li B ∈ Bm
libovolný bod a 〈f1, f2, . . . , fn〉 báze zaměřeńı Z(Bm), ṕı̌seme Bm = 〈B, f1, f2, . . . , fn〉.
Speciálně pro n = 3:〈B,u〉 – př́ımka; 〈B,u,v〉 – rovina.

Definice 1.14. Necht’ Vn+1 je vektorový prostor dimenze n + 1 nad tělesem reálných
č́ısel. Množinu Pn všech jednodimezionálńıch podprostor̊u prostoru Vn+1 nazýváme pro-
jektivńım prostorem dimenze n nad tělesem R. Jeho prvky nazýváme body. Vn+1

nazýváme aritmetickým základem prostoru Pn. Vektor x 6= o, který generuje bod X =
〈x〉 = {αx, α ∈ T} ∈ Pn nazýváme aritmetickým zástupcem bodu X.

Definice 1.15. Aritmetickou báźı projektivńıho prostoru Pn rozumı́me libovolnou bázi
u1,u2, . . . ,un+1 vektorového prostoru Vn+1. Geometrickou báźı prostoru Pn rozumı́me
(n + 2)-tici bod̊u 〈O1, . . . , On+1, E〉 takových, že libovolných (n + 1) z nich je lineárně
nezávislých. Body O1, . . . , On+1 nazýváme základńı body a bod E jednotkový bod
geometrické báze.

Definice 1.16. Necht’ X ∈ Pn je bod, 〈O1, . . . , On+1, E〉 je geometrická báze Pn taková, že
O1 = 〈u1〉 , . . . , On+1 = 〈un+1〉 , E = 〈u1 + . . .+ un+1〉. Necht’ X = 〈x〉, kde

x = x1u1 + . . .+ xn+1un+1, xi ∈ T.

Potom uspořádanou (n+ 1)-tici (x1, . . . , xn) prvk̊u z T nazveme projektivńımi homo-
genńımi souřadnicemi bodu X vzhledem ke geometrické bázi 〈O1, . . . , On+1, E〉.
Definice 1.17. Projektivńı prostorQm nazýváme projektivńım podprostorem prostoru
Pn, jestliže aritmetický základ prostoru Qm je podprostorem aritmetického základu Pn.

1.1.3 Zobrazeńı, invariantnost

Definice 1.18. Necht’ A,B jsou libovolné neprázdné množiny. Množinu f ⊆ A×B nazveme
zobrazeńım množiny A do množiny B právě tehdy, když:

∀a ∈ A ∃! b ∈ B : [a, b] ∈ f (1.3)

Ṕı̌seme f(A) = B, popř. f : A → B; mı́sto [a, b] ∈ f ṕı̌seme obvykle f(a) = b, popř.
f : a → b. Množina A se nazývá definičńı obor zobrazeńı f a množina B se nazývá
obor hodnot zobrazeńı f .

Definice 1.19. Necht’ f je zobrazeńı z množiny A do množiny B. Pak se zobrazeńı nazývá
surjektivńı, jestliže pro každý prvek y ∈ B existuje x ∈ A tak, že f(x) = y neboli
množina hodnot zobrazeńı f se rovná oboru hodnot zobrazeńı f .

Jestliže má každý prvek z B nejvýše jeden vzor, nazývá se f prosté, neboli injektivńı.
Je-li f surjektivńı i injektivńı, nazývá se bijekce.

Morfismy prostor̊u – jsou zobrazeńı, která přeneseně řečeno zachovávaj́ı operace mezi
prostory. Morfismy lineárńıch (afinńıch, projektivńıch) prostor̊u budeme nazývat lineárńı
(afinńı, projektivńı) zobrazeńı.

Definice 1.20. Necht’ V, V ′ jsou vektorové prostory nad stejným č́ıselným tělesem. Zobra-
zeńı ϕ : V → V ′ splňuj́ıćı:
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1. ϕ (u + v) = ϕ (u) + ϕ (v)

2. ϕ (t · u) = t · ϕ (u)

se nazývá lineárńı zobrazeńı vektorového prostoru V do V ′. Je-li nav́ıc ϕ bijektivńı,
pak se nazývá izomorfismus vektorového prostoru V na V ′.

Definice 1.21. Necht’ A,A′ jsou afinńı prostory, ϕ : Z(A) → Z(A′) lineárńı zobrazeńı
jejich zaměřeńı a ψ : A → A′ zobrazeńı takové, že

∀A,B ∈ A :
−→
AB = x =⇒

−−−−−−−→
ψ(A)ψ(B) = ϕ(x), (1.4)

pak ψ je afinńı zobrazeńı.

Definice 1.22. Necht’ A,B jsou dva r̊uzné body př́ımky p, necht’ C ∈ p, C 6= B. Pak č́ıslo

λ =
|
−→
AC|
|
−−→
BC|

se nazývá dělićı poměr bodu C vzhledem k bod̊um A,B.

Věta 1.3. Afinńı zobrazeńı zachovává dělićı poměr bod̊u.

Definice 1.23. Necht’ Pn, Pm jsou projektivńı prostory, Vn+1, Vm+1 jejich aritmetické zá-
klady. Lineárńı zobrazeńı ϕ : Vn+1 → Vm+1 nazýváme projektivńım zobrazeńım.

Definice 1.24. Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem T . Lineárńı zobrazeńı
ϕ : V → V se nazývá lineárńı transformace vektorového prostoru V . Je-li nav́ıc ϕ
bijektivńı, pak se nazývá automorfismus vektorového prostoru V.

Definice 1.25. Necht’ An je afinńı (resp. projektivńı prostor). Lineárńı zobrazeńı od-
pov́ıdaj́ıćıho zaměřeńı (resp. aritmetickému základu) se nazývá afinńı (resp. projek-
tivńı) transformace. Je-li toto zobrazeńı bijektivńı, jedná se o afinńı (resp. projektivńı)
automorfismus.

Afinńı a projektivńı invariantnost

Definice 1.26. Necht’ τ : S → S je lineárńı (resp. afinńı, resp. projektivńı) transformace.
Lineárńı (afinńı, projektivńı) podprostor W prostoru S se nazývá invariantńı vzhledem
k τ právě tehdy, když τ(W) ⊆ W.

Poznámka 4. B-spline křivky (resp. plochy) jsou afinně invariantńı, NURBS jsou projek-
tivně invariantńı, což bude vysvětleno v daľśım textu. V praxi to znamená, že neńı nutné
transformovat celou křivku či plochu bodově, ale stač́ı v dané transformaci přepoč́ıtat
pouze ř́ıdićı body.

Obecně řekneme, že objekt je afinně invariantńı, pokud je invariantńı vzhledem k afin-
ńım transformaćım. Tj. složeńı otáčeńı, posunut́ı, změna měř́ıtka a zkoseńı (v́ıce v Foley
et al. (2005), Martǐsek (2002)). Afinńı transformace zachovávaj́ı incidenci a rovnoběžnost,
ale nezachovávaj́ı délky a úhly.
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Matice

Definice 1.27. Zobrazeńı

A : {0, 1, . . . ,m} × {0, 1, . . . , n} → A

nazýváme matićı typu (m+ 1)× (n+ 1) nad množinou A. Speciálně:

A = R ⇒ reálná matice,
A = An ⇒ matice n-rozměrných bod̊u,
A = A3 ⇒ matice trojrozměrných bod̊u.

Obvykle zapisujeme ve tvaru:

A =


a00 a01 . . . a0n

a10 a11 . . . a1n
...

. . .
...

am0 am1 . . . amn

 . (1.5)

1.1.4 Tenzorový počet

V následuj́ıćı části jsou uvedeny základńı pojmy týkaj́ıćı se tenzorového součinu. Tenzo-
rový součin lze definovat několika zp̊usoby. Jeden z nich je založen na lineárńım obalu
vektorových prostor̊u, daľśı využ́ıvá faktorprostor̊u a jedna z možných definic je uvedena
ńıže. Podrobné definice i jejich vzájemné propojeńı jsou uvedeny např. v Motl – Zahradńık
(Naposledy navšt́ıveno 10. 3. 2007), Čadek (Naposledy navšt́ıveno 12. 4. 2007).

Definice 1.28. Necht’ (V,+, ·) je nenulový vektorový prostor konečné dimenze n nad
tělesem (T,+, ·). Lineárńı zobrazeńı φ : V → T se nazývá lineárńı forma nad (V,+, ·)
právě tehdy, když pro každé u,v ∈ V a každé c ∈ T plat́ı:

a. φ(u + u) = φ(u) + φv

b. φ(cu) = cφ(u)

Je nutné si uvědomit, že na levých stranách uvedených rovnost́ı je vektorové sč́ıtáńı,
resp. násobeńı vektoru skalárem, kdežto na pravé straně se jedná o binárńı operace v tělese
T . Tyto operace jsme podle poznámky 1 (str. 5) přestali z d̊uvod̊u formálńıho zjednodušeńı
rozlǐsovat.

Věta 1.4. Necht’ V ∗ je množina všech lineárńıch forem nad V . Pro každé φ1, φ2 ∈ V ∗

definujeme:

a. φ1(u)⊕ φ2(u) = φ1(u) + φ2(u)

b. c� φ1(u) = c · φ1(u)

Pak (V ∗,⊕,�) je vektorový prostor nad T .

Definice 1.29. Vektorový prostor V ∗ z předchoźı věty nazýváme duálńım prostorem
k prostoru V .
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Definice 1.30. Necht’ U, V jsou vektorové prostory konečných dimenźı m,n nad týmž
tělesem T . Zobrazeńı ω : U × V → T se nazývá bilineárńı formou mezi prostory U, V
právě tehdy, když pro libovolné u1,u2 ∈ U,v1,v2 ∈ V a a, b ∈ T plat́ı:

ω(au1 + bu2,v1) = aω(u1,v1) + bω(u2,v1)

ω(u1, av1 + bv2) = aω(u1,v1) + bω(u1,v2)

Tyto operace jsou podle poznámky 1 (str. 5) opět na každé straně rovnic jiné.

Definice 1.31. Zobrazeńı ω : U × V → T nazýváme součtem bilineárńıch forem
ω1 : U × V → T , ω2 : U × V → T právě tehdy, když pro každé u ∈ U,v ∈ V plat́ı:

ω(u,v) = ω1(u,v) + ω2(u,v) (1.6)

Definice 1.32. Zobrazeńı ω : U × V → T nazýváme skalárńım násobkem bilineárńı
formy ω : U×V → T právě tehdy, když existuje c ∈ T takové, že pro každé u ∈ U,v ∈ V
plat́ı:

ω(cu, cv) = cω(u,v) (1.7)

Věta 1.5. Množina U ⊗ V všech bilineárńıch forem mezi prostory U, V spolu se součtem
z definice 1.31 a skalárńım násobkem z definice 1.32 je vektorový prostor nad T.

Důkaz: Lze provést ověřeńım podmı́nek z definice vektorového prostoru.

Definice 1.33. Vektorový prostor U⊗V daný větou 1.5 nazýváme tenzorovým součinem
prostor̊u U, V . Speciálně tenzorové součiny U ⊗ U , U ⊗U∗, U∗⊗U∗ nazýváme prostory
tenzor̊u, jejich prvky nazýváme tenzory, přičemž prvky prostoru U nazýváme kontra-
variantńı vektory, znač́ıme u = (u1, u2, . . . , um). Prvky duálńıho prostoru U∗ nazýváme
kovariantńı vektory, znač́ıme u∗ = (u1, u2, . . . , um). Podrobněji pak nazýváme:

U ⊗ U prostor kontravariantńıch tenzor̊u
u⊗ v = (u1, u2, . . . , um)⊗ (v1, v2, . . . , vm)

U ⊗ U∗ prostor smı́̌sených tenzor̊u
u⊗ v∗ = (u1, u2, . . . , um)⊗ (v1, v2, . . . , vm)

U∗ ⊗ U∗ prostor kovariantńıch tenzor̊u
u∗ ⊗ v∗ = (u1, u2, . . . , um)⊗ (v1, v2, . . . , vm)

Poznámka 5. Vzhledem k tomu, že tenzorový součin lineárńıch prostor̊u je opět lineárńı
prostor, lze celou konstrukci opakovat a sestrojovat tenzorové součiny např. (U ⊗U)⊗U ,
(U ⊗ U) ⊗ U∗, (U ⊗ U∗) ⊗ U∗, atd. Rovněž tyto prostory nazýváme prostory tenzor̊u a
jejich prvky tenzory. Lze pak hovořit např́ıklad o tenzorech dvakrát kontravariantńıch a
jednou kovariantńıch (což jsou prvky prostoru (U ⊗ U)⊗ U∗) apod.

Takto opakované konstrukce však v naš́ı práci nebudeme potřebovat a vystač́ıme s ten-
zorovými součiny, resp. tenzory sestrojenými v definici 1.33. Rovněž nebudeme potřebovat
součiny duálńıch prostor̊u, tj. U ⊗ U∗, U∗ ⊗ U∗ a omeźıme se pouze na součiny U ⊗ V ,
resp. U ⊗ U .

Poznámka 6. V daľśıch úvahách budeme použ́ıvat č́ıslováńı od nuly a to vzhledem k tomu,
že budeme tenzorový součin aplikovat na NURBS plochy, kde se toto č́ıslováńı použ́ıvá.
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V daľśı práci (předevš́ım v kapitole 3, části 3.3) bude mı́t zásadńı d̊uležitost jednoduchý
d̊usledek definice 1.30.

Věta 1.6. Necht’ u0,u1, . . .um ∈ U , v0,v1, . . .vn ∈ V jsou libovolné vektory,
a0, a1, . . . , am, b0, b1, . . . , bn libovolné skaláry, ω : U × V → T bilineárńı forma mezi U, V .
Pak

ω

(
m∑
i=0

ai · ui
n∑
j=0

bi · vi

)
=

m∑
i=0

n∑
j=0

aibj · ω(ui,vj). (1.8)

Tento zápis připomı́ná obdobnou vlastnost skalárńıho součinu dvou vektor̊u. Skalárńı
součin je speciálńım př́ıpadem bilineárńı formy. Máme-li totiž ve větě 1.6 speciálně:

e0, e1, . . . em ∈ U, f0, f1, . . . fn ∈ V

báze prostor̊u U , resp. V , pak pro každý vektor u ∈ U o souřadnićıch u = (u0, u1, . . . , um),
resp. v ∈ V o souřadnićıch v = (v0, v1, . . . , vn) je

ω(u,v) = ω

(
m∑
i=0

ui · ei
n∑
j=0

vj · fj

)
=

m∑
i=0

n∑
j=0

uivj · ω(ei, fj) =
m∑
i=0

n∑
j=0

uivj · aij. (1.9)

kde hodnotu bilineárńı formy ω pro uspořádanou dvojici bázových vektor̊u ei ∈ U, fj ∈ V
jsme označili

ω(ei, fj) = aij ∈ T.

Je-li v bilineárńı formě (1.9) V = U nebo V = U∗, je tato forma dle definice 1.33 tenzorem.

Daľśı specializaćı dostáváme:
Je-li V = U , tenzor ω : U × U → T je symetrický a kvadratická forma př́ıslušná

k tomuto tenzoru je pozitivně definitńı, tj. plat́ı pro ∀x,y ∈ U :

ω(x,y) = ω(y,x)

x 6= o ⇒ ω(x,x) > 0

pak tenzor ω splňuje axiomy skalárńıho součinu a je tedy skalárńım součinem na prostoru
U.
Odmocnina

√
ω(u,u) z pozitivně definitńı formy splňuje všechny axiomy normy a je tedy

normou vektoru indukovanou skalárńım součinem ω(u,v).
Je-li zcela speciálně:

ω(u,v) =
m∑
i=0

m∑
j=0

uivjω(ei, fj) =
m∑
i=0

m∑
j=0

uivjaij, (1.10)

kde
ω(ei, fi) = aii = 1; i 6= j ⇒ ω(ei, fj) = aij = 0.
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je př́ıslušná kvadratická forma tvaru

ω(u,u) =
m∑
i=0

m∑
j=0

uiujω(ei, fj) =
m∑
i=0

m∑
j=0

uiujaij =
m∑
i=0

u2
i > 0 (1.11)

a tenzor ω(u,v) přejde v tzv. bodový skalárńı součin tvaru:

ω(u,v) =
m∑
i=0

m∑
j=0

uivjω(ei, fj) =
m∑
i=0

m∑
j=0

uivjaij =
m∑
i=0

uivi = u0v0 + u1v1 + . . .+ umvm,

kde u = (u0, u1, . . . , um), v = (v0, v1, . . . , vm).

Poznámka 7. Výraz (1.9) – bilineárńı formu lze samozřejmě napsat maticově jako:

ω(u,v) = uTAv, (1.12)

a je to:
a)bodový skalárńı součin ⇔ A je jednotková
b)obecný skalárńı součin ⇔ A je čtvercová, symetrická, pozitivně definitńı
c)tenzor ⇔ A je čtvercová
d)bilineárńı forma ⇔ A je typu m× n

Ve všech př́ıpadech je množina ω(u,v) = uTAv tenzorový součin vektorových prostor̊u a
je to vektorový prostor.

Myšlenka využ́ıt tenzorového součinu se objevuje i v současné literatuře z oblasti
týkaj́ıćı se poč́ıtačové grafiky. Plocha je popisována jako vyč́ıslitelná funkce dvou para-
metr̊u u, v, která popisuje zobrazeńı rovinné oblasti Ω do euklidovského trojrozměrného
prostoru, které je fomálně zapsáno jako:

S(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) =
m∑
i=0

n∑
j=0

fi(u)gj(v)Pij, (1.13)

kde {
Pij = (xij, yij, zij)

0 ≤ u, v ≤ 1

Funkce f, g jsou zcela běžně nazývány bázovými funkcemi. Takto sestrojená plocha
bývá označována jako tensor product surface tj. povrch vytvořený tenzorovým součinem
– viz např. Shene (Naposledy navšt́ıveno 11. 12. 2006), Piegl – Tiller (2002), Piegl (1991).

Zápis (1.13) formálně skutečně připomı́ná vztah (1.9), kterým jsme definovali bilineárńı
formu a tenzorový součin. Tento tenzor se však zobrazuje do tělesa, nad kterým jsou
sestrojeny lineárńı prostory, ze kterých je tenzorový součin sestrojen. V jeho zápisu

ω(u,v) =
m∑
i=1

m∑
j=1

uivjω(ei, fj) =
m∑
i=1

m∑
j=1

uivjaij (1.14)

jsou ω(u,v) a (ei, fj) = aij hodnoty bilineárńıho zobrazeńı, ui, vj jsou složky vektor̊u
u,v, tj. všechno prvky výše uvedeného tělesa. Zápis (1.13) oproti tomu definuje zobrazeńı
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oblasti do prostoru (pravděpodobně euklidovského). S(u, v) je tedy bod tohoto prostoru,
fi, gj funkce báze bĺıže nespecifikovaného prostoru funkcionálńıho a Pij jsou bud’ př́ımo
ř́ıdićı body plochy, tj. opět prvky (pravděpodobně) euklidovského prostoru, anebo jejich
polohové vektory, tj. prvky zaměřeńı euklidovského prostoru, do kterého má tato funkce
zobrazovat.

Toto přinejmenš́ım velmi volné zacházeńı s matematickou symbolikou značně ztěžuje
pochopeńı podobných text̊u a komplikuje výzkum v této oblasti.

Mějme dánu rovnici (1.14), kterou lze zapsat jako:

ω(u,v) = uTAm+1,n+1v (1.15)

Skalárńı násobek definujeme jako:

c · ω(u,v) = uT cAm+1,n+1v (1.16)

a součet forem ω1(u,v) = uTAm+1,n+1v a ω2(u,v) = uTBm+1,n+1v je dán:

ω1(u,v) + ω2(u,v) = uT (Am+1,n+1 + Bm+1,n+1)v (1.17)

Tenzorový součin vektorových prostor̊u U, V je tak zřejmě izomorfńı s vektorovým
prostorem všech matic typu (m+ 1)× (n+ 1).

Mějme nyńı Ni(s), i = 0, 1, . . . ,m, resp. N j(t), j = 0, 1, . . . , n bázové B-spline funkce
libovolného stupně. Množiny

N = 〈N0(s), N1(s), . . . , Nm(s)〉

N =
〈
N0(t), N1(t), . . . , Nn(t)

〉
jsou funkcionálńı vektorové prostory nad R, jejich prvky

u(s) = u0N0(s) + u1N1(s) + . . .+ umNm(s)

v(t) = v0N0(t) + v1N1(t) + . . .+ unNn(t)

jsou B-spline křivky.

Tenzorový součin M ⊗N prostor̊u M,N je prostor bilineárńıch forem

ω(u,v) = (u0, . . . , um)


a00 a01 . . . a0,n

a10 a11 . . . a1,n
...

. . .

am0 am1 . . . am,n



v0

v1
...
vn

 . (1.18)

Báźı tohoto prostoru je (m+ 1)(n+ 1) zobrazeńı

ωij(u,v) = uTCijv (1.19)

i = 0, 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n,

kde Cij je matice typu (m+1)(n+1), která je nulová s výjimkou členu cij, který je roven
jedné.
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Necht’ u0,u1, . . . ,um je báze prostoru N a v0,v1, . . . ,vn je báze prostoru N . Vektory
ui = (ui0, ui1, . . . , uim) a vj = (vj0, vj1, . . . , vjm) se zobrazeńım ω(u,v) se zobraźı na
prvek ci,j tělesa T . Báze prostoru N × N se zobraźı na uspořádanou (m + 1)(n + 1)-tici
ci,j ∈ T n+1,m+1. Množina těchto (m+ 1)(n+ 1)-tic je opět vektorovým prostorem. Máme
tedy zobrazeńı:

ω(u,v) =
m∑
i=0

n∑
j=0

cijωij(u,v).

Je-li tedy
u = (u0, . . . , um) = u0N0(s) + . . .+ umNm(s) ∈ N,
v = (v0, . . . , vn) = v0N0(t) + . . .+ vmNm(t) ∈ N,

pak jsou bázové vektory tvaru:

ui(s) = (0, 0, . . . , 0, ui = 1, 0, . . . , 0, 0) = 0 ·N0(s) + . . .+ 1 ·Ni(s) + . . .+ 0 ·Nm(s) =

= Ni(s) ∈ N

vj(t) = (0, 0, . . . , 0, vj = 1, 0, . . . , 0, 0) = 0 ·N0(t) + . . .+ 1 ·N j(t) + . . .+ 0 ·Nn(t) =

= N j(t) ∈ N
Báźı prostoru T n+1,m+1 je potom množina zobrazeńı:

ωij(u,v) = uTCijv, kde i = 0, . . . ,m, j = 0, . . . , n.

Každé z těchto zobrazeńı zobraźı bázové vektory ui(s),vj(t) na vektor

cij(s, t) = Cij(s, t) = uiCijvj = uivj = Ni(s)N j(s).

Každý prvek k ∈ T n+1,m+1 je tedy lineárńı kombinaćı
m∑
i=0

n∑
j=0

kijωij(u,v) =
m∑
i=0

n∑
j=0

kijNi(s)N j(t).

V této reprezentaci znač́ı prvky kij pouze jednu ze souřadnic bodu. Pro použit́ı troj-
rozměrných bod̊u je nutné vytvořit speciálńı matici trojrozměrných bod̊u ve smyslu defi-
nice 1.27.

1.2 Pojem křivky a plochy

1.2.1 Křivky

V literatuře (např. Doupovec (1999), Lomtatidze (2005)) odvozuj́ı autoři základńı definice
z vektorové funkce. Nevýhodou tohoto pojet́ı je to, že dvě parametrická vyjádřeńı mohou
určovat tutéž křivku. Proto je výhodněǰśı, použ́ıvat definici pomoćı tř́ıdy ekvivalentńıch
cest.

Definice 1.34. Necht’ je dáno zobrazeńı c (a, b) → E3, c(t) = [x1(t), x2(t), x3(t)] tak, že pro
každé t jsou funkce x1(t), x2(t), x3(t) spojité, pak obor hodnot [c] zobrazeńı c nazýváme
(neorientovanou) křivkou, zobrazeńı c jej́ı parametrizaćı – cestou.
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Plat́ı-li nav́ıc

a) pro každé t maj́ı funkce x1(t), x2(t), x3(t) spojité derivace alespoň 1. řádu,

b) pro každé t je (dx1

dt
)2 + (dx2

dt
)2 + (dx3

dt
)2 6= 0,

pak nazýváme křivku [c] regulárńı.

Poznámka 8. V literatuře se za regulárńı křivku označuje většinou křivka, jej́ıž parame-
trizace je nav́ıc injektivńı (tj. křivka sama sebe neprot́ıná). V naš́ı práci neńı třeba tyto
body vylučovat, proto tento požadavek vynecháme.

Definice 1.35. Bod c(t) parametrizace c se nazývá násobný, pokud existuj́ı dvě r̊uzná
reálná č́ısla t1, t2 ∈ 〈a, b〉 taková, že c(t) = c(t1) = c(t2) a přitom {t1, t2} 6= {a, b}.
V opačném př́ıpadě se bod nazývá jednoduchý. Cesta se nazývá jednoduchá, je-li
každý jej́ı bod jednoduchý.

Definice 1.36. Necht’ [c] je regulárńı křivka, c(t) = [x1(t), x2(t), x3(t)] jej́ı parametrizace,
T ∈ [c] jej́ı libovolný bod. Př́ımku t = 〈T, t〉, kde

t =

(
dx1

dt
,
dx2

dt
,
dx3

dt

)
∈ E3,

nazýváme tečnou křivky v bodě T .

Definice 1.37. Dvě cesty c1 : 〈a1, b1〉 → R2 a c2 : 〈a2, b2〉 → R2 se nazývaj́ı ekvivalentńı,
pokud existuje zobrazeńı τ : 〈a1, b1〉 → 〈a2, b2〉, které je spojité a rostoućı a plat́ı: τ(a1) =
a2, τ(b1) = b2 a pro každé t ∈ 〈a1, b1〉

c1 (t) = c2 (τ (t)) . (1.20)

Označeńı: cesty c1, c2 jsou ekvivalentńı: c1 ∼ c2

Věta 1.7. ∼ je relaćı ekvivalence na množině všech cest.

Podle relace ekvivalence se všechny cesty rozděĺı do tř́ıd ekvivalence. Z toho vyplývá
následuj́ıćı definice:

Definice 1.38. Orientovaná křivka je tř́ıdou všech ekvivalentńıch cest.

1.2.2 Plochy

K určeńı polohy bodu plochy je potřeba dvou parametr̊u. Proto je nutné rozš́ı̌rit předchoźı
úvahu.

Definice 1.39. Necht’ D ⊂ R je interval, Ω ⊂ R2 je souvislá otevřená množina, dále necht’

p : Ω → E3, ϕ : D → Ω; ϕ(t) = (u(t), v(t)) ∈ Ω jsou spojitá zobrazeńı. Pak obor hodnot
[p] zobrazeńı p : Ω → E3 nazýváme (neorientovanou) plochou, zobrazeńı p : Ω → E3 jej́ı
parametrizaćı, zobrazeńı f = p ◦ ϕ : D → E3 nazveme parametrizaćı křivky na ploše.

Plat́ı-li nav́ıc pro každé (u, v) ∈ Ω

a) polohový vektor p(u, v) bodu p(u, v) má spojité parciálńı derivace alespoň prvńıho
řádu,
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b) vektory ∂p
∂u
, ∂p
∂v

jsou lineárně nezávislé,

nazýváme plochu regulárńı.

Poznámka 9. Po regulárńı ploše je většinou opět vyžadována injektivnost (nemožnost
samoprot́ınáńı), ze stejného d̊uvodu jako u křivek ji však nepožadujeme. Některé dále
studované plochy (povrch krychle, válce, kužele, apod.) nejsou regulárńı z d̊uvodu exis-
tence bod̊u, ve kterých neńı definována derivace – vrcholy, hrany.

Poznámka 10. Křivky i plochy definujeme v afinńım euklidovském prostoru daném repé-

rem 〈O, e1, e2, e3〉. Každému bodu X ∈ E3 je tedy přǐrazen polohový vektor
−−→
OX.

Definice 1.40. Rovinu τ = 〈T, t1, t2〉, kde

t1 =
∂p

∂u
, t2 =

∂p

∂v

nazýváme tečnou rovinou plochy [p] v bodě T ∈ [p]. Každou př́ımku tečné roviny, která
procháźı bodem T ∈ [p] nazýváme tečnou plochy [p] v bodě T ∈ [p].

Definice 1.41. Křivku na ploše s parametrizaćı f = p ◦ ϕ : D → E3 kde p(u, v) = p(u, v0),
resp. p(u, v) = p(u0, v) nazveme u křivka, resp. v křivka na ploše.

Věta 1.8. Každým bodem p(u0, v0) regulárńı plochy procháźı právě jedna u křivka, resp.
v křivka na ploše. Tečné vektory těchto křivek v bodě p(u0, v0) jsou:

df(u0)

dt
=
∂p

∂u
(u0, v0)

dg(v0)

dt
=
∂p

∂v
(u0, v0)

Je-li dán systém křivek na ploše tak, že každým bodem p(u0, v0) procházej́ı právě dvě
křivky, které v něm maj́ı r̊uzné tečny (tj. nedotýkaj́ı se), dostáváme śıt’ křivek na ploše.
Tato śıt’ je obrazem jisté části kartézské souřadnicové śıtě při zobrazeńı p, proto se nazývá
křivočaré souřadnice.

Pro všechny křivky na ploše procházej́ıćı bodem p(u, v) plat́ı, že jejich tečny lež́ı v tečné
rovině. Naopak každá př́ımka tečné roviny, která procháźı bodem p(u, v), je tečnou nějaké
křivky na ploše.

Normálou plochy v bodě p(u, v) nazveme př́ımku procházej́ıćı t́ımto bodem kolmo
k tečné rovině v tomto bodě. Normálový vektor je dán jako:

n =
∂p

∂u
× ∂p

∂v

Orientace křivky byla řešena spojitým rostoućım zobrazeńım. U ploch je nutné praco-
vat s jakobiánem.

Definice 1.42. Necht’ p1(u(t), v(t)) : D → E3, p2(u(t), v(t)) : D → E3 jsou dvě libovolné
parametrizace téže regulárńı plochy [p]. Dále necht’ ψ1(u, v) : Ω → R, ψ2(u, v) : Ω → R
jsou zobrazeńı taková, že pro každé [u, v] ∈ Ω je

u = ψ1(u, v), v = ψ2(u, v), [u, v] ∈ Ω



18 KAPITOLA 1. TEORETICKÁ VÝCHODISKA

a

J =

∣∣∣∣∂ψ1

∂u
∂ψ1

∂v
∂ψ2

∂u
∂ψ2

∂v

∣∣∣∣ 6= 0. (1.21)

Pak plochu nazýváme orientovatelnou.

Věta 1.9. Na množině 〈p〉 všech parametrizaćı orientovatelné plochy [p] definujeme relaci
p1 ∼ p2 právě tehdy, když J > 0. Pak relace ∼ je ekvivalence na [p].

Definice 1.43. Tř́ıdy rozkladu indukovaného ekvivalenćı z předchoźı věty nazveme orien-
tovanými plochami.

(u, v)

p1

(u, v)

p2

ψ

p1(u, v) = p2(ψ(u, v))

Obrázek 1.1: Reparametrizace plochy

Poznámka 11. S orientovanými křivkami a plochami nebudeme dále pracovat. Jejich de-
finice jsou zde uvedeny pro úplnost. Křivky a plochy jsou zobrazeny bodově, proto na
závěr nadefinujeme graf pro funkci v́ıce proměnných.

Definice 1.44. Necht’ je dána funkce f : Rn → R. Grafem G funkce nazveme množinu
všech uspořádaných n+ 1-tic tvaru:

G = (x0, . . . , xn, f(x0, . . . , xn)) .



Kapitola 2

Současný stav problematiky

V šedesátých letech minulého stolet́ı se v technické praxi objevila potřeba speciálńıch
křivek a ploch. Významńı geometři a matematici (Carl de Boor, James C. Ferguson, Pierre
Bézier, Paul F. de Casteljau) začali vývoj nových typ̊u křivek, které se zadávaj́ı ř́ıdićımi
body a daľśımi parametry. Prvńı z nich byly Fergusonovy, Coonsovy a Bézierovy křivky
a plochy. Jejich nevýhodou byla pouze lokálńı kontrolovatelnost (tj. po změně jednoho
bodu se muśı přepoč́ıtat celá křivka) a špatná ovladatelnost. Podrobněǰśı informace včetně
programového zpracováńı lze nalézt v Martǐsek (2002), Žára et al. (2004).

Vývoj pokračoval dál a již v sedmdesátých letech se objevuj́ı B-spline křivky. Jejich
zobecněńım jsou NURBS, tedy Neuniformńı Racionálńı B-spline křivky a plochy. NURBS
objekty jsou tedy B-spline objekty, jejichž uzlový vektor může být neekvidistantńı a ke
každému bodu je přidána váha.

Mezi pr̊ukopńıky B-spline křivek patř́ı Carl de Boor, který položil teoretické základy
v de Boor (1976). Podrobný popis vlastnost́ı a některých algoritmů lze nalézt v Shene
(Naposledy navšt́ıveno 11. 12. 2006), Piegl (1991), Tiller (1983) Zkoumáńı NURBS křivek
a ploch se věnovala celá řada vědc̊u a za shrnut́ı velké části znalost́ı je považována kniha
Piegl – Tiller (2002).

Vzhledem k již poměrně dlouhému vývoji existuje celá řada vědeckých článk̊u zabý-
vaj́ıćıch se studiem týkaj́ıćım se NURBS objekt̊u či vlastnost́ı. Základńı změny tvaru
racionálńıch B - spline křivky jsou popsány v Piegl (1989). Tvorba kruhových oblouk̊u
pomoćı NURBS křivek je podrobně probrána v Tiller – Piegl (1989). Ovládáńı kubických
B-spline křivek pomoćı uzlového vektoru najdeme v práci Juhasz – Hoffmann (2004).
Při posunu jednoho parametru z uzlového vektoru se vytvář́ı tř́ıda křivek a existuje také
jejich obálka, což je podrobně popsáno v Juhasz – Hoffmann (2001). Implementaci NURBS
křivek v Javě najdeme v práci Alexandr (1999).

Pomoćı NURBS křivek a ploch lze samozřejmě interpolovat množinu bod̊u. V sou-
časné době se použ́ıvá několik zp̊usob̊u, prvńı z nich je nalezeńı nových ř́ıdićıch bod̊u,
aby křivka či plocha p̊uvodńımi procházela. Uzlový vektor se voĺı podle daného předpisu
automaticky (v́ıce v Aszódi et al. (2004)). Daľśı možnost́ı je generováńı
uzlového vektoru pomoćı genetických algoritmů (viz Bercovier – Goldenthal (2003)).
V současné době se předchoźı postupy doplňuj́ı ještě o optimalizačńı metody (v́ıce v Ber-
covier – Goldenthal (2004)).

Z fyzikálńıho pohledu jsou nejzaj́ımavěǰśı tzv. D-NURBS (Dynamic NURBS), které

19
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v sobě dokáž́ı zachytit daľśı fyzikálńı vlastnosti a staly se součást́ı při měřeńı fyzikálńıch
jev̊u (v́ıce viz Terzopoulos – Qin (1994), Terzopoulos – Qin (1996)).

Jak již bylo zmı́něno, za nástupce NURBS jsou považovány T-spline, neboli NURBS
plochy s T-Junctions. Hlavńı výhodou T-spline ploch je úspora paměti a jednodušš́ı a
rychleǰśı zp̊usob vykresleńı bez přebytečných bod̊u. V současné době se použ́ıvaj́ı pouze
v softwaru Autodesk Maya a Rhinoceros, kde slouž́ı k hladkému napojováńı plát̊u a k jed-
nodušš́ımu a dokonaleǰśımu vykresleńı složitých tvar̊u.

Teoretický základ podává Sederberg et al. (2003a), Sederberg et al. (2004). Obecně
jsou T-Junctions hrany, z kterých vycháźı daľśı hrany i v bodech, které nejsou koncové.
T-spline plocha je tedy definována nad nepravidelnou śıt́ı.

2.1 Předch̊udci B-spline

2.1.1 Fergusonovy křivky a plochy

Základńı oblouk je určen čtyřmi body P0, P1, P2, P3. Křivka má krajńı body P0, P3. Tečné

vektory v těchto bodech jsou
−−→
P0P1,

−−→
P3P2. Velikost těchto vektor̊u ovlivňuje tvar křivky –

č́ım je vektor větš́ı, t́ım v́ıce se křivka k vektoru přibližuje.

Křivka je definována parametrickými rovnicemi:

Q(t) =
3∑
i=0

PiFi(t), t ∈ 〈0, 1〉 (2.1)

F0(t) = t3 − t2 − t+ 1

F1(t) = t3 − 2t2 + t (2.2)

F2(t) = −3t3 + 4t2

F3(t) = t3 − t2

Dvojrozměrným zobecněńım Fergusonových křivek dostaneme Fergusonovy plochy.
Jsou dány śıt́ı reálných bod̊u Pij (dle definice 1.27) a jejich rovnice je:

Q(r, s) =
3∑
i=0

3∑
j=0

PijFi(r)Fj(s), (2.3)

kde Fi jsou polynomy definované v rovnici (2.2) a (r, s) ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 .

2.1.2 Bézierovy křivky a plochy

Bézierovy křivky a plochy jsou velmi často použ́ıvány v technické praxi. Za jejich za-
kladatele je považován P. E. Bézier a nezávisle na něm také P. de Casteljau. Křivka je

určena čtyřmi body a procháźı prvńım a posledńım z nich. Vektory
−−→
P0P1,

−−→
P3P2 určuj́ı

tečny v krajńıch bodech. Jejich směrnice jsou rovny třetině délky těchto úseček.
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Obrázek 2.1: Fergusonova plocha

Křivka je definována parametrickými rovnicemi:

Q(t) =
3∑
i=0

PiBi(t), t ∈ 〈0, 1〉 (2.4)

B0(t) = (1− t)3

B1(t) = 3t (1− t)2 (2.5)

B2(t) = 3t2 (1− t)

B3(t) = t3

Obecná Bézierova křivka vznikne zobecněńım předchoźıho př́ıpadu. Bázové polynomy
tvoř́ı binomický rozvoj.

Mějme dáno n+ 1 ř́ıdićıch bod̊u, potom je Bézierova křivka tvaru:

Q(t) =
n∑
i=0

PiB
n
i (t), t ∈ 〈0, 1〉 , (2.6)

Bn
i (t) =

(
n
i

)
ti(1− t)n−i.

Dvojrozměrným zobecněńım Bézierových křivek dostaneme Bézierovy plochy. Jsou dány
śıt́ı reálných bod̊u Pij (dle definice 1.27) a rovnice plochy je:

Q(r, s) =
3∑
i=0

3∑
j=0

PijBi(r)Bj(s), (2.7)
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.

Obrázek 2.2: Bézierova křivka a plocha

kde Bi jsou polynomy definované v rovnici (2.5) a (r, s) ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.

2.1.3 Coonsovy křivky a plochy

Podobné Fergusonovým křivkám jsou Coonsovy křivky, pojmenované po S. A. Coonsovi.
Jediným rozd́ılem je tvar bázových polynomů. Základńı oblouk je opět určen čtyřmi body
P0, P1, P2, P3. Křivka však nezač́ıná ani nekonč́ı v žádném z těchto bod̊u. Počátečńı a
koncový bod lež́ı v antitěžǐst́ıch trojúhelńık̊u P0P1P2 a P1P2P3.

Křivka je definována parametrickými rovnicemi:

Q(t) =
1

6

3∑
i=0

PiCi(t), t ∈ 〈0, 1〉 (2.8)

C0(t) = (1− t)3

C1(t) = 3t3 − 6t2 + 4 (2.9)

C2(t) = 3t3 + 3t2 + 3t+ 1

C3(t) = t3

Pro daľśı vývoj je d̊uležitá násobnost ř́ıdićıch bod̊u Coonsových kubik. Polož́ıme-li
P0 = P1, stává se z prvńıho trojúhelńıku úsečka a počátečńı bod Consovy kubiky lež́ı
v jedné šestině této úsečky. Je-li P0 = P1 = P2, zdegeneruje trojúhelńık v bod a křivka
zač́ıná v tomto bodě.

Jednotlivé Coonsovy kubiky je možné hladce napojit. Pokud má navazuj́ıćı oblouk
prvńı tři body shodné s posledńımi třemi předchoźıho oblouku, dostáváme po částech
polynomiálńı křivku, která se nazývá Coons̊uv kubický B-spline. Body styku se nazývaj́ı
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A

B
C

D

E

0 1

2

Obrázek 2.3: Napojováńı Coonsových oblouk̊u

uzly a označujeme je t (viz obr. 2.3). Coons̊uv B-spline je určen n ≥ 4 body a je tvořen
n− 3 segmenty. Parametr t definuje tzv. uzlový vektor. Jeho hodnoty jsou ekvidistantńı,
tj. rozd́ıl sousedńıch hodnot je konstanta. Zobecněńım Coonsovy kubické B-spline křivky
dostáváme B-spline křivky a plochy s libovolným stupněm. Daľśım zobecněńım je volba
neekvidistantńım uzlového vektoru – v́ıce v části 2.2. Přidáńım vah se již hovoř́ı o NURBS.

Dvojrozměrným zobecněńım Coonsových křivek dostaneme Coonsovy plochy. Jsou
dány śıt́ı reálných bod̊u Pij (dle definice 1.27) a rovnice plochy je:

Q(r, s) =
3∑
i=0

3∑
j=0

PijCi(r)Cj(s), (2.10)

kde Ci jsou polynomy definované v rovnici (2.9) a (r, s) ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉
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2.2 B-spline, NURBS křivky

2.2.1 B-spline funkce

Jako bázové funkce se pro B-spline a NURBS použ́ıvaj́ı B-spline funkce. Jsou definovány
rekurentně. Jejich definice je v současné době uvedena ve většině literatury týkaj́ıćı se
grafiky – např́ıklad Žára et al. (2004), Piegl – Tiller (2002).

Definice 2.1. Necht’ t = (t0, t1, . . . tn) je uzlový vektor. B-spline funkce je definována
jako:

N0
i (t) =

{
1 pro t ∈ 〈ti, ti+1)

0 jinak

Nk
i (t) =

t− ti
ti+k − ti

Nk−1
i (t) +

ti+k+1 − t

ti+k+1 − ti+1

Nk−1
i+1 (t) , (2.11)

kde 0 ≤ i ≤ n− k − 1, 1 ≤ k ≤ n− 1, 0
0

:= 0.

Uzlový vektor je tvořen neklesaj́ıćı posloupnost́ı kladných reálných č́ısel. Obvykle se
zadává v intervalu 〈0, 1), obecně lze volit libovolný interval.

Př́ıklad 2.1. Spoč́ıtejme B-spline funkce stupně 0, 1, 2, 3 pro uzlový vektor
(t0, t1, . . . t6) = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7).

B-spline funkce stupně nula

N0
i (t) =

{
1 pro t ∈ 〈ti, ti+1)

0 jinak,

kde i = 0, . . . , 6

B-spline funkce stupně jedna

N1
0 (t) =


t pro t ∈ 〈0, 1)

2− t pro t ∈ 〈1, 2)

0 jinak

N1
1 (t) =


t− 1 pro t ∈ 〈1, 2)

3− t pro t ∈ 〈2, 3)

0 jinak

N1
2 (t) =


t− 2 pro t ∈ 〈2, 3)

4− t pro t ∈ 〈3, 4)

0 jinak
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N1
3 (t) =


t− 3 pro t ∈ 〈3, 4)

5− t pro t ∈ 〈4, 5)

0 jinak

N1
4 (t) =


t− 4 pro t ∈ 〈4, 5)

6− t pro t ∈ 〈5, 6)

0 jinak

N1
5 (t) =


t− 5 pro t ∈ 〈5, 6)

7− t pro t ∈ 〈6, 7)

0 jinak

Obrázek 2.4: B-spline funkce stupně jedna pro vektor (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

B-spline funkce stupně dva

N2
0 (t) =


t2/2 pro t ∈ 〈0, 1)

t(2− t)/2 + (t− 1)(3− t)/2 pro t ∈ 〈1, 2)

(3− t)2/2 pro t ∈ 〈2, 3)

0 jinak

N2
1 (t) =


(t− 1)2/2 pro t ∈ 〈1, 2)

(t− 1)(3− t)/2 + (t− 2)(4− t)/2 pro t ∈ 〈2, 3)

(4− t)2/2 pro t ∈ 〈3, 4)

0 jinak
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N2
2 (t) =


(t− 2)2/2 pro t ∈ 〈2, 3)

(t− 2)(4− t)/2 + (t− 3)(5− t)/2 pro t ∈ 〈3, 4)

(5− t)2/2 pro t ∈ 〈4, 5)

0 jinak

N2
3 (t) =


(t− 3)2/2 pro t ∈ 〈3, 4)

(t− 3)(5− t)/2 + (t− 4)(6− t)/2 pro t ∈ 〈4, 5)

(6− t)2/2 pro t ∈ 〈5, 6)

0 jinak

N2
4 (t) =


(t− 4)2/2 pro t ∈ 〈4, 5)

(t− 4)(6− t)/2 + (t− 5)(7− t)/2 pro t ∈ 〈5, 6)

(7− t)2/2 pro t ∈ 〈6, 7)

0 jinak

Obrázek 2.5: B-spline funkce stupně dva pro vektor (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

B-spline funkce stupně tři

N3
0 (t) =



t3/6 pro t ∈ 〈0, 1)

[t2(2− t) + t(3− t)(t− 1) + (4− t)(t− 1)2] /6 pro t ∈ 〈1, 2)

[t(3− t)2 + (4− t)(t− 1)(3− t) + (4− t)2(t− 2)]/6 pro t ∈ 〈2, 3)

(4− t)3/6 pro t ∈ 〈3, 4)

0 jinak
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N3
1 (t) =



(t− 1)3/6 t ∈ 〈1, 2)

[(t− 1)2(3− t) + (t− 1)(4− t)(t− 2) + (5− t)(t− 2)2]/6 t ∈ 〈2, 3)

[(t− 1)(4− t)2 + (5− t)(t− 2)(4− t) + (5− t)2(t− 3)]/6 t ∈ 〈3, 4)

(5− t)3/6 t ∈ 〈4, 5)

0 jinak

N3
2 (t) =



(t− 2)3/6 t ∈ 〈2, 3)

[(t− 2)2(4− t) + (t− 2)(5− t)(t− 3) + (6− t)(t− 3)2]/6 t ∈ 〈3, 4)

[(t− 2)(5− t)2 + (6− t)(t− 3)(5− t) + (6− t)2(t− 4)]/6 t ∈ 〈4, 5)

(6− t)3/6 t ∈ 〈5, 6)

0 jinak

N3
3 (t) =



(t− 3)3/6 t ∈ 〈3, 4)

[(t− 3)2(5− t) + (t− 3)(6− t)(t− 4) + (7− t)(t− 4)2]/6 t ∈ 〈4, 5)

[(t− 3)(6− t)2 + (7− t)(t− 4)(6− t) + (7− t)2(t− 5)]/6 t ∈ 〈5, 6)

(7− t)3/6 t ∈ 〈6, 7)

0 jinak

Jedná se o ekvidistantńı uzly, proto jsou všechny funkce totožné, lǐśı se pouze o posu-
nut́ı. Výsledné funkce vykresleny v Maple jsou na obr. 2.4, 2.5, 2.6.

Obrázek 2.6: B-spline funkce stupně tři pro vektor (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)
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Vliv uzlového vektoru

Uzlový vektor je, jak již bylo řečeno, neklesaj́ıćı posloupnost kladných reálných č́ısel.
Pokud je pr̊uběh plynulý, jedná se o ekvidistantńı (uniformńı) uzlový vektor, v opačném
př́ıpadě se nazývá neekvidistantńı, jak udává definice 2.2.

V této části bude ukázán výpočet B-spline funkćı pro r̊uzné tvary uzlového vektoru.
V části 2.2.2 týkaj́ıćı se B-spline křivek bude vysvětleno, jak r̊uzné tvary uzlových vektor̊u
p̊usob́ı na tvar výsledné křivky.

Definice 2.2. Uzlový vektor t = (t0, t1, . . . tr) se nazývá ekvidistantńı – uniformńı,
jestliže plat́ı

ti+1 − ti = ti+2 − ti+1, kde i = 0, 1, . . . tr−2. (2.12)

Pokud neńı rovnost (2.12) splněna, nazývá se uzlový vektor neekvidistantńı – neuni-
formńı.

Definice 2.3. Necht’ t = (t0, t1, . . . tr) je uzlový vektor, potom počet jeho prvk̊u r + 1
nazýváme délkou uzlového vektoru.

Př́ıklad 2.2. Spoč́ıtejme B-spline funkce pro neekvidistantńı uzlový vektor
(0, 1, 2, 3.8, 4, 4.2, 6, 7).

B-spline funkce stupně nula

N0
i (t) =

{
1 pro t ∈ 〈ti, ti+1)

0 jinak,

kde i = 0, 1, . . . , 6.

B-spline funkce stupně jedna

N1
0 (t) =


t pro t ∈ 〈0, 1)

2− t pro t ∈ 〈1, 2)

0 jinak

N1
1 (t) =


t− 1 pro t ∈ 〈1, 2)

(3.8− t)/1.8 pro t ∈ 〈2, 3.8)

0 jinak

N1
2 (t) =


(t− 2)/1.8 pro t ∈ 〈2, 3.8)

(4− t)/0.2 pro t ∈ 〈3.8, 4)

0 jinak

N1
3 (t) =


(t− 3.8)/0.2 pro t ∈ 〈3.8, 4)

(4.2− t)/0.2 pro t ∈ 〈4, 4.2)

0 jinak



2.2. B-SPLINE, NURBS KŘIVKY 29

N1
4 (t) =


(t− 4)/0.2 pro t ∈ 〈4, 4.2)

(6− t)/1.8 pro t ∈ 〈4.2, 6)

0 jinak

N1
5 (t) =


(t− 4.2)/1.8 pro t ∈ 〈4.2, 6)

7− t pro t ∈ v 〈6, 7)

0 jinak

Obrázek 2.7: B-spline funkce stupně jedna pro vektor (0, 1, 2, 3.8, 4, 4.2, 6, 7)

B-spline funkce stupně dva

N2
0 (t) =


t2/2 pro t ∈ 〈0, 1)

t(2− t)/2 + (t− 1)(3.8− t)/2.8 pro t ∈ 〈1, 2)

(3.8− t)2/5.04 pro t ∈ 〈2, 3.8)

0 jinak

N2
1 (t) =


(t− 1)2/2.8 pro t ∈ 〈1, 2)

(t− 1)(3.8− t)/5.04 + (t− 2)(4− t)/3.6 pro t ∈ 〈2, 3.8)

(4− t)2/0.4 pro t ∈ 〈3.8, 4)

0 jinak

N2
2 (t) =


(t− 2)2/3.6 pro t ∈ 〈2, 3.8)

(t− 2)(4− t)/0.4 + (t− 3.8)(4.2− t)/0.08 pro t ∈ 〈3.8, 4)

(4.2− t)2/0.08 pro t ∈ 〈4, 4.2)

0 jinak
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N2
3 (t) =


(t− 3.8)2/0.08 pro t ∈ 〈3.8, 4)

(t− 3.8)(4.2− t)/0.08 + (t− 4)(6− t)/0.4 pro t ∈ 〈4, 4.2)

(6− t)2/3.6 pro t ∈ 〈4.2, 6)

0 jinak

N2
4 (t) =


(t− 4)2/0.4 pro t ∈ 〈4, 4.2)

(t− 4)(6− t)/4.4 + (t− 4.2)(7− t)/5.04 pro t ∈ 〈4.2, 6)

(7− t)2/2.8 pro t ∈ 〈6, 7)

0 jinak

Obrázek 2.8: B-spline funkce stupně dva pro vektor (0, 1, 2, 3.8, 4, 4.2, 6, 7)

Výsledné funkce jsou vykresleny na obr. 2.7, 2.8.

Př́ıklad 2.3. Vezmeme-li uzlový vektor (0, 0, 0, 1, 2, 3, 3, 3) a vypočteme pro něj B-spline
funkci stupně jedna a dva, dostaneme následuj́ıćı polynomy, které jsou zobrazeny na obr.
2.9, 2.10.

B-spline funkce stupně nula

N0
0 (t) = 0

N0
1 (t) = 0

N0
2 (t) =

{
1 pro t ∈ 〈0, 1)

0 jinak
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N0
3 (t) =

{
1 pro t ∈ 〈1, 2)

0 jinak

N0
4 (t) =

{
1 pro t ∈ 〈2, 3)

0 jinak

N0
5 (t) =

{
1 pro t = 3

0 jinak

N0
6 (t) = 0

B-spline funkce stupně jedna

N1
0 (t) = 0

N1
1 (t) =

{
1− t pro t ∈ 〈0, 1)

0 jinak

N1
2 (t) =


t pro t ∈ 〈0, 1)

2− t pro t ∈ 〈1, 2)

0 jinak

N1
3 (t) =


t− 1 pro t ∈ 〈1, 2)

3− t pro t ∈ 〈2, 3)

0 jinak

N1
4 (t) =

{
t− 2 pro t ∈ 〈2, 3)

0 jinak

N1
5 (t) = 0
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Obrázek 2.9: B-spline funkce stupně jedna pro vektor (0, 0, 0, 1, 2, 3, 3, 3)

B-spline funkce stupně dva

N2
0 (t) =

{
(1− t)2 pro t ∈ 〈0, 1)

0 jinak

N2
1 (t) =


t(1− t) + t(2− t)/2 pro t ∈ 〈0, 1)

(2− t)2/2 pro t ∈ 〈1, 2)

0 jinak

N2
2 (t) =


t2/2 pro t ∈ 〈0, 1)

t(2− t)/2 + (t− 1)(3− t)/2 pro t ∈ 〈1, 2)

(3− t)2/2 pro t ∈ 〈2, 3)

0 jinak

N2
3 (t) =


(t− 1)2/2 pro t ∈ 〈1, 2)

(t− 1)(3− t)/2 + (t− 2)(3− t) pro t ∈ 〈2, 3)

0 jinak

N2
4 (t) =

{
(t− 2)2 pro t ∈ 〈2, 3)

0 jinak

Vlastnosti B-spline funkce

1. Nezápornost
Pro libovolné i, k, t je Nk

i (t) ≥ 0.

2. Lokálńı podp̊urné intervaly
Nk
i (t) 6= 0 pro t ∈ 〈ti, ti+n+1).
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Obrázek 2.10: B-spline funkce stupně dva pro vektor (0, 0, 0, 1, 2, 3, 3, 3)

3. Vlastnost intervalu
Na libovolném intervalu 〈ti, ti+1) je nejvýše k + 1 bázových funkćı stupně k nenu-

lových, jmenovitě Nk
i−k, N

k
i−k+1, . . . , N

k
i .

4. Rozklad jednotky
Součet B-spline funkćı stupně k na intervalu 〈ti, ti+1) je jedna.

k∑
j=0

Nk
i−k+j = 1

5. Ekvidistantńı uzlový vektor
Pro ekvidistantńı uzlový vektor jsou funkce Nk

i až na posun podél osy parametr̊u
identické.

Nk
i (t) = Nk

i+1(t+ 1)

6. Spojitost
V uzlu násobnosti s má bázová funkce Nk

i spojitost Ck−s

Algoritmus výpočtu B-spline funkćı

B-spline funkce jsou definovány rekurentně (viz def. 2.1 na str. 24). Rekurzivńı výpočet
je velmi časově náročný. Proto se bere v úvahu d̊uležitá vlastnost B-spline funkce (str.
33, bod 3) o nenulových hodnotách na intervalu. Při výpočtu můžeme postupovat podle
stromu uvedeného na obr. 2.11. Popis algoritmu najdeme např́ıklad v Piegl – Tiller (2002),
Shene (Naposledy navšt́ıveno 11. 12. 2006).

Algoritmus:

Vstup: stupeň n, index i, parametr t, posloupnost uzl̊u T = (t0, . . . , tm)
Výstup: koeficienty Nn

0 (t), Nn
1 (t), ..., Nn

i (t) v poli N[0], N[1], . . ., N[i]
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N[0]=1.0;

for (j=1; j<=n; j++){

left[j]=t-T[i+1-j]

right[j]=T[i+j]-t;

saved = 0.0;

for (r = 0; r<j; r++){

temp = N[r]/(right[r+1]+left[j-r]);

N[r] = saved+right[r+1]*temp;

saved = left[j-r]*temp;}

N[j]=saved;}

Obrázek 2.11: Výpočet B-spline koeficient̊u, zdroj Shene (Naposledy navšt́ıveno 11. 12.
2006)

2.2.2 B-spline křivky

Termı́n B-spline se odvozuje od dlouhých ohebných proužk̊u kovu, které v minulosti při
své práci použ́ıvali projektanti při navrhováńı trupu letadel, lod́ı a karoséríı aut. Ducks
– olověná závaž́ı – se už́ıvala k upraveńı tvaru v r̊uzných směrech. Kovové proužky byly
druhého stupně spojitosti. Matematickým ekvivalentem těchto proužk̊u se staly přirozené
kubické spline křivky. Ty ještě nebyly lokálně kontrolovatelné, tj. po jakékoliv změně bylo
nutné přepoč́ıtat celou křivku. Problém vyřešily B-spline, po částech polynomiálńı křivky
s lokálńı kontrolou. Bázovými funkcemi pro B-spline se staly B-spline funkce definované
v části 2.2.1.
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Definice a vlastnosti B-spline křivek

Definice 2.4. Necht’ je dáno m+1 ř́ıdićıch (kontrolńıch) bod̊u P0, P1, . . . , Pm, kde Pi ∈ Rd,
uzlový vektor t = (t0, t1, . . . tm+n+1). B-spline křivka stupně n pro ř́ıdićı body Pi a uzlový
vektor t je definována jako:

C(t) =
m∑
i=0

PiN
n
i (t), (2.13)

kde Nn
i jsou bázové B-spline funkce podle definice 2.1 v části 2.2.1.

Definice 2.5. B-spline křivka se nazývá uzavřená, je-li prvńıch a posledńıch n kontrolńıch
bod̊u shodných, kde n je stupeň křivky. V ostatńıch př́ıpadech se křivka nazývá otevřená.

Speciálńım př́ıpadem otevřené křivky je tzv. sevřená křivka1.

Definice 2.6. B-spline křivka se nazývá sevřená, jestliže spojnice prvńıch a posledńıch
dvou ř́ıdićıch bod̊u jsou tečnami v krajńıch bodech křivky.

Definice 2.7. Ř́ıdićı body P0, P1, . . . , Pm se nazývaj́ı deBoorovy body a jejich spojeńı
se nazývá deBoor̊uv2 polygonálńı tah.

Obrázek 2.12: Otevřená a uzavřená B-spline křivka

Obrázek 2.13: Sevřená křivka a jej́ı polygonálńı tah

1angl. clamped curve
2Carl de Boor – emeritńı profesor na University of Wisconsin – Medison
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Vlastnosti

1. Sevřená křivka
Pokud je v uzlovém vektoru prvńıch a posledńıch n + 1 č́ısel shodných, procháźı

křivka prvńım a posledńım ř́ıdićım bodem a jedná se o sevřenou křivku (viz definice
2.6).

2. Konvexńı obal
B-spline křivka lež́ı celá v konvexńım obalu deBoorova polygonálńıho tahu (viz obr.
2.13).

3. Lokálńı vliv změny uzlového bodu
Změna kontrolńıho bodu Pi ovlivńı křivku pouze v části odpov́ıdaj́ıćı intervalu
〈ti, ti+n+1) .

4. Variation diminishing property
Každá př́ımka prot́ıná deBoor̊uv polygonálńı tah častěji, než odpov́ıdaj́ıćı B-spline
křivku.

5. Počet uzl̊u
Délka uzlového vektoru (ve smyslu definice 2.3) se muśı rovnat součtu počtu bod̊u
a stupně křivky plus jedna – řádu křivky. (V definici 2.4 jsou již správně zadané
indexy.) Vnitřńı uzly uzlového vektoru se mohou opakovat nejvýše n-krát, kde n je
stupeň křivky.

6. Symetrie
Plat́ı:

m∑
i=0

Nn
i (t)Pi =

m∑
i=0

N
n

m−i(1− t)Pm−i,

kde funkce Nn
i (t) je definována pro uzlový vektor (t0, t1, . . . , tn+m+1) a funkce

N
n

m−i(1 − t) pro uzlový vektor (1 − tn+m+1, . . . , 1 − t1, 1 − t0). Tato vlastnost je
společná pro všechny bázové funkce, např́ıklad i pro Bernsteinovy polynomy.

7. Spojitost
Křivka C(t) je Cn−s spojitá v bodě C(ti) odpov́ıdaj́ıćımu uzlu násobnosti s, kde n
je stupeň křivky.

8. Definičńı obor
Definičńı obor B-spline křivek je interval 〈tn, tm).

9. Speciálńı př́ıpad B-spline křivek jsou Bézierovy křivky
Pokud je stupeň B-spline křivky roven počtu bod̊u minus jedna, uzlový vektor má
délku 2(n+ 1) a má tvar

t0 = t1 = . . . = tn = 0,

tn+1 = tn+2 = . . . = t2n+1 = 1,

pak B-spline křivka odpov́ıdá Bézierově křivce.
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10. Afinńı invariantnost
B-spline křivky jsou afinně invariantńı – stač́ı zobrazit ř́ıdićı body afinńı transformaćı
a znovu určit křivku, nemuśı se tedy transformovat všechny body na křivce (afinńı
transformace viz část 1.1.3, str. 8).

deBoor̊uv algoritmus

Knot insertion – vkládáńı uzl̊u

Stěžejńı část́ı v deBoorově algoritmu je právě vkládáńı uzl̊u. Hlavńım problémem je
vložit uzel tak, aby se nezměnil tvar křivky. Aby byla splněna rovnost z vlastnosti 5 na
straně 36 muśı se zvýšit stupeň křivky nebo přidat daľśı kontrolńı bod. Stupeň křivky by
změnil tvar celé křivky, proto je nutné přidat nový ř́ıdićı bod.

Jednoduché přidáńı uzlu
Chceme-li vložit uzel t do uzlového vektoru, muśıme udělat několik krok̊u:

1. Naj́ıt interval 〈tk, tk+1), kde zadaný parametr t lež́ı.

2. Vytvořit novou posloupnost bod̊u Qk, Qk−1, . . . , Qk−n+1, pro kterou plat́ı:

Qk ∈ Pk−1Pk

Qk−1 ∈ Pk−2Pk−1

...

Qk−n+1 ∈ Pk−nPk−n+1.

Body Qi se poč́ıtaj́ı podle vztah̊u:

Qi = (1− αi)Pi−1 + αiPi−1 (2.14)

αi =
t− ti
ti+n − ti

.

Geometricky určuje č́ıslo αi pod́ıl intervalu 〈ti, ti+n), jak vid́ıme na schématu 2.14.

αi 1− αi

ti t ti+n

Obrázek 2.14: Geometrický význam vkládáńı uzl̊u

3. Vykreslit křivku pro nové kontrolńı body P0, P1, . . . , Pk−n, Qk−n+1, . . . , Qk−1,
Pk, . . . Pm. (Jejich počet je m+ 2.)

Násobné vložené uzlu
Situace je analogíı předchoźıho př́ıpadu. Změńıme pouze výpočetńı formule. Uzel t vlož́ıme
do uzlového vektoru h-krát.
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P0

P1 P2

P3

Q1
1

Q1
2

Q1
3

���������b
b

b
b

b
b

b

Q2
2

Q2
3

XXXXXXXXQ3
3

Obrázek 2.15: Knot insertion

Body Qi lze vyjádřit jako:

Qi,h = (1− αi,h)Pi−1,h−1 + αi,hPi,h−1, (2.15)

αi,h =
t− ti

ti+n−(h−1) − ti
.

Algoritmus výpočtu

Věta 2.4. Je-li násobnost uzlu t rovna stupni křivky, pak bod C(t) je bodem křivky.

Z následuj́ıćı věty vyplývá algoritmus výpočtu. Vezmeme-li libovolnou hodnotu uzlu a
provedeme algoritmus knot insertion tolikrát, kolik je stupeň křivky, dostáváme bod na
křivce. Je nutné určit, zda se zvolený uzel již v uzlovém vektoru nevyskytuje a o tento počet
sńıžit počet opakováńı knot insertion. Algoritmus výpočtu můžeme zapsat následovně:

Vstup: stupeň křivky n, ř́ıdićı body, uzlový vektor, parametr t
Výstup: bod křivky C(t)

1. Ověřit podmı́nky pro vstupńı data.

2. Nalézt interval 〈tk, tk+1), kde zadané t lež́ı.

3. Pokud se t = tk, je nutné určit, s jakou násobnost́ı s se zde uzel vyskytuje.

4. Opakované vložeńı uzlu – knot insertion (n− s)-krát.

Jak pracovat s B-spline křivkami

Pro práci s B-spline křivkami máme několik možnost́ı, jak měnit jejich tvar. Lze změnit
stupeň křivky (viz část 1), upravit polohu ř́ıdićıch bod̊u (viz část 2) a dále změnit tvar
uzlového vektoru (viz část 3).

1. Vliv stupně křivky

Změna stupně křivky je globálńı – měńı tvar celé křivky. Obvykle se použ́ıvá stupeň
dva nebo tři. Při stupni jedna se jedná o lomenou čáru. Na obr. 2.16 vid́ıme B-spline
křivku pro stupeň n = 3 a n = 5. Č́ım nižš́ı je stupeň, t́ım v́ıce se křivka přimyká
k ř́ıdićım bod̊um. Pro stupeň jedna se jedná o lomenou čáru procházej́ıćı zadanými
body.
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Obrázek 2.16: Vliv stupně na tvar křivky

2. Vliv kontrolńıch bod̊u

Při výpočtu bodu křivky se použ́ıvá výrazu

C(t) =
m∑
i=0

PiN
n
i (t),

kde Nn
i (t) jsou bázové B-spline funkce z definice 2.1, str. 24.

FunkceNn
i (t) určuje, jak silně bude kontrolńı bod Pi ovlivňovat křivku v čase t. Slovo

čas se někdy použ́ıvá jako výraz pro uzel, nebot’ procházeńım uzlového vektoru se
postupně – jakoby v čase – dostávaj́ı hodnoty křivky. Po dosazeńı parametru t do
odpov́ıdaj́ıćı bázové funkce dostáváme, jak silně bude p̊usobit ř́ıdićı bod na tvar
křivky.

Př́ıklad 2.5. Na obr. 2.17 je vykreslena bázová funkce stupně dva na intervalu 〈2, 5).
Pro čas t = 3.5 je vidět, že hodnota N2

2 (3.5) pro bod P2 je přibližně 0.75, tzn. že
bod P2 má 75-ti procentńı vliv na výsledný bod.

Vliv polohy bodu je pouze lokálńı. Bod Pi je v součinu s bázovou funkćı Nn
i (t), tedy

funkćı, která ovlivňuje křivku pro parametr t z intervalu 〈ti, ti+n+1) podle vlastnosti
3 (str. 36). Na tomto intervalu nalezneme nenulové funkce Nn

i−n, N
n
i−n+1, . . . , N

n
i+n,

které ovlivńı tvar křivky mezi body Pi−n, . . . , Pi+n.

Př́ıklad 2.6. Je dána B-spline křivka stupně n = 3 body P0, P1, . . . , P7 a ekvi-
distantńım uzlovým vektorem (0, 1, . . . , 11).

Na obr. 2.18 je vidět změna křivky po posunut́ı bodu P4 do bodu P ′
4. Změńı se

hodnota funkce N3
4 (t) a tvar křivky bude jiný pro hodnoty parametru t z intervalu

〈4, 8). Na tomto intervalu p̊usob́ı také funkce N3
1 , N

3
2 , . . . , N

3
7 a tvar křivky se změńı

mezi body P1, P2, . . . , P7.

Pro sestrojeńı uzavřené křivky stupně n je nutné a stač́ı, aby se přidalo n + 1
prvńıch bod̊u posloupnosti za posledńı kontrolńı bod Pm. Tedy dostáváme novou
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Obrázek 2.17: Bázová funkce N2
2 (t) pro ekvidistantńı uzlový vektor (0, 1, . . . , 7)

Obrázek 2.18: Vliv polohy bodu na tvar křivky

posloupnost ř́ıdićıch bod̊u

P0, P1, . . . Pm, Pm+1 = P0, Pm+2 = P1, . . . , Pm+n+1 = Pn+1.

Uzlový vektor muśı být ekvidistantńı bez násobných uzl̊u.

Př́ıklad 2.7. Uzavřená křivka stupně n = 2 pro ř́ıdićı body

P0, P1, . . . , P5, P6 = P0, P7 = P1, P8 = P2
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a ekvidistantńı uzlový vektor (0, 1, . . . , 10). Výsledek je zobrazen na obr. 2.19.

Obrázek 2.19: Uzavřená B-spline křivka

3. Vliv uzlového vektoru

B-spline křivky se děĺı na uniformńı a neuniformńı, podle toho, zda je uzlový vektor
ekvidistantńı ve smyslu definice 2.2. K pochopeńı vlivu uzlového vektoru je nutné si
uvědomit, že každá bázová funkce, která se poč́ıtá se vstupńım uzlovým vektorem,
je spjata s odpov́ıdaj́ıćım ř́ıdićım bodem. Obecně pro bod Pi je to bázová funkce
Nn
i (t). Je nutné se pod́ıvat na grafy bázových funkćı Nn

i vykreslených v části 2.2.1.

Vezměme ekvidistantńı uzlový vektor (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) se stupněm křivky rovným
dvěma. Pro parametr t = 4.1 dostáváme hodnoty:

N2
2 = 0.405

N2
3 = 0.59

N2
4 = 0.005

Znamená to, že v čase t = 4.1 má bod P2 vliv 40,5% na tvar křivky, bod P3 má vliv
59% a bod P4 0,5%.

Pro ekvidistantńı uzlový vektor (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) jsou výsledné funkce pro stupeň
2 vykresleny na obr. 2.20. Úsečka ukazuje hodnoty bázových funkćı pro parametr
t = 4.1.

Pro ekvidistantńı uzlový vektor vid́ıme, že všechny křivky jednotlivých funkćı jsou
totožné, až na posunut́ı o jednotku. Proto se vliv měńı plynule a rovnoměrně. Pokud
chceme upravit tvar křivky, je nutné použ́ıt neekvidistantńı uzlový vektor.
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Obrázek 2.20: B-spline funkce stupně dva pro vektor (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) .

Vezměme uzlový vektor (0, 1, 2, 3.8, 4, 4.2, 6, 7) a bázové funkce opět druhého stupně.
Polož́ıme parametr t = 4.1 a dostáváme hodnoty:

N2
2 = 0.125

N2
3 = 0.85

N2
4 = 0.025

Znamená to, že v čase t = 4.1 má bod P2 vliv 12,5% na tvar křivky, bod P3 má vliv
85% a bod P4 2,5%. Je zřejmé, že se výrazně zvýšil vliv bodu P3. Na obr. 2.21 jsou
zobrazeny bázové funkce s vyznačenými hodnotami pro parametr t = 4.1.

Poznámka 12. Součet výše vypoč́ıtaných hodnot je roven jedné podle vlastnosti 4,
str. 33.

Výsledné křivky pro oba výše uvedené uzlové vektory jsou vykresleny na obr. 2.22
a 2.23.

Zmenšeńı intervalu tedy zp̊usob́ı větš́ı vliv daného bodu, ale na menš́ı části křivky.
Křivka se k bodu P3 přibĺıž́ı, ale na okolńı body bude mı́t tento bod už menš́ı vliv.
Je to patrné z obr. 2.8, kde má graf funkce strmý vzestup i sestup na intervalu
〈3.8, 4.2〉.
Daľśım př́ıpadem je požadavek, aby křivka procházela prvńım a posledńım ř́ıdićım
bodem. Jedná se o tzv. sevřenou křivku. (viz definice 2.6). Podle vlastnosti 1 v části
2.2.2 stač́ı, aby se prvńıch a posledńıch n+1 hodnot uzlového vektoru opakovalo. Pro
uzlový vektor (0, 0, 0, 1, 2, 3, 3, 3) jsou bázové funkce druhého stupně opět vypoč́ıtány
a zobrazeny v části 2.2.1 na obr. 2.9 a 2.10.
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Obrázek 2.21: B-spline funkce stupně dva pro vektor (0, 1, 2, 3.8, 4, 4.2, 6, 7).

Pro t = 0 dostáváme N2
0 = 1, tedy bod P0 má vliv 100%. Pro t = 1 dostáváme

N2
4 = 1, tedy bod P4 má vliv 100%.

Výslednou křivku vid́ıme na obr. 2.24.

Obrázek 2.22: Křivka pro ekvidistantńı uzlový vektor (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) .

Obrázek 2.23: Křivka pro neekvidistantńı uzlový vektor (0, 1, 2, 3.8, 4, 4.2, 6, 7) .
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Obrázek 2.24: Křivka stupně dva pro uzlový vektor (0, 0, 0, 1, 2, 3, 3, 3) .

Obálka B-spline křivek při změně uzlového vektoru

Mějme dánu B-spline křivku definovanou v části 2.2.2 (str. 35). Pokud budeme jeden
z vnitřńıch uzl̊u spojitě měnit mezi jeho okolńımi uzly, dostaneme jednoparametric-
kou soustavu křivek stupně o jedno nižš́ı. Obecně:

Věta 2.8. Měńıme-li hodnotu uzlu ui ∈ 〈ui−1, ui+1〉 B-spline křivky c(t) stupně n
(n > 1), dostáváme jednoparametrickou soustavu B-spline křivek danou rovnićı:

c(u, ui) =
m∑
j=0

PjN
n
j (u, ui), kde u ∈ 〈un, um+1〉 . (2.16)

Tato soustava má obálku, která je B-spline křivkou stupně n− 1 a lze ji psát jako:

h(v) =
i−1∑

j=i−n+2

PjN
n−1
j (v), kde v ∈ 〈vi−1, vi〉 , (2.17)

kde uzlové hodnoty jsou:

vr =

{
ur pro r < i

ur+1 jinak,

Omeźıme-li se na kubické křivky, je obálkou dané soustavy křivka stupně druhého,
tedy parabolický oblouk. Měńıme-li uzel uj+1 ∈ 〈uj, uj+2〉 dostáváme soustavu
křivek

c(u, uj+1) =
m∑
l=0

PlN
3
l (u, uj+1), kde u ∈ 〈u3, um+1〉 (2.18)

s uzly u0, u1, . . . , um+4. Jej́ı obálkou je parabolický oblouk

hj(v) =

j∑
l=j−2

PlN
2
l (v), kde v ∈ 〈vj−1, vj〉 (2.19)
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s uzly vj−2 = uj−2, vj−1 = uj−1, vj = uj, vj+2 = uj+3, vj+3 = uj+4.

Smyslem této věty je, že je možné zjednodušit práci s uzlovým vektorem pro B-
spline křivku na práci s parabolickými oblouky, tedy zredukovat problém stupně tři
na problém stupně dva.

Daľśı možnost́ı úpravy křivky je určit bod, kterým má daná křivka procházet.
K tomu se opět využije obálka soustavy definovaná výše. Obálka se změńı tak,
aby procházela daným bodem, poté se urč́ı uzly křivky a na závěr zmodifikujeme
p̊uvodńı křivku tak, aby se dotýkala obálky v námi požadovaném bodě.

Tato úloha nemá řešeńı vždy, je nutné stanovit oblast, ve které zvolený bod může
ležet. Přepisem parabolického oblouku z rovnice 2.19 pomoćı Bernsteinových poly-
nomů (parabolický oblouk je možné přepsat jako Bézierovu křivku) dostáváme dvou
parametrickou soustavu parabol, které ohraničuj́ı oblast, kde můžeme umı́stit nový
bod (podrobněji v Juhasz – Hoffmann (2004), Juhasz – Hoffmann (2001)).

Daľśı možnost́ı pro úpravu tvaru je stanovit pro danou křivku tečnu s bodem dotyku.
Aby úloha byla řešitelná, muśı zvolená tečna prot́ınat hrany dj−2, dj−1 a dj−1, dj
kontrolńıho polygonu soustavy parabol 2.19.

Poznámka 13. Tato věta a jej́ı aplikace maj́ı pouze teoretický význam, v praxi se
pomoćı křivek s nižš́ım stupněm napracuje.

4. Napojováńı B-spline křivek

Je dána B-spline křivka a chceme na ni hladce navázat daľśı křivku, zač́ınaj́ıćı v po-
sledńım bodě této křivky.

Křivka je dána m+1 ř́ıdićımi body, stupněm n a dále váhovým a uzlovým vektorem.
Uzlový vektor má prvńıch a posledńıch n + 1 hodnot stejných, křivka tedy zač́ıná
v bodě P0 a konč́ı v bodě Pm. Podle vlastnosti 1 v části 2.2.2 na straně 35 jsou
spojnice prvńıch a posledńıch dvou bod̊u tečnami křivky. Pokud chceme spojitě
navázat daľśı křivku (ř́ıdićı body Qi), muśı splňovat následuj́ıćı podmı́nky:

(a) jedná se o sevřenou křivku (zač́ıná v prvńım ř́ıdićım bodě a konč́ı v posledńım
ř́ıdićım bodě),

(b) Pm = Q0,

(c) body Pm−1, Pm, Q1 lež́ı na jedné př́ımce.

V bodě Pm = Q0 maj́ı tyto křivky společnou tečnu Pm−1Q1 a jsou hladce navázané.

2.2.3 NURBS křivky

Jak již bylo řečeno, jsou NURBS (Non Uniform Rational B-Spline) zobecněńım B-spline
křivek. V části týkaj́ıćı se B-spline křivek jsme uvažovali neuniformńı (Non-Uniform) uz-
lový vektor. Racionalita (Rational) znamená, že ke každému bodu je přidána jeho váha,
tj. s jakou silou bude bod p̊usobit na tvar křivky. Aby bylo možné pracovat se stejným al-
goritmem výpočtu jako pro B-spline křivky, je nutné zavést projektivńı rozš́ı̌reńı prostoru
a homogenńı souřadnice.
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Přidáńım vah dostáváme daľśı zp̊usob ovládáńı tvaru křivky, ale také možnost zadat
kuželosečkové oblouky – eliptický, parabolický a hyperbolický. Dosud známe křivky nejsou
schopny je zadat přesně. Vzhledem k tomu jsou NURBS křivky velmi užitečné v technické
praxi, kde jsou kuželosečkové oblouky požadovány.

V následuj́ıćı části je vysvětleno odvozeńı homogenńıch souřadnic a podrobně popsáno
odvozeńı jednotlivých kuželosečkových oblouk̊u. Na závěr jsou uvedeny př́ıklady zadáńı
kuželoseček.

Definice a vlastnosti

Definice 2.8. Mějme dáno m + 1 kontrolńıch bod̊u Pi, m + 1 kladných reálných č́ısel wi
nazývaných váhy, dále stupeň křivky n a uzlový vektor t = (t0, t1, . . . tn+m+1) . NURBS
křivka je definována jako:

C (t) =

∑m
i=0wiPiN

n
i (t)∑m

i=0wiN
n
i (t)

, (2.20)

kde t ∈ 〈tn, tm+1〉.
Označ́ıme-li

Rn
i (t) =

wiN
n
i (t)∑m

i=0wiN
n
i (t)

, (2.21)

pak lze NURBS křivku zapisovat jako

C (t) =
m∑
i=0

PiR
n
i (t) . (2.22)

Vlastnosti

Vlastnosti B-spline křivek uvedené v části 2.2.2 na straně 35 plat́ı i pro polynomy
Rn
i (t). Jediným rozd́ılem je invariantnost zobrazeńı. NURBS křivky jsou oproti B-spline

křivkám projektivně invariantńı (viz teorie uvedená v části 1.1.3, str. 8).

Racionalita

Přidáńı vah k bod̊um se řeš́ı projektivńım rozš́ı̌reńım prostoru. Definice projektivńıho
rozš́ı̌reńı je uvedena v kapitole 1.

Každému ř́ıdićımu bodu Pi je přǐrazena váha wi. Ta určuje s jakou silou se křivka bude
přibližovat k danému bodu. Pokud maj́ı všechny body váhu konstantńı, jedná se o B-spline
křivku. V opačném př́ıpadě je nutné pracovat v projektivńım rozš́ı̌reńım prostoru.

Projektivńı rozš́ı̌reńı roviny do prostoru je názorné (viz obr. 2.25). Body NURBS
křivky v rovině jsou dány dvěma souřadnicemi a váhou. Homogenizace se provede vyná-
sobeńı souřadnic bod̊u vahou a přidáńım třet́ı souřadnice, která bude rovna váze samotné.
Např́ıklad bod (6, 3, 3) určuje rovinný bod (2, 1) s váhou 3. Výpočet bodu křivky se
provede pro zhomogenizované body a výsledné body se promı́tnou zpět do roviny z = 1.

Matematicky lze toto promı́tnut́ı zapsat pod́ılem:

C (t) =

∑n
i=0wiPiN

n
i (t)∑n

i=0wiN
n
i (t)

. (2.23)
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x y

z

z = 1

0

(x, y, w)

( x
w
, y
w
)

Obrázek 2.25: Projektivńı rozš́ı̌reńı roviny

Vysvětleme, jak z rovnice B-spline křivky uvedené v definici 2.4 dostaneme vyjádřeńı
(2.23) pro NURBS křivku.

Máme dáno m+1 ř́ıdićıch bod̊u Pi, m+1 vah wi, dále stupeň křivky n a uzlový vektor
t = (t0, t1, . . . tn+m+1) . Provedeme projektivńı rozš́ı̌reńı prostoru, ve kterém pracujeme
podle předchoźı úvahy. Každou souřadnici bodu vynásob́ıme př́ıslušnou vahou a jako
čtvrtou souřadnici přidáme váhu. Dostáváme tedy:

(xi, yi, zi) −→ (wixi, wiyi, wizi, wi)

Nyńı můžeme v rozš́ı̌reném prostoru vypoč́ıtat bod neuniformńı B-spline křivky pro libo-
volný parametr t:

C (t) =
m∑
i=0

(wixi, wiyi, wizi, wi)N
n
i (t) =

m∑
i=0

wiPiN
n
i (t) = (xW , yW , zW , wW ) = W.

(2.24)

Bod W je obecným bodem NURBS křivky v rozš́ı̌reném prostoru, má tedy čtyři
souřadnice. Nyńı uděláme zpětnou projekci do trojrozměrného prostoru. Pro př́ıpad ro-
vinné křivky je to promı́tnut́ı bod̊u do roviny z = 1. V př́ıpadě prostorové křivky to
můžeme popsat jako promı́tnut́ı do př́ıslušné nadroviny. Matematicky to znamená, že po-
sledńı souřadnice muśı být rovna jedné, tedy všechny čtyři souřadnice výsledného bodu
W vyděĺıme posledńı souřadnićı.

(xW , yW , zW , wW ) −→ (
xW

wW
,
yW

wW
,
zW

wW
, 1)

kde hodnotu wW dostaneme jako:

wW =
m∑
i=0

wiN
n
i (t) , (2.25)
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Pokud vyjádř́ıme rovnici obecného bodu NURBS křivky pomoćı rovnic (2.24) a (2.25)
dostáváme známé vyjádřeńı z definice 2.20. Součin wiPi v čitateli znamená zhomogenizo-
vané prvńı tři souřadnice bodu – (wixi, wiyi, wizi).

C (t) =

∑n
i=0wiPiN

n
i (t)∑n

i=0wiN
n
i (t)

.

Vliv váhy na tvar křivky

Váhový vektor tvoř́ı posloupnost kladných reálných č́ısel. Délka váhového vektoru je
stejná jako počet ř́ıdićıch bod̊u, tedy každému bodu je jednoznačně přǐrazena jeho váha.
Pokud maj́ı všechny body stejnou váhu, je váhový vektor posloupnost (1, 1, 1, . . . , 1).

Pokud váha daného bodu lež́ı v intervalu (0, 1) znamená to, že př́ıslušný bod má menš́ı
vliv. S váhou větš́ı než 1 se zvyšuje i vliv daného ř́ıdićıho bodu a výsledná křivka se k němu
v́ıce přibližuje.

Př́ıklad 2.9. Křivka stupně 3 je dána čtyřmi ř́ıdićımi body P0, P1, P2, P3, uzlovým vektorem
(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1) a váhovým vektorem (w0, w1, w2, w3) = (1, 1, 1, 1).
Změńıme váhu bodu P1 na w1 = 3 a w1 = 0.3. Výsledné křivky jsou zobrazeny na obr.
2.26.

Obrázek 2.26: Vliv váhy na tvar křivky

Odvozeńı kuželosečkových oblouk̊u

Jak již bylo zmı́něno v úvodu, velkou výhodou NURBS křivek je př́ımé zadáńı kuželoseč-
kových oblouk̊u. Část d̊ukazu je převzata z Shene (Naposledy navšt́ıveno 11. 12. 2006),
pro odvozeńı kružnice jsem použila vlastńı metodu.

Základńı rovnice kuželosečky je dána tvarem

Ax2 + 2Hxy +By2 + 2Gx+ 2Fy + C = 0, (2.26)

kde alespoň jedno z a, b, h je nenulové.
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Kuželosečkový oblouk se zadává jako NURBS křivka následuj́ıćım zp̊usobem:

1. stupeň křivky 2,

2. tři ř́ıdićı body P0, P1, P2,

3. uzlový vektoru (0, 0, 0, 1, 1, 1) ,

4. váhový vektor (1, w1, 1) .

V rovnici 2.26 vystupuje šest neznámých. Je-li C 6= 0, pak lze celou rovnici vydělit
C a počet neznámých se sńıž́ı o jednu. Pro C = 0 je předchoźı úvaha splněna. Základńı
rovnici lze přepsat do tvaru:

f : ax2 + 2hxy + by2 + 2gx+ 2fy + 1 = 0 (2.27)

Je nutné naj́ıt pět podmı́nek, které by jednoznačně určily parametry této rovnice.
Oblouk procháźı krajńımi body P0 = [x0, y0], P2 = [x2, y2], z čehož vyplývá tvar prvńıch
dvou podmı́nek:

f(P0) = ax2
0 + 2hx0y0 + by2

0 + 2gx0 + 2fy0 + 1 = 0 (2.28)

f(P2) = ax2
2 + 2hx2y2 + by2

2 + 2gx2 + 2fy2 + 1 = 0 (2.29)

Ze zadáńı uzlového vektoru vyplývá, že spojnice bod̊u P0P1 a P2P1 jsou tečnami v krajńıch
bodech P0, P2. Směrnice tečen procházej́ıćıch danými body jsou:

k1 =
y1 − y0

x1 − x0

, (2.30)

k2 =
y1 − y2

x1 − x2

. (2.31)

Směrnice tečen dostaneme také z rovnice 2.27 jako pod́ıl parciálńıch derivaćı.

∂f

∂x
= 2ax+ 2hy + 2g = ax+ hy + g,

∂f

∂y
= 2by + 2hx+ 2f = by + hx+ f.

Směrnice v bodech P0, P2 jsou tedy

k1 = −ax0 + hy0 + g

by0 + hx0 + f
, (2.32)

k1 = −ax2 + hy2 + g

by2 + hx2 + f
. (2.33)

Porovnáńım vztah̊u 2.30, 2.32 a 2.31, 2.33 dostáváme daľśı dvě podmı́nky:
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y1 − y0

x1 − x0

− ax0 + hy0 + g

by0 + hx0 + f
, (2.34)

y1 − y2

x1 − x2

= −ax2 + hy2 + g

by2 + hx2 + f
. (2.35)

Pro pátou podmı́nku je nutné použ́ıt bod P1 a jeho váhu w1. Vezmeme NURBS křivku
danou definićı 2.8 (str. 46) a vyjádř́ıme jej́ı parametrickou rovnici vzhledem k zadaným
hodnotám obecného oblouku:

c(t) =
(1− t2)P0 + 2t(1− t)w1P1 + t2P2

(1− t)2 + 2t(1− t)w1 + t2
(2.36)

Bez újmy na obecnosti vezměme př́ıpad, kdy krajńı body lež́ı na ose x souměrně podle
počátku, tedy P0 = −P2. Bod S je středem soustavy souřadnic. Situaci vid́ıme na obr.
2.27.

P0

P1(w1)

P2

Sx y

z

Obrázek 2.27: Umı́stěńı oblouku do souřadných os

Vyjádřeńım c(0.5) dostáváme:

c(0.5) =
w1

1 + w1

P1.

Označ́ıme c(0.5) = X. Poněvadž body S,X, P1 lež́ı na jedné př́ımce, můžeme psát:

|SX|
|SP1|

=
w1

1 + w1

. (2.37)

Pokud je pod́ıl roven hodnotě 0.5, jedná se o parabolu, nebot’ subtangenta paraboly
je vrcholem p̊ulena. V tomto př́ıpadě bod X, tedy vrchol paraboly, lež́ı ve středu úsečky
SP1.

Závěr 1: Zvoĺıme-li váhu w1 = 1, výsledná NURBS křivka je parabola.

Nyńı je nutné rozlǐsit př́ıpad hyperboly a elipsy.

Označme D daľśı pr̊useč́ık př́ımky P1X s kuželosečkou (obr. 2.28). Pro kuželosečky plat́ı
následuj́ıćı poměr:

|P1X|
|SX|

=
|DP1|
|DS|

. (2.38)
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Vyjádř́ıme pod́ıl |SX|
|SP1| :

|SX|
|SP1|

=
|SX|

|SX|+ |P1X|
=

1

1 + |P1X|
|SX|

=
1

1 + |DP1|
|DS|

. (2.39)

Z rovnic 2.37 a 2.39 můžeme psát:

|SX|
|SP1|

=
1

1 + |DP1|
|DS|

=
w1

1 + w1

. (2.40)

V př́ıpadě elipsy je DP1 > DS (podle obr. 2.28), tedy |DP1|
|DS| > 1, z toho vyplývá:

1

1 + |DP1|
|DS|

<
1

2
, (2.41)

tedy podle rovnice 2.40 je

w1

1 + w1

<
1

2
(2.42)

a z řešeńı této nerovnice vid́ıme, že w1 muśı být menš́ı než jedna.

Závěr 2 Zvoĺıme-li váhu w1 < 1 je výsledná křivka elipsa.

V př́ıpadě hyperboly je |DP1| < |DS| (podle obr. 2.28), tedy |DP1|
|DS| < 1. Z toho vyplývá:

1

1 + |DP1|
|DS|

>
1

2
, (2.43)

tedy podle rovnice 2.40 je
w1

1 + w1

>
1

2
(2.44)

a z řešeńı této nerovnice vyplývá, že w1 muśı být větš́ı než jedna.

Závěr 3 Zvoĺıme-li váhu w1 > 1 je výsledná křivka hyperbola.

Obrázek 2.28: Odvozeńı vah pro elipsu a hyperbolu
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Kružnicové oblouky

Kružnice je zvláštńım př́ıpadem elipsy, proto muśıme určit, pro jakou váhu w1 se daný
eliptický oblouk stává kružnicovým obloukem. Znamená to naj́ıt poměr:

|SX|
|SP1|

=
w1

1 + w1

. (2.45)

O

S

X

P0 P2

P1

α

Obrázek 2.29: Odvozeńı váhy pro kružnicové oblouky

Podle obr. 2.29 vyjádř́ıme délky úseček SX a SP1. Označme středový úhel kružni-
cového oblouku α.

Z pravoúhlého 4OSP0 plyne:

cos
α

2
=
|OS|
r

→ |OS| = r cos
α

2
. (2.46)

V pravoúhlém 4OP1P0 plat́ı:

cos
α

2
=

r

|OP1|
→ |OP1| =

r

cos α
2

, (2.47)

|SX| = |OX| − |OS| = r − r cos
α

2
(2.48)

|SP1| = |OP1| − |OS| =
r

cos α
2

− r cos
α

2
=
r(1− cos2 α

2
)

cos α
2

. (2.49)

Hledaný poměr je

|SX|
|SP1|

=
r(1− cos α

2
)

r(1− cos2 α
2
)/ cos α

2

=
cos α

2

1 + cos α
2

=
w1

1 + w1

. (2.50)

Z toho vyplývá řešeńı:

w1 = cos
α

2
. (2.51)

Závěr 4: Pro kružnicový oblouk je váha w1 rovna kosinu velikosti poloviny středového
úhlu daného oblouku.



2.2. B-SPLINE, NURBS KŘIVKY 53

Zadáńı kuželoseček

Kružnicové oblouky o středovém úhlu α

Ř́ıdićı body tvoř́ı rovnoramenný trojúhelńık P0, P1, P2, kde |P0P1| = |P1P2|.
Stupeň křivky: 2 (řád 3)
Uzlový vektor: (0, 0, 0, 1, 1, 1) – křivka muśı zač́ınat a končit v ř́ıdićım bodě
Váhový vektor: (1, cos α

2
, 1)

Na obr. 2.30 jsou znázorněny vztahy mezi úhly a výsledný oblouk.

S

P0 P2

P1 (w1 = cos α
2
)

α

180− α

Obrázek 2.30: Zadáńı kružnicového oblouku

Kružnice

Podle předchoźı části lze nakreslit kružnici jako čtyři kružnicové oblouky o středových
úhlech α = 90 stupň̊u (obr. 2.2.3). Pro kružnici se středem (0, 0) a poloměrem r = 1 tvoř́ı
ř́ıdićı body čtverec a vezmeme:

Ř́ıdićı body:

[1, 0] , [1, 1] , [0, 1] , [−1, 1] , [−1, 0] , [−1,−1] , [0,−1] , [1,−1] , [1, 0]

Stupeň křivky: 2 (řád 3)
Uzlový vektor: (0, 0, 0, 1

4
, 1

4
, 1

2
, 1

2
, 3

4
, 3

4
, 1, 1, 1)

Váhový vektor: (1,
√

2
2
, 1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1)

Kuželosečkové oblouky

Ř́ıdićı body:
[0, 0] , [3, 4] , [6, 0]

Stupeň křivky: 2 (řád 3)
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P3 P2 P1

P0 = P8

P7
P6P5

P4

Obrázek 2.31: Kružnice jako NURBS křivka

Uzlový vektor: (0, 0, 0, 1, 1, 1) Váhový vektor (w0, w1, w2):
- eliptický oblouk - w0 = 1, w1 < 1, w2 = 1
- parabolický oblouk - w0 = 1, w1 = 1, w2 = 1
- hyperbolický oblouk - w0 = 1, w1 > 1, w2 = 1

Na obr. 2.32, 2.33 vid́ıme eliptický, parabolický a hyperbolický oblouk.

Obrázek 2.32: Eliptický oblouk

Obrázek 2.33: Parabolický a hyperbolický oblouk
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2.3 NURBS plochy

NURBS plochy vznikaj́ı tenzorovým součinem dvou NURBS křivek, proto se většina vlast-
nost́ı přenáš́ı i na ně. Tenzorový př́ıstup je popsán v kapitole 1. Teoretická východiska a
v kapitole 3 Výsledky je potom vysvětlena aplikace tenzorového součinu. V následuj́ıćı
části jsou uvedeny základńı definice a vlastnosti NURBS ploch.

2.3.1 Definice NURBS plochy

Definice 2.9. Mějme dáno:
śıt’ (q + 1)(r + 1) kontrolńıch bod̊u Pi,j, kde 0 ≤ i ≤ q, 0 ≤ j ≤ r,
(q + 1)(r + 1) kladných reálných č́ısel wi,j nazývaných váhy,
stupeň plochy pro řádky m a stupeň plochy pro sloupce n,
řádkový uzlový vektor u = (u0, u1, . . . um+q+1),
sloupcový uzlový vektor v = (v0, v1, . . . vn+r+1) .
Pak plochu určenou rovnićı

C (u, v) =

∑q
i=0

∑r
j=0wijPijN

m
i (u)Nn

j (v)∑q
i=0

∑r
j=0N

m
i (u)Nn

j (v)
, (2.52)

kde (u, v) ∈ 〈u0, um+q+1)× 〈v0, vn+r+1), nazýváme NURBS plochou.

Poznámka 14. Pokud polož́ıme

Rj
i (u, v) =

Nm
i (u)Nn

j (v)wij∑q
k=0

∑r
l=0N

m
k (u)Nn

l (v)wkl
, (2.53)

dostáváme zkrácený tvar:

C (u, v) =

q∑
i=0

r∑
j=0

Rj
i (u, v)Pij. (2.54)

2.3.2 Vlastnosti NURBS ploch

Vlastnosti NURBS ploch se přenášej́ı z NURBS křivek. Jsou jen jejich rozš́ı̌reńım do
prostoru. Jsou uvedeny např́ıklad v Shene (Naposledy navšt́ıveno 11. 12. 2006), Paseka
(Naposledy navšt́ıveno 20. 1. 2007), Piegl – Tiller (2002).

1. Nezápornost
Nm
i (u) ∈ 〈0, 1) , Nn

j (v) ∈ 〈0, 1〉 pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈0, 1) .

2. Rozklad jednotky∑q
i=0

∑r
j=0N

m
i (u)Nn

j (v) = 1 pro libovolné (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈0, 1) .

3. Konvexńı obal bod̊u
Body NURBS plochy lež́ı v konvexńım obalu śıtě ř́ıdićıch bod̊u (obr. 2.34).
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Obrázek 2.34: Konvexńı obal

4. Lokálńı kontrolovatelnost
Na intervalu 〈uk, uk+1) × 〈vl, vl+1) je nejvýše (n + 1) × (m + 1) bázových funkćı
Rj
i (u, v) nenulových. Jsou to funkce odpov́ıdaj́ıćı index̊um k −m ≤ i ≤ k, l − n ≤

j ≤ l.

Rj
i (u, v ) =

{
> 0 (u, v) ∈ 〈u0, ui+m+1)× 〈v0, vj+n+1)

0 jinak

Z toho vyplývá, že změna polohy libovolného bodu Pij nebo váhy wij změńı tvar
plochy pouze pro interval 〈ui, ui+m+1)× 〈vi, vi+n+1).

5. Spojitost
Křivka S (u, v) má Cm−k resp. Cn−l spojité parciálńı derivace v bodě odpov́ıdaj́ıćım
parametru u, resp. v, je-li násobnost uzlu u, resp. v rovna k, resp. l.

6. Projektivńı invariantnost
NURBS plocha je invariantńı v̊uči projektivńım transformaćım. To znamená, že
neńı nutné zobrazovat všechny body plochy, ale při projektivńıch transformaćıch
stač́ı zobrazit pouze ř́ıdićı body.

7. Bézierova plocha – speciálńı př́ıpad NURBS plochy
NURBS křivka je Bézierovou plochou v př́ıpadě, že počet bod̊u v řádku je roven
řádkovému stupni n, počet bod̊u ve sloupci je roven sloupcovému stupni m a uzlové
vektory jsou tvaru:

u = (0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
m+1

1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m+1

), v = (0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
n+1

1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n+1

).
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2.4 T-spline

Jak je zmı́něno v úvodu, posledńı novinkou matematických ploch se staly T-spline jako
zobecněńı NURBS. V komerčńım použit́ı se T-spline objevily v softwaru Autodesk Maya
(2005) a posléze Rhinoceros (2006). Vážnou slabost́ı NURBS model̊u je nutnost použ́ıváńı
obdélńıkové śıtě ř́ıdićıch bod̊u. V praxi to znamená velké množstv́ı zbytečných bod̊u, které
jsou nutné pouze kv̊uli tvaru ř́ıdićı śıtě. Řešeńı tohoto problému a mnoha daľśıch poskytuj́ı
T-splines. T-splines jsou zobecněńım NURBS povrch̊u, které redukuj́ı počet ř́ıdićıch bod̊u
použit́ım T-Junctions (viz část 2.4.3). Sederberg et al. (2003b)) popisuje základy T-spline
ploch. Zaměřuje se předevš́ım na vkládáńı nových ř́ıdićıch bod̊u bez nutnosti přidáńı
řádku a sloupce ř́ıdićıch bod̊u a také na hladké napojováńı NURBS ploch s r̊uznými
uzlovými vektory. Část je věnována T-NURCCs, což jsou Catmull-Clarkovy plochy s T-
Junctions – obecně nadmnožina T-spline a NURCC (neuniformńı racionálńı Catmull-
Clarkova plocha). Sederberg také zavád́ı tzv. PB-splines, což je povrch, jehož ř́ıdićı body
nemaj́ı mezi sebou žádnou vzájemnou vazbu (viz část 2.4.2).

Daľśı využit́ı T-spline je popsáno v Sederberg (Naposledy navšt́ıveno 12. 4. 2007).
Jedná se o algoritmus T-spline simplification. V praxi to znamená převod obecné NURBS
plochy dané obdélńıkovou śıt́ı ř́ıdićıch bod̊u do śıtě nazvané T-mesh, která povoluje T-
Junctions (viz část 2.4.3). Výhodou je omezeńı počtu ř́ıdićıch bod̊u o v́ıce než polovinu a
tedy výrazná úspora paměti. Významným nástrojem v práci s grafickými objekty je lokálńı
zjemněńı śıtě – tzv. local refinement. Znamená to vložeńı jednoho či v́ıce ř́ıdićıch bod̊u bez
změny tvaru povrchu. Oproti Sederberg et al. (2003b) článek odpov́ıdá na otázku, zda je
možné vložit kamkoliv nový ř́ıdićı bod a zda je počet pomocných bod̊u vždy konečný (v́ıce
v části 2.4.3). Autoři vycháźı z metody spline wavelet decomposition (uvedené v Lyche
et al. (2001), Kazinnik – Elber (1997)) a prahováńı (viz Schroder – Sweldens (1995)).

Pro práci s T-splines je nutné zavést novou strukturu pro B-spline. Jedná se o větš́ı
využit́ı uzlového vektoru, který viditelně p̊usob́ı na křivku. Základy této teorie jsou
obsaženy v knize (Ramshaw (1989)), jej́ıž obsah je shrnut v Sederberg et al. (2004).
Struktura byla nazvána polar form - polárńı forma nebo také blossoms (viz část 2.4.1).
Zápis uzlového vektoru je použ́ıván pro popsáńı śıtě T-mesh pro T-splines.

Před objeveńım T-spline v roce 2003 byly alternativou hierarchické B-spline (viz Wang
et al. (2005), Bartels – Forsey (1995)). U hierarchických spline existuj́ı problémy s t́ım,
že přesunut́ı stejného ř́ıdićıho bodu změńı plochu pokaždé jinak, v závislosti na aktuálńı
úrovni hierarchie. Hierarchické spline se také mohou pomaleji zobrazovat a renderovat.
Dále ve většině implementaćıch hierarchických B-spline lze rozdělit plochy pouze pravi-
delně na čtyři menš́ı plošky. U T-splines je možné rozdělit jednu hranu libovolně.

Daľśı využit́ı T-spline je uvedeno v Li et al. (2006). Jedná se o nalezeńı śıtě ve fotografii
a jej́ı následné převedeńı do T-spline reprezentace.

Prof. Sederberg, který je jedńım z pr̊ukopńık̊u v daném oboru, uvád́ı, kam spěje trend.
Uživatel grafického softwaru nebude muset zadávat plochy ř́ıdićımi body a později modi-
fikovat, ale např. pomoćı tabletu načrtne kontury a základńı rysy a software sám vytvoř́ı
vhodnou śıt’ využ́ıvaj́ıćı T-splines.
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2.4.1 Polárńı forma – blossoms

Název polárńı forma – polarform zavedl Ramshaw z DEC Systems Research Center.
Jedná se nový pohled na B-spline pomoćı polárńı formy. Všechny d̊uležité algoritmy pro
Bézierovy a B-spline křivky mohou být odvozeny z následuj́ıćıch čtyř pravidel pro ř́ıdićı
body – Ramshawem nazvané polar values.

1. Pro Bézierovy křivky stupně n na intervalu 〈a, b〉 jsou ř́ıdićı body přeznačeny:

Pi = P (u1, u2, . . . un),

kde uj = a pro j ≤ n− i a uj = b pro ostatńı př́ıpady.

2. Pro B-spline křivku stupně n s uzlovým vektorem (t1, t2, t3, . . .) př́ısluš́ı ř́ıdićım
bod̊um skupina n po sobě jdoućıch uzl̊u, které splňuj́ı:

P (ti, . . . , ti+n−1)

pro i-tý bod – i-tou polar value.

3. Polárńı forma je symetrická ve svých členech. To znamená, že můžeme měnit pořad́ı
argument̊u bez změny polar value.

4. Máme-li dáno P (u1, u2, . . . , un−1, a) a P (u1, u2, . . . , un−1, b) můžeme spoč́ıtat hod-
notu P (u1, u2, . . . , un−1, c) pro libovolné c jako:

P (u1, u2, . . . , un−1, c) =

(b− c)P (u1, u2, . . . , un−1, a) + (c− a)P (u1, u2, . . . , un−1, b)

b− a
.

Řekneme, že bod P (u1, u2, . . . , un−1, c) je afinńı kombinaćı bod̊u
P (u1, u2, . . . , un−1, a) a P (u1, u2, . . . , un−1, b).

Př́ıklady

ad 1. Je-li Bézierova křivka stupně 3, potom jsou ř́ıdićı body určeny jako:

P0 = P (a, a, a) P1 = P (a, a, b)

P2 = P (a, b, b) P3 = P (b, b, b)

ad 2. Polar values : B-spline křivka stupně 3 s uzlovým vektorem (0, 0, 1, 2, 4, 4, 4)
Ř́ıdićı body:

P0 = P (0, 0, 1), P1 = P (0, 1, 2), P2 = P (1, 2, 4), P3 = P (2, 4, 4), P4 = P (4, 4, 4)

ad 3. Symetrie:

P (1, 0, 0, 2) = P (1, 0, 2, 0) = P (2, 0, 0, 1) = P (0, 0, 1, 2) atd.

ad 4. Např́ıklad výpočet:

P (0, t, 1) = (1− t)P (0, 0, 1) + tP (0, 1, 1)
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Symetrické polynomy

Zápis polárńı formy je založen na symetrických polynomech. Hlavńı myšlenkou je reprezen-
tovat polynom p(t) stupně m jedné proměnné jako polynom v́ıce proměnných p[t1, . . . , tn],
kde každá proměnná je stupně jedna, n ≥ m a plat́ı:

p[t, . . . , t] = p(t).

Polynomy jsou symetrické, nebot’ podle podmı́nky 3 předchoźı části můžeme argu-
menty libovolně měnit. Např́ıklad p[a, b, c] = p[b, c, a] = p[c, a, b], atd. Symetrický polynom
má tvar:

p[t1, . . . , tn] =
n∑
i=0

cipi[t1, . . . , tn],

kde

p0[t1, . . . , tn] = 1

pi[t1, . . . , tn] =

∑n
j=1 tjpi−1[t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn]

n
, i = 1, . . . , n.

Uzlový vektor, uzlové intervaly, polar labels

Uzlový vektor je neklesaj́ıćı posloupnost reálných č́ısel, s jehož pomoćı se zadávaj́ı obecné
NURBS objekty. V Ramshaw (1989) je ukázán nový pohled na uzlový vektor pomoćı
uzlových interval̊u. Uzlové intervaly tvoř́ı posloupnost, jej́ıž hodnoty jsou rozd́ıly po sobě
jdoućıch uzl̊u v uzlovém vektoru.

Př́ıklad:
Uzlový vektor: u = (0, 1, 3, 6, 7).
Uzlové intervaly: (1, 2, 3, 1).

Uzlové intervaly jsou pouze alternativou zápisu pro uzlový vektor, ale maj́ı lepš́ı vlast-
nosti. Např́ıklad jsou v́ıce svázány s kontrolńım polygonem. Č́ım větš́ı je uzlový interval
pro danou hranu, t́ım větš́ı délku má výsledná křivka (viz obr. 2.35).

Pi−1

Pi

Pi+1

Pi+2

di = 1

di = 3

Obrázek 2.35: Vliv velikosti uzlového intervalu na délku křivky
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Polar labels jsou hodnoty, které jsou přǐrazeny každému ř́ıdićımu bodu a které využ́ıvaj́ı
uzlové intervaly. Je-li křivka stupně n, pak má polar label všech ř́ıdićıch bod̊u právě 2n−1
člen̊u. Prostředńı z nich je hodnota uzlového intervalu hrany předcházej́ıćı. Odvozeńı je
názorně vidět na obr. 2.36.

P0 = (0, 0, d0)

d0

P1 = (0, d0, d0 + d1)

P2 = (d0, d0 + d1, d0 + d1 + d2)

d1

P3 =
(d0 + d1, d0 + d1 + d2,
d0 + d1 + d2 + d3)d2

P4 =
(d0 + d1 + d2,
d0 + d1 + d2 + d3, 0)

d3

Obrázek 2.36: Polar labels

Pomoćı uzlových interval̊u lze odvodit i metodu vložeńı uzlu – knot insertion nebo
odebráńı uzlu – knot removal. Obě jsou popsány v Sederberg (Naposledy navšt́ıveno 12.
4. 2007), Ramshaw (1989).

2.4.2 PB-splines

PB-splines jsou speciálńı plochy, jejichž ř́ıdićı body nemaj́ı vzájemně žádný topologický
vztah. Název je odvozen z anglického point-based. Základńı rovnice je dána vztahem:

P (s, t) =

∑n
i=1 PiBi(s, t)

Bi(s, t)
, (s, t) ∈ D,

kde Pi jsou ř́ıdićı body a Bi(s, t) jsou bázové funkce dané předpisem

Bi(s, t) = N3
i0(s)N

3
i0(t).

Funkce N3
i0(s) je funkce třet́ıho stupně pro uzlový vektor

si = [si0, si1, si2, si3, si4]

a funkci N3
i0(t) je přǐrazen uzlový vektor

ti = [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4].

D v rovnici znač́ı definičńı obor, kde je daná PB-spline definována. Jediné omezeńı na
D je, že

∑n
i=1Bi(s, t) > 0. Každý bod Pi má definičńı obor Di. Tedy muśı platit:

D ⊂ (D1 ∪D2 ∪ . . . ∪Dn) .

PB-splines splňuj́ı vlastnosti konvexńıho obalu. Pokud tedy parametry (s, t) ∈ D lež́ı
pouze v jednom definičńım oboru Di, potom P (s, t) = Pi. Pokud parametry (s, t) ∈ D
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lež́ı ve dvou definičńıch oborech Di a Dj, potom P (s, t) lež́ı na spojnici Pi a Pj, atd. Proto
je vhodné, aby každý bod měl alespoň tři definičńı obory vlivu.

U PB-splines neńı žádná kontrolńı śıt’, uzlový vektor pro jednotlivé bázové funkce je
úplně nezávislý na uzlových vektorech pro daľśı bázové funkce. PB-splines maj́ı pouze
teoretický význam jako základ pro T-splines.

Obrázek 2.37: Definičńı obor a výsledná PB-spline, zdroj Sederberg et al. (2003b)

2.4.3 T-splines

T-spline je PB-spline, ke které přidáme uspořádáńı ř́ıdićıch bod̊u nazvané T-mesh. Pokud
je toto uspořádáńı pravidelné, dostáváme klasickou NURBS plochu.

T-mesh, T-junctions

T-mesh je obdélńıková śıt’, která dovoluje T-junctions. K jej́ımu popisu se použ́ıvaj́ı kon-
stanty t, s (nazýváme je t-hrana, s-hrana). T-junction je vrchol, kde se sb́ıhaj́ı dvě s-hrany
a jedna t-hrana nebo dvě t-hrany a jedna s-hrana. Každá hrana je označena pomoćı uz-
lových interval̊u – dle části 2.4.1.

Obrázek 2.38: T-junction
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Základńı pravidla pro T-mesh jsou:

Pravidlo 1: Součet uzlových interval̊u na protěǰśıch hranách každé stěny se muśı rovnat.
Podle obr. 2.39 muśı např́ıklad platit: d7 = d2 + d6 a e6 + e7 = e8 + e9

Pravidlo 2: Pokud T-junction na jedné hraně stěny má být spojena pomoćı T-junction na
protěǰśı hraně bez porušeńı pravidla 1, je nutné zahrnout tuto hranu do T-mesh (rozděleńı
stěny na dvě části).

Obrázek 2.39: Předloha T-mesh, zdroj Sederberg et al. (2003b)

Odvozeńı uzlových vektor̊u
V části 2.4.1 je popsáno využit́ı uzlových interval̊u pro křivky. Rozš́ı̌reńım do prostoru

dostáváme označeńı pro hrany T-mesh. Máme tedy dánu předlohu pro T-mesh v prostoru
parametr̊u (s, t). Označme di a ei uzlové intervaly v obou směrech (viz obr. 2.39).

Pro každý bod Pi śıtě existuje bázová funkce definována pomoćı uzlových vektor̊u
si, ti. Tyto vektory lze odvodit z T-grid (mř́ıžka znázorňuj́ıćı T-mesh). Délka uzlových
vektor̊u je dána stupněm plochy – 2· stupeň plochy −1.

Každý uzel v T-mesh odpov́ıdá jednomu ř́ıdićımu bodu T-spline plochy. Uzlové souřad-
nice bodu jsou prostředńı členy uzlových vektor̊u. Odvozeńı zbývaj́ıćıch hodnot se provád́ı
následuj́ıćım zp̊usobem. Vedou se čtyři paprsky (nahoru, dol̊u, doprava, doleva) z pozice
odpov́ıdaj́ıćı danému ř́ıdićımu bodu a prvńı s- nebo t-hrany, které protnou jsou daľśımi
uzly. Tedy z obr. 2.39 lze odvodit uzlové vektory T-spline plochy stupně tři. Jejich délka
je 2 · 3− 1 = 5.
P1 : pozice (s3, t2)
si = [s1, s2, s3, s4, s5 − d8]
ti = [t1 − e0, t1, t2, t3, t4 + e9]
P2 : pozice (s5 − d8, t3)
si = [s3, s3 + d6, s5 − d8, s5, s5 + d5]
ti = [t1, t2, t3, t4, t5]
P3 : pozice (s1, t5) – hraničńı bod, nezáviśı na s3,0 a t3,4
si = [s1 − d0, s1 − d0, s1, s2, s2 + d7]
ti = [t1, t4 − e9 + e7, t5, t5 + e5, t5 + e5]
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Základńı vztahy

Obecná T-spline plocha je dána vztahem:

P (s, t) =

∑n
i=0 PiwiBi(s, t)∑n
i=0wiBi(s, t)

. (2.55)

kde Pi jsou ř́ıdićı body s vahami wia bázové funkce jsou dány jako:

Bi(s, t) = N [si0, si1, si2, si3, si4](s)N [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4](t).

Bázová funkce N [si0, si1, si2, si3, si4](s) je asociována s uzlovým vektorem

si = [si0, si1, si2, si3, si4]

a funkci N [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4](t) je přǐrazen uzlový vektoru

ti = [ti0, ti1, ti2, ti3, ti4].

T-spline Local Refinement

T-spline Local Refinement je algoritmus, který slouž́ı k vložeńı nových ř́ıdićıch bod̊u do T-
mesh beze změny tvaru výsledného povrchu. Samotný proces má dvě fáze – topologickou
a geometrickou. V topologické části se urč́ı, zda je nutné přidávat daľśı ř́ıdićı body do
T-mesh a urč́ı se. V geometrické části je potom proveden samotný výpočet.

Definujme T-spline prostor, což je množina T-spline ploch, které maj́ı stejnou T-mesh
topologii a uzlový souřadný systém. T-spline prostor může být reprezentován pomoćı di-
agramu znázorňuj́ıćı T-mesh. Na T-spline prostorech lze také definovat relaci uspořádáńı.
Řekneme, že T-spline prostor S1 je podprostorem S2, pokud existuje lokálńı zjemněńı,
které převede T-spline v S1 do T-spline v S2 (viz obr. 2.40).

Obrázek 2.40: T-spline podprostory

Obecně mějme dvě T-spline plochy P (s, t) ∈ S1 a P (s, t) ∈ S2. Označ́ıme P sloupcový
vektor ř́ıdićıch bod̊u pro P (s, t) danou rovnićı (2.55) a P sloupcový vektor ř́ıdićıch bod̊u
pro P (s, t). Vezmeme lineárńı transformaci, která zobraźı P na P .

M12P = P .

Ze vztahu podprostoru můžeme vyjádřit bázovou funkci Bi(s, t) jako lineárńı kombinaci
Bi(s, t):
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Bi(s, t) =
n∑
j=1

cjiBj(s, t). (2.56)

Chceme, aby
P (s, t) ≡ P (s, t). (2.57)

To je splněno, pokud

P i =
n∑
i=1

cjiPi. (2.58)

Algoritmus T-spline local refinement

Připomeňme, že pro každý bod T-spline plochy je pevně svázán se dvěma uzlovými vek-
tory, které jsou odvozené z T-mesh a které určuj́ı př́ıslušnou bázovou funkci. Během
algoritmu vkládáńı bodu se mohou vyskytnout tři druhy porušeńı tohoto pravidla.

Chyba 1 Bázová funkce nemá uzel, který by měla mı́t odvozeńım z T-mesh výše po-
psaným zp̊usobem.

Chyba 2 Bázová funkce má uzel, který by neměla mı́t odvozeńım z T-mesh výše po-
psaným zp̊usobem.

Chyba 3 Existuje ř́ıdićı bod, který neńı spjat s žádnou bázovou funkćı.

Pokud se po vložeńı bodu neobjev́ı žádná chyba, je T-spline v pořádku a může se
vykreslit. Pokud se vyskytnou nějaké chyby, muśı se podniknout vhodné kroky na jejich
odstraněńı. Algoritmus úpravy lze popsat následuj́ıćımi čtyřmi kroky:

1. Vlož́ıme všechny požadované body do T-mesh.

2. Pokud nějaká bázová funkce nemá uzel, který by měla mı́t odvozeńım – Chyba 1,
provede se vložeńı uzlu do této funkce podle vzorc̊u uvedených ńıže.

3. Pokud nějaká bázová funkce má uzel, který by neměla mı́t odvozeńım – Chyba 2,
provede se vložeńı vhodného ř́ıdićıho bodu do T-mesh.

4. Opakujeme kroky 2 a 3 dokud nejsou všechny chyby ošetřeny.

Vkládáńı nového uzlu do uzlového vektoru bázové funkce

Máme dán uzlový vektor s = (s0, s1, s2, s3, s4) a jemu odpov́ıdaj́ıćı bázovou funkci
N(s) = (N(s0, s1, s2, s3, s4). Vlož́ıme uzel s0 < k < s4 a podle pořad́ı se provede od-
pov́ıdaj́ıćı přepočet.

Pro s = (s0, k, s1, s2, s3, s4)

N(s) = c0N(s0, k, s1, s2, s3)(s) + d0(k, s1, s2, s3, s4)(s)

kde c0 = k−s0
s3−s0 a d0 = 1.
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Pro s = (s0, s1, k, s2, s3, s4)

N(s) = c1N(s0, s1, k, s2, s3)(s) + d1(s1, k, s2, s3, s4)(s)

kde c1 = k−s0
s3−s0 a d0 = s4−k

s4−s1 .

Pro s = (s0, s1, s2, k, s3, s4)

N(s) = c2N(s0, s1, s2, k, s3)(s) + d2(s1, s2, k, s3, s4)(s)

kde c2 = k−s0
s3−s0 a d2 = s4−k

s4−s1 .

Pro s = (s0, s1, s2, s3, k, s4)

N(s) = c3N(s0, s1, s2, s3, k)(s) + d3(s1, s2, s3, k, s4)(s)

kde c3 = 1 a d2 = s4−k
s4−s1 .

Vložeńı uzlu můžeme provést pro parametr s i pro parametr t pouze opakováńım
předchoźı konstrukce.

T-spline Simplification

Při návrhu obecných tvar̊u v NURBS modelovaćıch prostřed́ıch docháźı ke vzniku tzv.
superflous – nadbytečných bod̊u. T-spline simplification slouž́ı k odstraněńı většiny z nich
z p̊uvodńı NURBS, resp. T-spline plochy.

Jako vstup máme T-spline nebo NURBS plochu, kterou chceme zjednodušit. Nej-
dř́ıve pomoćı postupu uvedeného v (Lyche (1993)) nalezne aproximace nejmenš́ımi čtverci
výchoźı plochy Tn, která se skládá ze čtverc̊u 4 × 4. Tuto plochu označ́ıme T0 a patř́ı do
prostoru S0. Označ́ıme P0 vektor bod̊u plochy T0 a Pn vektor bod̊u p̊uvodńı plochy Tn.
Vypoč́ıtáme matici M0,n přechodu mezi jednotlivými prostory a rozd́ıl:

D0n = M0nP
0 − P n

Pokud velikost (odmocnina z druhých mocnin jednotlivých složek) chybového vektoru
D0n přesahuje určitou prahovou hodnotu, dojde k děleńı čtverc̊u, ve kterých chybové
body lež́ı. Děleńı se provád́ı v polovině strany, která obsahuje v́ıce uzlových čar. T́ım
přejdeme k podprostoru S1 a můžeme znovu zkontrolovat chybovou matici D1n. Obecně
pro i-tý krok bereme:

Din = MinP
i −Pn

Pokud je chyba pro všechny body z vektoruDin pod prahovou úrovńı, je plocha Ti prostoru
Si hledanou zjednodušenou plochou bez většiny nadbytečných bod̊u. Na schématu 2.41
je znázorněn postup T-spline simplification a na obr. 2.43 a 2.44 je ukázka ze softwaru
Maya. K vykresleńı stejného modelu je potřeba méně než polovina p̊uvodńıch bod̊u při
zachováńı modelu bez viditelné změny.

Při vkládáńı nových hran se použ́ıvá algoritmus local refinement uvedený výše, kde
se krajńı body vložené hrany vkládaj́ı jako nové body śıtě. Někdy je nutné vložit i daľśı
pomocné body.
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Tn

metoda
nejmenš́ıch čtverc̊u

T0

T1 T2

Obrázek 2.41: Postup při T-spline simplification

Obrázek 2.42: Srovnáńı NURBS plochy (10 305 bod̊u) a T-spline (3 955 bod̊u)
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Obrázek 2.43: Srovnáńı NURBS plochy (4712 bod̊u) a T-spline (1109 bod̊u)

Obrázek 2.44: NURBS plochy před a po algoritmu T-spline simplification



68 KAPITOLA 2. SOUČASNÝ STAV PROBLEMATIKY



Kapitola 3

Výsledky práce

Při vědecké práci se lze zabývat známými pojmy, vlastnostmi a algoritmy s ćılem odhalit
nové souvislosti, objevit elegantněǰśı d̊ukaz či efektivněǰśı algoritmus. Druhou možnost́ı
je vydat se cestou nového vývoje do neprobádaných oblast́ı. Ve své práci jsem využila
oba př́ıstupy. Prvńı př́ıstup při zkoumáńı derivaćı, vlastnost́ı a zp̊usobech implementace
NURBS objekt̊u, druhý př́ıstup při rozboru a využit́ı T-spline ploch.

Hlavńı ćıle disertačńı práce:

1. Analytické vyjádřeńı derivace NURBS křivek, nový př́ımý d̊ukaz vzorce pro výpočet,
srovnáńı se současně použ́ıvanou numerickou derivaćı.

2. Využit́ı softwaru Maple pro modelaci vlivu uzlového vektoru na tvar NURBS.

3. Využit́ı NURBS interpolaćı v lékařstv́ı.

4. Matematická formulace nových trend̊u (T-Junctions, T-splines, T-NURCCs) a jejich
nové uplatněńı v geografických informačńıch systémech.

5. Popsat jednoduchá NURBS tělesa (válec, kužel, koule, anuloid) z netradičńıho ten-
zorového pohledu.

6. Navrhnout efektivńı zp̊usoby implementace NURBS křivek, ploch a základńıch těles
s ohledem na jejich stabilitu a rychlost.

7. Ověřit navržené metody implementaćı do německého komerčńıho CAD softwaru
RFEM3D.

8. Srovnat implementaci a stabilitu NURBS v grafických programech, kde jsou imple-
mentovány s programem RFEM 3D.

3.1 Derivace NURBS křivek

Pro technickou praxi jsou prvńı derivace nepostradatelné. Využ́ıvaj́ı se při mnoha fy-
zikálńıch výpočtech. NURBS křivka je definována rekurentně, př́ımý výpočet je tedy velmi
obt́ıžný.

69
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Následuj́ıćı pasáž popisuje mnou navržený d̊ukaz vzorce pro výpočet derivaćı NURBS
křivek, který je uveřejněn na stránkách Michigan Technological University (viz Shene
(Naposledy navšt́ıveno 11. 12. 2006)). Při daľśım studiu jsem objevila obdobný d̊ukaz
v Piegl – Tiller (2002). Tento d̊ukaz však na rozd́ıl od zde prezentovaného předpokládá
existenci speciálńıch vlastnost́ı NURBS křivek. Zde provedený d̊ukaz je tedy obecněǰśı.
Důkaz i jeho aplikace byly prezentovány na Konferenci o poč́ıtačové grafice a geometrii
(viz Procházková (2005)) a na evropské konferenci WSCG 2007 (Procházková – Procházka
(2007)).

3.1.1 Věta o derivaci B-spline funkce

Věta 3.1. Máme-li dánu B-spline funkci danou definićı 2.1 na str. 24, pak jej́ı prvńı
derivaci lze vyjádřit jako

C(t)′ =
m∑
i=0

Nn
i (t)′Pi, (3.1)

kde

Nn
i (t)′ =

n

ti+n − ti
Nn−1
i (t)− n

ti+n+1 − ti+1

Nn−1
i+1 (t) (3.2)

Důkaz:
Důkaz provedeme matematickou indukćı vzhledem ke stupni křivky n.
1. n = 0

N0
i (t) =

{
1 pro t ∈ 〈ti, ti + 1)

0 jinak

Je zřejmé, že derivace je ve všech př́ıpadech nula.
Po dosazeńı n = 0 do rovnice 3.2 je daný výraz také roven nule.
Pro n = 0 tedy věta plat́ı.

2. Předpokládejme, že věta plat́ı pro krok k = 0, 1, 2, . . . , n.
Hledáme Nn+1

i (t)′. Rozepsáńım B-spline funkćı podle definice máme

Nn+1
i (t)′ =

(
t− ti

ti+n+1 − ti
Nn
i (t) +

ti+n+2 − t

ti+n+2 − ti+1

Nn
i+1(t)

)′

, (3.3)

což zderivujeme jako součet dvou součin̊u

Nn+1
i (t)′ =

t− ti
ti+n+1 − ti

Nn
i (t)′ +

1

ti+n+1 − ti
Nn
i (t)

+
ti+n+2 − t

ti+n+2 − ti+1

Nn
i+1(t)

′ − 1

ti+n+2 − ti+1

Nn
i+1(t). (3.4)
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Podle předpokladu známe derivace stupně n, které dosad́ıme do předchoźı rovnice a
roznásob́ıme

Nn+1
i (t)′ =

t− ti
ti+n+1 − ti

(
n

ti+n − ti
Nn−1
i (t)

)
(3.5)

− t− ti
ti+n+1 − ti

(
n

ti+n+1 − ti+1

Nn−1
i+1 (t)

)
(3.6)

+
ti+n+2 − t

ti+n+2 − ti+1

(
n

ti+n+1 − ti+1

Nn−1
i+1 (t)

)
(3.7)

− ti+n+2 − t

ti+n+2 − ti+1

(
n

ti+n+2 − ti+2

Nn−1
i+2 (t)

)
(3.8)

+
1

ti+n+1 − ti
Nn
i (t)− 1

ti+n+2 − ti+1

Nn
i+1(t). (3.9)

Pokud uděláme malou úpravu s hledaným výrazem Nn+1
i (t)′ a rozeṕı̌seme polynomy Nn

i ,
Nn
i+1 pod́ıl̊u obsahuj́ıćıch v čitateli proměnnou n, dostáváme:

Nn+1
i (t)′ =

1

ti+n+1 − ti
Nn
i (t)− 1

ti+n+2 − ti+1

Nn
i+1(t) (3.10)

+
n

ti+n+1 − ti

(
t− ti
ti+n − ti

Nn−1
i (t)

)
(3.11)

+
n

ti+n+1 − ti

(
ti+n+1 − t

ti+n+1 − ti+1

Nn−1
i+1 (t)

)
(3.12)

− n

ti+n+2 − ti+1

(
t− ti+1

ti+n+1 − ti+1

Nn−1
i+1 (t)

)
(3.13)

− n

ti+n+2 − ti+1

(
ti+n+2 − t

ti+n+2 − ti+2

Nn−1
i+2 (t)

)
. (3.14)

Porovnáńı obou vyjádřeńı je zřejmé, že části 3.10 a 3.9, 3.11 a 3.5, 3.14 a 3.8 se rovnaj́ı.
Pro části 3.12, 3.13 a 3.6, 3.7 u polynomu Nn−1

i+1 však rovnost neńı zřejmá. Muśı se provést
úpravy část́ı 3.6, 3.7. Části 3.6, 3.7 maj́ı společný součin n · Nn−1

i+1 , budeme poč́ıtat bez
něj. Výraz

− t− ti
(ti+n+1 − ti)(ti+n+1 − ti+1)

+
ti+n+2 − t

(ti+n+2 − ti+1)(ti+n+1 − ti+1)

převedeme na společného jmenovatele a roznásob́ıme

−tti+n+2 + tti+1 + titi+n+2 − titi+1 + ti+n+2ti+n+1 − titi+n+2 − tti+n+1 + tti
(ti+n+1 − ti)(ti+n+1 − ti+1)(ti+n+2 − ti+1)

.

Součin titi+n+2 se odečte a nyńı provedeme umělý krok – v čitateli přičteme a odečteme
součin ti+1ti+n+1. Vytýkáńım uprav́ıme na tvar:

(ti+n+2 − ti+1)(ti+n+1 − t) + (ti+n+1 − ti)(ti+1 − t)

(ti+n+1 − ti)(ti+n+1 − ti+1)(ti+n+2 − ti+1)
.



72 KAPITOLA 3. VÝSLEDKY PRÁCE

Rozděĺıme na dva zlomky, zkrát́ıme a přidáńım společné části n ·Nn−1
i+1 dostáváme

n(ti+n+1 − t)

(ti+n+1 − ti)(ti+n+1 − ti+1)
Nn−1
i+1 − n(t− ti+1)

(ti+n+1 − ti+1)(ti+n+2 − ti+1)
Nn−1
i+1 ,

což jsou sč́ıtance shodné s částmi 3.12, 3.13. T́ım jsme dokázali rovnost vztah̊u a věta
plat́ı.

3.1.2 Programováńı derivaćı NURBS křivek

V rámci své spolupráce s firmou Fem Consulting, jsem programovala výpočet derivaćı
s použit́ım dokázaného vzorce do jejich komerčńıho softwaru RFEM 3D, kde byl v roce
2006 implementován.

NURBS křivky jsou definovány jako lomená funkce s B-spline funkćı v čitateli i jme-
novateli. Je nutné tento vztah derivovat jako pod́ıl. Nejdř́ıve je nutné ošetřit diferenco-
vatelnost, zda násobnost uzlového vektoru nezp̊usob́ı bod spojitosti C0. V daľśım kroku
zkontrolovat speciálńı př́ıpad, který může nastat a poté samotný výpočet. Následuj́ıćı věta
udává, jaký vliv má opakováńı uzlu v uzlovém intervalu:

Věta 3.2. Je-li násobnost uzlu rovna s, pak křivka stupně n má v bodě, který odpov́ıdá
tomuto parametru spojitost Cn−s

Algoritmus výpočtu

Vstup: NURBS křivka, parametr t
Výstup: derivace v bodě křivky C(t)

1. Ověřeńı diferencovatelnosti

• Nalezeńı intervalu, kde parametr t lež́ı.

• Je-li parametr t roven uzlu, určeńı jeho násobnosti.

• Je-li spojitost podle věty 3.2 alespoň C1, lze derivaci spoč́ıtat.

• speciálńı př́ıpad
Je-li spojitost v daném bodě C0 a okolńı ř́ıdićı body od bodu, ve kterém se
poč́ıtá derivace, lež́ı na př́ımce, měńı se t́ım spojitost na C1 a derivaci lze
spoč́ıtat.

Názorně to vid́ıme na př́ıpadu kružnice (obr. 3.1).

P1 P2 P3

Obrázek 3.1: Speciálńı př́ıpad derivace
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Uzlový vektor pro kružnici je (0, 0, 0, 0.25, 0.25, 0.5, 0.5, 0.75, 0.75, 1, 1, 1) a stu-
peň je dva. Pro parametr t = 0.25 je násobnost uzlu 2, spojitost podle věty
3.2 by měla být C0. Pro tento parametr je odpov́ıdaj́ıćım bod křivky bod
P2. Okolńı ř́ıdićı body P1 a P3 společně s t́ımto bodem lež́ı na jedné př́ımce.
V tomto bodě muśı derivace existovat, nebot’ zde existuje tečna P1P3. K ověřeńı
této podmı́nky jsem sestavila konečný automat, který je znázorněn na obr. 3.3.
Jednotlivé stavy nabývaj́ı hodnot od nuly do 17, koncový stav je 50, pokud
podmı́nka neńı splněna, nebo 100, pokud podmı́nka plat́ı.

2. Odvozeńı vzorce pro výpočet

Máme dánu obecnou NURBS křivku (viz definice 2.20, str. 46). Jej́ı derivaci prove-
deme zderivováńım výrazu jako pod́ılu:

C (t)′ =

(∑m
i=0wiPiN

n
i (t)∑m

i=0wiN
n
i (t)

)′

= (3.15)

=

∑m
i=0wiPiN

n
i (t)′

∑m
i=0wiN

n
i (t)−

∑m
i=0wiPiN

n
i (t)

∑m
i=0wiN

n
i (t)′

(
∑m

i=0wiN
n
i (t))

2 .

3. Programové zpracováńı

• Výpočet polynomů Nn
i (t) – pomoćı deBoorova algoritmu.

Postup:
1. Inicializace: naplńıme pole nulami, kromě proměnné N[0][koeft], kde koeft

je koeficient levého uzlu intervalu, kde parametr t lež́ı. Podle definice B-spline
funkce je N[0][koeft] = 1.

2. Výpočet: pomoćı dvou for-cykl̊u, postup je zřejmý z obr. 2.11 a podrobně
popsán v části týkaj́ıćı se B-spline funkćı.

N[0]=1.0;

for (j=1; j<=stupen-pocetOpakovaniUzlu; j++){

left[j]=t-uzlVektor[i+1-j]

right[j]=uzlVektor[i+j]-t;

saved = 0.0;

for (r = 0; r<j; r++){

temp = N[r]/(right[r+1]+left[j-r]);

N[r] = saved+right[r+1]*temp;

saved = left[j-r]*temp;

}

N[j]=saved;

}

• Výpočet
∑m

i=0 PiwiN
n
i (t)′ a

∑m
i=0wiN

n
i (t)′
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Podle věty 3.1 plat́ı:

m∑
i=0

PiwiN
n
i (t)′ =

m∑
i=0

Piwi

(
n

ti+n − ti
Nn−1
i (t)− n

ti+n+1 − ti+1

Nn−1
i+1 (t)

)
.

Z předchoźıho kroku jsou uloženy hodnoty Nn−1
i (t) a ty můžeme použ́ıt. Výsle-

dek bude uložen ve dvou poĺıch – PiWiNinDer, WiNinDer, přičemž prvńı z nich
je trojrozměrné a druhé jednorozměrné.

• Výpočet
∑m

i=0 PiwiN
n
i (t) a

∑m
i=0wiN

n
i (t)

Výpočet je velmi jednoduchý, z de Boorova algoritmu známe hodnoty všech
polynomů Nn

i (t) uložených v poli N. Výsledné součty ulož́ıme do dvou poĺı –
soucetPiWiNin a soucetWiNin.

• Výsledek

Nyńı stač́ı vypočtené hodnoty dosadit do vztahu (3.15) a výsledné derivace
jsou v trojrozměrném poli exit.

for (i = 0, 1, 2)

exit[i]=

(PiWiNinDer[i]*soucetWiNin - soucetPiWiNin[i]*WiNinDer)/

soucetWiNin^2;

Poznámka 15. Hodnota soucetWiNin použitá v předchoźım výpočtu je rovna jedné, po-
kud maj́ı všechny váhy hodnotu jedna (podle vlastnosti 4, str. 33 – součet jednotky).

V následuj́ıćı tabulce jsou uvedené vypočtené hodnoty derivace numerickou metodou,
která byla již implementována do softwaru RFEM 3D. Druhé hodnoty jsou vypočtené
analyticky pomoćı výše uvedeného algoritmu a dokázaného vzorce. Analytická metoda
dává přesné hodnoty. Jej́ı použit́ı bylo vhodněǰśı, nebot’ použ́ıvaná numerická metoda
neńı naprogramovaná s tak velkou přesnost́ı a při fyzikálńıch výpočtech je na přesnost
kladen velký d̊uraz.
Testovaćı křivka byla zadána:

Ř́ıdićı body: [0, 0, 0], [1, 1, 0], [2, 0, 0], [3, 1, 0], [4, 0, 0]
Váhový vektor: (1, 1, 1, 1, 1)
Stupeň křivky: 3
Uzlový vektor: (0, 0, 0, 0, 0.5, 1, 1, 1, 1)

Pro hodnotu t = 0 se poč́ıtá derivace v prvńım ř́ıdićım bodě [0, 0, 0]. Vzhledem k zadáńı
křivky je tečnou spojnice prvńıch dvou ř́ıdićıch bod̊u, tedy (1,−1). (V softwaru je osa
y opačně orientovaná.) V numerickém výpočtu vycháźı hodnoty (5.97,−5, 91). Zlepšeńı
oproti dř́ıve implementované metodě je v řádech setin.
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Numerická derivace Analytická derivace Rozd́ıl hodnot

t dx dy dx dy ∆ dx ∆ dy

0 5.9701 -5.9104 6 -6 -0.0299 0.0896

0.1 4.9201 -2.8804 4.92 -2.88 0.0001 -0.0004

0.2 4.0801 -0.7204 4.08 -0.72 0.0001 -0.0004

0.3 3.4801 0.4796 3.48 0.48 0.0001 -0.0004

0.4 3.1201 0.7196 3.12 0.72 0.0001 -0.0004

0.5 3.001 0.000 3 0 0.0001 0

0.6 3.1201 -0.7196 3.12 -0.72 0.0001 0.0004

0.7 3.4801 -0.4796 3.48 -0.48 0.0001 0.0004

0.8 4.0801 0.7204 4.08 0.72 0.0001 0.0004

0.9 4.9201 2.8804 4.92 2.88 0.0001 0.0004

0.9999 5.9695 5.908616 5.9988 5.9964 -0.0293 -0.0878

Tabulka 3.1: Derivace vypoč́ıtané numericky a analyticky v softwaru RFEM 3D

Obrázek 3.2: Vykreslené tečny pro hodnoty z tabulky
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Obrázek 3.3: Konečný automat pro ověřeńı kolineace bod̊u



3.2. VLIV UZLOVÉHO VEKTORU NA NURBS PLOCHY 77

3.2 Vliv uzlového vektoru na NURBS plochy

Každá NURBS plocha potřebuje ke svému zadáńı dva uzlové vektory. Jak již bylo řečeno,
jsou to neklesaj́ıćı posloupnosti kladných reálných č́ısel, které maj́ı určitá omezeńı a je-
jich modifikaćı lze měnit tvar plochy. Ovládáńı tvaru plochy pomoćı uzlových vektor̊u je
v literatuře silně opomı́jeno a přitom se jedná o obt́ıžný problém.

V následuj́ıćı části jsou uvedeny základńı typy uzlových vektor̊u. Zároveň jsou v soft-
waru Maple vykresleny jejich bázové funkce a výsledné plochy jsou všechny zobrazené v
aplikaci FemDev, což je testovaćı prostřed́ı softwaru RFEM 3D.

Bázovými funkcemi pro NURBS plochy je součin dvou B-spline funkćı (viz rovnice
(2.52)). Počet těchto součin̊u je (q + 1)× (r + 1). Rozepsáńım jsou to:

q∑
i=0

r∑
j=0

Nm
i (u)Nn

j (v) = Nn
0 N

m
0 +Nn

0 N
m
1 + . . .+Nn

0 N
m
r +Nn

1 N
m
0 + . . .+Nn

q N
m
r

Každý z těchto součin̊u je násoben př́ıslušným ř́ıdićım bodem Pij. Hodnota součinu je
vždy č́ıslo v intervalu 〈0, 1〉 podle vlastnosti 1 v části 2.3.2. Toto č́ıslo udává – stejně jako
u křivek – kolika procenty má daný bod vliv na polohu výsledného bodu.

Př́ıklad:

Vezměme dva ekvidistantńı uzlové vektory pro plochu stupně dva.
u = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)
v = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

Pro libovolnou dvojici (u, v) spoč́ıtáme vliv jednotlivých bázových funkćı na výslednou
hodnotu bodu:

Zvoĺıme (u, v) = (2.8, 4.2). Hodnota 2.8 lež́ı v intervalu 〈2, 3) a hodnota v = 4.2 v in-
tervalu 〈4, 5). Pro parametr u jsou nenulové bázové funkce N2

0 , N
2
1 , N

2
2 a pro parametr

v N2
2 , N

2
3 , N

2
4 .

Vypočtené hodnoty:

N2
0 (2.8) = 0.02

N2
1 (2.8) = 0.66

N2
2 (2.8) = 0.32

N2
2 (4.2) = 0.32

N2
3 (4.2) = 0.66

N2
4 (4.2) = 0.02

Výsledný bod tedy ovlivňuje devět součin̊u vytvořených z hodnot uvedených výše:

S(2.8, 4.2) = P02N
2
0 (2.8)N2

2 (4.2) + P03N
2
0 (2.8)N2

3 (4.2) + P04N
2
0 (2.8)N2

4 (4.2)

+ P12N
2
1 (2.8)N2

2 (4.2) + P13N
2
1 (2.8)N2

3 (4.2) + P14N
2
1 (2.8)N2

4 (4.2)

+ P22N
2
2 (2.8)N2

2 (4.2) + P23N
2
2 (2.8)N2

3 (4.2) + P24N
2
2 (2.8)N2

4 (4.2).
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Dosazeńım hodnot polynomů dostáváme:

S(2.8, 4.2) = P020.0064 + P030.0132 + P040.0004

+ P120.2112 + P130.4356 + P110.0132

+ P220.1024 + P230.2112 + P210.0064.

Znamená to, že např́ıklad bod P13 má na výslednou hodnotu vliv 43.56 procent. Také
podle vlastnosti 2 na straně 55 je vidět, že součet všech vypoč́ıtaných hodnot je jedna.

3.2.1 Ekvidistantńı uzlový vektor (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

Bázové funkce stupně jedna

N1
0 (u )N1

0 (v ) =


uv pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈0, 1)

u(2− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈1, 2)

0 jinak

N1
0 (u )N1

1 (v ) =


u(v − 1) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈1, 2)

u(3− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈2, 3)

0 jinak

N1
0 (u )N1

2 (v ) =


u(v − 2) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈2, 3)

u(4− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈3, 4)

0 jinak

N1
0 (u )N1

3 (v ) =


u(v − 3) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈3, 4)

u(5− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈4, 5)

0 jinak

N1
0 (u )N1

4 (v ) =


u(v − 4) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈4, 5)

u(6− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈5, 6)

0 jinak

N1
0 (u )N1

5 (v ) =


u(v − 5) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈5, 6)

u(7− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈6, 7)

0 jinak

Nyńı je třeba vźıt funkci N1
0 na intervalu 〈1, 2). V předchoźıch př́ıpadech je nutné

nahradit člen u polynomem 2− u. Poté se vypoč́ıtaj́ı všechny součiny

N1
i (u)N1

j (v) , kde i = 1, 2, 3, 4, 5, j = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Analogicky část pro N1
j (v) z̊ustává stejná, jen N1

i (u) se měńı a to následuj́ıćım
zp̊usobem.
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N1
1 (u ) =


u− 1 pro u ∈ 〈1, 2)

3− u pro u ∈ 〈2, 3)

0 jinak

N1
2 (u ) =


u− 2 pro u ∈ 〈2, 3)

4− u pro u ∈ 〈3, 4)

0 jinak

N1
3 (u ) =


u− 3 pro u ∈ 〈3, 4)

5− u pro u ∈ 〈4, 5)

0 jinak

N1
4 (u ) =


u− 4 pro u ∈ 〈4, 5)

6− u pro u ∈ 〈5, 6)

0 jinak

N1
5 (u ) =


u− 5 pro u ∈ 〈5, 6)

7− u pro u ∈ 〈6, 7)

0 jinak

Bázové funkce stupně dva

N2
0 (u )N2

0 (v ) =


u2

2
v2

2
pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈0, 1)

u2

2
(−v2 + 3v − 3

2
) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈1, 2)

u2

2
(3−v)2

2
pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈2, 3)

0 jinak

N2
0 (u )N2

1 (v ) =


u2

2
(v−1)2

2
pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈1, 2)

u2

2
(−v2 + 5v − 11

2
) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈2, 3)

u2

2
(4−v)2

2
pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈3, 4)

0 jinak

N2
0 (u )N2

2 (v ) =


u2

2
(v−2)2

2
pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈2, 3)

u2

2
(−v2 + 9v − 23

2
) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈3, 4)

u2

2
(5−v)2

2
pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈4, 5)

0 jinak

N2
0 (u )N2

3 (v ) =


u2

2
(v−3)2

2
pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈3, 4)

u2

2
(−v2 + 9v − 39

2
) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈4, 5)

u2

2
(6−v)2

2
pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈5, 6)

0 jinak
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N2
0 (u )N2

4 (v ) =


u2

2
(v−4)2

2
pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈4, 5)

u2

2
(−v2 + 11v − 59

2
) pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈5, 6)

u2

2
(7−v)2

2
pro (u, v) ∈ 〈0, 1)× 〈6, 7)

0 jinak

Nyńı vezmeme interval 〈1, 2), kde je N2
0 (u) také nenulová. V předchoźıch výrazech se

pouze změńı polynom u2

2
na polynom (−u2 + 3u − 3

2
) a interval výpočt̊u bude (u, v) ∈

〈1, 2)× 〈0, 7) .
Pro daľśı interval 〈2, 3), kde jeN2

0 (u) také nenulová, nahrad́ıme polynom (−u2+3u− 3
2
)

polynomem (3−u)2
2

.

V daľśım kroku je třeba vypoč́ıtat součiny N2
1 (u)N2

j (v) pro j = 0, 1, 2, 3, 4.

N2
1 (u ) =


(u−1)2

2
pro u ∈ 〈1, 2)

−u2 + 5u− 11
2

pro u ∈ 〈2, 3)
(4−u)2

2
pro u ∈ 〈3, 4)

0 jinak

Členy N2
j (v) pro j = 0, 1, 2, 3, 4 jsou stejné jako pro funkci N2

0 (u) uvedené výše.
Analogicky se spoč́ıtaj́ı součiny s bázovou funkćı N2

2 (u), N2
3 (u), N2

4 (u). Výsledné plochy
jsou v Maplu vykresleny na obr. 3.4, 3.5.

N2
2 (u ) =


(u−2)2

2
pro u ∈ 〈2, 3)

−u2 + 7u− 23
2

pro u ∈ 〈3, 4)
(5−u)2

2
pro u ∈ 〈4, 5)

0 jinak

N2
3 (u ) =


(u−3)2

2
pro u ∈ 〈3, 4)

−u2 + 9u− 39
2

pro u ∈ 〈4, 5)
(6−u)2

2
pro u ∈ 〈5, 6)

0 jinak

N2
4 (u ) =


(u−4)2

2
pro u ∈ 〈4, 5)

−u2 + 11u− 59
2

pro u ∈ 〈5, 6)
(7−u)2

2
pro u ∈ 〈6, 7)

0 jinak

3.2.2 Neekvidistantńı uzlový vektor

Uzlový vektor u = v = (0, 0, 0, 0.3, 0.6, 1, 1, 1)

Vezmeme krajńı hodnoty intervalu a zjist́ıme, které bázové funkce jsou nenulové a tedy
které body p̊usob́ı na tvar plochy.
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Obrázek 3.4: Bázové polynomy pro ekvidistantńı uzlový vektor (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7).

Obrázek 3.5: Výsledná plocha pro ekvidistantńı uzlový vektor (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7).

Pro (u, v) = (0, 0) jsou N2
0 (u) = 1, N2

0 (v) = 1. Všechny ostatńı jsou nulové. Tedy:

N2
0 (u)N2

0 (v) = 1.

Pouze bod P00 má vliv na výslednou plochu pro hodnoty (u, v) = (0, 0) 100 procent.
Plocha tedy t́ımto bodem procháźı.

Pro parametry (u, v) = (0, 1), (1, 0), (1, 1) je situace stejná. Bázové polynomy jsou:

N2
0 (u)N2

4 (u) = 1,

N2
4 (u)N2

0 (u) = 1,

N2
4 (u)N2

4 (u) = 1.

Body P04, P40, P44 lež́ı na výsledné NURBS ploše. Obecně, je-li uzlový vektor tvaru:

0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
stupen+1

, . . . , 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
stupen+1

,
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poté NURBS plocha (m+1)×(n+1) bod̊u procháźı body P00, P0n, Pm0, Pmn. Toto tvrzeńı
lze dokázat zobecněńım předchoźıho př́ıpadu.

Bázové funkce stupně jedna

N1
0 (u)N1

i (v) = 0

pro všechna i = 0, 1, . . . , 4

N1
1 (u )N1

1 (v ) =

{
100
9

(0.3− u)(0.3− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0, 0.3)

0 jinak

N1
1 (u )N1

2 (v ) =


100
9

(0.3− u)v pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0, 0.3)
100
9

(0.3− u)(0.6− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0.3, 0.6)

0 jinak

N1
1 (u )N1

3 (v ) =


100
9

(0.3− u)(v − 0.3) pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0.3, 0.6)
100
12

(0.3− u)(1− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0.6, 1)

0 jinak

N1
1 (u )N1

4 (v ) =

{
100
12

(0.3− u)(v − 0.6) pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0.6, 1)

0 jinak

Analogicky k ekvidistantńımu uzlovému vektoru vezmeme všechny kombinace pro pa-
rametr u. To jsou následuj́ıćı polynomy:

N1
2 (u ) =


10
3
u pro u ∈ 〈0, 0.3)

10
3
(0.6− u) pro u ∈ 〈0.3, 0.6)

0 jinak

N1
3 (u ) =


10
3
(u− 0.3) pro u ∈ 〈0.3, 0.6)

10
4
(1− u) pro u ∈ 〈0.6, 1)

0 jinak

N1
4 (u ) =

{
10
4
(u− 0.6) pro u ∈ 〈0.6, 1)

0 jinak
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Bázové funkce stupně dva

N2
0 (u )N2

0 (v ) =

{
10
3
(0.3− u)10

3
(0.3− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0, 0.3)

0 jinak

N2
0 (u )N2

1 (v ) =



100
9

(0.3− u)2
(

100
9
v(0.3− v) + 100

18
v (0.6− v)

)
pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0, 0.3)

100
9

(0.3− u)2 100
18

(0.6− v)2

pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0.3, 0.6)

0 jinak

N2
0 (u )N2

2 (v ) =



100
9

(0.3− u)2 100
18
v2

pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0, 0.3)
100
9

(0.3− u)2
(

100
18
v(0.6− v) + 100

21
(1− v)(v − 0.3)

)
pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0.3, 0.6)

100
9

(0.3− u)2 100
28

(1− v)2

pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0.6, 1)

0 jinak

N2
0 (u )N2

3 (v ) =



100
9

(0.3− u)2 100
21

(v − 0.3)2

pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0.3, 0.6)
100
9

(0.3− u)2
(

100
28

(v − 0.3)(1− v) + 100
16

(1− v)(v − 0.6)
)

pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0.6, 1)

0 jinak

N2
0 (u )N2

4 (v ) =

{
100
9

(0.3− u)2 100
16

(v − 0.6)2 pro (u, v) ∈ 〈0, 0.3)× 〈0.6, 1)

0 jinak

K źıskáńı všech bázových polynomů muśıme vyměnit polynom v proměnné u za
následuj́ıćı výrazy. Bázové funkce jsou vykresleny na obr. 3.6 a výsledná plocha je na
obr. 3.7.

N2
1 (u ) =


100
9
u(1− u) + 100

18
u(0.6− u) pro u ∈ 〈0, 0.3)

100
18

(0.6− u)2 pro u ∈ 〈0.3, 0.6)

0 jinak

N2
2 (u ) =


100
18
u2 pro u ∈ 〈0, 0.3)

100
18
u(0.6− u) + 100

21
(u− 0.3)(1− u) pro u ∈ 〈0.3, 0.6)

100
28

(1− u)2 pro u ∈ 〈0.6, 1)

0 jinak
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N2
3 (u ) =


100
21

(u− 0.3)2 pro u ∈ 〈0.3, 0.6)
100
28

(u− 0.3)(1− u) + 100
16

(u− 0.6)(1− u) pro u ∈ 〈0.6, 1)

0 jinak

N2
4 (u ) =

{
100
16

(u− 0.6)2 pro u ∈ 〈0.6, 1)

0 jinak

Obrázek 3.6: Bázové polynomy pro vektory u = v = (0, 0, 0, 0.3, 0.6, 1, 1, 1)

Obrázek 3.7: Výsledná plocha pro vektory u = v = (0, 0, 0, 0.3, 0.6, 1, 1, 1)
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Uzlový vektor u = v = (0, 0, 0, 0.5, 0.5, 1, 1, 1)

Vnitřńı uzel 0.5 se opakuje dvakrát, což je rovno stupni výsledné NURBS plochy. Podle
vlastnosti 5 (str. 56) je spojitost v bodě S(0.5, 0.5) rovna nule, tedy plocha procháźı
bodem S(0.5, 0.5) a vytvář́ı zde ostrý přechod. Podle obr. 3.8 je zřejmé, že existuje jediná
bázová funkce, která zde má vliv 100 procent. Výslednou plochu vid́ıme na obr. 3.9.

Bázové funkce stupně jedna

N1
0 (u )N1

i (v ) = 0

pro všechna i = 0, 1, . . . , 4

N1
i (u )N1

0 (v ) = 0

pro všechna i = 0, 1, . . . , 4

N1
1 (u )N1

1 (v ) =

{
(0.5− u)(0.5− v)/0.25 pro (u, v) ∈ 〈0, 0.5)× 〈0, 0.5)

0 jinak

N1
1 (u )N1

2 (v ) =

{
(0.5− u)v/0.25 pro (u, v) ∈ 〈0, 0.5)× 〈0, 0.5)

0 jinak

N1
1 (u )N1

3 (v ) =

{
(0.5− u)(1− v)/0.25 pro (u, v) ∈ 〈0, 0.5)× 〈0.5, 1)

0 jinak

N1
1 (u )N1

4 (v ) =

{
(0.5− u)(v − 0.5) pro (u, v) ∈ 〈0, 0.5)× 〈0.5, 1)

0 jinak

Analogicky k ekvidistantńımu uzlovému vektoru bereme všechny kombinace pro para-
metr u. To jsou následuj́ıćı polynomy:

N1
2 (u ) =

{
2u pro u ∈ 〈0, 0.5)

0 jinak

N1
3 (u ) =

{
2(1− u) pro u ∈ 〈0.5, 1)

0 jinak

N1
4 (u ) =

{
2(u− 0.5) pro u ∈ 〈0.5, 1)

0 jinak
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Bázové funkce stupně dva

N2
0 (u )N2

0 (v ) =

{
16(0.5− u)2(0.5− v)2 pro (u, v) ∈ 〈0, 0.5)× 〈0, 0.5)

0 jinak

N2
0 (u )N2

1 (v ) =

{
32(0.5− u)2v(0.5− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 0.5)× 〈0, 0.5)

0 jinak

N2
0 (u )N2

2 (v ) =


16v2(0.5− u)2 pro (u, v) ∈ 〈0, 0.5)× 〈0, 0.5)

16(0.5− u)2(1− v)2 pro (u, v) ∈ 〈0, 0.5)× 〈0.5, 1)

0 jinak

N2
0 (u )N2

3 (v ) =

{
32(0.5− u)2(v − 0.5)(1− v) pro (u, v) ∈ 〈0, 0.5)× 〈0.5, 1)

0 jinak

N2
0 (u )N2

4 (v ) =

{
16(0.5− u)2(v − 0.5)2 pro (u, v) ∈ 〈0, 0.5)× 〈0.5, 1)

0 jinak

A opět k źıskáńı všech bázových polynomů muśıme vyměnit polynom v proměnné u
za následuj́ıćı výrazy.

N2
1 (u ) =

{
8u(0.5− u) pro u ∈ 〈0, 0.5)

0 jinak

N2
2 (u ) =


4u2 pro u ∈ 〈0, 0.5)

4(1− u)2 pro u ∈ 〈0.5, 1)

0 jinak

N2
3 (u ) =

{
8(u− 0.5)(1− u) pro u ∈ 〈0.5, 1)

0 jinak

N2
4 (u ) =

{
4(u− 0.5)2 pro u ∈ 〈0.5, 1)

0 jinak

Bázové funkce jsou vykresleny na obr. 3.8 a výsledná plocha je vykreslena na obr. 3.9.
Vzhledem k tomu, že ř́ıdićı body prostředńıho sloupce lež́ı na př́ımce, vznikla zde hrana
mı́sto ostrého vrcholu.

3.2.3 Ovládáńı NURBS ploch

Ovládáńı NURBS ploch pomoćı uzlového vektoru neńı jednoduché. Pro srovnáńı jsou zde
uvedeny daľśı možnosti práce – využit́ı stupně, ř́ıdićıch bod̊u a jejich vah. V posledńı části
je přehledně vysvětlena práce s uzlovými vektory s ukázkami výsledných ploch.
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Obrázek 3.8: Bázové polynomy pro vektory u = v = (0, 0, 0, 0.5, 0.5, 1, 1, 1)

Obrázek 3.9: Výsledná plocha pro vektory u = v = (0, 0, 0, 0.5, 0.5, 1, 1, 1)

Vliv stupně plochy

Stupeň plochy je jediná změna, která je globálńı. Největš́ı rozd́ıl je samozřejmě při stupni
jedna (př́ımková plocha) a stupněm dva a vyšš́ımi. Rozd́ıl mezi vyšš́ımi stupni již neńı
tak zřejmý, ale zvyšuje se hladkost plochy. Může se lépe pracovat s uzlovým vektorem a
zvyšovat násobnost některých uzl̊u.

Na obr. 3.10 je vidět rozd́ıl mezi př́ımkovou a kvadratickou plochou. U křivek se zadával
nejnižš́ı stupeň křivky dva, nebot’ neńı potřeba zadávat úsečku jako NURBS křivku.
Pro NURBS plochy povoĺıme i stupeň jedna, protože mnoho ploch technické praxe je
př́ımkových - válec, kužel, př́ımkové konoidy, hyperboloid, atp.
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Obrázek 3.10: Obecná plocha stupně jedna a dva

Vliv polohy bodu

Změna polohy bodu je jedna z nejnázorněǰśıch. Změna je to pouze lokálńı, dojde ke změně
plochy pouze v okolńıch bodech. Podle vlastnosti 4 na straně 56 je to pro bod Pij interval
parametru 〈ui, ui+n+1)×〈vi, vi+m+1), kde m,n jsou stupně v obou směrech. Pro názornost
jsem sestrojila obecnou plochu 4× 4 body (viz obr. 3.10) zadanou následovně:

Stupeň:

m = n = 2

Uzlové vektory:

u = (0, 0, 0, 0.5, 1, 1, 1)

v = (0, 0, 0, 0.5, 1, 1, 1)

ř́ıdićı body:

1. sloupec: (−1, 0, 6) , (0,−2, 6) , (0,−4, 6) , (−1,−8, 6)

2. sloupec: (0, 0, 0) , (0,−2, 0) , (0,−4, 0) , (0,−8, 0)

3. sloupec: (6, 0, 0) , (6,−2, 0) , (6,−4, 0) , (6,−8, 0)

3. sloupec: (8, 0, 6) , (6,−2, 6) , (7,−4, 6) , (8,−8, 6)

Váhy:

wij = 1 pro všechna Pij, i = 0, . . . , n, j = 0, . . . ,m.

Na obr. 3.11 je zobrazeno posunut́ı bodu P11 – druhý sloupec, druhý bod. Souřadnice
jsou změněny na (−5,−2, 0). Velmi dobře je vidět posun plochy k bodu. Důležité je, že
spojitost z̊ustává zachována.

Je nutné upozornit na speciálńı př́ıpady popsané u derivaćı NURBS křivek v části 3.1.
V ř́ıdićım bodě Pi urč́ıme spojitost C0 podle tvaru uzlového vektoru. Vzhledem k tomu, že
ř́ıdićı body Pi−1 a Pi+1 lež́ı na př́ımce, je spojitost C1. Dojde-li k posunu některého z těchto
bod̊u, je spojitost porušena. V př́ıpadě válce nastane posunem bodu sńıžeńı spojitosti na
C0 (viz obr. 3.12).
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Obrázek 3.11: Vliv polohy bodu na tvar křivky

Obrázek 3.12: Vliv polohy bodu na tvar křivky – porušeńı spojitosti

Vliv váhy

Všem bod̊um NURBS ploch jsou přǐrazeny váhy. Implicitně jsou všechny nastaveny na
hodnotu jedna. Je-li váha větš́ı než jedna, zvětšuje se vliv daného bodu a plocha se k bodu
v́ıce přibližuje. Je-li váha v intervalu (0, 1), snižuje se vliv bodu a plocha se oddaluje.
V moj́ı práci jsem záporné hodnoty nedovolila. V literatuře Piegl – Tiller (2002), Piegl
(1989) se uvád́ı možnosti použit́ı záporných vah pro konstrukci doplňkových oblouk̊u. Pro
uživatele mi tato možnost nepřipadá vhodná a dá se obej́ıt jinou volbou zadáńı.

Na obr. 3.13 jsou vidět dvě modifikace základńı obecné plochy zadané v předchoźı
části pomoćı změny váhy.
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Obrázek 3.13: Vliv váhy na tvar plochy, w2 = 4.0, w2 = 0.2

Vliv uzlového vektoru

Nejobt́ıžněǰśı k ovládáńı je modifikace uzlového vektoru. V části 2.2 věnované B-spline
křivkách je podrobně vysvětleno, jak se křivka měńı v závislosti na uzlovém vektoru.
Chováńı ploch je analogické. Nejdř́ıve si uvedeme př́ıpad, kdy plocha procháźı rohovými
body, poté vezmeme změnu neekvidistantńıho uzlového vektoru a na závěr vytvořeńı bod̊u
nespojitosti.

Je nutné si uvědomit, že každá dvojice součin̊u Nn
i (u)Np

j (v) je spojena s jediným
bodem Pij, jehož vliv na tvar plochy pro vstupńı parametry určuje.

Vezměme uzlové vektory u,v:
u = (0, 0, 0, 1/3, 2/3, 1, 1, 1)
v = (0, 0, 0, 1/3, 2/3, 1, 1, 1).

Pro parametry (u, v) = (0, 0) jsou N2
0 (u) = 1, N2

0 (v) = 1. Všechny daľśı polynomiálńı
funkce stupně nula jsou rovny nule. Existuje jediná nezáporná bázová funkce

N2
0 (u)N2

0 (v) = 1,

která je spojena s bodem P00. Tento bod lež́ı na výsledné ploše, nebot’ bázová funkce má
v něm vliv 100 procent. Stejná situace nastává pro parametry (u, v) = (0, 1), (1, 0), (1, 1).
Nenulové bázové funkce jsou:

N2
0 (u)N2

4 (u) = 1, N2
4 (u)N2

0 (u) = 1, N2
4 (u)N2

4 (u) = 1.

Body P04, P40, P44 lež́ı na výsledné ploše. Obecně, maj́ı-li uzlové vektory tvar:

0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
degree+1

, . . . , 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
degree+1

,

potom NURBS plocha složená z m× n bod̊u procháźı body P00, P0n, Pm0, Pmn. Důkaz je
pouhým zobecněńım předchoźı úvahy. Bázové funkce a výsledná plocha tohoto typu jsou
znázorněny na obr. 3.14.
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Obrázek 3.14: Neuniformńı uzlový vektor (0, 0, 0, 1/3, 2/3, 1, 1, 1)

Vezměme uzlové vektory u,v:
u = (0, 0, 0, 0.5, 0.5, 1, 1, 1)
v = (0, 0, 0, 0.5, 0.5, 1, 1, 1).

Vzhledem k vlastnosti 5 (str. 56) je spojitost plochy S(u, v) v bodech odpov́ıdaj́ıćıch
parametr̊um u = 0.5 nebo v = 0.5 nulová. Jak je vidět na obr. 3.15 body P02, P20, P22,
P24, P42 lež́ı na NURBS ploše. Vzhledem k tomu, že ř́ıdićı body druhého sloupce lež́ı na
př́ımce, vznikla zde hrana.

N2
0 (u)N2

2 (u) = 1 N2
2 (u)N2

0 (u) = 1

N2
2 (u)N2

2 (u) = 1 N2
2 (u)N2

4 (u) = 1

N2
4 (u)N2

2 (u) = 1.

Bázové funkce v těchto bodech jsou rovny jedné, což je patrné z grafu na obr. 3.15, kde
jsou zřejmě viditelné lokálńı extrémy. Podle předchoźı části plocha procháźı také body
P00, P40, P04, P44.

Necht’ S(u, v) a S(u, v) jsou dvě NURBS plochy se stejnými parametry, ale s odlǐsnými
uzlovými vektory:
u = (0, 0, 0, 0.2, 0.4, 1, 1, 1) v = (0, 0, 0, 0.2, 0.4, 1, 1, 1).
u = (0, 0, 0, 0.6, 0.8, 1, 1, 1) v = (0, 0, 0, 0.6, 0.8, 1, 1, 1).

Porovnejme rozd́ıly mezi plochami S, S. Např. pro parametry (u, v) = (0.7, 0.7). spoč́ıtáme
bázové polynomy.
Plocha S(u, v)

0.7 ∈ 〈0.4, 1) =⇒ N2
2 (0.7), N2

3 (0.7), N2
4 (0.7) 6= 0 =⇒

Body Pij, kde i, j = 2, 3, 4, maj́ı vliv na výslednou plochu.

Plocha S(u, v)

0.7 ∈ 〈0.6, 0.8) =⇒ N2
1 (0.7), N2

2 (0.7), N2
3 (0.7) 6= 0 =⇒

Body Pij, kde i, j = 1, 2, 3, maj́ı vliv na výslednou plochu.
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Obrázek 3.15: Uzlový vektor (0, 0, 0, 0.5, 0.5, 1, 1, 1)

Je zřejmé, že pro parametry (0.7, 0.7) se použij́ı r̊uzné ř́ıdićı body. Bod P22 má vliv
3.5 procent na plochu S, ale pro plochu S je vliv 66 procent.

Názorně je to vidět na obr. 3.16, kde jsou bázové polynomy pro obě plochy. Na obr.
3.17 vid́ıme výsledné NURBS plochy. Ovládáńı pomoćı uzlového vektoru je náročné, pro
uživatele je vhodné k vytvořeńı bod̊u nespojitosti či zd̊urazněńı určité části plochy.

Obrázek 3.16: Bázové funkce pro neuniformńı uzlové vektory

3.3 NURBS plochy jako tenzorový součin

V literatuře (Piegl – Tiller (2002), Shene (Naposledy navšt́ıveno 11. 12. 2006)) se lze setkat
s pojmem tensor product surface, kterým se popisuj́ı plochy, avšak neńı vysvětleno jakým
zp̊usobem jednotlivé plochy vznikaj́ı. V této části proto poṕı̌seme jednotlivá NURBS
tělesa jako tenzorový součin. Teorie týkaj́ıćı se tenzorového součinu je popsána v části
1.1.4. Nejdř́ıve ukážeme již uveřejněné př́ıstupy a nesrovnalosti, na které jsme při jejich
studiu narazili. Z tohoto d̊uvodu jsme zavedli pojem kvazitenzorového součinu, který je
z geometrického i matematického pohledu korektńı.
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Obrázek 3.17: Výsledné NURBS plochy pro neuniformńı uzlové vektory

3.3.1 Tenzorový součin mezi Grassmannovými prostory

Racionálńı křivky jsou prvky Grassmannových prostor̊u. Daľśım možným zp̊usobem defi-
nováńı tenzorového součinu může být př́ımá definice mezi dvěma Grassmannovými pro-
story.

Grassmannovy prostory jsou rozš́ı̌reńım afinńıch prostor̊u o základńı operace. Teorii
a jejich vzájemné propojeńı lze nalézt např́ıklad v Goldman (2000). Základńı myšlenka
je převzata z klasické mechaniky, kde jsou body (umı́stěńı) a vektory (śıly). K bod̊um
můžeme také přidat objekty (hmotu), na kterou budou śıly p̊usobit. Tak vznikaj́ı hmotné
body, v našem př́ıpadě je nazýváme body s vahami.

V Grassmannově prostoru jsou tyto body dány dvojićı (P,w), kde P je bod afinńıho
prostoru a w je skalár. Body s nulovou vahou nazýváme vektory a znač́ıme (v, 0). Násobeńı
bodu skalárem definujeme tak, že pozice bodu z̊ustává stejná, pouze vynásob́ıme váhu.

c(wP,w) = (cwP, cw) c 6= 0

c(wP,w) = (0, 0) c = 0 (3.16)

Operace sč́ıtáńı dvou bod̊u s vahami je dána jako:

(w1P1, w1) + (w2P2, w2) = (w1P1 + w2P2, w1 + w2) (3.17)

kde w1 + w2 6= 0. Pokud w1 + w2 = 0, dostáváme vektor (m(P2 − P1), 0).
Geometricky lze vysvětlit zavedeńı operaćı jako práci s vektory vytvořenými ze základ-

ńıch bod̊u a libovolného pevně zvoleného počátku. Součet dvou bod̊u s váhami (umı́stěných
vektor̊u) je roven součtu těchto vektor̊u po složkách. Na obr.3.18 je znázorněn př́ıpad pro
rovinné body s váhami. Jsou dány dva body s vahami w1, w2. Sečteme vektory, které
určuj́ı a pr̊useč́ık Q výsledného vektoru s rovinou z = 1 je hledaný součet.

Sč́ıtáńı bod̊u je komutativńı a asociativńı. Pro násobeńı bodu skalárem plat́ı distribu-
tivńı zákony.

c ((w1P1, w1) + (w2P2, w2)) = c(w1P1, w1) + c(w2P2, w2) (3.18)
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x y

z

z = 1

0

(x1w1, y1w1, w1)

(x1, y1)

Q

(x2, y2)

(x2w2, y2w2, w2)

(x1w1 + x2w2, y1w1 + y2w2, w1 + w2)

Obrázek 3.18: Reprezentace bodu s váhou v Grassmannově prostoru

Pro práci s vektory plat́ı:

(v, 0) + (u, 0) = (v + w, 0)

c(v, 0) = (cv, 0) (3.19)

a součet bodu s vektorem je definován jako:

(wP,w) + (v, 0) = (wP + v, w) (3.20)

Grassmannovy prostory bod̊u s váhami slouž́ı ke konstrukci racionálńıch nebo po
částech racionálńıch křivek a ploch. Vezmeme posloupnosti ř́ıdićıch bod̊u s jejich váhami
(w0P0, w0), . . . , (wnPn, wn). Vybereme vhodné bázové funkce (Bézier, B-spline) a potom
definujeme křivku R(t) jako množinu bod̊u v afinńım prostoru, která je určena rovnićı:

R(t) =
∑
i=0

Bi(t)(wiPi, wi) (3.21)

Úpravou podle pravidel pro váhové body dostaneme známý tvar pro racionálńı křivku:

R(t) =

∑n
i=0wiBi(t)Pi∑n
j=0wjBj(t)

(3.22)

Problém nastává, pokud je některá z vah nulová. V Grassmannově prostoru existuj́ı
body s nulovou váhou – vektory. Proto můžeme vyjádřit křivku v Grassmanově prostoru
i s nulovými váhami jako:

R(t) =
∑
wi 6=0

Bi(t)(wiPi, wi) +
∑
wj=0

Bj(t)(vj, 0), (3.23)

což můžeme opět s použit́ım pravidel pro sč́ıtáńı a násobeńı skalárem upravit na známý
tvar:
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R(t) =
n∑
i=0

(
wiBi(t)∑n
j=0wjBj(t)

)
(Pi + v(t)), (3.24)

kde v(t) reprezentuje sumaci pro nulové body. Podrobný popis lze nalézt v Goldman
(2000).

Obecně máme dva Grassmannovy vektorové prostory, jejichž prvky jsou body afinńıho
prostoru reprezentované pomoćı vektor̊u umı́stěných v počátku. Mezi nimi jsme zavedli
v předchoźım odstavci operace sč́ıtáńı a násobeńı skalárem.

Necht’ je dán vektorový prostor V a v něm bázové vektory e0, e1, . . . , en. Hledáme
tenzorový součin V ⊗ V . Vezmeme dva vektory u,v ∈ V . V souřadnićıch máme:

u = u0e0 + . . .+ unen (3.25)

v = v0e0 + . . .+ vnen (3.26)

Pak můžeme zapsat tenzorový součin vektor̊u u⊗ v jako:

u⊗ v = u0v0e0 ⊗ e0 + u0v1e0 ⊗ e1 + . . .+ unvnen ⊗ en =
n∑
i=0

n∑
j=0

uiviei ⊗ ej

V našem př́ıpadě se budeme pohybovat v prostoru V4, což je prostor trojrozměrných
bod̊u s váhami. Máme tedy V4⊗V4. Dimenze výsledného prostoru je součin obou dimenźı,
tedy V16. Naš́ım úkolem je tedy naj́ıt vnořeńı prostoru V16 do V4 a následně do V3.

Toto vnořeńı však neńı jednoznačně dáno. Muśı se stanovit výrazná omezeńı. Daľśım
problémem v tomto př́ıstupu je prováděńı operaćı s body, resp. vektory, které je vyjadřuj́ı.
Např́ıklad posunut́ı bod̊u, které je nezbytné při hledáńı bod̊u válce, otáčeńı pro anuloid,
atd. Z tohoto d̊uvodu je tento př́ıstup pouze formálńı a přisṕıvá k pochopeńı významu
vah pro jednotlivé ř́ıdićı body.

3.3.2 Odvozeńı tenzorového součinu pomoćı vektorových
prostor̊u a přidružených lineárńıch forem

Následuj́ıćı př́ıstup je popsán v jednom z prvńıch děl týkaj́ıćıch se B-spline profesora Carl
de Boora (de Boor (1976)).

Necht’ U je vektorový prostor funkćı, všechny jsou definovány na množině X do
reálných č́ısel. A necht’ V je také vektorový prostor funkćı definovaný na množině Y
do R. Pro každé u ∈ U a v ∈ V pravidlo

w(t, s) = u(t)v(s), pro ∀(t, s) ∈ X × Y (3.27)

definuje funkci na X × Y , kterou nazýváme tenzorovým součinem u a v a znač́ıme u⊗ v.

Množina všech lineárńıch kombinaćı funkćı na X × Y typu u⊗ v pro libovolné u ∈ U
a v ∈ V se nazývá tenzorový součin U s V a znač́ıme jej U ⊗ V .
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Př́ıklad: Vezměme vektorový prostor Vk polynomů stupně k, které jsou definovány na R.
Druhý vektorový prostor Ul je prostorem polynomů stupně jedna definovaných také na
R. Tenzorový součin U⊗V je vektorový prostor Wk,l polynomů dvou proměnných stupň̊u
nejvýše k, resp. l definovaných na rovině X × Y = R2.

Necht’ máme dvě lineárńı formy f , resp. g na U , resp. V . Poté můžeme definovat f ⊗g
jako:

f ⊗ g(
∑
i

ui ⊗ vi) =
∑
i

f(ui)g(vi) pro ∀ui ⊗ vi. (3.28)

Pokud je f⊗g zobrazeńı na U⊗V , které splňuje rovnici (3.28), potom je f⊗g lineárńı
formou na U ⊗ V . Toto tvrzeńı muśıme nejdř́ıve zd̊uvodnit.

Vezměme libovolnou funkci w definovanou na X × Y a necht’ s je prvkem množiny Y .
Potom

ws(t) = w(t, s) pro ∀t ∈ X (3.29)

definuje funkci ws na X, kterou nazýváme s-̌rez funkce w.

Pokud vyjádř́ıme w jako

w =
∑
i

ui ⊗ vi, pro některá (ui, vi) ∈ U × V

pak z definice tenzorového součinu můžeme vypoč́ıtat ws(t) jako:

ws(t) =
∑
i

ui(t)vi(s) =
∑
i

vi(s)ui(t). (3.30)

Z rovnice (3.30) vyplývá, že ws ∈ U , můžeme tedy spoč́ıtat f(ws), kde f je lineárńı forma
na V , jako:

f(ws) =
∑
i

vi(s)(f(ui)). (3.31)

Označme wf množinu všech f -̌rez̊u funkce w, což je funkce definovaná na Y jako:

wf (s) = fws, pro ∀s ∈ Y. (3.32)

Výraz wf (s) z předchoźı rovnice záviśı pouze na w a f , ale ne na vyjádřeńı w pomoćı ui
a vi. Také můžeme vyjádřit wf z rovnice (3.31) jako:

f(ws) =
∑
i

f(ui)vi, pokud w =
∑
i

ui ⊗ vi. (3.33)

Rovnice (3.33) ukazuje, že wf je členem V , tedy můžeme spoč́ıtat výraz g(wf ) jako:

g(wf ) = g

(∑
i

f(ui)vi

)
=
∑
i

f(ui)g(vi) (3.34)

Z toho vyplývá, že výraz
∑

i f(ui)g(vi) záviśı pouze na f, g a funkci w =
∑

i ui ⊗ vi.
Důsledkem tohoto tvrzeńı je, že pro libovolné lineárńı formy f , resp. g na U , resp. V ,
rovnice (3.28) určuje lineárńı formu na U ⊗ V a tato lineárńı forma splňuje:

(f ⊗ g)w = f(wg) = g(wf ), ∀w ∈ U ⊗ V. (3.35)
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Tenzorový součin

Mějme dány dva vektorové prostory U, V. U obsahuje B-spline funkce stupně n na uzlovém
vektoru t. V je vektorový prostor B-spline funkćı stupně m na uzlovém vektoru s. Naš́ım
úkolem je naj́ıt jejich tenzorový součin w ∈ U ⊗ V pro parametry (t, s).
Máme tedy w =

∑
i

∑
j αijNij, kde αij je libovolná matice koeficient̊u a plat́ı:

Nij(t, s) = Nm
i (t)Nn

j (s). (3.36)

Podle teorie uvedené výše je tento vztah odvozen z

w(t, s) =
∑
i

(∑
j

αijN
n
j (s)

)
Nm
i (t) = f(wg) (3.37)

nebo

w(t, s) =
∑
j

(∑
i

αijN
m
i (t)

)
Nn
j (s) = g(wf ), (3.38)

kde zobrazeńı f , resp. g jsou vyč́ısluj́ıćı funkce pro B-spline funkce.

B-spline plochy

Nyńı ukážeme, co znamenaj́ı vztahy (3.28) – (3.33) pro B-spline funkce, resp. B-spline
křivky.

Mějme dány dva vektorové prostory B-spline funkćı. U je vektorový prostor stupně
n na uzlovém vektoru t a V je vektorový prostor stupně m na uzlovém vektoru s. Dále
necht’ f je lineárńı forma na U a g je lineárńı forma na V , které můžeme nazvat vyč́ısluj́ıćı
funkce. Nyńı vezmeme dva prvky prostor̊u U a V – Nn

i (t) a Nm
j (s) a př́ıslušné vyč́ısluj́ıćı

funkce f, g určuj́ı souřadnice bod̊u B-spline křivky.

f : U → R : f(t) =

p∑
i=0

PiN
n
i (t) (3.39)

g : V → R : g(s) =

q∑
j=0

QjN
m
j (s) (3.40)

Podle (3.37) můžeme zapsat výslednou plochu jako:

(f ⊗ g)(w) =

p∑
i=0

q∑
j=0

RijN
n
i (t)Nm

j (s), (3.41)

kde Rij jsou souřadnice ř́ıdićıch bod̊u Rij = (xij, yij, zij) výsledné B-spline plochy a jejich
odvozeńı bude ukázáno později, což de Boor (1976) neuvád́ı.

Výslednou B-spline plochu můžeme zapsat maticově jako:

w(u, v) = [Nn
i (t)]T [Rij][N

m
j (s)], (3.42)
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kde [Nn
i (t)] je (1) × (p + 1) řádkový vektor, [Nm

j (s)] je (q + 1) × (p) sloupcový vektor a
[Rij] je (p + 1)× (q + 1) matice tř́ıdimenzionálńıch bod̊u. Tato rovnice odpov́ıdá obecné
rovnici (1.12) uvedené v části Teoretická východiska na str. 13.

Zde je názorně vidět matematická podstata výpočtu bod̊u na ploše vzniklé tenzorovým
součinem. Pro pevný parametr vypoč́ıtáme na každém sloupci (resp. řádku) pomoćı prvńı
vyč́ısluj́ıćı funkce jeden bod. Ty tvoř́ı nové hodnoty, na které aplikujeme druhou vyč́ısluj́ıćı
funkci. Výsledkem je bod plochy.

Pro pevný parametr aplikujeme f-̌rezy (resp. g-̌rezy) na B-spline plochu. T́ım se
vypoč́ıtá systém rovnoběžek (resp. poledńık̊u). Tyto křivky se též nazývaj́ı isoparame-
trické.

Obrázek 3.19: Výpočet bodu na ploše

Tento, na prvńı pohled názorný zp̊usob má však velkou mezeru. Tenzorový součin
je definován jako zobrazeńı dvou či v́ıce vektorových prostor̊u do tělesa. Rovnice (3.27)
definuje tenzorový součin do jiného prostoru, což neńı korektńı. Pro názornost je sice tento
zp̊usob ideálńı, avšak nejedná se o čistou definici tenzorového součinu, kterou zavedeme
pomoćı kvazitenzorového součinu.

3.3.3 Kvazitenzorový součin

Při následuj́ıćım rozboru budeme pracovat s vektorovými prostory B-spline funkćı. To, že
se jedná o vektorový prostor neńı na prvńı pohled zřejmé. Částečné ověřeńı uvád́ı Cline
(Naposledy navšt́ıveno 20. 2. 2007). Zde uvedeme pouze stěžejńı poznatky.

PP-prostory

Mějme dán prostor S(K,D,C) po částech polynomiálńıch funkćı, které jsou popsány
pomoćı tř́ı poĺı:

1. K: pole uzl̊u, pro m ≥ 0, K = (z1, z2, . . . , zm), kde z1 < z2 < . . . < zm,

2. D: pole stupň̊u, D = (d1, d2, . . . , dm), kde di ≥ 0 pro i = 0, 1, . . . ,m,

3. C: pole spojitosti, C = (k1, k2, . . . , km), kde ki ≥ −1 pro i = 1, . . . ,m− 1.

Funkce f ∈ S(K,D,C) tehdy a jen tehdy:
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- f je polynom stupně d0 na intervalu (−∞, z1),

- f je polynom stupně di na intervalu (zi, zi+1) pro i = 1, . . . ,m− 1,

- f je polynom stupně dm na intervalu (zm,∞),

- f je diferencovatelná a ki-tá derivace je spojitá v zi pro i = 0, . . . ,m.

Poznámka 16. Prostor S(K,D,C) muśı být grupou. Cline (Naposledy navšt́ıveno 20.
2. 2007) neuvád́ı d̊ukaz tohoto tvrzeńı. Pro grupu muśı existovat nulový prvek a pr-
vek opačný. Nulovým prvkem bude pravděpodobně nulová funkce. Problém nastává při
opačném prvku. Jak určit operaci sč́ıtáńı, muśı být oba prostory definovány nad stejným
uzlovým vektorem, jak se sč́ıtaj́ı jednotlivé funkce?

Podle mého názoru by řešeńım mohlo být využit́ı symetrie bázových funkćı (vlastnost
6, část 2.2.2, str. 36). Opačný prvek by byl prvek s opačným pr̊uběhem.

Linearita Je zřejmé, že součet dvou prvk̊u f, g ∈ S(K,D,C) a součin λf , kde λ ∈ R,
jsou také prvky prostoru S.

Báze a dimenze K nalezeńı báze spline vektorového prostoru budeme použ́ıvat tzv.
plus funkci.

(x− a)k+ =

{
(x− a)k x ≥ a

0 x < a
(3.43)

Dimenzi prostoru S lze vypoč́ıtat jako:

1 + d0 +
m∑
i=1

(di − ki)

Př́ıklad: Vezměme prostor, který má konstantńı stupeň a konstantńı spojitost, tj. di =
d, ki = k, pro i = 0, 1, . . . ,m (resp. m− 1).

Báze: 1, x, . . . , xd, (x− z1)
k+1
+ , . . . , (x− z1)

d
+, . . . , (x− zm)k+1

+ , . . . , (x− zm)d+
Dimenze: m(d− k) + d+ 1

Aplikace tenzorového součinu na válcovou plochu

V daľśıch úvahách budeme vycházet z teorie uvedené v části 1.1.4 a nejdř́ıve podrobně
poṕı̌seme př́ıpad válcové plochy.

Vyjádřeńı kružnice
ř́ıdićı body: P0, . . . , P8

váhový vektor: w = (1,
√

2
2
, 1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1)

uzlový vektor: t = (0, 0, 0, 0.25, 0.25, 0.5, 0.5, 0.75, 0.75, 1, 1, 1)
stupeň: 2

Rovnice je potom:

k(t) =
8∑
i=0

PiwiN
2
i (t) (3.44)
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Souřadnice kružnice v bázi N2
i (t), i = 0, . . . , 8 jsou ω = (1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1).

Vyjádřeńı př́ımky

ř́ıdićı body: P0, P1

váhový vektor: w = (1, 1)
uzlový vektor: s = (0, 0, 1, 1)
stupeň: 1

Rovnice je potom:

u(t) =
1∑
j=0

Qjw
′
jN

1
j (s) (3.45)

Souřadnice př́ımky v bázi N1
0 (s), N1

1 (s) jsou ω = (1, 1).

Množina N8 =< N2
0 (t), N2

1 (t), . . . , N2
8 (t) > všech lineárńıch kombinaćı funkćı

N2
0 (t), N2

1 (t), . . . , N8
0 (t)

nad uzlovým vektorem t je vektorovým prostorem množin křivek druhého stupně. Jeho
prvkem je např́ıklad vektor (1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1), který představuje množinu všech

kružnic (abstraktńı kružnici). Vektor (1, 0.5, 1, 0.5, 1, 0.5, 1, 0.5, 1) je pak obloukem abs-
traktńı elipsy apod. Konkrétńı kružnici, přesněji řečeno i-té souřadnice bod̊u konkrétńı
kružnice, pak dostaneme skalárńım součinem vektoru ω a vektoru j-tých souřadnic ř́ıdićıch
bod̊u, tj.

kj(t) = Pj · ω = (p0j, p1j, . . . , p8j)


ω0N

2
0 (t)

ω1N
2
1 (t)

...

ω8N
2
8 (t)

 =
8∑
i=0

pijωiN
2
i (t) (3.46)

Analogicky dostaneme prostor všech abstraktńıch př́ımek jako množinu

N2 =
〈
N1

0 (s), N1
1 (s)

〉
všech lineárńıch kombinaćı funkćı

N1
0 (s), N1

1 (s).

Jej́ım prvkem je např́ıklad vektor

ω = (1, 1)

který vyjadřuje abstraktńı př́ımku. Reprezentaci j-tých souřadnic konkrétńı př́ımky do-
staneme skalárńım součinem jako:

uj(t) = Qj · ω = (q0j, q1j)

(
ω0N

1
0 (t)

ω1N
1
1 (t)

)
=

1∑
k=0

qkjωkN
1
k (s). (3.47)
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Tenzorovým součinem prostor̊u N8, N2 je množina všech bilineárńıch forem N8×N2 → R.
V př́ıpadě kružnice a př́ımky se tedy jedná o formu:

cj = ω ·R · ωT = (1, 1)

(
r00 · · · r08
r10 · · · r18

)
1√
2

2
...

1

 , (3.48)

která představuje j-tou souřadnici abstraktńıho válce.
Je zřejmé, že daľśı postup ke konkrétńı implementaci touto cestou, tj. využit́ım de-

finice 1.33 tenzorového součinu (str. 11), by byl značně těžkopádný. Definici 1.33 tedy
zobecńıme.

Definice 3.1. Necht’ U, V, Z jsou vektorové prostory nad tělesem T. Zobrazeńı ϕ : U×V →
Z se nazývá bilineárńı, jestliže pro každé pevné u ∈ U je zobrazeńı

ϕ(u,−) : V → Z lineárńı

a pro každé pevné v ∈ V je zobrazeńı

ϕ(−,v) : U → Z lineárńı.

Totéž můžeme zapsat jako:

ϕ(au1 + bu2,v1) = aϕ(u1,v1) + bϕ(u2,v1)

ϕ(u1, av1 + bv2) = aϕ(u1,v1) + bϕ(u1,v2),

kde u1,u2 ∈ U,v1,v2 ∈ V a a, b ∈ T .

Analogicky jako u bilineárńıch forem definujeme operace sč́ıtáńı a násobeńı skalárem.
Potom plat́ı věta:

Věta 3.3. Prostor všech bilineárńıch zobrazeńıch ϕ : U ×V → Z tvoř́ı vektorový prostor.

Definice 3.2. Vektorový prostor bilineárńıch zobrazeńı z věty 3.3 nazýváme kvazitenzo-
rový součin prostor̊u U a V .

Válcová a kuželová plocha

Aplikaćı předešlých úvah můžeme zapsat válcovou či kuželovou plochu jako:

V (s, t) = k(s) · u(t) = ωbPQcω (3.49)

kde výraz bPQc je nutné odvodit. Matici P tvoř́ı ř́ıdićı body kružnice (dle def. 1.27 na
str. 10 matice 1× 9 nad množinou bod̊u). Analogicky matici Q tvoř́ı ř́ıdićı body př́ımky
(matice 1× 2 ). Matice

R = bPQc
je matice bod̊u typu 2× 9, kde řádky jsou ř́ıdićı body kružnic, sloupce ř́ıdićı body př́ımek
a je tedy tvaru:
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(
R00 R01 · · · R08

R10 R11 · · · R18

)
Pro válcovou plochu źıskáme śıt’ posunut́ım ř́ıdićı kružnice. Vektor posunut́ı určuje

zadaná př́ımka – v =
−−−→
Q0Q1 (viz obr. 3.20). Tj. plat́ı:

∀j ∈ {0, 1, . . . , 8} : R1j = R0j + v

Speciálńım př́ıpadem válce je kužel. Všechny posunuté body ř́ıdićı kružnice splynou
v jeden bod – vrchol kužele (obr. 3.21). Plat́ı tedy:

R10 = R11 = . . . = R18 – vrchol kužele.

Q0 = P00 = P08

P04

P02

P06 P05

P03P07

P01

Q1 = P10 = P18 P11 P12

P13

P14P15P16

P17

Obrázek 3.20: Ř́ıdićı body pro válec

Aplikace tenzorového součinu na daľśı tělesa

1. Anuloid

Anuloid vzniká jednoduše řečeno otáčeńım jedné kružnice po druhé. Jako vstup máme
dvě r̊uzné kružnice.

k1(t) =
8∑
i=0

PiwiN
2
i (t) (3.50)

k2(s) =
8∑
j=0

QjwjN
2
j (s) (3.51)
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Q0 = P00 = P08

P04

P02

P06 P05

P03P07

P01

Q1 = P10 = . . . = P18

Obrázek 3.21: Ř́ıdićı body pro kužel

Anuloid dostaneme jako tenzorový součin vyjádřeńı dvou kružnic v daným báźıch:

A(s, t) = k1(s) · k2(t) = ωbPQcω, (3.52)

kde součin bPQc vycháźı ze souřadnic vstupńıch bod̊u. Pro klasický anuloid je nutné
umı́stit kružnice tak, aby jejich roviny byly k sobě kolmé a střed kružnice otáčeńı k1 ležel
na jednom z ř́ıdićıch bod̊u pevné kružnice k2. Daľśı body jsou vypoč́ıtány postupným
otáčeńım kružnice k1 o 45 stupň̊u. Každý ř́ıdićı bod hybné kružnice se otoč́ı kolem středu
pevné kružnice o úhel 45 stupň̊u v rovině rovnoběžné s rovinou pevné kružnice (viz obr.
3.22).

P0 = P6 =
= P7 = P8 P1 = P5 P2 = P3 = P4

S2 S1

S ′1
k′1

k1

Obrázek 3.22: Ř́ıdićı body pro anuloid (pohled shora)

2. Kulová plocha

Vyjádřeńı kulové plochy jako tenzorového součinu dvou kružnic je stejné jako v př́ıpadě
anuloidu. Jediným rozd́ılem je odvozeńı ř́ıdićıch bod̊u. Kružnice lež́ı opět v rovinách
vzájemně kolmých, ale maj́ı dva společné ř́ıdićı body (viz obr. 3.24) a shodný poloměr.
Zbývaj́ıćı body kontrolńı śıtě dostaneme posunut́ım jedné kružnice o vektor velikosti po-
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Obrázek 3.23: Śıt’ ř́ıdićıch bod̊u anuloidu

loměru v obou směrech kolmých k rovině dané kružnice. Podle popisu uvedeného na obr.

3.24 se posouváme ř́ıdićı body Pi o vektory
−−−→
Q0Q1 a

−−−→
Q0Q7.

P0 = P8

P4

P2

P6 P5

P3 = Q4
P7 = Q0 = Q8

P1

Q1 Q2 Q3

Q5Q6Q7

Obrázek 3.24: Ř́ıdićı body pro kulovou plochu

3. Obecná plocha

Necht’ jsou dány dvě obecné křivky l1, l2 s r̊uzným počtem bod̊u, s r̊uznými váhami,
stupněm a uzlovým vektorem. Jedinou podmı́nkou je jejich společný počátečńı bod. Jednu
křivku zvoĺıme za pevnou, např́ıklad l1. Body jednotlivých sloupc̊u źıskáme posunut́ım
druhé křivky (jej́ıch ř́ıdićıch bod̊u) o vektor určeńı na pevné křivce dvěma sousedńımi
ř́ıdićımi body. Na obr. 3.25 jsou dány dvě obecné křivky dané třemi ř́ıdićımi body a je
zde vyznačeno posunut́ı bod̊u, které vytvoř́ı śıt’ ř́ıdićıch bod̊u Rij pro výpočet výsledné
plochy.
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Matematický zápis

Křivka l1:
ř́ıdićı body: P0, . . . , Pm
váhový vektor: w = (w0, . . . , wm)
uzlový vektor: t
stupeň: p

Vyjádřeńı NURBS křivky je:

l1(t) =
m∑
i=0

PiwiN
p
i (t) (3.53)

Křivka l2:
ř́ıdićı body: Q0, . . . , Qn

váhový vektor: w′ = (w′
0, . . . , w

′
m)

uzlový vektor: s
stupeň: q

Můžeme psát:

l2(s) =
n∑
j=0

Qjw
′
jN

q
j (s) (3.54)

Označme Rij śıt’ ř́ıdićıch bod̊u výsledné plochy vytvořenou pomoćı uvedeného postupu.
Aplikaćı výše uvedených teoretických rozbor̊u můžeme psát výslednou plochu jako:

S(t, s) =
m∑
i=0

n∑
j=0

Rijwiw
′
jN

p
i (t)N

q
j (s) (3.55)

P0 = Q0 = R00

P1 = R01

P2 = R02

Q1 = R10

Q2 = R20 R11

R21

R12

R22

Obrázek 3.25: Vytvořeńı śıtě bod̊u plochy jako tenzorového součinu křivek
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3.4 Programové zpracováńı NURBS objekt̊u

V následuj́ıćı části je uvedena implementace NURBS objekt̊u – křivky, obecné plochy,
základńıch a rotačńıch těles. Je zde podrobně popsán objektový návrh řešeńı, postup při
hledáńı základńıch parametr̊u pro NURBS plochy. Důraz je kladen na výstižný popis
použitých metod a také na kritická a problémová mı́sta algoritmu. Všechny tyto postupy
byly naprogramovány v C++ a implementovány do softwaru Fem Dev, což je testovaćı
prostřed́ı komerčńıho CAD systém RFEM 3D. V roce 2006 obsahoval nový release soft-
waru RFEM 3D implementované NURBS křivky a v letošńım roce budou přidány plochy a
tělesa. Všechny algoritmy jsou d̊usledně testovány, aby byly co nejv́ıce stabilńı a odladěné.

Implementace a postupy obecné NURBS plochy jsem publikovala v Procházková –
Procházka (2006a), daľśı práce týkaj́ıćı se kužele a válce byla publikována na mezinárodńı
konferenci SCG (viz Procházková – Procházka (2006b)).

Uvedené algoritmy jsou určeny výhradně pro studijńı účely, nebot’ autorská práva na
jejich využit́ı vlastńı firma Fem Consulting.

3.4.1 NURBS křivky

Výpočet obecného bodu NURBS křivky je základńı úlohou. Křivka je zadána ř́ıdićımi
body, uzlovým a váhovým vektor, stupněm křivky. Pro parametr t algoritmus poč́ıtá bod
křivky C(t). K výpočtu se použ́ıvá deBoor̊uv algoritmus, který je popsán v části 2.2.2
(str. 37).

Algoritmus výpočtu:

1. Ověřeńı vstupńıch podmı́nek

• Stupeň křivky n se zadává mezi 2 a 16 (je možné i od jedné, potom kresĺı
lomenou čáru).

• Všechny váhy muśı být kladná reálná č́ısla.

• Počet ř́ıdićıch bod̊u je nejméně roven stupni křivky plus jedna.

• Uzly tvoř́ı neklesaj́ıćı posloupnost kladných reálných č́ısel.

• Prvńıch a posledńıch n+1 složek uzlového vektoru může být shodných, vnitřńı
složky se mohou opakovat nejvýše n-krát, kde n je stupeň křivky.

• Počet uzl̊u je roven počtu bod̊u plus stupeň křivky plus jedna.

• Uzlový vektor neńı tvořen stejnými č́ısly.

• Počet vah je stejný jako počet bod̊u.

2. Projektivizace

Vytvoř́ıme nové pole čtyřrozměrných bod̊u, které bude obsahovat homogenńı sou-
řadnice p̊uvodńıch bod̊u. Každou souřadnici bodu vynásob́ıme váhou a čtvrtou
souřadnici bude tvořit samotná váha. Princip projektivizace je popsán v části 2.2.3.
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bod4D.x = bod3D.x * vaha;

bod4D.y = bod3D.y * vaha;

bod4D.z = bod3D.z * vaha;

bod4D.w = vaha;

3. De Boor̊uv algoritmus pro zhomogenizované body (str. 37, část 2.2.2).

4. Souřadnice výsledného bodu jsou v homogenńıch souřadnićıch. Pro vykresleńı je
nutné provést zpětnou projektivizaci. Tedy prvńı tři souřadnice vyděĺıme čtvrtou
souřadnićı, která udává váhu výsledného bodu.

5. Vykresleńı křivky

Ukázka křivek

Na obr. 3.26 jsou vykresleny obecné NURBS křivky.

Obrázek 3.26: Ukázka výsledných NURBS křivek

3.4.2 Obecná NURBS plocha

Obecná NURBS plocha je dána śıt́ı ř́ıdićıch bod̊u spolu s jejich váhami. Dále je nutné
znát řádkový a uzlový vektor a stupně křivek v obou směrech. Toto zadáńı je uživatelsky
nepř́ıjemné a nepouž́ıvá se. Ve své práci jsem vybrala pro zadáváńı ploch určeńı jej́ıch
okrajových křivek. Program dogeneruje vnitřńı body automaticky.

Princip programováńı obecné NURBS plochy spoč́ıvá v tom, že rozděĺıme výpočet
na dva výpočty pro NURBS křivky, které už známe z předchoźı kapitoly. Při výpočtu
postupujeme po sloupćıch. Body v každém sloupci bereme jako body na obecné NURBS
křivce a pro ni vypoč́ıtáme bod pro parametr u. V každém sloupci vznikne nový bod, jak
je vidět na obr. 3.27.

Tyto body jsou ř́ıdićımi body pro novou NURBS křivku. Pro parametr v se vypoč́ıtá
výsledný bod NURBS plochy S(u, v). Parametry u, v z intervalu 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 urč́ı body
na výsledné ploše a plochu lze zobrazit.
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Obrázek 3.27: Výpočet bodu na ploše

Programové zpracováńı

Celé vykresleńı NURBS ploch prob́ıhá v rámci tř́ıdy SNurbs. Výpočet bod̊u plochy se
provád́ı metodou param, která jako parametr dostává hodnoty (u, v) ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.
Výstupem jsou body na ploše, které se předávaj́ı k následnému vykresleńı. Daľśı dvě
použité tř́ıdy jsou CBod a SBod. CBod zadává bod třemi souřadnicemi. Výstup metody
param je tř́ıdy CBod. Vstupńı ř́ıdićı body plochy jsou tř́ıdy SBod, která má čtyři parametry.
Prvńı tři jsou souřadnice bodu a čtvrtá souřadnice udává váhu.

class CBod{ class SBod{

double x; double x;

double y; double y;

double z; double z;

} double w;

}

Algoritmus

Vstup: ř́ıdićı body s váhami tř́ıdy SBod v poli Sarray, počet řádk̊u, počet sloupc̊u,
uzlové vektory pro řádky a sloupce - knot1, knot2, stupeň plochy pro řádky a sloupce
- degree1, degree2, parametry u, v
Výstup: bod NURBS plochy zadané předchoźımi podmı́nkami

Základem výpočtu je metoda param. Pseudokódem ji můžeme zapsat jako:

CBod SNurbs::param(double u, double v)

{

for (sl = 0; sl < sloupec; sl++)

Surftest1(sl, degree1, radek, knot_length1, knot1, Sarray);

Surftest2(degree2, sloupec, knot_length2, knot2);

Koeficient1(u, degree1,radek, knot1, &pocetOpak1, &koefUzlu1);

for (sl = 0; sl < sloupec; sl++){

for (i = 0; i < radek; i++){
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Homogenizace(sl, i,Sarray, pomBod);

novyBod = DeBoor1(radek, degree1, degree2, knot_length1,

knot_length2, knot1, pomBod, pocetOpak1, koefUzlu1, u);

}

}

// vypocet pro body novyBod

Koeficient2(v, degree2, sloupec, knot2, &pocetOpak2, &koefUzlu2);

vyslednyBod = DeBoor2(sloupec, degree1, degree2, knot_length1,

knot_length2, knot2, novyBod, pocetOpak2, koefUzlu2, v);

return CBod(vyslednyBod);

}

Popis použitých metod

Koeficient1 - vypoč́ıtá, ve kterém intervalu uzlového vektoru knot1 vstupńı hodnota u
lež́ı a jaká je jej́ı násobnost.
Koeficient2 - vypoč́ıtá, ve kterém intervalu uzlového vektoru knot2 vstupńı hodnota v
lež́ı a jaká je jej́ı násobnost.
Homogenizace - provede homogenizaci zadaných bod̊u.
deBoor1 - výpočet bodu NURBS křivky pro jednotlivé sloupce pro parametr u, vraćı
body v poli NovyBod.
DeBoor2 - výpočet bodu NURBS křivky z bod̊u v poli NovyBod vypočtených metodou
deBoor1 pro parametr v.
Surftest1 - kontrola vstupńıch údaj̊u pro deBoor1.
Surftest2 - kontrola vstupńıch údaj̊u pro deBoor2.

Kritická mı́sta

V literatuře jsou uvedeny vždy celkové algoritmy. V žádné knize jsem nenašla diskuzi
o následuj́ıćıch kritických mı́stech. Proto je zde uvedeno podrobné řešeńı.

1. Krajńı hodnoty uzlových interval̊u

Pro potřeby technické praxe je uzlový vektor omezen na př́ıpad, kdy prvńıch n+ 1
člen̊u uzlových vektor̊u je rovno nule a posledńıch n + 1 složek uzlových vektor̊u
je roven jedné.(n je stupeň křivky.) NURBS plocha procháźı svými rohovými body,
podle vlastnosti uvedené v části 3.2.2.

V krajńıch hodnotách docháźı ke kolizi. V deBoorově algoritmu se objevuje záporný
index bodu a výsledek neńı správný. Řešeńı spoč́ıvá v úpravě metod Koeficient1 a
Koeficient2. Pro hodnoty nula a jedna se pevně stanov́ı správně hodnoty, které de-
Boor algoritmus zpracuje. Metoda Koeficient1 vypadá následovně, Koeficient2
se sestav́ı analogicky.

int SNURBS::Koeficient1(double u, int degree1, int radek, double

*knot1, int *pocetOpak1, int *koefUzlu1)

{

if (u== 0){
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*pocetOpak1 = degree1 + 1;

*koefUzlu1 = degree1 + 1;

}else if (u~== 1){

*pocetOpak1 = degree1 + 1;

*koefUzlu1 = radek + degree1;

}else{

najdi interval uzloveho vektoru, kde u~lezi

urci nasobnost uzlu

u~}

}

2. Vstupńı podmı́nky

Daľśım úskaĺım je vhodně určit vstupńı podmı́nky. V části věnované implementaci
NURBS křivek jsou uvedeny podmı́nky, které muśı být splněny také pro jednotlivé
křivky sloupc̊u, které v metodě DeBoor1 procháźıme.

Metoda Surftest1 obsahuje následuj́ıćı podmı́nky:

• je zadána pravidelná śıt’ bod̊u,

• omezeńı stupně plochy pro degree1 – interval 〈1, 17〉,

• všechny váhy ř́ıdićıch bod̊u muśı být kladné,

• počet ř́ıdićıch bod̊u ve sloupci muśı být nejméně roven řádkovému stupni plus
jedna,

• uzlový vektor knot1 tvoř́ı neklesaj́ıćı posloupnost,

• prvńıch a posledńıch degree1+1 složek uzlového vektoru knot1 je stejných,
vnitřńı uzly se můžou opakovat nejvýše degree1-krát.

Pro metodu Surftest2 se některé podmı́nky změńı a jsou následuj́ıćı:

• omezeńı stupně plochy pro degree2 – interval 〈1, 17〉,

• počet sloupc̊u muśı být nejméně roven sloupcovému stupni plus jedna, nebot’

z metody deBoor1 se vraćı tolik bod̊u, kolik je sloupc̊u, ty pak vstupuj́ı do
metody deBoor2,

• uzlový vektor knot2 tvoř́ı neklesaj́ıćı posloupnost,

• prvńıch a posledńıch degree2+1 složek uzlového vektoru knot2 je stejných,
vnitřńı uzly se mohou opakovat nejvýše degree2-krát.

Výsledné modely

Na obr. 3.28 je ukázka obecných NURBS ploch.
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Obrázek 3.28: Ukázka obecné NURBS plochy

3.4.3 Implementace NURBS těles

Daľśım krokem v implementaci NURBS objekt̊u jsou předdefinovaná tělesa – kužel, válec,
koule, anuloid, rovina, hranol a rotačńı tělesa. Zadáńı těchto objekt̊u je konvenčńı. Uživatel
má možnost na rozd́ıl od analytického zadáńı určit také počet rovnoběžek a poledńık̊u či
úhel rozevřeńı tělesa. Každý objekt lze jednoduše upravovat – měnit polohu bod̊u, jejich
váhy, uzlový vektor.

NURBS tělesa jsou teoreticky popsána v předchoźı části 3.3. Zde uvedeme zp̊usob
implementace s d̊urazem na popis použitých metod a kritických či problémových mı́st
algoritmů.

Objektový návrh řešeńı

Pro obecné NURBS plochy byla vytvořena tř́ıda SNurbs. Tělesa budou implementována
jako samostatné tř́ıdy, které jsou potomky tř́ıdy SNurbs a to z d̊uvodu př́ıstupu metody
param pro výpočet obecných bod̊u ploch.

Systém implementace pro každé těleso je stejný. Uživatel zadá vstupńı hodnoty pro
dané těleso, v konstruktoru př́ıslušné tř́ıdy se vstup zkontroluje metodou test a pokud
je vše v pořádku, tak se metodou spoctiParametry vypoč́ıtaj́ı základńı parametry pro
obecnou plochu (ř́ıdićı body, váhy, uzlové vektory). Poté využit́ım dědičnosti můžeme
použ́ıt metodu param z rodičovské tř́ıdy SNurbs a plochu vykreslit.

Následuj́ıćı části se postupně věnuj́ı jednotlivým těles̊um. Pro každé těleso je popsána
metoda spoctiParametry včetně daľśıch metod, které použ́ıvá. Následně jsou uvedeny
kritická mı́sta algoritmu. Na závěr jsou uvedeny ukázky výsledných těles a možnosti jejich
úpravy.

Tř́ıda CylinderNurbs – kužel a válec

Programové zpracováńı Kužel i válec se zadávaj́ı pomoćı tř́ı bod̊u - středu dolńı
podstavy (bodStredu), bodu na obvodu podstavy (bodPolomeru) a středu horńı podstavy
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pro válec, resp. vrcholu pro kužel (bodVysky). Dále je možné zvolit úhel rozevřeńı daného
tělesa a počet rovnoběžek.

Metoda spoctiParametry

Vstup: bodStredu, bodPolomeru, bodVysky, typ (válec, kužel), pocetRovnobezek
Výstup: ř́ıdićı body s váhami v poli Sarray, řádkový a sloupcový uzlový vektor – knot1,
knot2, řádkový a sloupcový stupeň – degree1, degree2

Metoda se skládá z následuj́ıćıch krok̊u:

1. Určeńı základńıch vektor̊u tělesa – jednotkové vektory podstavy vektorX,
vektorY a vektor výšky vektorZ.

vektorX = (bodPolomeru - bodStredu)/velikostX;

vektorZ = bodVysky - bodStredu;

vektorY = (vektorX x vektorZ)/velikostY // vektorový součin

2. Určeńı počtu oblouk̊u v závislosti na zadaném úhlu rozevřeńı.

if (uhelRozevreni <= 90.0) pocetOblouku = 1;

else

if (uhelRozevreni <= 180.0) pocetOblouku = 2;

else

if (uhelRozevreni <= 270.0) pocetOblouku = 3;

else pocetOblouku = 4;

3. Určeńı velikosti jednoho oblouku.
uhel = uhelRozevreni/pocetOblouku;

4. Výpočet hodnoty proměnné radek a určeńı délky uzlového vektoru knot1 – pro-
měnná knotlength1 a pomocné váhy w1.

radek = 2*pocetOblouku + 1;

knot_length1 = radek + degree1 + 1;

w1 = cos(uhel/2.0);

5. Nalezeńı ř́ıdićıch bod̊u kružnicového oblouku podstavy.

Tato část se opakuje pro každé těleso, proto ji vysvětĺıme pouze zde a u ostatńıch
těles se na ni budeme odkazovat.

Nejdř́ıve urč́ıme krajńı body úhlu o velikosti uhel z kroku 3. Známe střed kružnice
(bodStredu) a jej́ı dva jednotkové navzájem kolmé vektory vektorX, vektorY.
Počátečńı bod úhlu je vstupńı bod bodPolomeru a druhý bod vypoč́ıtáme z rov-
nice kružnice.

P2=BodStredu+velikostX*(cos(uhel)*vektorX+sin(uhel)*vektorY)
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V těchto bodech urč́ıme tečné vektory. Jejich pr̊useč́ık určuje daľśı ř́ıdićı bod, jak
vid́ıme na př́ıpadu kružnice (obr. 3.29). Váha nového bodu je součin váhy prvńıho
ř́ıdićıho bodu a kosinu poloviny velikosti úhlu tohoto oblouku (proměnná w1 z před-
choźıho kroku).

P7 P0 t0
t2

P1

P2

P3P4P5

P6

Obrázek 3.29: Hledáńı ř́ıdićıch bod̊u kružnice (360 stupň̊u)

V daľśı části uděláme stejný výpočet postupně pro daľśı oblouky. Posledńı bod
prvńıho oblouku je prvńım bodem daľśıho. Počet oblouk̊u je určen ve druhém kroku.
Ř́ıdićı body jsou ukládány do pole Sarray, proměnné t0, t1 jsou tečny v krajńıch
bodech oblouku. Pseudokód pro tento výpočet je:

index = 0;

p0[index] = bodPolomeru;

pomUhel = 0;

index = 0;

t0=-sin(pomUhel)*vektorX+cos(pomUhel)*vektorY

for (i=1; i<=pocetOblouku; i++){ //kružn. oblouky

pomUhel = pomUhel + uhel;

// koncový bod a tečna oblouku o~velikosti pomUhel

p2 = bodStredu + velikostX*(cos(pomUhel)*vektorX +

sin(pomUhel)*vektorY);

t2 = -sin(pomUhel)*vektorX+ cos(pomUhel)*vektorY;

// hledám prostřednı́ bod p1 na oblouku mezi p0, p2

prusecikPrimek(p0, t0, p2, p1);

// presun do pole ridich bodu

Sarray[index]=p0;

Sarray[index+1]=p1;

Sarray[index+2]=p2;

index = index + 2;

if (i<pocetOblouku) {

p0[index] = p2[index-2]; // posun na dalšı́ oblouk

t0 = t2;

}

}
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6. Generováńı ř́ıdićıho vektoru v závislosti na počtu oblouk̊u. Vnitřńı hodnoty jsou
generovány v závislosti na počtu oblouk̊u podle předpisu daného pro kružnici.

switch(numberOfArcs){

case 1: break;

case 2: knot1=(0,0,0,0.5,0.5,1,1,1); break;

case 3: knot1= (0,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1) break;

case 4: knot1= (0,0,0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1,1,1)

break;

}

7. Odvozeńı ř́ıdićıch bod̊u horńı podstavy metodou horniPodstava.

8. Podle počtu rovnoběžek zadaných uživatelem se dopoč́ıtaj́ı daľśı ř́ıdićı body na
svislých stěnách tělesa a provede se modifikace uzlového vektoru knot2. Stupeň
degree2 je roven jedné pro dvě rovnoběžky, pro v́ıce rovnoběžek se použije stupeň
dva, abychom při změnách polohy ř́ıdićıch bod̊u zachovali C1 spojitost.

if (pocetRovnobezek == 2){

knot2 = (0,0,1,1);

}else

pridejRovnobezky(pocetRovnobezek);

Metody použité v metodě spoctiParametry

Metoda horniPodstava Pro válec provedeme posun o vektorZ ř́ıdićıch bod̊u pod-
stavy. Pro kužel se generuje pouze vrchol, což je vlastně zadaný bodVysky. Abychom
dostali výslednou śıt’ bod̊u, je potřeba ho nač́ıst tolikrát, kolik je bod̊u dolńı podstavy.

Metoda pridejRovnobezky Metoda se volá, pokud uživatel zadá počet rovnoběžek
větš́ı než dvě. Omezeńı pro kužel i pro válec je interval 〈2, 100〉. Poté je nutné naj́ıt velikost
posunut́ı bod̊u v závislosti na počtu rovnoběžek a modifikovat uzlový vektor, změnit počet
sloupc̊u a hodnotu délky uzlového vektoru. Tyto změny jsou řešeny následovně:

• Velikost posunut́ı.
Dostaneme ji vyděleńım složek vektoru bočńıch stěn počtem rovnoběžek minus
jedna. Body generujeme postupným přič́ıtáńım vypoč́ıtaného vektoru posunut́ı
k předchoźımu bodu.

posunuti = (Sarray[1] - Sarray[0])/(pocetRovnobezek-1);

for (j = 1; j<=pocetRovnobezek-1; j++)

Sarray[j] = Sarray[j-1] + posunuti;
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• Délka a modifikace uzlového vektoru.
NURBS křivka muśı splňovat podmı́nku, že délka uzlového vektoru je rovna počtu
bod̊u plus stupeň křivky plus jedna. Stupeň pro př́ımku je roven dvěma, tedy délka
uzlového vektoru je rovna počtu rovnoběžek plus tři. Abychom zachovali plynulý
pr̊uběh př́ımky, muśı být uzlový vektor ekvidistantńı, takže jako daľśı část programu
byl vytvořen generátor ekvidistantńıho uzlového vektoru knot2 pro zadaný počet
rovnoběžek.

knot_length2 = pocetRovnobezek + degree2 + 1;

knot2[0]=(0.0);

knot2[1]=(0.0);

knot2[2]=(0.0);

knot2[pocetRovnobezek]=(1.0);

knot2[pocetRovnobezek+1]=(1.0);

knot2[pocetRovnobezek+2]=(1.0);

for (k~= 3; k<=pocetRovnobezek-1; k++){

knot2[k] = a/(pocetRovnobezek-2);

a++;

}

Metoda prusecikPrimek Výpočet pr̊useč́ıku př́ımek v prostoru je poměrně náročná
operace. Obecně se jedná o výpočet tř́ı rovnic o dvou neznámých. Prvńı možnost řešeńı
je analytická. Přesný výpočet dosazovaćı metodou. Problémy vznikaj́ı, pokud je některý
z koeficient̊u nulový. Druhou možnost́ı je použ́ıt některou numerickou metodu.

V programu bylo použito řešeńı rozš́ı̌reńım úlohy. Vzhledem k zadáńı lež́ı př́ımky vždy
v jedné rovině a jsou tedy vždy r̊uznoběžné. Jejich směrové vektory jsou t0 a t2. Přidáńı
vektoru vektorZ k jednom z tečných vektor̊u vznikne rovina a úloha se změńı na pr̊useč́ık
př́ımky s rovinou. Př́ıstup je znázorněn na obr. 3.30.

Obecně:
Mějme dánu př́ımku p : (P,v) a rovinu α(Q,n)
Pr̊useč́ık př́ımky s rovinou se vypoč́ıtá jako:

X = P + v ·


(
~PQ,n

)
(v,n)

 (3.56)

Kritická mı́sta

1. Metoda prusecikPrimek

• Ve výsledném vzorci se jedná o pod́ıl dvou skalárńıch součin̊u, tedy je to reálné
č́ıslo, kterým násob́ıme směrový vektor př́ımky.

2. Vstupńı podmı́nky

• Testy metody param – Surftest1 a Surftest2 muśı být splněny.
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vektorZ

P0

P1

P2

rovina α

t2

t0

bodStredu

Obrázek 3.30: Pr̊useč́ık př́ımek v prostoru – proložeńı rovinou

• Vzhledem k požadavk̊um firmy se vykresluj́ı kolmá tělesa, tedy vektory ze
zadaných bod̊u jsou k sobě vzájemně kolmé.

(bodStredu - bodPolomeru, bodStredu - bodVysky) = 0

3. Omezeńı metod pridejRovnobezky, rozevriTeleso

• Počet rovnoběžek je v intervalu 〈2, 100〉.
• Při hledáńı ekvidistantńıho intervalu pro nové body je nutné psát č́ıslo jedna

jako 1.0, aby bylo typu double, jinak dojde k chybnému zaokrouhlováńı na
celá č́ısla.

• Úhel rozevřeńı je v intervalu 〈1, 360〉.

Výsledné modely

Výsledné modely a ukázka jejich editace jsou vykresleny na obr. 3.31, 3.32, 3.33 a 3.34.

Tř́ıda SphereNurbs – kulová plocha

Programové zpracováńı Uživatelským vstupem je bod zadávaj́ıćı střed koule
(bodStredu), velikost poloměru (polomer) a úhel rozevřeńı (uhelRozevreni).

Metoda spoctiParamety

Vstup: bodStredu, polomer, uhelRozevreni
Výstup: ř́ıdićı body s vahami v čtyřrozměrném poli Sarray, řádkový a sloupcový uzlový
vektor knot1, knot2, stupně degree1, degree2
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Obrázek 3.31: Válec a kužel s přidanými rovnoběžkami

Obrázek 3.32: Kužel otevřený na 270 stupň̊u

Prvńım krokem je odvozeńı základńıch ř́ıdićıch bod̊u p̊ulkružnice, která se bude otáčet,
ze vstupńıch údaj̊u. Poté se vypoč́ıtaj́ı daľśı ř́ıdićı body a jejich váhy pro jednotlivé řádky
v závislosti na velikosti úhlu rozevřeńı.

1. Vygenerujeme základńı body – metoda generujZakladniBody.

2. Urč́ıme uzlový vektor knot1 – metoda generujKnot1.
knot1 = (0.0,0.0,0.0,0.5,0.5,1.0,1.0,1.0)

3. stanov́ı počet oblouk̊u v závislosti na úhlu rozevřeńı

if (uhelRozevreni<=90) pocetOblouku = 1;

else if (uhelRozevreni<=180) pocetOblouku = 2;

else if (uhelRozevreni<=270) pocetOblouku = 3;

else pocetOblouku = 4;
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Obrázek 3.33: Modifikace NURBS kužele a válce I

Obrázek 3.34: Modifikace NURBS kužele a válce II

4. Urč́ıme uzlový vektor knot2 v závislosti na počtu oblouk̊u analogicky podle bodu 6
(na str. 114) použitého u válce a kužele –
metoda generujKnot2(pocetOblouku).

5. Vypoč́ıtáme velikosti úhlu jednoho oblouku.
uhelJedenOblouk = uhelRozevreni/pocetOblouku;

6. Prvńı a posledńı body v jednotlivých sloupćıch jsou shodné
– metoda generujBodyPolu(pocetOblouku);.

7. Provedeme výpočet ř́ıdićıch bod̊u pro jednotlivé řádky a urč́ıme jejich váhy. Prin-
cip je podobný jako u metody spoctiParametry pro kužel a válec. Jednodušš́ı
je v určováńı základńıch vektor̊u. Základńı body jsou umı́stěny v rovině xz, a
proto docháźı ke zjednodušeńı základńıch vektor̊u osového kř́ıže – jsou to vektory
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x

z

bodStredu

polomer

polomer

polomer

Obrázek 3.35: Generováńı základńıch bod̊u

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Metodu spoctiParametry pro kulovou plochu můžeme za-
psat pseudokódem následovně.

for (j = 1; j <= 3; j++){

t0 = (0.0,1.0,0.0);

index = 0;

pomUhel = 0.0;

for (i = 1; i <= pocetOblouku; i++){

pomUhel = pomUhel + uhelJedenOblouk;

Sarray[j][index+2].x = bodStredu.x + polomer * cos(pomUhel);

Sarray[j][index+2].y = bodStredu.y + polomer * sin(pomUhel);

Sarray[j][index+2].z = Sarray[j][index].z;

Sarray[j][index+2].w = Sarray[j][index].w;

t2[0]=(-1.0*sin(pomUhel), cos(pomUhel),0.0);

prusecikPrimek(index, j, t0, cosUhel);

index = index + 2; // prejdu na dalsi oblouk

if (i < pocetOblouku)

t0[q] = t2[q];

}

}

Kritická mı́sta

1. Vstupńı podmı́nky

• Poloměr je kladné č́ıslo.

• Úhel rozevřeńı koule je v intervalu 〈1, 360〉.

2. Metoda generujBodyPolu

Prvńı a posledńı řádek tvoř́ı stejné ř́ıdićı body – póly kulové plochy.
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for ( i = 1; i < 2*pocetOblouku + 1; i++){

Sarray[0][i].x = Sarray[0][0].x;

Sarray[0][i].y = Sarray[0][0].y;

Sarray[0][i].z = Sarray[0][0].z;

}

Jejich váhový vektor muśı být pro celou kulovou plochu tvaru:

(1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 1).

Pro rozevřenou kulovou plochu se použije pouze odpov́ıdaj́ıćı část vektoru.

3. Metoda prusecikPrimek

Stejná jako u tř́ıdy CylinderNurbs.

4. Převod úhl̊u na radiány
Při použ́ıváńı funkćı kosinus a sinus je nutné převádět úhly ze stupň̊u na radiány.

Výsledné modely

Ukázkové modely jsou vykresleny na obr. 3.36, 3.37, 3.38 a 3.39

Obrázek 3.36: NURBS koule stupně dva a tři
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Obrázek 3.37: Změna uzlového vektoru NURBS koule

Obrázek 3.38: Změna polohy ř́ıdićıch bod̊u a váhy NURBS koule

Obrázek 3.39: Možnosti tvorby ze základńıho tvaru
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Tř́ıda PlaneNurbs – rovina

Programové zpracováńı Vstupem jsou tři obecné body – bod1, bod2, bod3 – které
určuj́ı obecnou rovinu. Dále je možno zadat počet rovnoběžek a poledńık̊u, které vygene-
ruj́ı hustš́ı śıt’ ř́ıdićıch bod̊u pro snadněǰśı úpravy.

Metoda spoctiParamety

Vstup: bod1, bod2, bod3, pocetPoledniku, pocetRovnobezek, parametr (u, v)
Výstup: ř́ıdićı body s vahami v čtyřrozměrném poli Sarray, řádkový a sloupcový uzlový
vektor knot1, knot2

1. Vygenerujeme základńı body metodou generujZakladniBody;

2. V závislosti na počtu poledńık̊u se urč́ı uzlový vektor knot1 a spoč́ıtaj́ı daľśı ř́ıdićı
body metodou pridejPoledniky.

3. V závislosti na počtu rovnoběžek urč́ıme uzlový vektor knot2 a vygenerujeme daľśı
ř́ıdićı body metodou pridejRovnobezky.

Uzlové vektory se v obou př́ıpadech vypoč́ıtaj́ı stejně. Prvńıch stupeň+1 člen̊u je rovno
nule a posledńıch stupeň+1 člen̊u je rovno jedné. Délka uzlového vektoru se odvod́ı z počtu
rovnoběžek či poledńık̊u, aby bylo splněno pravidlo pro B-spline funkce. Prostředńı uzly
jsou rozděleny ekvidistantně.

Metody použité v metodě spoctiParametry

Metoda pridejRovnobezky Pro jednotlivé sloupcové body vygeneruje body podle
proměnné pocetRovnobezek, kterou zadá uživatel. (viz obr. 3.40).

bod 1 bod 2

bod 3bod 4

posunut́ı

Obrázek 3.40: Generováńı bod̊u pro obecný počet rovnoběžek (4)

posunuti= (bod3 - bod2)/(pocetRovnobezek - 1);

for ( i = 0; i < pocetPoledniku; i++)

for (j = 1; j < pocetRovnobezek; i++)

Sarray[i][j] = Sarray[i][j-1] + posunuti;
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Metoda pridejPoledniky

Pro spodńı a horńı řádek vygeneruje ř́ıdićı body, viz obr.3.41.

bod 1 bod 2

bod 3bod 4

posunut́ı

Obrázek 3.41: Generováńı bod̊u pro obecný počet poledńık̊u (4)

posunuti= (bod2 - bod1)/(pocetPoledniku - 1);

for ( j = 0; j < 2; j++)

for (i = 1; i <= radek-1; i++)

Sarray[i][j] = Sarray[i-1][j] + posunuti;

Kritická mı́sta

1. Vstupńı podmı́nky

• Vstupńı body – bod1, bod2, bod3 jsou vzájemně r̊uzné.

• Vstupńı body nelež́ı na jedné př́ımce. K výpočtu využijeme vlastnost – pokud
promı́tnutý bod lež́ı na alespoň dvou pr̊umětech př́ımky, lež́ı na této př́ımce i
v prostoru. K otestováńı, zda bod lež́ı na př́ımce v rovině použijeme vztah:

(b0 − a0)(p1 − a1)− (b1 − a1)(p0 − a0) = 0, (3.57)

kde body A = (a0, a1) a B = (b0, b1) určuj́ı př́ımku a testujeme bod P =
(p0, p1).

• Počet poledńık̊u je v intervalu 〈2, 100〉.
• Počet rovnoběžek je v intervalu 〈2, 100〉.

2. Určeńı stupně degree1, degree2

Pokud je počet rovnoběžek nebo poledńık̊u roven dvěma, jedinou možnost́ı je volba
stupně jedna. Počet bod̊u muśı být vždy alespoň o jeden větš́ı než je stupeň v daném
směru. Pro ostatńı př́ıpustné hodnoty se voĺı stupeň roven dvěma, abychom zajistili
spojitost při změně polohy ř́ıdićıch bod̊u.

Výsledné modely

Na obr. 3.42, 3.43 je ukázka výsledných model̊u NURBS rovin.
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Obrázek 3.42: NURBS rovina upravená změnou bodu

Obrázek 3.43: NURBS rovina upravená změnou bodu

Tř́ıda CubeNurbs

Programové zpracováńı Jako vstup od uživatele se přij́ımaj́ı tři body – dva tvoř́ı
úhlopř́ıčku podstavy a třet́ı určuje výšku. Jeho poloha vzhledem k druhému bodu určuje,
zda se bude jednat o kolmý nebo kosý hranol. Dále je to počet rovnoběžek a poledńık̊u,
které vygeneruj́ı hustš́ı śıt’ bod̊u k lepš́ı modifikaci objektu. Pokud je počet rovnoběžek
i poledńık̊u roven dvěma, pak je stupeň plochy jedna. Při vyšš́ım počtu poledńık̊u a
rovnoběžek se voĺı stupeň druhý, aby nevznikaly zlomy při posunu ř́ıdićıch bod̊u.
Metoda spoctiParamety

Vstup: bodUhlopricky1, bodUhlopricky2, bodVysky, pocetRovnobezek, pocet
Poledniku

Výstup: ř́ıdićı body s vahami v čtyřrozměrném poli Sarray, řádkový a sloupcový uzlový
vektor knot1, knot2

Metoda je složena z následuj́ıćıch čtyř část́ı:

1. Generováńı čtyř základńıch bod̊u podstavy.

generujZakladniBody();

2. Přidáńı bod̊u podle počtu poledńık̊u, pokud je počet větš́ı než dva.

if (radek > 2) pridejPoledniky(radek);

3. Výpočet ř́ıdićıch bod̊u na jednotlivých rovnoběžkách.

pridejRovnobezky(sloupec, radek, bodVysky);

4. Nalezeńı uzlového vektoru knot1 pro jednotlivé rovnoběžky, pokud je stupeň roven
jedné (počet rovnoběžek i poledńık̊u je roven dvěma), má uzlový vektor uvedený
tvar.
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if ( degree1 != 1)

generujKnot1(degree1, radek);

else

knot1 = (0.0, 0.0,0.25,0.5,0.75,1.0,1.0);

if ( degree2 != 1)

generujKnot2(degree2, sloupec);

else

knot2 = (0.0, 0.0,1.0,1.0);

Metody použité v metodě spoctiParametry

generujZakladniBody Uživatel zadá dva body úhlopř́ıčky a metoda urč́ı dva zbývaj́ıćı.
Pro jednoznačnost je nutné předpokládat, že daná úhlopř́ıčka lež́ı v rovině (xy) nebo
v rovině s ńı rovnoběžné.

Z obr. 3.44 je zřejmý výpočet zbývaj́ıćıch dvou vrchol̊u dolńı podstavy. Zachová se
vždy jedna ze souřadnic známých vrchol̊u. Velikost váhy je u všech bodu rovna jedné.

(x1, y2) (x2, y2)

(x1, y1) (x2, y1)

y

x

z

Obrázek 3.44: Výpočet ř́ıdićıch bod̊u dolńı podstavy

metoda pridejPoledniky(radek);

1. Spoč́ıtat velikost posunut́ı jednotlivých bod̊u vzhledem k počtu poledńık̊u, které
má hranol mı́t. Je nutné si uvědomit, že počet poledńık̊u – proměnná radek – zde
znamená počet poledńık̊u na jedné hraně podstavy. Počet ř́ıdićıch bod̊u podstavy je
tedy jiný.

posunX = (Sarray[1][0].x - Sarray[0][0].x) / (radek-1);

posunY = (Sarray[2][0].y - Sarray[0][0].y) / (radek-1);

2. Pro jednotlivé hrany spodńı podstavy spoč́ıtat ř́ıdićı body jako posunut́ı vhodné
souřadnice předchoźıho bodu a velikost posunX nebo posunY. Váhy jsou u všech
bod̊u rovny jedné (viz obr. 3.45). Je nutné si uvědomit, že pro dvě stěny má posunut́ı
opačné znaménko a také, že posledńı ř́ıdićı bod je roven prvńımu ř́ıdićımu bodu.
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(x1, y1) (x1 + posunX, y1) (x2, y1)

(x2, y1 + posunY)

(x2, y2)(x2 − posunX, y2)(x1, y2)

(x1, y2 − posunY)

Obrázek 3.45: Výpočet ř́ıdićıch bod̊u pro tři poledńıky

metoda generujKnot1(degree1, radek)

Metoda vraćı tvar uzlového vektoru knot1. Pro stupeň druhý a počet rovnoběžek větš́ı
než dva, muśı uzlový vektor obsahovat vždy tyto členy, které zp̊usobuj́ı to, že rohové ř́ıdićı
body lež́ı na ploše (viz obr. 3.46).

knot1 = (0.0, 0.0, 0.0, 0.25, 0.25, 0.5, 0.5, 0.75, 0.75, 1.0, 1.0, 1.0)

0, 0, 0 0.25, 0.25

0.5, 0.50.75, 0.75

1, 1, 1

Obrázek 3.46: Základńı uzlový vektor pro hranol

Při volbě k poledńık̊u docháźı k přidáńı 4k ř́ıdićıch bod̊u (na každou hranu podstavy
k), a proto muśı být uzlový vektor deľśı o 4k hodnot. Ty se muśı rovnoměrně rozmı́stit
mezi výše uvedený vektor. Počet vložených č́ısel mezi jednotlivé hodnoty uzlového vektoru
určuje proměnná pocetVnitrnichUzlu.

pocetVnitrnichUzlu = ( 4 * radek - 5 * degree1 - 2) /4;

Pomoćı for cykl̊u je potřeba naplnit uzlový vektor délky
(5*degree1 + 1 + 4*pocetVnitrnichUzlu + 1) známými hodnotami pro rohové ř́ıdićı
body a ekvidistantńımi hodnotami pro přidané rovnoběžky. Ekvidistantńı hodnoty se
vypoč́ıtaj́ı podle:
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knot1[i] = knot1[i-1] + 0.25 / (pocetVnitrnichUzlu + 1);

Na obr. 3.47 je př́ıpad pro tři poledńıky. Uzlový vektor knot1 má následuj́ıćı tvar:

(0.0, 0.0, 0.0, 0.125, 0.25, 0.25, 0.375, 0.5, 0.5, 0.625, 0.75, 0.75, 0.875, 1.0, 1.0, 1.0)

Obecně dostáváme:

0, 0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
degree1+1

pocetVnitrnichUzlu︷ ︸︸ ︷. . . . . . 0.25, . . . , 0.25,︸ ︷︷ ︸
degree1

pocetVnitrnichUzlu︷ ︸︸ ︷. . . . . .

0.5, . . . , 0.5,︸ ︷︷ ︸
degree1

pocetVnitrnichUzlu︷ ︸︸ ︷. . . . . . 0.75, . . . , 0.75,︸ ︷︷ ︸
degree1

pocetVnitrnichUzlu︷ ︸︸ ︷. . . . . . 1.0, . . . , 1.0︸ ︷︷ ︸
degree1+1

0.875 0.375

0.125

0.625

0, 0, 0 0.25, 0.25

0.5, 0.50.75, 0.75

1, 1, 1

Obrázek 3.47: Generováńı uzlového vektoru knot1 pro tři poledńıky

metoda generujKnot2(degree2, sloupec)

Uzlový vektor knot2 muśı obsahovat prvńıch a posledńıch degree2+1 člen̊u stejných,
opět kv̊uli tomu, aby hrana zač́ınala a končila v rohovém bodě. Vnitřńı uzly jsou ekvi-
distantńı. Uzlový vektor knot2 se použ́ıvá pro svislé hrany, neńı tedy nutné jako v př́ıpadě
knot1 procházet všechny 4 vrcholy postupně, ale pohybujeme se vždy mezi dvěma body.

0, 0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
degree2+1

sloupec−degree2︷ ︸︸ ︷. . . . . . 1.0, . . . , 1.0,︸ ︷︷ ︸
degree2+1

Kritická mı́sta

1. Vstupńı podmı́nky

• Vstupńı body – bodUhlopricky1, bodUhlopricky2, bodVysky jsou vzájemně
r̊uzné.

• Body na úhlopř́ıčce lež́ı v rovině rovnoběžné s rovinou xy, tj. maj́ı stejnou
z-ovou souřadnici.

• Vstupńı bod bodVysky lež́ı mimo rovinu obsahuj́ıćı úhlopř́ıčku, která je rovno-
běžná s xy, tj. má jinou z-ovou souřadnici.
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Obrázek 3.48: NURBS hranol s pěti rovnoběžkami a osmi poledńıky

• Počet poledńık̊u je v intervalu 〈2, 100〉.
• Počet rovnoběžek je v intervalu 〈2, 100〉.

2. Určeńı stupně degree1, degree2

Provede se opět v konstruktoru analogicky jako u roviny (viz Kritická mı́sta u tvorby
NURBS roviny)

3. Určeńı proměnné radek

V př́ıpadě hranolu neodpov́ıdá proměnná pocetPoledniku proměnné radek. Toto
č́ıslo určuje počet poledńık̊u na jedné stěně, ale proměnná radek udává počet bod̊u
v jednom sloupci. Po provedeńı metody spoctiparametryHranol muśıme v kon-
struktoru změnit proměnnou radek.

radek = 4*(pocetPoledniku - 1) + 1;

Výsledné modely

Výsledné modely jsou na obr. 3.48, 3.49.

Tř́ıda AnuloidNurbs

Programové zpracováńı Anuloid se zadává pomoćı dvou bod̊u zadávaj́ıćı osu rotace
anuloidu, dále středem a poloměrem kružnice rotace. Velikost úhlu rozevřeńı anuloidu od
1 do 360 stupň̊u. Výhodou této konstrukce je to, že osa rotace může být libovolná př́ımka
v prostoru. Uživatel nemuśı použ́ıvat daľśı funkce k přesunut́ı anuloidu do požadované
polohy.
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Obrázek 3.49: Možnosti úpravy hranolu

Metoda spoctiParamety

Vstup: bodOsy1, bodOsy2, bodStredu, polomer, uhelRozevreni
Výstup: ř́ıdićı body s vahami v čtyřrozměrném poli Sarray, řádkový a sloupcový uzlový
vektor knot1, knot2, stupně degree1, degree2

Nejdř́ıve je nutné vygenerovat prvńı kružnici se středem bodStredu a daným po-
loměrem (metoda generujZakladniBody). Poté se urč́ı analogicky jako u kružnice uzlové
vektory knot1 a knot2. V závislosti na úhlu rozevřeńı se generuj́ı daľśı body a jejich váhy.
Stupeň pro sloupce i pro řádky je roven dvěma.

Metoda spoctiParametry provád́ı následuj́ıćı kroky:

1. Vygeneruje základńı body – metoda generujZakladniBody.

2. Určuje uzlový vektor knot1 – metoda generujKnot1.
knot1 = (0.0,0.0,0.0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1.0,1.0,1.0)

3. Stanov́ı počet oblouk̊u v závislosti na úhlu rozevřeńı.

if (uhelRozevreni<=90) pocetOblouku = 1;

else if (uhelRozevreni<=180) pocetOblouku = 2;

else if (uhelRozevreni<=270) pocetOblouku = 3;

else pocetOblouku = 4;

4. Určuje uzlový vektor knot2 v závislosti na počtu oblouk̊u analogicky podle bodu 6
(str. 114) použitého u válce a kužele – metoda generujKnot2.

5. Výpočet velikosti úhlu jednoho oblouku.
uhelJedenOblouk = uhelRozevreni/pocetOblouku;
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Obrázek 3.50: NURBS anuloid (rozevřeńı)

6. Výpočet ř́ıdićıch bod̊u pro jednotlivé řádky a určeńı jejich vah. Princip je stejný
jako u metody spoctiParametry pro kužel a válec (viz postup a obr. 3.29 na str.
113).

Kritická mı́sta

1. Vstupńı podmı́nky.

• Poloměr je kladné č́ıslo.

• Úhel rozevřeńı anuloidu je v intervalu 〈1, 360〉.
• Bod středu kružnice rotace nesmı́ ležet na ose anuloidu. Pak by se jednalo

o dvojnou kouli. Kulovou plochu ale vykreslujeme pomoćı samostatné tř́ıdy
SphereNurbs. Vzájemnou polohu př́ımky a bodu v prostoru řeš́ıme konečným
automatem.

• Osa je zadána dvěma r̊uznými body.

2. Převod úhl̊u na radiány.
Při použ́ıváńı funkćı kosinus a sinus je nutné převádět úhly ze stupň̊u na radiány.

Výsledné modely

Ukázku r̊uzných anuloid̊u a jejich modifikaćı naleznete na obr. 3.50, 3.51.

Rotačńı tělesa

Programové zpracováńı Rotačńı těleso jako NURBS je zadáno obecnou osou rotace
a libovolnou NURBS křivkou. Lze také zadat úhel rozevřeńı tělesa od jednoho do 360
stupň̊u. Výhodou rotačńıch těles je možná editovatelnost výsledného modelu. Každému
rotačńımu tělesu je totiž přǐrazena śıt’ ř́ıdićıch bod̊u a uživatel má možnost měnit jejich
polohu, váhu. Všechny tyto změny jsou pouze lokálńı.
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Obrázek 3.51: NURBS anuloid – možnosti úpravy

Metoda spoctiParametry

Vstup: NURBS křivka (ř́ıdićı body, váhový a uzlový vektor, stupeň), úhel rozevřeńı
Výstup: ř́ıdićı body v poli Sarray s vahami v poli weights, řádkový a sloupcový uzlový
vektor – knot1, knot2, řádkový a sloupcový stupeň – degree1, degree2

1. Inicializace – uživatelem zadané body jsou prvńımi body pro hledané kružnice.

2. Podle velikosti úhlu rozevřeńı rozděĺıme na oblouky a najdeme velikost základńıho
úhlu (angle).

angle ∈ (0, 90 >→ numberOfArcs = 1;

angle ∈ (90, 180 >→ numberOfArcs = 2;

angle ∈ (180, 270 >→ numberOfArcs = 3;

angle ∈ (270, 360 >→ numberOfArcs = 4;

angle = angle/numberOfArcs;

3. Urč́ıme uzlový vektor pro kružnice otáčeńı jednotlivých bod̊u vstupńı křivky v zá-
vislosti na velikosti úhlu rozevřeńı. Tento tvar vycháźı z vyjádřeńı kružnicových
oblouk̊u jako NURBS.

switch(numberOfArcs){

case 1: break;

case 2: knot1=(0,0,0,0.5,0.5,1,1,1); break;

case 3: knot1= (0,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1) break;

case 4: knot1= (0,0,0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1,1,1)

break;

}

4. V daľśım kroku vypoč́ıtáme souřadnice bod̊u, které vznikaj́ı otočeńım ř́ıdićıch bod̊u
vstupńı př́ımky o úhel angle. V obou těchto bodech nalezneme tečny a pr̊useč́ık
těchto tečen je daľśı ř́ıdićı bod. Tento postup opakujeme pro všechny oblouky
př́ıslušného kružnicového oblouku a je analogický pro tvorbu základńıch těles uve-
denou v předchoźıch částech. Rozd́ılem je, že osa rotace může být v obecné poloze
vzhledem ke vstupńı křivce.
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Obrázek 3.52: Rotačńı tělesa jako NURBS (s viditelnost́ı)

Kritická mı́sta

Nejdř́ıve je nutné zkontrolovat vstupńı hodnoty zadané uživatelem (viz část a). Ve výpo-
četńı části se vyskytne problém, pokud některý z bod̊u křivky lež́ı na ose rotace. V tomto
př́ıpadě degeneruje kružnice v jeden bod, ale ten je nutný zahrnout do výsledné śıtě ř́ıdićıch
bod̊u devětkrát (viz definice NURBS kružnice). V metodách použitých pro generováńı
ř́ıdićıch bod̊u můžeme také narazit na problémy, které v daľśı části podrobně probereme
(viz část b, c).

a. Kontrola vstupńıch hodnot
– osa rotace je zadána dvěma r̊uznými body,
– úhel rozevřeńı tělesa je v intervalu 〈1, 360〉,
– NURBS křivka je korektně zadána, tj. r̊uzné ř́ıdićı body každý s kladnou vahou, uzlový
vektor je neklesaj́ıćı posloupnost kladných reálných č́ısel a splňuje podmı́nku vzhledem
ke stupni a počtu ř́ıdićıch bod̊u.

b. metoda PromitniBodNaPrimku(A,B,C)

Metoda se použ́ıvá při hledáńı středu kružnice, kolem kterého budeme bod otáčet. Prove-
deme projekci obecného bodu A na př́ımku danou body B,C. Jelikož promı́táme kolmo
na danou př́ımku, je směrový vektor daný body B, C normálovým vektorem pro promı́taćı
rovinu jdoućı bodem A.

Rovnice př́ımky: X = B + (B − C)
Rovnice roviny: (B − C)X − (B − C)A = 0

Po dosazeńı rovnice př́ımky do rovnice roviny dostáváme vztah pro výpočet parametru t.
Dosazeńım parametru do rovnice př́ımky źıskáme výsledný pr̊umět bodu A.

c. metoda PrusecikPrimek()

Metoda, která je podrobně probrána u kužele a válce.

Výsledné modely

Obr. 3.52 a 3.53 ukazuj́ı př́ıklad obecných rotačńıch NURBS ploch a zp̊usoby jejich úpravy.
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Obrázek 3.53: Rotačńı tělesa – možnosti editace

3.5 Spojité navazováńı NURBS ploch

V technické praxi se často objevuje potřeba hladkého navazováńı NURBS ploch. K jedné,
již vytvořené ploše, chceme přidat daľśı tak, aby přechod mezi nimi byl C1 spojitý. Ke
stanoveńı podmı́nek je nutné udělat podrobný rozbor celé situace. V literatuře je uvedena
pouze základńı podmı́nka o vztahu sousedńıch bod̊u, neńı zde vysvětlen vliv váhy či tvar
uzlového vektoru. V této části bude podrobně probráno celé odvozeńı.

Mějme dánu NURBS plochu S(u, v) s ř́ıdićımi body Pij s vahami wij, i = 0, 1, . . . ,m
a j = 0, 1, . . . , n a řádkovým uzlovým vektorem u a sloupcovým vektorem v. Dále je dán
řádkový a sloupcový stupeň plochy p, q.

Druhou plochu chceme hladce navázat podél posledńıho sloupce prvńı plochy. Označme
ji S ′(u, v). Jej́ı ř́ıdićı body označme Qij s vahami w′

ij, i = 0, 1, . . . ,m a j = 0, 1, . . . , r.
Prvńı zřejmou podmı́nkou je, že počet řádk̊u muśı být u obou ploch stejný. Také sloupcový
uzlový vektor a sloupcový stupeň obou ploch se muśı rovnat, nebot’ muśı mı́t společnou
křivku danou posledńım sloupcem p̊uvodńı plochy. Tedy sloupcový uzlový vektor je v a
sloupcový stupeň je q. Zbývaj́ıćı řádkový vektor označ́ıme u′ a řádkový stupeň s.

Kromě předchoźıch formálńıch podmı́nek muśı platit základńı vztah. Odpov́ıdaj́ıćı
body posledńıho a předposledńıho sloupce p̊uvodńı plochy lež́ı na př́ımce spolu s body
druhého sloupce připojené plochy. Váhy odpov́ıdaj́ıćıch bod̊u těchto tř́ı sloupc̊u jsou stejné

wi,n−1 = wi,n = w′
i,0 = w′

i,1.

Body a váhy prvńıho sloupce navazuj́ıćı plochy jsou stejné jako ř́ıdićı body a váhy
posledńıho sloupce p̊uvodńı plochy – společná hraničńı křivka. Symbolicky zapsáno:



134 KAPITOLA 3. VÝSLEDKY PRÁCE

Qi,0 = Pi,n, wi,n = w′
i,0 pro i = 0, 1, . . . ,m. (3.58)

Pi,n−1Qi,1 = k.Pi,n−1Qi,0 = k.Pi,n−1Pi,n pro libovolné k 6= 0, k ∈ R. (3.59)

Rozepsáńım dostáváme vyjádřeńı bod̊u druhé sloupce připojené plochy:

Qi,1 = Pi,n−1(1− k) + kQi,0 (3.60)

Z matematické analýzy plat́ı věta o spojitém navázáńı. Nutnou a dostatečnou pod-
mı́nkou je př́ıtomnost tečné roviny, tedy existence parciálńıch derivaćı. V tomto př́ıpadě je
jedna derivace zřejmě shodná. Obě plochy maj́ı společnou hraničńı křivku danou stejnými
ř́ıdićımi body s váhami, stejným uzlovým vektorem i stupněm. Poněkud obt́ıžněǰśı je
situace pro druhý směr – řádky.

Muśıme dokázat, že při splněńı výše uvedených podmı́nek v obecném bodě hraničńı
křivky existuje společná tečná rovina pro obě plochy. Budeme potřebovat derivace v prv-
ńım a posledńım bodě NURBS křivky. Tu lze vyjádřit jako (uzlový vektor je na intervalu
〈0, 1〉):

C ′(0) =
m

1− up−1

(Qi,1 −Qi,0)
wi,1
wi,0

=
m

1− up−1

(Qi,1 − Pi,n)
wi,1
wi,0

(3.61)

C ′(1) =
m

m− um−p−1

(Pi,n − Pi,n−1)
wi,n−1

wi,n
(3.62)

Z uvedených vzorc̊u vid́ıme, že derivace v krajńıch bodech záviśı pouze na vektoru
určeném posledńımi dvěma nebo prvńımi dvěma body křivky. Dokážeme-li tedy, že tyto
derivace jsou lineárně závislé, pak derivace v krajńıch bodech je stejná až na násobek a
navázáńı obou ploch je spojité.

Vezmeme tedy pro stejný parametr v obecný bod na posledńı a předposledńı křivce
prvńı plochy (sloupcové) a na prvńı křivce (sloupcové) navazuj́ıćı plochy. Předpokládáme,
že plat́ı všechny uvedené podmı́nky výše. Vyjádř́ıme obecný bod na těchto křivkách:

CS
n−1(v) =

m∑
i=0

wi,n−1Pi,n−1N
q
i (v) (3.63)

CS
n (v) =

m∑
i=0

wi,nPi,nN
q
i (v) =

m∑
i=0

wi,nQi,0N
q
i (v) (3.64)

CS′

1 (v) =
m∑
i=0

w′
i,1Qi,1N

q
i (v) (3.65)

Použit́ım předpoklad̊u o rovnosti vah a z rovnice (3.60) dostáváme obecný bod na křivce
z bod̊u prvńıho sloupce připojené plochy.

CS′

1 (v) =
m∑
i=0

wi,n(Pi,n−1(1− k) + kQi,0)N
q
i (v) (3.66)

Nyńı stač́ı dokázat, že body CS
n−1(v), C

S
n (v), CS′

1 (v) pro libovolné v ∈ v lež́ı na př́ımce.
Pak jsou vektory lineárně závislé a podle vzorc̊u pro derivace v krajńıch bodech jsou až
na násobek (pod́ıl vah a uzlových vektor̊u) stejné.
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Muśı být pro q 6= 0, q ∈ R:

q.CS
n−1(v)C

S
n (v) = CS

n (v)CS′

1 (v)

q(CS
n (v)− CS

n−1(v)) = CS′

1 (v)− CS
n (v)

Vyjádř́ıme:

CS
n (v)− CS

n−1(v) =
m∑
i=0

wi,nQi,0N
q
i (v)−

m∑
i=0

wi,nPi,n−1N
q
i (v) =

m∑
i=0

wi,n(Qi,0 − Pi,n−1)N
q
i (v)

a

CS′

1 (v)− CS
n (v) =

m∑
i=0

wi,n(Pi,n−1(1− k) + kQi,0)N
q
i (v)−

m∑
i=0

wi,nQi,0N
q
i (v)) =

= (k − 1)
m∑
i=0

wi,n(Qi,0 − Pi,n−1)N
q
i (v)

Oba výrazy jsou stejné až na násobek k − 1, na němž nezálež́ı. Proto jsou lineárně
závislé a určuj́ı parciálńı derivaci v druhém směru pro obě plochy. Obě parciálńı derivace
na hraničńı křivce jsou stejné, proto pokud je splněn předpoklad, je navázáńı C1 spojité.
Na obr. 3.54 vid́ıme schéma jednoduchého navázáńı dvou ploch

P0,n−1

P1,n−1

P2,n−1

P0,n = Q0,0

P1,n = Q1,0

P2,n = Q2,0

Q0,1

Q1,1

Q2,1

Obrázek 3.54: Schéma hladkého napojeńı dvou ploch
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3.5.1 Podmı́nky hladkého napojeńı NURBS ploch

Mějme dány dvě obecné NURBS plochy S, S ′.
Plocha S
śıt’ m× n bod̊u
ř́ıdićı body Pij s váhami wij
řádkový a sloupcový uzlový vektor u,v
řádkový a sloupcový stupeň p, q

Plocha S ′

śıt’ l × r bod̊u
ř́ıdićı body Qij s váhami w′

ij

řádkový a sloupcový uzlový vektor u′,v′

řádkový a sloupcový stupeň p′, q′

Jestliže plat́ı:

1. v′ = v

2. q = q′

3. wi,n−1 = wi,n = w′
i,0 = w′

i,1 pro i = 0, 1, . . . ,m

4. Qi,0 = Pi,n pro i = 0, 1, . . . ,m

5. pro libovolné k 6= 0, k ∈ R

Pi,n−1Qi,1 = k.Pi,n−1Qi,0 = k.Pi,n−1Pi,n pro i = 0, 1, . . . ,m

pak jsou plochy S a S ′ hladce napojeny.

3.6 Využit́ı interpolace pomoćı NURBS křivek

3.6.1 Obecný postup

Ve spolupráci s ústavem stroj́ırenské technologie – odbor technologie obráběńı je řešen
projekt pro medićınské využit́ı. Jedná se o výrobu kloubńıch náhrad vhodných pro operace
kolenńıch kloub̊u. Naše výsledky budou po testováńı použity v nemocnici u sv. Anny
v Brně, kde se ročně provád́ı asi 100 těchto operaćı.

Naš́ım úkolem je źıskat přesné vyjádřeńı plochy kloubu a tu transformovat do souřadnic
pro dráhu frézky, která kloub z kovového hranolu vyrob́ı. I když se jedná o naměřené
hodnoty, které nejsou přesné, nemůžeme použ́ıt metodu nejmenš́ıch čtverc̊u nebo daľśı
statistické metody. Plocha kloubu je totiž velmi členitá a neńı možné naj́ıt jej́ı jednoduchou
reprezentaci. Proto bereme naměřené hodnoty jako hodnoty přesné a ty interpolujeme.

Metoda byla testována na p̊ulválci. Nejdř́ıve je pomoćı př́ıstroje Microscribe (obr.
3.55) nasńımána śıt’ bod̊u. Předmět muśı být velmi dobře připevněn a pomoćı sńımaćı
tužky (obr. 3.55) se zapisuj́ı souřadnice nasńımané pozice.
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Obrázek 3.55: Př́ıstroj Microscribe a sńımáńı bod̊u válce

Tyto body jsou interpolovány pomoćı NURBS křivek. Všechny váhy bod̊u nastav́ıme
implicitně na hodnotu jedna. Budeme tedy pracovat pouze s neuniformńımi B-spline
křivkami.

Ze vstupńıch bod̊u vypoč́ıtáme tvar uzlového vektoru pomoćı středové či tětivové
metody. V praxi budeme použ́ıvat středovou metodu, která je vhodná, pokud ve vstupńıch
datech existuj́ı výrazněǰśı přechody. Následně sestav́ıme matici pro nalezeńı ř́ıdićıch bod̊u.
Výsledný uzlový vektor a ř́ıdićı body vyṕı̌seme do souboru a předáme ke zpracováńı
frézkou. NURBS křivku zobraźıme v programu Gnuplot, později bude vizualizace prová-
děna s použit́ım OpenGL.

3.6.2 Matematický aparát

Předpokládejme, že dostaneme množinu (n+ 1) naměřených hodnot

Qk, k = 0, . . . , n.

Chceme sestrojit neracionálńı neuniformńı B-spline křivku stupně p, která bude interpo-
lovat tyto body, tj.

Qk = C(uk) =
n∑
i=0

Np
i (uk)Pi. (3.67)

Nejdř́ıve muśıme spoč́ıtat vhodné hodnoty uk. K jejich určeńı použijeme tětivovou nebo
středovou metodu. Necht’ d znač́ı absolutńı délku tětivy.
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Tětivová metoda:

d =
n∑
k=1

|Qk −Qk−1|

Potom

u0 = 0 un = 1

uk = uk−1 +
|Qk −Qk−1|

d
k = 1, . . . , n− 1 (3.68)

Středová metoda:

d =
n∑
k=1

√
|Qk −Qk−1|

Potom

u0 = 0 un = 1

uk = uk−1 +

√
|Qk −Qk−1|

d
k = 1, . . . , n− 1 (3.69)

Pomoćı tětivové nebo středové metody spoč́ıtáme parametry u0, . . . , un. Abychom dostali
v rovnici (3.67) řešitelnou soustavu, je nutné provést metodu nazvanou pr̊uměrováńı –
averaging :

u0 = . . . = up = 0 um−p = . . . = um = 1,

uj+p =
1

p

j+p−1∑
i=j

ui j = 1, . . . , n− p. (3.70)

Po výpočtu uzlových vektor̊u zbývá určit ř́ıdićı body. Rovnice (3.67) určuje (n+ 1)×
(n+ 1) lineárńıch rovnic neznámých Pi. Jej́ı prvky dostaneme výpočtem bázových funkćı
s parametry u pro uzlový vektor u.


N2

0 (u0) N2
1 (u0) . . . N2

n(u0)

N2
0 (u1) N2

1 (u1) N2
n(u1)

...
. . .

N2
0 (un) N2

1 (un) . . . N2
n(un)




P0

P1
...

Pn

 =


Q0

Q1
...

Qn

 (3.71)

Algoritmus interpolace můžeme zapsat jako:

Vstup: n+ 1 naměřených hodnot Qk, požadovaný stupeň p
Výstup: ř́ıdićı body Pi, délka uzlového vektoru m, uzlový vektor U
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CurveInterpol(n,Q,p,m,U,P){

m = n+p+1; // delka uzloveho vektoru

spoctiUpruh;

SpoctiU;

Inicializace pole A na nulove hodnoty;

SpoctiKoeficientyMaticeA();

P = GaussovaEliminace(A);

vykresli krivku s vypoctenymi parametry

}

Př́ıklad:

Máme dáno 5 naměřených hodnot bod̊u Qi, i = 0, . . . , 4. Naš́ım úkolem je podle před-
choźıho postupu naj́ıt NURBS křivku, která tyto body interpoluje.

Body Qi:(0, 0, 0) (1, 1, 0) (3, 0, 0) (5,−1, 0)(8, 5, 0)

Nejdř́ıve vypoč́ıtáme vektor u. Potom z něj metodou averaging klasický uzlový vek-
tor pro křivku stupně dva. Sestav́ıme matici podle rovnice (3.71) a Gaussovou eliminaćı
vypoč́ıtáme ř́ıdićı body Pi.

Výsledné hodnoty

Uzlový vektor: (0, 0, 0, 0.201059, 0.378601, 1, 1, 1)
ř́ıdićı body: (0, 0, 0) (0.786373, 1.57043, 0) (3.00158,−0.0251676, 0)
(7.64779,−2.953, 0) (8, 5, 0)

Výsledná interpolačńı křivka je na obr. 3.56).

Obrázek 3.56: Interpolace pomoćı NURBS – p̊uvodńı a nové ř́ıdićı body

3.6.3 Interpolace na válci

Př́ıstrojem Microscribe byly naměřeny vstupńı hodnoty (asi 1000 hodnot). Na ně potom
po jednotlivých řádćıch byla aplikována výše popsaná metoda. Výsledné křivky byly spo-
jeny do jedné, která určila s daným (libovolně velkým) krokem body, určené pro frézku.
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Na frézce byl válec znovu vyroben. Vzhledem k nepřesnostem při sńımáńı bod̊u se pro-
jevilo malé zkřiveńı. To dokazuje funkčnost metody, která s velkou přesnost́ı interpoluje
vložená data. Vstupńı a vypoč́ıtané hodnoty testovaćıho p̊ulválce jsou zobrazeny na obr.
3.57. A na obr. 3.58 je ukázka z výroby p̊ulválce na frézce.

Obrázek 3.57: Vstupńı a vypoč́ıtaná data pro testovaćı p̊ulválec

Obrázek 3.58: Výroba výsledného válce na frézce

3.7 Nové metody modelováńı ploch použité v GIS

GIS (geografický informačńı systém, geographic information system) je informačńı systém
se schopnost́ı práce s geodaty – tj. prostorovým vymezeńım objekt̊u a prostorovými vztahy
objekt̊u. GIS popisuje okolńı svět s využit́ım prostorové lokalizace.

Jedna z přesných a vyčerpávaj́ıćıch odborných definic GIS zńı: Geografický informačńı
systém je organizovaný souhrn poč́ıtačové techniky, programového vybaveńı, geografických
dat a zaměstnanc̊u navržený tak, aby mohl efektivně źıskávat, ukládat, aktualizovat, ana-
lyzovat, přenášet a zobrazovat všechny druhy geograficky vztažených informaćı.

V této sekci se budeme zaj́ımat jen o část z tohoto procesu a to zobrazováńı a vyhod-
nocováńı zemského povrchu z naměřených dat LiDAR technologíı pomoćı T-spline ploch.
Teoretický základ T-spline je popsán v části 2.4.
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LiDAR (Light Detection and Ranging) technologie je jednou z možnost́ı, jak rychle
źıskat informace o určité oblasti. Sńımač umı́stěný ve vrtulńıku či na kř́ıdle letadla
vyśılá laserový paprsek a jeho odrazy se zapisuj́ı. Poté jsou vypoč́ıtány přesné souřadnice
naměřených bod̊u.

Výsledkem je mrak bod̊u, pro který je nutné daľśı zpracováńı k identifikace budov,
stromů a povrchu. Nevýhodou LiDAR měřeńı je omezená přesnost při sńımáńı bĺızkých
budov, chyby při sńımáńı v GIS/INS nebo špatná odrazivost některých povrch̊u. I přesto
je LiDAR technologie vynikaj́ıćı při př́ımém měřeńı hloubky objekt̊u.

Výhody použit́ı T-spline

• Neńı nutné mı́t pravidelnou śıt’ bod̊u.

• Po vložeńı bodu (např. při dodatečných měřeńıch část́ı) neńı nutné překreslovat
celou plochu.

• Lze provést lokálńı zjemněńı śıtě, kde je nutná větš́ı přesnost zobrazeńı.

• Lze vytvořit ostré hrany – kraje vodńıch nádrž́ı, budovy.

• Algoritmem T-spline simplification lze zredukovat počet ř́ıdićıch bod̊u na méně než
polovinu bez změny výsledné plochy.

Při zobrazováńı dat lze zvolit jeden ze dvou př́ıstup̊u – aproximačńı nebo interpolačńı.
Interpolačńı postup je již částečně popsán v Zheng et al. (2006). Nevýhodu tohoto postupu
je vysoká pamět’ová i časová náročnost pro větš́ı počet bod̊u. Zheng et al. (2006) vycháźı
z pravidelné śıtě bod̊u se stejnou vahou. Následně jsou generovány ekvidistantńı uzlové
vektory k jednotlivým bod̊um. Potom přicháźı na řadu interpolace, tj. výpočet soustavy
rovnic, jejichž počet je roven počtu interpolovaných bod̊u. Zheng et al. (2006) přidává
local refinement algoritmus pro zjemněńı některých část́ı śıtě.

V praxi jsou však vstupńı body neuspořádané v mraku bod̊u a uzlový vektor neńı
ekvidistantńı. Také výpočet soustavy rovnic pro např́ıklad milion bod̊u je již velmi časově
náročné. Z tohoto d̊uvodu byl vybrán aproximačńı př́ıstup. Výsledná plocha neprocháźı
naměřenými body, ale vzhledem k neekvidistantńımu uzlovému vektoru, který použijeme,
bude přirozeněji popisovat terén.

Využit́ı T-spline aproximace pro zobrazeńı mraku bod̊u dosud nebylo publikováno.
V Lichy – Bekhahn (1999) je popsána metoda aproximace pouze pomoćı B-spline ploch
s úpravami ř́ıdićıch bod̊u pro zobrazeńı ostrých přechod̊u mezi vodńımi plochami a zemı́.
Náš př́ıstup byl poprvé publikován v (Procházka – Procházková (2007)).

Algoritmus řešeńı:

1. Nalézt rovinné plochy (střechy, budovy) a oddělit je od ostatńıch bod̊u.

2. Uspořádat zbývaj́ıćı body.

3. Každému bodu přǐradit uzlové vektory potřebné pro T-spline śıt’.

4. Algoritmem T-spline simplification odstranit nadbytečné body bez změny tvaru
výsledné plochy.
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5. Zobrazit budovy a objekty pomoćı rovinných ploch.

6. Vypoč́ıtat výslednou T-spline plochu a zobrazit ji.

3.7.1 Detekce objekt̊u - střechy budov, objekty

Detekce budov a rekonstrukce z LiDAR dat je již velmi dobře zpracovaná, proto zde
provedeme pouze nástin jednotlivých metod.

Většina známých př́ıstup̊u převád́ı mrak bod̊u do hloubkových obraz̊u a poté známými
metodami detekuje budovy jako tvary s př́ımými hranami (v́ıce v Vosselman (1999),
Alharthy – J. (2002)). Daľśı algoritmus v You et al. (2003) přizp̊usobuje uživatelem vy-
brané objekty (hranoly, válce, kvadriky) LiDAR dat̊um.

Rychlá a relativně přesná metoda je uvedena v Verma et al. (2006). Je založena na
rozkladu složitěǰśıch struktur střech do jednodušš́ıch. Obecně je dáno n naměřených bod̊u:

L = {Pi| i = 1, . . . , n} .

Z nich spoč́ıtáme kovariančńı (3× 3) matici pro δ-okoĺı jednotlivých bod̊u.

Ni = {Pj|Pj ∈ L : |PiPj| < δ}

Mi =
1

|Ni|
∑
P∈Ni

(P − µi)(P − µi)
T

kde µi je pr̊uměr všech bod̊u v Ni.

Vzhledem k nepřesnostem při měřeńı vlivem zaokrouhlováńı neńı hodnost matice Mi

pro rovinné body rovna přesně dvěma. Proto se provede srovnáńı velikosti vlastńıch č́ısel
matice. Poté se rozlǐśı, zda se jedná o body na budovách či na zemi a jednotlivé roviny
jsou potom topologicky uspořádány. Postup je vidět na obr. 3.59.

3.7.2 Uspořádáńı mraku bod̊u

Pro uspořádáńı mraku bod̊u jsme navrhli metodu nazvanou y-cube, která spoč́ıvá v rozdě-
leńı oblasti na jednotkové hranoly (velikost jednotky se zvoĺı vzhledem k velikosti sńımané
oblasti a kroku sńımáńı) v ose y podle obr. 3.60. Následně setř́ıd́ıme prvky v jednotlivých
hranolech pomoćı metody quick sort. V jazyce C ji obsahuje knihovna STL. Na obr. 3.61
je zobrazen vstupńı mrak bod̊u a jeho uspořádáńı. Body jsou spojeny úsečkami a vytvář́ı
tedy kontrolńı śıt’ pro T-spline.

3.7.3 Výpočet uzlových vektor̊u

Body T-mesh jsou definovány dvěma uzlovými vektory, které popisuj́ı jejich lokálńı okoĺı.
Uzlový vektor pro směr osy x urč́ıme středovou metodou, která je popsána v části 3.6.
Středová metoda byla vybrána, protože velmi dobře popisuje změny povrchu.

Uzlový vektor ve směru osy y byl zadán ekvidistantńı. Při sńımáńı maj́ı naměřené
body v jednotlivých hranolech přibližně stejné vzdálenosti. Druhým d̊uvodem je to, že
pro daľśı úpravy (např́ıklad vložeńı nového bodu, T-spline simplification apod.) by bylo
časově náročné a programátorsky těžko zvládnutelné přepoč́ıtávat všechny uzlové vektory.
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Obrázek 3.59: Vstupńı mrak bod̊u a postupná klasifikace bod̊u, zdroj Verma et al. (2006)

x y

z

Obrázek 3.60: Tř́ıděńı bod̊u do hranol̊u – podle osy y (křivky jsou vykresleny pro
názornost)

3.7.4 Zjednodušeńı plochy metodou T-spline simplification

V této části se aplikuje obecný algoritmus uvedený v části 2.4.3. Plocha vygenerovaná
v předchoźıch bodech tvoř́ı vstupńı plochu pro algoritmus. Výpočet je časové náročněǰśı,
nebot’ testujeme matici Din pro všechny body a v každém kroku poč́ıtáme přechodovou
matici Min. Tento postup je vhodný sṕı̌se pro menš́ı datové soubory.
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Obrázek 3.61: Mrak bod̊u a jeho uspořádáńı

3.7.5 Výpočet výsledné T-spline plochy a zobrazeńı

Vstup: posloupnost bod̊u P, každý bod má přǐrazeny dva uzlové vektory odvozené z T-
mesh – s, t, stupeň plochy – 3, parametry u, v.
Výstup: bod plochy S(s, t).

1. Pro parametry s, t nalezneme body vlivu, tj. ty body, jejichž uzlové intervaly obsa-
huj́ı hodnoty s, t.

2. Pro vybrané body se vypoč́ıtaj́ı bázové funkce N3
0i(s), N

3
0i(t).

3. Vyhodnot́ı se výraz
∑

iPiN
3
0i(s), N

3
0i(t), který určuje souřadnice výsledného bodu.

Bázové funkce N3
i (s), N

3
i (t) nepoč́ıtáme deBoorovým algoritmem jako u NURBS.

Použijeme př́ımý výpočet pouze s dosazeńım parametru a uzlového vektoru, nebot’ pro
třet́ı stupeň je tvar polynomů N3

0i vždy stejný. Pro třet́ı stupeň ploch je dán rovnicemi
(3.72). Výsledná plocha pro mrak bod̊u roztř́ıděný předchoźım algoritmem je vykreslena
na obr. 3.62.

N [ti] (t) =



(t−t0)3

(t1−t0)(t3−t0)(t2−t0)

pro t ∈ 〈t0, t1)
(t−t0)2(t2−t)

(t2−t1)(t3−t1)(t2−t0)
+ (t3−t)(t−t0)(t−t1)

(t2−t1)(t3−t1)(t3−t0)
+ (t4−t)(t−t1)2

(t2−t1)(t4−t1)(t3−t1)

pro t ∈ 〈t1, t2)
(t−t0)(t3−t)2

(t3−t2)(t3−t1)(t3−t0)
+ (t4−t)(t3−t)(t−t1)

(t3−t2)(t4−t1)(t3−t1)
+ (t4−t)2(t−t2)

(t3−t2)(t4−t2)(t4−t1)

pro t ∈ 〈t2, t3)
(t4−t)3

(t4−t3)(t4−t2)(t4−t1)

pro t ∈ 〈t3, t4)
0 jinak

(3.72)
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Obrázek 3.62: Výsledná T-spline plocha pro mrak bod̊u

Př́ıklady:

1. Obecná T-spline plocha
T-spline plocha je dána śıt́ı znázorněnou na obr. 3.63 pomoćı 34 ř́ıdićıch bod̊u a uz-

lových vektor̊u odvozených z této śıtě. Na obr. 3.64 je znázorněná výsledná plocha pro
body, jejichž z-ová souřadnice je nulová a pro obecné z-ové souřadnice. Je zřejmé, že
př́ımé zadáváńı ploch pomoćı T-mesh a odhad tvaru plochy je velmi obt́ıžné.

t

s
1

1 1

1

1.5 1.5 2 1.5
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1

1
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Obrázek 3.63: Obecná T-mesh

2. Vytvořeńı ostré hrany
Pomoćı volby uzlového vektoru pro body śıtě T-spline plochy lze modelovat ostré

hrany a vrcholy. Tento zp̊usob je ale vhodný pouze pro př́ırodńı objekty - jezera, přehrady.
Pro detekci budov, resp. střech je vhodněǰśı použ́ıt některý algoritmus uvedený v části
3.7.1 a nahradit městská územı́ polygonálńı reprezentaćı budov. Nastaveńı parametr̊u pro
hrany neńı jednoduché a vedlo by při použit́ı na deśıtkách objekt̊u k velkému zpomaleńı
programu a výsledek by nebyl tak dobrý, jako u již známých uveřejněných metod.

K vytvořeńı ostrých hran použijeme vlastnost spojitosti bázových funkćı. Pokud se
uzel opakuje v uzlovém vektoru, je spojitost v bodě odpov́ıdaj́ıćımu tomuto parametru
sńıžena o počet opakováńı.

Použ́ıváme stupeň třet́ı, proto je spojitost na celé ploše C3. Pokud se bude jeden uzel
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Obrázek 3.64: Obecná T-spline plocha (z = 0, z obecné)

opakovat v uzlovém vektoru třikrát (podle vlastnosti 6 na str. 33), dostáváme spojitost
C0, která zapř́ıčińı vznik hrotu.

Na obr. 3.65 je vytvořena śıt’ pro plochu s hranou. Označené body zp̊usob́ı sńıžeńı
spojitosti. Jejich uzlový vektor s = (d1, d1 + d2, d1 + d2, d1 + d2, d1 + d2 + d3) obsahuje
součet d1 + d2 třikrát, tedy spojitost je C0 – vzniká zde hrana, jak je vidět na výsledné
ploše na obr. 3.65.

d2

d2

d2

d2

d2

d2

0

0

0

0

d3

d3

d3

d3

d3

d3

t

s

Obrázek 3.65: T-mesh a výsledná plocha s hranou

3. Vytvořeńı hrotu
Pro znázorněńı hranatých těles je nutné znát zadáńı uzl̊u pro vytvořeńı vrcholu. Je

nutné použ́ıt předchoźı postup pro oba uzlové vektory (obr. 3.66) a ztotožnit některé ř́ıdićı
body. Řešila jsem to zp̊usobem, který je uveden na obr. 3.67 a lze jej aplikovat na obecný
vrchol, pokud známe jeho souřadnice.

Na obr. 3.67 maj́ı tři r̊uzné body stejné souřadnice bodu A. To je z toho d̊uvodu, že
plochu muśıme procházet dvěma směry a ve svislé hraně obě cesty splynou. Totéž plat́ı i
pro body, které lež́ı na úsečkách AH. Body, které lež́ı v okoĺı vrcholu po uzlu délky nula
maj́ı vliv na tvar hrotu.

Část hranolu vytvořeného jako T-spline je zobrazena na obr. 3.68. Problémovým
mı́stem jsou spodńı hrany. Plocha zde navazuje na body terénu, které již maj́ı obecné
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souřadnice. Podle definice T-spline jsou již započ́ıtávány do výpočtu, a proto zde dojde
k hladkému přechodu. Řešeńım by bylo přidáńı daľśıch nulových bod̊u ve spodńı části
hranolu.
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Obrázek 3.66: Tvorba hrotu pro T-spline
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Obrázek 3.67: T-mesh pro tvorbu hrotu

Obrázek 3.68: Výsledná T-spline a) s hranou, b) s hrotem

3.8 NURBS programy

Ve své práci jsem se rozhodla srovnat některé významné produkty, které maj́ı implemen-
továny NURBS objekty, aby bylo patrné, jakým zp̊usobem je popisovaná problematika
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použ́ıvána v praxi. Stručně popisuji funkčnost několika 3D grafických studíı (Autodesk
Maya1, Form•Z2, Blender3) a knihoven (NURBS++, C Code) na Internetu pro práci
s NURBS.

3.8.1 Open Source knihovny

NURBS++

Knihovna se nacháźı na Internetu4 a byla dokončena v roce 2002. Obsahuje základńı
funkce týkaj́ıćı se NURBS křivek a ploch.

Modul NURBS křivky obsahuje:

• vytvořeńı křivky libovolného stupně pomoćı ř́ıdićıch bod̊u v homogenńıch i neho-
mogenńıch souřadnićıch,

• výpočet derivaćı v bodě křivky,

• algoritmus zvýšeńı stupně, vložeńı či odebráńı uzlu,

• metody interpolace a aproximace vstupńıch bod̊u,

• konstrukci kružnice,

• promı́tnut́ı bodu na křivku.

Modul NURBS plochy obsahuje:

• tvorbu plochy libovolného stupně v homogenńıch nebo nehomogenńıch souřadnićıch,

• výpočet parciálńıch derivaćı,

• zvýšeńı stupně plochy či vložeńı uzlu,

• aproximace a interpolace bod̊u metodou nejmenš́ıch čtverc̊u,

• funkci sweep – protažeńı křivky podél jiné křivky,

• pr̊umět bodu na plochu.

Vstupem k vykresleńı ploch jsou jednotlivé body zadané souřadnicemi, uzlové vek-
tory a stupeň. Výstup může být VRML soubor, POV-Ray soubor nebo RIB soubor. Při
výstupu do Post-Script souboru lze pracovat pouze s B-spline křivkami, tedy NURBS
křivkami bez vah.

Ukázka tvorby NURBS křivky:

1www.autodesk.com/maya
2http://www.formz.com/
3http://www.blender3d.org
4http://libnurbs.sourceforge.net/index.shtml
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Vector_HPoint3Df pts(4) ;

pts[0] = HPoint3Df(0,0,0,1) ;

pts[1] = HPoint3Df(30,0,0,1) ;

pts[2] = HPoint3Df(60,30,0,1) ;

pts[3] = HPoint3Df(90,30,0,1) ;

Vector_float knot(8) ;

knot[0] = knot[1] = knot[2] = knot[3] = 0 ;

knot[4] = knot[5] = knot[6] = knot[7] = 1 ;

NurbsCurvef curve(pts,knot,3) ;

Modifikace transformačńı matićı je prováděna s pomoćı tř́ıdy MatrixRT<T>, která obsahuje
předdefinované matice pro posunut́ı, změnu měř́ıtka, otáčeńı. Uvedený př́ıklad udělá tuto
transformaci: posunut́ı o vektor tx, ty, tz, rotaci kolem osy z, poté kolem osy y a pak kolem
osy x. Následně se provede změna měř́ıtka metodou scale.

MatrixRT<float> Tx(rx,ry,rz,tx,ty,tz) ;

MatrixRT<float> Sx ;

Sx.scale(sx,sy,sz) ;

curve.transform(Tx*Sx) ;

NURBS křivky v softwaru Maple

Práce v programu Maple je zat́ım možná pouze s NURBS křivkami. Na webových strán-
kách Maplesoft5 je k dispozici knihovna pro práci s NURBS křivkami. Obsahuje tyto
př́ıkazy:

Bspline, Curve, Hom, Open, RationalBspline, RationalCurve, Uniform

Př́ıkazy umı́ pouze vykreslit křivku danou zadanými body a uzlovým vektorem. Dále
př́ıkaz Bspline vypoč́ıtá bázové funkce pro zadanou křivku a př́ıkazem plot je lze vykreslit.
NURBS plochy nejsou v softwaru Maple zahrnuty.

C Code

Autor knihy An Introduction to NURBS David Rogers dal k dispozici na Internetu6

krátké programy pro výpočet B-spline/NURBS křivek a ploch. Programy jsou napsané
v programovaćım jazyce C. Umı́ pouze základńı úlohy – generováńı uzlových vektor̊u,
výpočet bázových funkćı a obecného bodu na křivce či ploše. Vstup i výstup je pouze
prostřednictv́ım programového okna. Jedná se o doplněk výše uvedené knihy pro lepš́ı
pochopeńı v knize uvedených postup̊u. Autor uvád́ı, že algoritmy nejsou odladěné a také
mohou být využ́ıvány pouze ke studijńım účel̊um.

3.8.2 Form•Z
Komerčńım softwarem americké firmy auto-des-sys je Form•Z. NURBS objekty se zde
nazývaj́ı nurbz. V tomto softwaru však nejsou zadávány př́ımo jako NURBS plochy, ale

5http://www.maplesoft.com
6http://www.nar-associates.com/nurbs/ccode.html
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jako analytické objekty – válec, kužel, krychle a také jako tzv. objects of revolution (rotačńı
objekty) – koule, anuloid, paraboloid, hyperboloid. Pro každé těleso lze měnit poloměr,
výšku a úhel rozevřeńı. Pokud chcete pracovat s nurbz, je nutné již vytvořené objekty
transformovat.

Přetransformované objekty lze upravovat pouze pomoćı ř́ıdićıch bod̊u. Nab́ıźı se zde
možnost změnit LengthDegree, DepthDegree – stupeň křivky v obou směrech. Z daľśıch
funkćı lze zmı́nit Loose and Tight Lofting, které generuj́ı NURBS plochu mezi zadanými
otevřenými či uzavřenými křivkami.

Za výhodu Form•Z lze považovat velmi jednoduché ovládáńı, což je k návrhu jed-
noduchých objekt̊u dobré. Nevýhodou je nutnost předefinovávat nakreslené objekty a
nestabilita při neobvyklých úpravách.

Obrázek 3.69: Úpravy kulové plochy (software Form Z)

3.8.3 Blender

Blender je produktem nizozemské společnosti Not a Number Technologies. Je to kvalitńı
vizualizačńı program pro tvorbu 3D grafiky. Je určený pro modelováńı, rendering a ani-
maci. Je to program, který je použ́ıvaný i profesionály. Jeho velkou výhodou je to, že
se jedná o freeware. Je multiplatformńı, už́ıvá se v systémech Windows, MacOS, Solaris,
Linux, FreeBSD. Je také modulárńı d́ıky otevřenému API a skriptováńı v jazyce Python.

Všechna data scény se ukládaj́ı do jediného souboru s př́ıponou .blend. Blender čte
i zapisuje formáty tga, jpg, png, Iris, iff, avi, gif, tiff, mov a daľśı. Poskytuje podporu
importu a exportu do formát̊u dxf, Inventor a vrml soubor̊u. Také lze vytvořit spustitelné
soubory (exe) s interaktivńımi 3D aplikacemi.

NURBS objekty

K modelováńı objekt̊u slouž́ı mesh, NURBS křivky a plochy. Křivky se zadávaj́ı ř́ıdićım
polygonem. V nab́ıdce lze zvolit, zda kreslit klasickou aproximačńı křivku či interpolačńı
křivku. Daľśı možnost́ı je úprava vah. Jedinou předdefinovanou křivkou je kružnice. Mezi
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NURBS tělesa patř́ı válec, koule a anuloid. Obecně lze zadat NURBS plochu a poté
editovat jej́ı body pomoćı pozice či váhy.

Obrázek 3.70: Editace NURBS křivky a plochy

3.8.4 Autodesk Maya – learning edition

Software Maya použ́ıvaj́ı profesionálńı návrháři i grafici. Práce v ńı je založena převážně
na NURBS objektech.

Podporované formáty soubor̊u

1. nativńı

• Maya binary file: definuje geometrii, osvětleńı, renderováńı a daľśı vlastnosti
scény.

• Maya ASCII file: Tento formát je určen pro uživatele, kteř́ı chtěj́ı bud’ edito-
vat soubory Mayi nebo psát překladače do/z Mayi (např. export do VRML).
Obsahuje tytéž definice scény, jako binárńı soubor, pouze je čitelněǰśı.

• Maya interchange file format (IFF): Jedná se o výstupńı formát Mayi, do
kterého ukládá Maya vyrenderované obrazy v 8 nebo 16 bitovém RGB. Nav́ıc
je možné ukládat i alfa-kanál a 32 bitovou hloubkovou mapu.

Obrázek 3.71: Srovnáńı kulové plochy mesh a NURBS (Blender)
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• Move files (.mov): ASCII soubor obsahuj́ıćı kanálová data.

2. pomoćı plug-in

Na jejich základě je postaven export a import do r̊uzných formát̊u. Maya verze
4.5.1 jich měla 14 včetně nativńıch. Maya verze 5 k nim přidala daľśı čtyři. Mezi
nejpodstatněǰśı patř́ı VRML2, OpenInventor, IGES, DXF a u Mayi 5 i Flash, Adobe
Illustrator a zapouzdřený PostScript.

NURBS objekty

Kresleńı NURBS křivek se provád́ı zadáváńım ř́ıdićıch bod̊u. Poté je možné křivku upra-
vovat pomoćı těchto bod̊u nebo př́ımo pozićı bodu křivky. Pro vytvořeńı hrotu je nutné
násobné zadáńı ř́ıdićıho bodu. Uzlový vektor se generuje automaticky tětivovou metodou
nebo ekvidistantně. Upravovat váhy neńı možné.

Daľśı d̊uležitou část́ı jsou NURBS tělesa. V základńı paletě jsou předdefinována tato
tělesa: koule, anuloid, válec, kužel, rovina, hranol (viz obr. 3.72).

Obrázek 3.72: Základńı nab́ıdka NURBS těles

Tělesa jsou vždy vykreslena v základńı poloze a v základńı velikosti. Ke každému se
objev́ı ovládaćı panel, kde je možné změnit polohu a tvar transformačńımi funkcemi –
posun, rotace, měř́ıtko, zkoseńı. Také je možné pracovat s parametry objekt̊u – počet
poledńık̊u a rovnoběžek, uzlový vektor. Návrh kužele s ovládaćımi panely je zobrazen na
obr. 3.73.

Obrázek 3.73: Ovládaćı panely pro kužel
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Možnosti modifikace NURBS objekt̊u jsou:

• zobrazeńı ř́ıdićıch bod̊u i konvexńıho obalu,

• zjemňováńı śıtě – přidáńı rovnoběžek a poledńık̊u,

• rozevřeńı tělesa – možné v obou směrech (neńı možné u hranolu a roviny),

• změna stupně – pro kužel a válec pouze stupně jedna a tři, u ostatńıch těles pouze
do stupně 5,

• přidáńı ř́ıdićıch bod̊u – zjemněńı uzlových vektor̊u.

Pro rotačńı tělesa vytvoř́ıme základńı křivku a poté funkce NURBS Rotate vytvoř́ı
rotačńı NURBS těleso rotaćı křivky kolem osy z (obr. 3.74). Ovládáńı pro rotačńı tělesa
je velmi podobné klasickým NURBS těles̊um

Speciálńım př́ıpadem plochy je hranol. Ten neńı zadán jako jedna plocha, ale je tvořen
čtyřmi samostatnými stěnami, které lze nezávisle na sobě upravovat. Tento zp̊usob má
své nevýhody při práci s body na bočńıch hranách. Muśı se upravovat na obou rovinách
samostatně, což je obt́ıžné, pokud chceme uzavřený hranol.

Daľśı využit́ı NURBS je prokládáńı křivek plochou a funkce sweep a loft. Při tvorbě
obecné plochy muśıme zadat čtyři hraničńı křivky, které speciálńı funkćı spojit a poté
je možné vytvořit NURBS plochu. Funkce sweep nakresĺı dráhu jedné křivky po druhé.
Funkce loft slouž́ı k proložeńı libovolných křivek obecnou plochou.

Obrázek 3.74: Vytvořeńı rotačńıch NURBS těles

3.8.5 RFEM 3D

Jak již bylo řečeno, RFEM 3D je softwarový produkt, který využ́ıvá výsledk̊u této práce.
V loňském roce byly do prostřed́ı přidány NURBS křivky a analytický zp̊usob výpočtu
jejich derivaćı (viz obr. 3.76).
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NURBS plochy a tělesa popsaná v této práci jsou nyńı v softwaru RFEM 3D v testo-
vaćı fázi a budou zahrnuty v daľśım release vydaném v letošńım roce. Zp̊usoby zadáváńı
jednotlivých objekt̊u jsou popsány v kapitole Výsledky a předpokládané zadávaćı okno
je na obr. 3.77. Každé těleso jde upravovat změnou ř́ıdićıch bod̊u a vah či změnou tvaru
uzlových vektor̊u.

Dokonaleji zpracované NURBS objekty obsahuje pouze Maya a Blender. Existuje zde
totiž možnost úpravy nejen pomoćı ř́ıdićıch bod̊u a parametr̊u, ale př́ımo deformaci plochy
pomoćı techniky FFD (Free-Form Deformation) poprvé popsané v Sederberg – Parry
(1986). Daľśı rozš́ı̌reńı NURBS modulu v RFEM 3D by mohlo vést právě t́ımto směrem.

Daľśım rozd́ılem je úprava rozevřeńı tělesa. Ve studiu Maya lze měnit rozevřeńı kdy-
koliv i po editaci tělesa, v RFEM 3D se úhel rozevřeńı a počet rovnoběžek zadává pouze
při vytvořeńı tělesa. Kromě těchto funkćı má nový modul v RFEM stejné vlastnosti a
možnosti editace. Na obr. 3.78, 3.79 je ukázka již uskutečněných projekt̊u vytvořených
v RFEM 3D. Jedná se o fotbalový stadion v Mnichově a projekt patrových garáž́ı v Ra-
tingenu. Většina projekt̊u se uskutečnila v Německu7.

Uvedené knihovny a toolboxy na Internetu jsou vhodné pouze pro jednoduché tes-
továńı vlastnost́ı a chováńı NURBS objekt̊u. Neobsahuj́ı předdefinovaná NURBS tělesa
a vytvořené objekty nelze upravovat. Také nejsou propojeny s uživatelským prostřed́ım.
Toto všechno vytvořená tř́ıda v softwaru RFEM bez problémů zvládá.

Obrázek 3.75: Zadáváńı NURBS těles

7http://www.dlubal.com
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Obrázek 3.76: Zadáńı NURBS křivky

Obrázek 3.77: Zadáńı NURBS plochy hraničńımi křivkami
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Obrázek 3.78: Fotbalový stadion v Mnichově

Obrázek 3.79: RFEM 3D – projekt garáže v Ratingenu
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Závěr

Tato práce je zaměřena na oblast poč́ıtačové grafiky týkaj́ıćı se free-form objekt̊u. Zvo-
lený př́ıstup neńı pouze implementačńı, ale také zkoumaj́ıćı, prohlubuj́ıćı a hledaj́ıćı nové
poznatky a uplatněńı. K tomu, aby šla práce novým směrem, je nutné shrnout dosavadńı
poznatky a dobře jim porozumět, což jsem popsala v kapitole 1 a 2.

K čemu by byly technik̊um nejmoderněǰśı zp̊usoby zobrazováńı, kdyby nerozuměli je-
jich vnitřńı struktuře, kdyby sebemenš́ı odchylka od pevně daného zadáńı zp̊usobila kolaps
programu. Proto jsem se snažila popsat metody řešeńı s ohledem na vnitřńı porozuměńı
a kritická mı́sta. Při určováńı vlivu uzlového vektoru jsou popsány a vykresleny bázové
funkce a ukázána jejich souvislost s ř́ıdićımi body, při výpočtu derivaćı je nalezen speciálńı
př́ıpad, kde derivace existuje i přes matematickou nespojitost, při programováńı NURBS
objekt̊u jsou podrobně popsány omezuj́ıćı podmı́nky a kritická mı́sta.

V rámci doktorského studia jsem spolupracovala s firmou Fem Consulting, která je
pobočkou německé firmy vytvářej́ıćı software RFEM 3D pro návrh stavebńıch konstrukćı
či strojńıch model̊u. V release tohoto programu v roce 2006 byly implementovány NURBS
křivky a výpočet derivaćı analytickou metodou. V současné době prob́ıhá testovaćı fáze
pro NURBS plochy a tělesa, která budou přidána v daľśı verzi programu. Naše spolupráce
bude nadále pokračovat na T-spline plochách, jejichž implementace se předpokládá v
závěru roku 2007. Uvažujeme i o zahrnut́ı techniky Free Form Deforming.

Během svého studia jsem měla dojem, že jazyk čistě matematický a jazyk technicky
praktický, nejsou bĺızćı kolegové, ale vzdáleńı př́ıbuzńı, kteř́ı si př́ılǐs nerozumı́. Na pohled
jednoduchému problému týkaj́ıćımu se tenzorového součinu se věnuje spousta geometr̊u
prostým konstatováńı, že existuje. Proto je v práci zahrnuta část týkaj́ıćı se NURBS ploch
z pohledu tenzorového součinu a podrobně vysvětleno, proč je který př́ıstup nekorektńı a
navržen tzv. kvazitenzorový součin, který je korektńı pro oba jazyky.

Využit́ı NURBS neńı pouze v poč́ıtačové grafice a designu. Ve spolupráci s ústavem
stroj́ırenské technologie – odbor technologie obráběńı pracujeme na vývoji programu pro
generováńı dráhy bod̊u, která by co nejlépe interpolovala vstupńı data. Ve spolupráci s ne-
mocnićı u sv. Anny v Brně budeme testovat tuto metodu na datech pro výrobu kolenńıch
kloubńıch náhrad a dále spolupracovat na zlepšováńı a možnému uvedeńı softwaru do
praxe.

Geografické informačńı systémy jsou jedńım z daľśıch uplatněńı matematických ploch.
Aproximace či interpolace naměřených dat (např́ıklad LiDAR technologíı) je stěžejńım
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problémem při zobrazováńı zemského povrchu. B-spline př́ıstup je v této oblasti již plně
využ́ıván. Ve své práci jsem navrhla nový zp̊usob aproximace pomoćı T-spline s využit́ım
již známých metod pro daľśı úpravy (detekce budov, stromů, hran).

Matematické modelováńı ploch je d̊uležitou součást́ı poč́ıtačové grafiky i praktických
obor̊u. Ve své práci jsem se pokusila shrnout dosavadńı znalosti a naj́ıt jejich nové
uplatněńı. Spolupráce s komerčńı firmou či použit́ı ve zdravotnictv́ı potvrzuje, že zde
uvedené poznatky jsou užitečné a použitelné v praxi. Věř́ım, že i můj daľśı výzkum bude
založen na poznatćıch, které jsem nabyla při studiu na této disertačńı práci.
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Horák, P. Algebra a teoretická aritmetika. Brno : Rektorát Masarykovy univerzity Brno,
1991. ISBN 80-210-0320-0.
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4. 2007. Dostupné z: tom.cs.byu.edu/∼455/bs.pdf.

Sederberg, T. – Parry, S. Free-Form Deformation of Solid Models. ACM Computer
Graphics. 1986, 20, 4.

Sederberg, T. et al. T-splines and T-NURCCs. ACM Trans. Graphic. 2003b.

Sederberg, T. et al. T-splines Simplification and Local Refinement. ACM Trans.
Graphic. 2004.

Sekanina, M. Geometrie II. Praha : SPN Praha, 1988. ISBN r88U.

Shene, C. Introduction to Computing with Geometry Notes. [online], Naposledy
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Použité značeńı

N,Z,Q,R,C - množina všech přirozených, celých, racionálńı, reálných

a komplexńıch č́ısel

Rn - kartézská mocnina množiny R
T - č́ıselné těleso

det(A) - determinant matice A

u,
−→
PQ,Q− P - vektor

|u|, |
−→
PQ| - velikost vektoru

Vn - vektorový prostor dimenze n

An - afinńı prostor dimenze n

En - euklidovský prostor dimenze n

Pn - projektivńı prostor dimenze n

P = (p1, . . . , pn) - bod euklidovského prostoru En
(u,v) - skalárńı součin vektor̊u

u⊗ v - tenzorový součin vektor̊u

U⊗V - tenzorový součin vektorových prostor̊u

Nn
i (t) - B-spline funkce stupně n

C(t) - křivka v rovině či prostoru

S(u, v), T (u, v) - vyjádřeńı plochy
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