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Uvod

Vyvoj novodobych matematickych kiivek a ploch zapocal v 60. letech minulého stoleti.
S rozvojem novych prumyslovych odvétvi vznikla potieba specialnich druhu kiivek a
ploch, které by slouzily designérum k ndvrhu hladkych obecnych tvaru (automobilovy
prumysl, strojirenstvi). Vedle kiivek vyjadrenych explicitnimi ¢ parametrickymi rovni-
cemi vznikaji kiivky a plochy urcené tidicimi body a dalsimi parametry. Mezi jejich
prukopniky patii jména francouzskych inzenyru - Carl de Boor, James C. Ferguson, Pierre
Bézier, Paul F. de Casteljau. Tak vznikl obor, ktery nese nazev CAD — Computer Aided
Design.

Soucasny vyvoj aplikaci dospél az k NURBS objektum, bez nichz se v dnes$ni dobé
neobejde vétsina grafickych softwart (Maya, Rhinoceros, Blender, atd.). Otédzkou je, pro¢
pouzivat NURBS? Vyhod existuje celd tada. Patii mezi né lokalni kontrolovatelnost
(zména jednoho parametru ovlivni objekt pouze lokdlné), rychly a stabilni algoritmus
vypoctu, moznost kresleni kuzelosecek, zachovana spojitost pii zménach a samoziejmé
takika neomezené konstrukéni moznosti.

7 téchto duvodu je NURBS ktivkam a plocham v oblasti Computer science vénovana
velkd pozornost. Vyvoj samoziejmé pokracuje dal a NURBS objekty jsou zlepSovany.
Novym trendem se staly T-splines. Jedna se o zobecnéni NURBS plochy, jejiz body nemusi
lezet v pravidelné obdélnikové miizce. V roce 2005 byly implementovana do softwaru Maya
a v roce 2006 do softwaru Rhinoceros.

Pii vyvoji téchto objektu je vSak casto kladen duraz jen na technickou stranku veéci,
aniz by se vénovala pozornost matematickym souvislostem. Cilem této prace je tedy
prispét k vyvoji téchto objektu, a to jak po strance matematické, tak po strance im-
plementacni.

Prvni kapitola prace je vénovana teoretickym vychodiskum, ktera jsou nutna k pocho-
peni dalsiho textu. obsahuje zaklady vektorovych prostort, afinni a projektivni geometrie.
Druha kapitola je vénovana obecné teorii kiivek a ploch z pohledu diferencialni geometrie.
Treti kapitola obsahuje vlastni vysledky prace, které lze shrnout do téchto bodu:

1. Analytické vyjadreni derivace NURBS ktivek. Derivace NURBS kiivek hraji
dulezitou roli pfi vypoctech, napt. statiky objektu. Priace dava novy dukaz pro
vzorec vypoctu, jeho srovnani se soucasné pouzivanou numerickou derivaci a také
zpusob vlastni implementace. Navrzeny zpusob vypoctu derivace byl v r. 2006 im-
plementovan do komercéniho softwaru RFEM 3D.

2. Modelace vlivu uzlového vektoru na tvar NURBS. NURBS objekty patii
mezi nové kiivky a plochy, které se zadavaji fidicimi body a dalsimi parametry.
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Témi jsou uzlové vektory a vahy jednotlivych bodu. Vétsina softwaru nabizi moznost
prace s uzlovymi vektory, ta vSak neni intuitivni. V dostupné literature neexistuje
prehledny geometricky pohled na vliv uzlového vektoru na tvar kiivek a ploch.

. Vyuziti interpolace pomoci NURBS ktivek v 1ékarstvi. V ramci spolupréace
s ustavem strojirenské technologie na$i fakulty a nemocnici u sv. Anny v Brné
vyvijime program zalozeny na interpolaci pomoci NURBS, ktery bude v budoucnu
slouzit pri vyrobé kolennich kloubnich ndhrad. Vyzkum je v souc¢asné dobé v testo-
vaci fazi.

. Matematicky popis jednoduchych NURBS téles z netradi¢cniho tenzo-
rového pohledu. Pro usnadnéni prace s NURBS plochami jsou ve vétsiné kva-
litnich aplikaci preddefinovana zédkladni NURBS télesa — koule, kuzel, valec, hranol,
obecna rovina a anuloid. Lze je elegantné popsat pomoci tenzorového soucinu. Tento
pristup je v literatufe silné opomijen.

. Matematicka formulace novych trenda a jejich uplatnéni v geografickych
informaénich systémech. Novym trendem se staly T-spline a T-NURCCs plochy,
které obsahuji uzly T-junctions. Jedna se o zobecnéni NURBS ploch, jejichz tidici
body nemusi lezet v pravidelné obdélnikové miizce. Tyto objekty postupné nachéazeji
siroké pouziti v grafickych systémech, mohou vsak byt pouzity i v jinych oblas-
tech. V préci je demonstrovano jejich mozné pouziti v geografickych informaé¢nich
systémech pti vykreslovani ploch ze zadanych dat.

. Navrh efektivnich zptisobi implementace NURBS kiivek, ploch a zdkladnich
téles s ohledem na jejich stabilitu a rychlost.

. Ovéreni navrzenych metod implementaci do némeckého komercniho CAD
softwaru RFEM 3D. V ramci doktorského studia jsem spolupracovala s firmou
Fem Consulting, do jejichz komeréniho softwaru RFEM 3D implementuji svoje te-
oretické poznatky a testuji vysledky. Systém RFEM 3D slouzi k navrhovéani sta-
vebnich konstrukei ¢i strojnich soucasti, na které je nésledné aplikovana metoda
konecnych prvku pro vypocet statiky a dalsich dulezitych konstrukénich vlastnosti.

. Srovnani implementace a stability NURBS v grafickych programech, kde
jsou jiz implementovany, s mymi metodami implementovanymi v pro-
gramu RFEM 3D.



Kapitola 1

Teoreticka vychodiska

1.1 Zakladni definice

V nésledujici kapitole jsou uvedeny zédkladni definice struktur a vlastnosti, které se v textu
vyskytuji. Vice podrobnosti o vektorovych a afinnich prostorech lze najit v Horak (1991),
Martisek (2002), Sekanina (1988). Projektivni vektorovy prostor a projektivni invariant-
nost je podrobné popséna v Janyska — Sekaninova (2001). Tenzorovym souc¢inem a tenzory
se zabyvé napifklad Motl — Zahradnik (Naposledy navétiveno 10. 3. 2007), Cadek (Napo-
sledy navstiveno 12. 4. 2007).

1.1.1 Vektorové prostory

Definice 1.1. Necht (V,®) je komutativn{ grupa, jejiz prvky nazyvdme vektory a (T, +, -)
je ¢iselné téleso. Necht pro kazdé ¢islo t € T a kazdy vektor u € V je definovan vektor
t ©u eV tak, ze plati:

Ltouev)=toudtov
2. (t+s)OQu=tOudsdGu
3.tO(s@u)=(t-s)Ou

4. 1Gu=u

kde t,s € T a u,v € V. Potom V se nazyva vektorovy nebo linearni prostor nad
télesem T.

Pozndmka 1. V dalsim textu budeme pouzivat znaménko + misto ¢ a znaménko - misto
®. Je nutné si uvédomit, ze se obecné jedna o ruzné operace.

Definice 1.2. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7. Neprdzdnid podmnoZina W
mnoziny V' se nazyva podprostor vektorového prostoru V, jestlize plati:

1. u,ve W libovolné =u+veW

2.teT,ueW libovolné =t-uecW.
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Necht M je libovolnd podmnozina vektorového prostoru V. Pak existuje alespon jeden
podprostor, obsahujici mnozinu M (napf. cely prostor V). Muzeme utvotit prunik vsech
podprostoru ve V| které obsahuji mnozinu M, ktery oznac¢ime (M).
Véta 1.1. Necht M je libovolnd podmnoZina ve vektorovém prostoru V. Potom
1. (M) je podprostor,

2. (M) je nejmensi (vzhledem k C) podprostor ve V', obsahugjici mnoZinu M.

Dikaz: Viz Hordk (1991).

Definice 1.3. Necht M je podmnozina ve vektorovém prostoru V a necht W = [M]. Pak
podprostor W se nazyva podprostor generovany mnozinou M.

Je-li specidlné M = {uj,uy,...,u;}, pak W se nazyvd podprostor generovany
vektory uj,u,...,u, a vektory uj,us,...,u; se nazyvaji generatory podprostoru
W.

Definice 1.4. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a necht uy, us, ..., u, je koneénd
posloupnost vektoru z V. Jestlize pro vSechna ty,...,t; € T plati, ze

Ly +--Filg-uyp=0 =2t =ty=---=1t, =0,
pak fikame, ze vektory uy, us, ..., u; jsou linearné nezavislé.

Definice 1.5. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7. Potom jakykoliv vektor w

tvaru souctu nasobku konec¢ného poc¢tu vektoru ug, uo,...,u, tohoto prostoru nazveme
linearni kombinaci vektoru u;, us, ..., u,. Piseme:
n
w = E tu;
i=1
Definice 1.6. Necht V je vektorovy prostor nad T. Koneéna posloupnost u;, us,...,u,

vektoru z V se nazyva baze vektorového prostoru V, jestlize plati:
1. Vektory uy,us, ..., u, jsou linedrné nezavislé.
2. Vektory uy, us, ..., u, generuji vektorovy prostor V.

Cislo n se potom nazyva kone¢nou dimenzi vektorového prostoru V.

Definice 1.7. Nechf
{uj,uy,...,u,} (1.1)

je baze vektorového prostoru V' a necht vektor w € V je vyjaddien ve tvaru

w==tuy+...+t,u,, kdety,....t,€T. (1.2)

Pak ¢islo t; nazyvame i-tou souradnici vektoru w v bazi (1.1). Soufadnicemi vektoru
v bazi (1.1) nazyvame uspotddanou n-tici (t1,...,t,) w.
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Definice 1.8. Necht V je vektorovy prostor (nad R) a necht kazdé dvojici vektoru u,v € V'
je prifazeno realné ¢islo u - v tak, ze pro libovolné u,v,w € V,r € R plati:

(u+v)-w = (u-w)+ (v-w)
(r-u)- v = r-(u-v)

jeliu # o, paku-u>0

Potom realné ¢islo u - v se nazyva skalarni soucéin vektoru u,v.

Definice 1.9. Konec¢nédimenziondlni vektorovy prostor se skalarnim soucinem se nazyva
euklidovsky vektorovy prostor nebo kratce euklidovsky prostor.

Pozndamka 2. V dalsich ¢astech budeme k vypocétum pouzivat klasicky skalarni soucin
vektort u,v dany pfedpisem: u-v = >  wv;. Pro zdpis tohoto soucinu pouzijeme
(u, v).

Pozndmka 3. Vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem byva oznacovan jako unitarni
metricky prostor. Norma prvku u € V je uréena jako |u| = (u,u) a vzdélenost mezi
dvéma prvky u,v € V je rovna d(u,v) = |v — ul.

Skalarni souc¢in budeme pouzivat pouze v praktické ¢asti pri geometrickych vypoctech
(vzéjemnd poloha bodu a piimky, odchylka piimek). Z tohoto duvodu nebudeme zavadét
celou definici normy a omezime se na jeho praktické pouziti.

1.1.2 Afinni a projektivni prostory

Definice 1.10. Méjme neprazdnou mnozinu A,,, pro kterou existuje linedrni prostor V,,
dimenze n, n € N nad télesem T a dale zobrazeni ¢ : A, x A, — V,, takové, ze plati:

a. pro kazdé A € A,, a kazdé x € V,, existuje pravé jedno B € A, takové, ze p(A; B) = x
b. pro kazdé A, B,C € Aje p(A,C) = p(A,B) + ¢(B,C).

Pak mnozinu A, nazyvame afinnim prostorem. Vektorovy prostor V,, nazyvame za-
méfeni prostoru A,, dimenzi prostoru V,, nazyvame dimenzi A,. Prvky A € A,
nazyvame body afinntho prostoru. Usporadanou dvojici (A4, B) nazyvame umisténim
vektoru x v prostoru A,. Misto x = ¢(A, B) budeme psét x = AB.

Definice 1.11. Necht O € A, je libovolny bod afinniho prostoru, (e, es, ..., e,) libovolna
béze jeho zaméreni. Pak usporddanou (n + 1)—tici (O, ey, e,,...,e,) nazyvame afinnim
repérem. Afinni repér euklidovského prostoru nazyvame kartézkou souradnou sousta-
vou.

Véta 1.2. Necht (O, ey, €., ..., e,) je libovolny afinni repér prostoru A,, A € A, libovolny
—

bod. Pak existuji a; € T;1=1,2,...,n takovd, Ze OA = a1e1 + ...+ a,e,.

Dikaz: Janyska — Sekaninova (2001).

Definice 1.12. Cisla a; € T z piedchozi véty nazyvime soufadnicemi bodu A € A,.
Piseme A = [ay,. .., an].
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Definice 1.13. Afinni prostor B,, je podprostorem afinniho prostoru A, pravé tehdy,
kdyz B,, € A, a Z(B,,) je podprostorem linedrniho prostoru Z(A,). Je-li B € B,
libovolny bod a (f;, f,, ..., f,) bdze zaméteni Z(B,,), piseme B,, = (B, f,f,...,f,).

Specidlné pro n = 3:(B,u) — piimka; (B, u,v) — rovina.

Definice 1.14. Necht V., je vektorovy prostor dimenze n + 1 nad télesem redlnych
¢isel. Mnozinu P, vSech jednodimezionalnich podprostoru prostoru V,, 1 nazyvame pro-
jektivnim prostorem dimenze n nad télesem R. Jeho prvky nazyvame body. V.1
nazyvame aritmetickym zdakladem prostoru P,. Vektor x # o, ktery generuje bod X =
(x) = {ax,a € T} € P, nazyvame aritmetickym zdstupcem bodu X.

Definice 1.15. Aritmetickou bazi projektivniho prostoru P, rozumime libovolnou bazi
ug, Uy, ..., U, vektorového prostoru V,,; ;. Geometrickou bazi prostoru P, rozumime
(n + 2)-tici bodu (O, ...,Oni1, E) takovych, ze libovolnych (n + 1) z nich je linedrné
nezavislych. Body O, ..., 0,1 nazyvame zakladni body a bod E jednotkovy bod
geometrické baze.

Definice 1.16. Necht X € P, je bod, (Oy,...,0,.1, E) je geometrickd béze P, takova, ze
O1={(w),....,0n 1 =(u,1),F=(u;+... +u,41). Necht X = (x), kde

X=xu+ ...+ Tp+1Unpt1, Tj eT.

Potom usporadanou (n + 1)-tici (xy,...,z,) prvki z T nazveme projektivnimi homo-
gennimi soufadnicemi bodu X vzhledem ke geometrické bazi (O, ...,0p,41, E).

Definice 1.17. Projektivni prostor (), nazyvame projektivnim podprostorem prostoru
P,, jestlize aritmeticky zaklad prostoru @), je podprostorem aritmetického zakladu P,.

1.1.3 Zobrazeni, invariantnost

Definice 1.18. Necht A, B jsou libovolné neprazdné mnoziny. Mnozinu f C A x B nazveme
zobrazenim mnoziny A do mnoziny B pravé tehdy, kdyz:

Vae A JbeB:lab)ef (1.3)

Piseme f(A) = B, popt. f : A — B; misto [a,b] € f piseme obvykle f(a) = b, popf.
f :a — b. Mnozina A se nazyva defini¢ni obor zobrazeni f a mnozina B se nazyva
obor hodnot zobrazeni f.

Definice 1.19. Necht f je zobrazeni z mnoziny A do mnozZiny B. Pak se zobrazeni nazyva
surjektivni, jestlize pro kazdy prvek y € B existuje z € A tak, ze f(x) = y neboli
mnozina hodnot zobrazeni f se rovna oboru hodnot zobrazeni f.

Jestlize ma kazdy prvek z B nejvyse jeden vzor, nazyva se f prosté, neboli injektivni.
Je-li f surjektivni i injektivni, nazyva se bijekce.
Morfismy prostoru — jsou zobrazeni, kterda prenesené receno zachovavaji operace mezi
prostory. Morfismy linedrnich (afinnich, projektivnich) prostoru budeme nazyvat linearni
(afinni, projektivni) zobrazeni.

Definice 1.20. Necht V, V' jsou vektorové prostory nad stejnym ¢iselnym télesem. Zobra-
zeni @ : V — V' spliujici:
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Lout+v)=p)+e(v)
2. p(t-u)=t-p(u)

se nazyva linedrni zobrazeni vektorového prostoru V do V'. Je-li navic ¢ bijektivni,
pak se nazyva izomorfismus vektorového prostoru V na V’.

Definice 1.21. Necht A, A’ jsou afinn{ prostory, ¢ : Z(A) — Z(A') linedrni zobrazen{
jejich zaméteni a 1) : 4 — A’ zobrazeni takové, ze

VA, B € A: AB = x = v(A)0(B) = p(x), (1.4)
pak 1 je afinni zobrazeni.
Definice 1.22. Necht A, B jsou dva ruzné body piimky p, necht C € p, C' # B. Pak ¢islo

_JAC)

A==
|BC|

se nazyva deélici pomér bodu C vzhledem k bodum A, B.
Veéta 1.3. Afinni zobrazeni zachovdvd délici pomeér bodi.

Definice 1.23. Necht P,, P,, jsou projektivni prostory, V,, 1, Vins1 jejich aritmetické za-
klady. Linearni zobrazeni ¢ : V,,.1 — V,,.1 nazyvame projektivnim zobrazenim.

Definice 1.24. Necht V je vektorovy prostor nad télesem 7T'. Linedrni zobrazeni
¢ V. — V se nazyva linearni transformace vektorového prostoru V. Je-li navic ¢
bijektivni, pak se nazyva automorfismus vektorového prostoru V.

Definice 1.25. Necht A, je afinni (resp. projektivni prostor). Linedrn{ zobrazeni od-
povidajictho zaméfeni (resp. aritmetickému zdkladu) se nazyva afinni (resp. projek-
tivni) transformace. Je-li toto zobrazeni bijektivni, jedna se o afinni (resp. projektivni)
automorfismus.

Afinni a projektivni invariantnost

Definice 1.26. Necht 7: S — S je linedrni (resp. afinni, resp. projektivn{) transformace.
Linedrni (afinni, projektivni) podprostor W prostoru S se nazyva invariantni vzhledem

k 7 prave tehdy, kdyz (W) C W.

Poznamka 4. B-spline kiivky (resp. plochy) jsou afinné invariantni, NURBS jsou projek-
tivné invariantni, coz bude vysvétleno v dalsim textu. V praxi to znamena, ze neni nutné
transformovat celou kiivku ¢ plochu bodové, ale sta¢i v dané transformaci prepocitat
pouze Tidici body.

Obecné fekneme, Ze objekt je afinné invariantni, pokud je invariantni vzhledem k afin-
nim transformacim. Tj. slozeni otdceni, posunuti, zména méfitka a zkoseni (vice v Foley
et al. (2005), Martisek (2002)). Afinni transformace zachovavaji incidenci a rovnobéznost,
ale nezachovavaji délky a thly.
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Matice
Definice 1.27. Zobrazeni

A:{0,1,...,m} x{0,1,...,n} — A

nazyvame matici typu (m + 1) x (n 4+ 1) nad mnozinou A. Specidlné:
A =R = redlna matice,

A = A,, = matice n-rozmérnych bodu,

A = A3 = matice trojrozmérnych bodu.

Obvykle zapisujeme ve tvaru:

Qoo Qo1 ... Qon
aio a1 ... QA1p

A= (1.5)
Amo Am1 ... Omn

1.1.4 Tenzorovy pocet

V nésledujici ¢asti jsou uvedeny zakladni pojmy tykajici se tenzorového soucinu. Tenzo-
rovy soucin lze definovat nékolika zptusoby. Jeden z nich je zalozen na linearnim obalu
vektorovych prostoru, dalsi vyuziva faktorprostoru a jedna z moznych definic je uvedena
nize. Podrobné definice i jejich vzajemné propojeni jsou uvedeny napt. v Motl — Zahradnik
(Naposledy navitiveno 10. 3. 2007), Cadek (Naposledy navstiveno 12. 4. 2007).

Definice 1.28. Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor konetné dimenze n nad
télesem (7', +,-). Linedrni zobrazeni ¢ : V' — T se nazyva linedrni forma nad (V,+,-)
pravé tehdy, kdyz pro kazdé u,v € V' a kazdé ¢ € T plati:

a. p(u+u) = ¢(u) + ¢v
b. ¢(cu) = cg(u)

Je nutné si uvédomit, ze na levych stranach uvedenych rovnosti je vektorové scitani,
resp. nasobeni vektoru skalarem, kdezto na pravé strané se jedna o binarni operace v télese
T. Tyto operace jsme podle poznamky 1 (str. 5) prestali z duvodi formélniho zjednoduseni
rozliSovat.

Véta 1.4. Necht V* je mnoZina vsech linedrnich forem nad V. Pro kaZdé ¢, ¢, € V*
definujeme:

a. ¢1(u) ® ¢2(u) = ¢1(u) + ¢2(u)
b. c® ¢i(u) =c- ¢1(u)
Pak (V*,®,®) je vektorovy prostor nad T.

Definice 1.29. Vektorovy prostor V* z predchozi véty nazyvame dualnim prostorem
k prostoru V.
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Definice 1.30. Necht U,V jsou vektorové prostory koneénych dimenzi m,n nad tymz
télesem T'. Zobrazeni w : U x V' — T se nazyva bilinearni formou mezi prostory U, V'
pravé tehdy, kdyz pro libovolné uy,us € U, vy, vy € V a a,b € T plati:

w(auy + bug,vy) = aw(uy,vy) + bw(uz, vy)

w(ug,avy +bve) = aw(ug,vy) + bw(ug, va)

Tyto operace jsou podle poznamky 1 (str. 5) opét na kazdé strané rovnic jiné.

Definice 1.31. Zobrazeni w : U x V. — T nazyvame souc¢tem bilinearnich forem
wi U XV =T, wy:UxV — T prave tehdy, kdyz pro kazdé u € U,v € V plati:

w(u,v) =wi(u,v) + wa(u, v) (1.6)

Definice 1.32. Zobrazeni w : U x V' — T nazyvame skalarnim nasobkem bilinearni
formy w : U xV — T prave tehdy, kdyz existuje ¢ € T' takové, ze pro kazdé u e U,v € V
plati:

w(eu, ev) = cw(u,v) (1.7)

Véta 1.5. MnozZina U @ V' wvsech bilinedrnich forem mezi prostory U,V spolu se souctem
z definice 1.31 a skaldrnim nasobkem z definice 1.32 je vektorovy prostor nad T.

Dukaz: Lze provést ovérenim podminek z definice vektorového prostoru.

Definice 1.33. Vektorovy prostor URV dany vétou 1.5 nazyvame tenzorovym soucinem
prostoru U, V. Specialné tenzorové souciny U® U, U ® U*, U* ® U* nazyvame prostory
tenzoru, jejich prvky nazyvame tenzory, ptricemz prvky prostoru U nazyvame kontra-

variantni vektory, znacime u = (uq,us,. .., uy,). Prvky dudlniho prostoru U* nazyvame
kovariantn{ vektory, zna¢ime u* = (u!,u?, ..., u™). Podrobnéji pak nazyvdme:

UU prostor kontravariantnich tenzoru
UV = (U, Uz, ..., Uy) R (V1,V2,..., ;)

U U* prostor smisenych tenzoru

_ 1,2

u® v = (ug, Uz, ..., Up) @ (Vv ... 0™)

UroU* prostor kovariantnich tenzoru
@ v = (ulu? o um™) @ (vl et o™)

Pozndmka 5. Vzhledem k tomu, ze tenzorovy soucin linearnich prostoru je opét linearni
prostor, 1ze celou konstrukci opakovat a sestrojovat tenzorové souciny napt. (U@ U)® U,
(UeU)eU* (U U*) @ U*, atd. Rovnéz tyto prostory nazyvame prostory tenzoru a
jejich prvky tenzory. Lze pak hovorit naptiklad o tenzorech dvakrat kontravariantnich a
jednou kovariantnich (coz jsou prvky prostoru (U ® U) ® U*) apod.

Takto opakované konstrukce vsak v nasi praci nebudeme potiebovat a vystacime s ten-
zorovymi souciny, resp. tenzory sestrojenymi v definici 1.33. Rovnéz nebudeme potiebovat
souc¢iny dualnich prostoru, tj. U ® U*, U* ® U* a omezime se pouze na souciny U ® V|
resp. U ® U.

Pozndmka 6. V dalsich ivahéch budeme pouzivat ¢islovani od nuly a to vzhledem k tomu,
ze budeme tenzorovy soucin aplikovat na NURBS plochy, kde se toto ¢islovani pouziva.
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V dalsi praci (predevsim v kapitole 3, ¢asti 3.3) bude mit zdsadni dulezitost jednoduchy
dusledek definice 1.30.

Véta 1.6. Necht ug,uy,...u,, € U, vy, vy,...V, €V jsou libovolné vektory,
a0y A1y -+ oy Ay bo, b1, .. by libovolné skaldry, w : U x V. — T bilinedrni forma mezi U,V .

Pak
w (ialulibzvl> = iiaibj 'W(Ui,Vj). (18)
i=0 j=0 i=0 j=0

Tento zapis pripomina obdobnou vlastnost skalarniho soucinu dvou vektoru. Skalarni
soucin je speciadlnim piipadem bilinedrni formy. Mame-li totiz ve vété 1.6 specidlné:

ey, e,...e, €U, f,f,. ... £,V

béaze prostoru U, resp. V', pak pro kazdy vektor u € U o soutadnicich u = (ug, ug, ..., uy),
resp. v € V o souradnicich v = (vg, vy, ...,v,) je
W(U,V) =W (Zui-einj-fj> :ZZUZ”U]' 'W(ei,fj) :Z UV - Agj. (19)
i=0 =0 i=0 j=0 i=0 j=0

kde hodnotu bilinedrni formy w pro uspotrddanou dvojici bdzovych vektoru e; € U,f; € V
jsme oznacili

(.(J(O'ESZ‘7 f]) =a;; € T.

Je-li v bilinearni forme (1.9) V' = U nebo V' = U*, je tato forma dle definice 1.33 tenzorem.

Dalsi specializaci dostavame:
Je-li V = U, tenzor w : U x U — T je symetricky a kvadratickda forma prislusna
k tomuto tenzoru je pozitivné definitni, tj. plati pro Vx,y € U:

w(x,y) = w(y, x)
X #0=wxx)>0
pak tenzor w spliuje axiomy skalarniho souc¢inu a je tedy skaldrnim souc¢inem na prostoru
U.
Odmocnina y/w(u, u) z pozitivné definitni formy spliiuje véechny axiomy normy a je tedy
normou vektoru indukovanou skaldrnim sou¢inem w(u, v).
Je-li zcela specialné:

w(u,v) = i zm: uvjw(e;, f;) = i zm: Va4, (1.10)
=0 j=0 i=0 j=0

kde
wie,f) =a;=11#j = W(eiafj) = a;; = 0.
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je prislusné kvadraticka forma tvaru

m m m m m
2
w(u,u) = g g wiujw(e;, £;) = g E UG = g u; >0 (1.11)
=0 7=0 =0 7=0 =0
a tenzor w(u, v) prejde v tzv. bodovy skaldrni souc¢in tvaru:
m m m m m
w(a,v) = E g uvjw(e;, £ E g UV = E U;V; = UV + ULV1 + .+ . . + U U,
=0 j=0 =0 j=0 i=0
kde u = (ug, U1, ..., Un), V.= (0o, V1, ..., Up).

Pozndmka 7. Vyraz (1.9) — bilinedrn{ formu lze samoziejmé napsat maticové jako:
w(u,v) =u’Av, (1.12)

a je to:
a)bodovy skalarni sou¢in < A je jednotkova
b)obecny skaldrni soucin < A je ¢tvercova, symetrickd, pozitivné definitni
¢)tenzor & A je ¢tvercovd
d)bilinedrni forma < A jetypum xn

Ve viech pifpadech je mnozina w(u, v) = ul Av tenzorovy soucin vektorovych prostorti a
je to vektorovy prostor.

Myslenka vyuzit tenzorového soucinu se objevuje i v soucasné literature z oblasti
tykajici se pocitacové grafiky. Plocha je popisovana jako vycislitelna funkce dvou para-
metru u, v, kterda popisuje zobrazeni rovinné oblasti €2 do euklidovského trojrozmérného
prostoru, které je fomdlné zapsano jako:

S(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u ZZfz g] P, (1.13)

=0 7=0

kde

0<u,v<1

{]Dij = (xija Yijs Zij)

Funkce f, g jsou zcela bézné nazyvany bazovymi funkcemi. Takto sestrojena plocha
byva oznacovana jako tensor product surface tj. povrch vytvoreny tenzorovym soucinem
— viz napf. Shene (Naposledy navstiveno 11. 12. 2006), Piegl — Tiller (2002), Piegl (1991).

Zapis (1.13) forméalné skuteéné pripomind vztah (1.9), kterym jsme definovali bilinedrni
formu a tenzorovy soucin. Tento tenzor se vSak zobrazuje do télesa, nad kterym jsou
sestrojeny linedrni prostory, ze kterych je tenzorovy soucin sestrojen. V jeho zapisu

Z Z uvjw(e;, f;) = Z Z (o (1.14)

=1 j=1 =1 j=1

jsou w(u,v) a (e;,f;) = a;; hodnoty bilinedrntho zobrazeni, u;,v; jsou slozky vektoru
u, v, tj. vSechno prvky vyse uvedeného télesa. Zdapis (1.13) oproti tomu definuje zobrazen{
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oblasti do prostoru (pravdépodobné euklidovského). S(u,v) je tedy bod tohoto prostoru,
fi,g; funkce béze blize nespecifikovaného prostoru funkcionédlntho a P;; jsou bud piimo
tidici body plochy, tj. opét prvky (pravdépodobné) euklidovského prostoru, anebo jejich
polohové vektory, tj. prvky zaméreni euklidovského prostoru, do kterého mé tato funkce
zobrazovat.

Toto pfinejmensim velmi volné zachazeni s matematickou symbolikou znacné ztézuje
pochopeni podobnych textu a komplikuje vyzkum v této oblasti.

Méjme dénu rovnici (1.14), kterou lze zapsat jako:
wu,v) =u" A, 1.0V (1.15)
Skaldrni nasobek definujeme jako:
c-wu,v) =ulcA, 1,1V (1.16)
a soucet forem w;(u,v) =u’A, 11,1V aw(u,v) =u'B,, 11,1V je dén:
wi(u,v) +wy(u,v) = u (A1t + BtV (1.17)

Tenzorovy soucin vektorovych prostoru U,V je tak ziejmé izomorfni s vektorovym
prostorem vsech matic typu (m + 1) x (n + 1).

Méjme nyni N;(s), ¢ =0,1,...,m, resp. N;(t), 7 =0,1,...,n bazové B-spline funkce
libovolného stupné. Mnoziny

N = (No(s), Ni(s), ., Nm(s))
N = (No(t), N1(1), ..., Nu(1))
jsou funkcionalni vektorové prostory nad R, jejich prvky
u(s) = upNo(s) +urN1(s) + ... + up Ny ()
v(t) = voNo(t) + Vi N1 (t) + ... + u N (2)

jsou B-spline krivky.

Tenzorovy souc¢in M @ N prostoru M, N je prostor bilinearnich forem

oo Qo1 --- Qon Vo
(V) = (ugy ) | 0 e T (1.18)
Um0 Am1 -+ Qmg Un,
Bézi tohoto prostoru je (m + 1)(n + 1) zobrazeni
wij(u,v) =u’Cyv (1.19)

1=0,1,....m, 7=0,1,...,n,

kde C;; je matice typu (m+1)(n+ 1), kterd je nulova s vyjimkou ¢lenu ¢;;, ktery je roven
jedné.
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Necht ug, uy, . .., um je baze prostoru N a vg, Vi, ..., Vn je bdze prostoru N. Vektory
W, = (Wi, Wity -, Uim) & Vj = (Vjo,Vj1,...,Vjm) se zobrazenim w(u,v) se zobrazi na
prvek c¢; ; télesa T. Bdze prostoru N x N se zobraz{ na uspofddanou (m + 1)(n + 1)-tici
¢;j € TPHEmHL Mnozina téchto (m + 1)(n + 1)-tic je opét vektorovym prostorem. Mame

tedy zobrazeni:
m n

w(u,v) = Z Z cijwi (1, v).

i=0 j=0
Je-li tedy
u = (Ug, ..., Up) =uNo(s) + ...+ unNn(s) € N,
v = (vg,...,0,) = voNo(t) + ...+ v, Npu(t) €N,
pak jsou bazové vektory tvaru:

u;(s) = (0,0,...,0,u; = 1,0,...,0,0) =0-No(s) +...+1-Ni(s) +... +0- Npy(s) =

vi(t) = (0,0,...,0,0; =1,0,...,0,0) =0 No(t) + ... + 1- Nj(t) + ...+ 0 Ny (t) =
=N,(t)eN
Bézi prostoru 7"+ je potom mnozina zobrazeni:
wij(u,v) =u’Cyv, kdei=0,....,m, j=0,...,n.
Kazdé z téchto zobrazeni zobrazi bazové vektory u;(s), v;(t) na vektor
cij(s,t) = Cy(s,t) = w;Cyyv; = wyv; = Ni(s)N,(s).

Kazdy prvek k € T"T1m+ je tedy linearni kombinaci

DY ke, v) =)0 ki Ni(s)N;(1).
1=0 j=0 i=0 j=0

V této reprezentaci znaci prvky k;; pouze jednu ze soufadnic bodu. Pro pouziti troj-
rozmérnych bodu je nutné vytvorit specidlni matici trojrozmérnych bodu ve smyslu defi-
nice 1.27.

1.2 Pojem krivky a plochy

1.2.1 Kirivky

V literatute (napt. Doupovec (1999), Lomtatidze (2005)) odvozuji autoti zakladni definice
z vektorové funkce. Nevyhodou tohoto pojeti je to, ze dvé parametricka vyjadieni mohou
urcovat tutéz krivku. Proto je vyhodnéjsi, pouzivat definici pomoci t¥idy ekvivalentnich
cest.

Definice 1.34. Necht je ddno zobrazeni ¢ (a,b) — &, c(t) = [z1(t), xa(t), z3(t)] tak, Ze pro
kazdé t jsou funkce xq(t), zo(t), z3(t) spojité, pak obor hodnot [¢] zobrazeni ¢ nazyvame
(neorientovanou) k¥ivkou, zobrazeni ¢ jeji parametrizaci — cestou.
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Plati-li navic
a) pro kazdé ¢t maji funkce x1(t), z2(t), x3(t) spojité derivace alespon 1. fadu,

b) pro kazdé ¢ je (9L1)2 4 (d22)2 4 (ds)2 o4 ),
pak nazyvame kiivku [¢] reguldrni.

Pozndmka 8. V literature se za regularni kiivku oznacuje vétsinou kiivka, jejiz parame-
trizace je navic injektivni (tj. kiivka sama sebe neprotind). V nasi praci neni tfeba tyto
body vylucovat, proto tento pozadavek vynechame.

Definice 1.35. Bod c¢(t) parametrizace ¢ se nazyva nasobny, pokud existuji dvé ruzna
realnd cisla 1,1ty € (a,b) takova, ze c(t) = c(t;) = c(t2) a pritom {t1,t2} # {a,b}.
V opacném piipadé se bod nazyva jednoduchy. Cesta se nazyva jednoducha, je-li
kazdy jeji bod jednoduchy.

Definice 1.36. Necht [c] je reguldrni kiivka, c(t) = [z1(t), 22(t), x3(t)] jeji parametrizace,
T € [c] jeji libovolny bod. Piimku ¢ = (T, t), kde

dl’l dl’g dZE3
t=(—t, =2 =2

(dt’ @) €
nazyvame tecnou krivky v bodé T

Definice 1.37. Dvé cesty c; : {ay,b1) — R? a ¢y : {ag, by) — R? se nazyvaji ekvivalentni,
pokud existuje zobrazeni 7 : (a1, b;) — (a9, by), které je spojité a rostouci a plati: 7(ay) =
as, T(bl) = bQ a pro kazdé t € <CL1, b1>

c (t) =ca(7(t)). (1.20)
Oznacent: cesty cq, co jsou ekvivalentni: ¢; ~ ¢y
Veéta 1.7. ~ je relaci ekvivalence na mnozine vsech cest.
Podle relace ekvivalence se vSechny cesty rozdéli do t¥id ekvivalence. Z toho vyplyva
nasledujici definice:

Definice 1.38. Orientovana ktivka je ttidou vsech ekvivalentnich cest.

1.2.2 Plochy

K uréeni polohy bodu plochy je potieba dvou parametru. Proto je nutné rozsitit predchozi
uvahu.

Definice 1.39. Necht D C R je interval,  C R? je souvisld oteviend mnozina, dale necht
p:Q—&,p:D—Q; pt) = (ut),v(t)) € jsou spojitd zobrazeni. Pak obor hodnot
[p] zobrazeni p : Q — &3 nazyvame (neorientovanou) plochou, zobrazeni p : Q — &3 jeji
parametrizaci, zobrazeni f = po ¢ : D — &3 nazveme parametrizaci kiivky na plose.

Plati-li navic pro kazdé (u,v) € Q

a) polohovy vektor p(u,v) bodu p(u,v) ma spojité parcidlni derivace alespon prvniho
radu,
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b) vektory %, % jsou linearné nezavislé,

nazyvame plochu regularni.

Pozndmka 9. Po reguldrni ploge je vétsinou opét vyzadovéana injektivnost (nemoznost
samoprotinani), ze stejného duvodu jako u kiivek ji vSak nepozadujeme. Nékteré déle
studované plochy (povrch krychle, vélce, kuzele, apod.) nejsou reguldrni z duvodu exis-
tence bodt, ve kterych neni definovana derivace — vrcholy, hrany.

Pozndmka 10. Ktivky i plochy definujeme v afinnim euklidovském prostoru daném repé-
rem (O, ey, e, e3). Kazdému bodu X € &; je tedy prifazen polohovy vektor OX.

Definice 1.40. Rovinu 7 = (T',tq, t5), kde

Ip Ip

a0 t2 = A

Ju v

nazyvame teénou rovinou plochy [p] v bodé T € [p]. Kazdou piimku tecné roviny, kterd
prochdzi bodem T' € [p] nazyvame teénou plochy [p] v bodé T € [p].

t, =

Definice 1.41. Kiivku na plose s parametrizaci f =p o ¢ : D — Ej3 kde p(u,v) = p(u, vp),
resp. p(u,v) = p(ug, v) nazveme u kiivka, resp. v kiivka na plose.

Véta 1.8. Kazdym bodem p(ug,vo) requldrni plochy prochdzi pravé jedna u krivka, resp.
v krivka na plose. Teéné vektory téchto krivek v bodé p(ug,vo) jsou:

d 0
% = a—Z(Uo, Uo)
dg(vo) _ Op

7 = %(Um Uo)

Je-li dén systém kiivek na plose tak, ze kazdym bodem p(ug, vy) prochézeji pravé dvé
kiivky, které v ném maji ruzné tecny (tj. nedotykaji se), dostdvame sit kiivek na plose.
Tato sit je obrazem jisté ¢asti kartézské souradnicové sité pii zobrazeni p, proto se nazyva
kiivocaré souradnice.

Pro vSechny kiivky na plose prochazejici bodem p(u, v) plati, ze jejich tecny lezi v tecné
roviné. Naopak kazdd piimka tecné roviny, ktera prochazi bodem p(u,v), je tetnou néjaké
krivky na plose.

Normalou plochy v bodé p(u,v) nazveme piimku prochdzejici timto bodem kolmo
k tecné roviné v tomto bodé. Normalovy vektor je dan jako:

W o
 ou v

Orientace ktivky byla feSena spojitym rostoucim zobrazenim. U ploch je nutné praco-
vat s jakobidnem.
Definice 1.42. Necht py(u(t),v(t)) : D — &3, pa(u(t),v(t)) : D — &3 jsou dvé libovolné
parametrizace téze reguldrni plochy [p]. Ddle necht ¥y (u,v) : Q — R, ¥s(u,v) : @ — R
jsou zobrazeni takovd, ze pro kazdé [u,v] € Q je

u = 1(u,v), T=1s(u,v),u, v €N
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J=|3s @l #o0. (121)
ou ov

Pak plochu nazyvame orientovatelnou.

Véta 1.9. Na mnoziné (p) vsech parametrizaci orientovatelné plochy [p| definujeme relaci
p1 ~ pa pravé tehdy, kdyz J > 0. Pak relace ~ je ekvivalence na [p].

Definice 1.43. Ttidy rozkladu indukovaného ekvivalenci z predchozi véty nazveme orien-
tovanymi plochami.

(u,v) (0 (u, )

Obrazek 1.1: Reparametrizace plochy

Pozndamka 11. S orientovanymi kfivkami a plochami nebudeme déle pracovat. Jejich de-
finice jsou zde uvedeny pro tuplnost. Kiivky a plochy jsou zobrazeny bodové, proto na
zaver nadefinujeme graf pro funkci vice proménnych.

Definice 1.44. Nechf je ddna funkce f : R® — R. Grafem G funkce nazveme mnozinu
vSech usporadanych n + 1-tic tvaru:

G = (xo,...,Tn, f(z0o,...,2,)).



Kapitola 2

Soucasny stav problematiky

V Sedesatych letech minulého stoleti se v technické praxi objevila potieba specidlnich
kiivek a ploch. Vyznamni geometii a matematici (Carl de Boor, James C. Ferguson, Pierre
Bézier, Paul F. de Casteljau) zacali vyvoj novych typu kiivek, které se zaddvaji fidicimi
body a dalsimi parametry. Prvni z nich byly Fergusonovy, Coonsovy a Bézierovy kiivky
a plochy. Jejich nevyhodou byla pouze lokélni kontrolovatelnost (tj. po zméné jednoho
programového zpracovani lze nalézt v Martisek (2002), Zéara et al. (2004).

Vyvoj pokracoval dal a jiz v sedmdesatych letech se objevuji B-spline kiivky. Jejich
zobecnénim jsou NURBS, tedy Neuniformni Racionalni B-spline kiivky a plochy. NURBS
objekty jsou tedy B-spline objekty, jejichz uzlovy vektor muze byt neekvidistantni a ke
kazdému bodu je pridana vaha.

Mezi prukopniky B-spline ktivek patii Carl de Boor, ktery polozil teoretické zaklady
v de Boor (1976). Podrobny popis vlastnosti a nékterych algoritmu lze nalézt v Shene
(Naposledy navstiveno 11. 12. 2006), Piegl (1991), Tiller (1983) Zkoumani NURBS kiivek
a ploch se vénovala celd fada védcu a za shrnuti velké ¢asti znalosti je povazovana kniha
Piegl — Tiller (2002).

Vzhledem k jiz pomérné dlouhému vyvoji existuje celd fada védeckych clanku zaby-
vajicich se studiem tykajicim se NURBS objektu ¢i vlastnosti. Zakladni zmény tvaru
raciondlnich B - spline kiivky jsou popsany v Piegl (1989). Tvorba kruhovych oblouku
pomoci NURBS kiivek je podrobné probréna v Tiller — Piegl (1989). Ovladéni kubickych
B-spline kiivek pomoci uzlového vektoru najdeme v préci Juhasz — Hoffmann (2004).
jejich obélka, coz je podrobné popséano v Juhasz — Hoffmann (2001). Implementaci NURBS
kiivek v Javé najdeme v praci Alexandr (1999).

Pomoci NURBS kiivek a ploch lze samoziejmé interpolovat mnozinu bodu. V sou-
casné dobé se pouziva nékolik zpusobu, prvni z nich je nalezeni novych tidicich bodu,
aby kiivka ¢i plocha puvodnimi prochazela. Uzlovy vektor se voli podle daného predpisu
automaticky (vice v Aszédi et al. (2004)). Dalsi moznosti je generovani
uzlového vektoru pomoci genetickych algoritmu (viz Bercovier — Goldenthal (2003)).
V soucasné dobé se predchozi postupy dopliuji jesté o optimalizacni metody (vice v Ber-
covier — Goldenthal (2004)).

Z tyzikalniho pohledu jsou nejzajimavéjsi tzv. D-NURBS (Dynamic NURBS), které

19
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v sobé dokazi zachytit dalsi fyzikalni vlastnosti a staly se soucasti pii méfeni fyzikalnich
jevu (vice viz Terzopoulos — Qin (1994), Terzopoulos — Qin (1996)).

Jak jiz bylo zminéno, za nastupce NURBS jsou povazovany T-spline, neboli NURBS
plochy s T-Junctions. Hlavni vyhodou T-spline ploch je uspora paméti a jednodussi a
rychlejsi zpusob vykresleni bez prebytecnych bodu. V soucasné dobé se pouzivaji pouze
v softwaru Autodesk Maya a Rhinoceros, kde slouzi k hladkému napojovani plata a k jed-
nodussimu a dokonalejsimu vykresleni slozitych tvaru.

Teoreticky zdklad poddva Sederberg et al. (2003a), Sederberg et al. (2004). Obecné
jsou T-Junctions hrany, z kterych vychdazi dalsi hrany i v bodech, které nejsou koncové.
T-spline plocha je tedy definovana nad nepravidelnou siti.

2.1 Predchudci B-spline

2.1.1 Fergusonovy krivky a plochy

Zakladni oblouk je urcen ¢tyrmi body Py, Py, P», P3. Kiivka ma krajni body Py, P3. Tecné
vektory v téchto bodech jsou PyPy, PsP,. Velikost téchto vektoru ovliviuje tvar kiivky —
¢im je vektor vétsi, tim vice se kiivka k vektoru priblizuje.

Ktivka je definovana parametrickymi rovnicemi:

Q(t) = PF(t), t€(0,1) (2.1)

i) = ?—t*—t+1

Fi(t) = 2 =212+t (2.2)
Fy(t) = =3t + 412

F(t) = t* -+

Dvojrozmérnym zobecnénim Fergusonovych kiivek dostaneme Fergusonovy plochy.
Jsou dény siti redlnych bodu P;; (dle definice 1.27) a jejich rovnice je:

Qrys) =) Y PyFE(r)F(s), (2:3)

3
i=0 j=0

kde F; jsou polynomy definované v rovnici (2.2) a (r,s) € (0,1) x (0,1).

2.1.2 Bézierovy krivky a plochy

Bézierovy kiivky a plochy jsou velmi ¢asto pouzivany v technické praxi. Za jejich za-
kladatele je povazovan P. E. Bézier a nezavisle na ném také P. de Casteljau. Kiivka je
urcena ¢tyfmi body a prochézi prvnim a poslednim z nich. Vektory ]ﬁ , ﬁ urcuji
tecny v krajnich bodech. Jejich smérnice jsou rovny tretiné délky téchto tsecek.
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Obrazek 2.1: Fergusonova plocha

Ktivka je definovana parametrickymi rovnicemi:

Q(t) = PBi(t), t € (0,1) (24)

By(t) = (1-1t)°

Bi(t) = 3t(1—1t)° (2.5)
By(t) = 3t*(1—1)

Bs(t) = t*

Obecné Bézierova kfivka vznikne zobecnénim ptedchoziho piipadu. Bazové polynomy
tvori binomicky rozvoj.

Méjme dano n + 1 fidicich bodu, potom je Bézierova kiivka tvaru:
Q(t) =) _ PBM1), t €(0,1), (2.6)
i=0
Bl'(t) = (7;) t(1—t)" "

Dvojrozmérnym zobecnénim Bézierovych ktivek dostaneme Bézierovy plochy. Jsou dany
siti redlnych bodu P;; (dle definice 1.27) a rovnice plochy je:

Q(r,s) = ZZHJ‘B@'(?)BJ(S), (2.7)
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Obrazek 2.2: Bézierova ktivka a plocha
kde B; jsou polynomy definované v rovnici (2.5) a (r,s) € (0,1) x (0, 1).

2.1.3 Coonsovy krivky a plochy

Podobné Fergusonovym kiivkam jsou Coonsovy kiivky, pojmenované po S. A. Coonsovi.
Jedinym rozdilem je tvar bazovych polynomu. Zakladni oblouk je opét urc¢en ¢tyimi body
Py, Pi, Py, P;. Kiivka vSak neza¢ina ani nekonci v zadném z téchto bodu. Pocatecni a
koncovy bod lezi v antitézistich trojuhelniku PyP P, a Py Py Ps.

Krivka je definovana parametrickymi rovnicemi:

Qt) = ¢ ZPZCi(t), te(0,1) (2.8)
Co(t) = (1 - t)g
Ci(t) = 3t° -6t +4 (2.9)
Co(t) = 3t +3° +3t+1
Cs(t) = t

Pro dalsi vyvoj je dulezitd nasobnost fidicich bodu Coonsovych kubik. Polozime-li
Py = P, stava se z prvniho trojuhelniku usecka a pocatecni bod Consovy kubiky lezi
v jedné Sestiné této usecky. Je-li Py = P, = P», zdegeneruje trojuhelnik v bod a ktivka
zacind v tomto bodé.

Jednotlivé Coonsovy kubiky je mozné hladce napojit. Pokud ma navazujici oblouk
prvni tfi body shodné s poslednimi tiemi ptedchoziho oblouku, dostdvame po castech
polynomialni kiivku, kterd se nazyva Coonsuv kubicky B-spline. Body styku se nazyvaji
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Obréazek 2.3: Napojovani Coonsovych oblouku

uzly a oznacujeme je t (viz obr. 2.3). Coonsuv B-spline je uréen n > 4 body a je tvoren
n — 3 segmenty. Parametr t definuje tzv. uzlovy vektor. Jeho hodnoty jsou ekvidistantni,
tj. rozdil sousednich hodnot je konstanta. Zobecnénim Coonsovy kubické B-spline ktivky
dostavame B-spline kiivky a plochy s libovolnym stupném. Dalsim zobecnénim je volba
neekvidistantnim uzlového vektoru — vice v ¢asti 2.2. Priddnim vah se jiz hovoii o NURBS.

Dvojrozmérnym zobecnénim Coonsovych kiivek dostaneme Coonsovy plochy. Jsou
déany siti realnych bodu P; (dle definice 1.27) a rovnice plochy je:

Q(Ta 3) = Z

3
i=0 j=0

B Ci(r)C5(s), (2.10)

kde C; jsou polynomy definované v rovnici (2.9) a (r,s) € (0,1) x (0,1)
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2.2 B-spline, NURBS krivky

2.2.1 B-spline funkce

Jako bazové funkce se pro B-spline a NURBS pouzivaji B-spline funkce. Jsou definovany
rekurentné. Jejich definice je v soucasné dob¢ uvedena ve vétsiné literatury tykajici se
grafiky — napiiklad Zara et al. (2004), Piegl — Tiller (2002).

Definice 2.1. Necht t = (to,t1,...t,) je uzlovy vektor. B-spline funkce je definovdna
jako:

NZ.O (t) _ {1 P.I'O t e <tl, ti—i—l)
0 jinak
t—t; B t; —1 _
NF (1) = NFU() + —HEL— NEL(@ (2.11)
Livk — Livkr1 — Lig1

kde0<i<n—-k—-11<k<n-12:=0.

Uzlovy vektor je tvoren neklesajici posloupnosti kladnych realnych cisel. Obvykle se
zadava v intervalu (0, 1), obecné lze volit libovolny interval.

Priklad 2.1. Spocitejme B-spline funkce stupné 0, 1,2, 3 pro uzlovy vektor
(to,t1,...t¢) = (0,1,2,3,4,5,6,7).

B-spline funkce stupné nula

Nio (t) _ 1 ?1”0 te <tz, ti—i—l)
0 jinak,
kdei=0,...,6
B-spline funkce stupné jedna
(1 pro te(0,1)
Ny(t)=42—t pro te(l,2)
0 jinak

t—1 pro te(l,2)
N (t)=<3—t pro t€(23)
0 jinak
t—2 pro te(2,3)
Ny(t)=44—t pro te(3,4)
0 jinak
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t—3 pro te€(3,4)
Ny(t)=45—t pro tec(4,5)
0 jinak

t—4 pro te4,5)
Ni(t)=46—t pro te(56)
0 jinak

t—5 pro te€(5,6)

Ni(t)=47—t pro te(6,7)
0 jinak

051
06
04]

0.2

Obrazek 2.4: B-spline funkce stupné jedna pro vektor (0,1,2,3,4,5,6,7)

B-spline funkce stupné dva

t2/2 pro te (0,1)
2 Jt2—=1)/2+(t-1)(3~-1)/2 pro te(l,2)
No () = (3 —1)2/2 pro t e (2,3)
0 jinak
(t—1)%/2 pro te€ (1,2)
) t—1)3B—-t)/2+(t—2)(4—1t)/2 pro te(2,3)
N (1) =
(4 —1)%/2 pro te€ (3,4)

0 jinak
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((t —2)?/2 pro t € (2,3)
N2 (1) = (t—2)4—1)/2+ (t—=3)(5—1)/2 pro te(3,4)
(5—1)2/2 pro te€ (4,5)
L0 jinak
((t —3)?/2 pro t € (3,4)
) (t—3)5—-1)/2+ (t—4)(6—1)/2 pro te (4,5)
N3 (t) =
(6 —1)2/2 pro t € (5,6)
L0 jinak
((t —4)2/2 pro te€ (4,5)
) (t—4)(6—1t)/2+ (t—5)(7T—1t)/2 pro te (56)
Ni(t) =
(7T—1)%/2 pro t € (6,7)
(0 jinak
0,72
0,62
0,52
0,42
0,32
0.2
0.1
oY

Obrézek 2.5: B-spline funkce stupné dva pro vektor (0,1,2,3,4,5,6,7)

B-spline funkce stupné tri

(13/6 pro te (0,1)
[B2—t)+tB-t)t—1)+ (A —-t)(t—1)%/6 pro te€ (1,2)

No () =B =1+ A=)t - DE—t)+ (4 —1)*(t = 2)]/6 pro te (2,3)
(4—1)3/6 pro te€ (3,4)
0 jinak
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(t—1)3/6 te(1,2)
(t—12@—-t)+t—1DAd—-t)t—-2)+(B-t)(t—2)?/6 te(2,3)
N =S [t-1)@d—-t)2+GB-t)t—2)4—-t)+(B-1)2(t—-3)]/6 te(3,4)
(5—1)3/6 t e (4,5)
L0 jinak
((t —2)3/6 te(2,3)
(t—2%4—-t)+(t—-2)6—-t)t—3)+(6—1)(t—3)?/6 te(3,4)
Ny(t)=1[t=2)5-1)2+(6—-t)(t—3)5—-1t)+ (6 —t)>(t—4)]/6  tc (4,5)
(6 —1)3/6 t € (5,0)
L0 jinak
((t—3)%/6 t e (3,4)
[(t—=3)2(5—t)+({t—=3)(6—1)(t—4)+(T—t)(t —4)?]/6 t e (4,5)
NS ()= [(t—=3)(6—1)2+ (T—t)(t—4)(6—1t)+ (T—t)*(t—5)]/6  tec(56)
(7T—1)%/6 te(6,7)
(0 jinak

Jedna se o ekvidistantni uzly, proto jsou vSechny funkce totozné, lisi se pouze o posu-
nuti. Vysledné funkce vykresleny v Maple jsou na obr. 2.4, 2.5, 2.6.

0,65
0,55
0,4§
0,3§
0,25

0,11

0:||||||||||||||||||||||||||||||||||

0 1 2 3 4 5 B 7

Obrézek 2.6: B-spline funkce stupné tii pro vektor (0,1,2,3,4,5,6,7)
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Vliv uzlového vektoru

Uzlovy vektor je, jak jiz bylo feceno, neklesajici posloupnost kladnych redlnych ¢éisel.
Pokud je prubéh plynuly, jedna se o ekvidistantni (uniformni) uzlovy vektor, v opacném
piipadé se nazyva neekvidistantni, jak udava definice 2.2.

V této casti bude ukazan vypocet B-spline funkci pro ruzné tvary uzlového vektoru.
V ¢asti 2.2.2 tykajici se B-spline kiivek bude vysvétleno, jak ruzné tvary uzlovych vektoru
pusobi na tvar vysledné krivky.

Definice 2.2. Uzlovy vektor t = (tg,t1,...t.) se nazyva ekvidistantni — uniformni,
jestlize plati
ti+1 — tl = t/L'JrQ — ti+1, kde i = O, 1, c. tr72- (212)

Pokud neni rovnost (2.12) splnéna, nazyva se uzlovy vektor neekvidistantni — neuni-
formni.

Definice 2.3. Necht t = (tg,t1,...t,) je uzlovy vektor, potom pocet jeho prvka r + 1
nazyvame délkou uzlového vektoru.

Priklad 2.2. Spocitejme B-spline funkce pro neekvidistantni uzlovy vektor
(0,1,2,3.8,4,4.2,6,7).

B-spline funkce stupné nula

NO (t) - 1 pro t S <t27 ti+1)
! 0 jinak,

kdei=0,1,...,6.

B-spline funkce stupné jedna

t pro te(0,1)
Ny(t)=42—t pro te(l,2)
0 jinak

pro te(1,2)
(3.8 —1)/1.8 pro te€ (2,3.8)
jinak

N (t {
2)/1.8 pro te (2,3.8)
Ny (t 4 t)/0.2 pro te€ (3.8,4)
jinak
Ny (t {

—3.8)/0.2 pro te€ (3.8,4)
(42—1)/02 pro te (4,4.2)

jinak
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(t—4)/0.2 pro te€ (4,4.2)
Nj(t)=<(6—1)/1.8 pro t€ (4.2,6)
0 jinak

(t—4.2)/1.8 pro te€ (4.2,6)
Ni(t)y=<7—t pro te€v(6,7)
jinak

0z

05

0

0z

0 1 2 3 < S 5] T

Obrazek 2.7: B-spline funkce stupné jedna pro vektor (0,1,2,3.8,4,4.2,6,7)

B-spline funkce stupné dva

t2/2 pro te (0,1)
N2 (1) = t(2—1t)/24 (t—1)(3.8—1)/2.8 pro te (1,2)
0 (3.8 —)2/5.04 pro t € (2,3.8)
0 jinak
(t—1)%/2.8 pro t € (1,2)
N2 (1) = (t—1)(3.8—1)/5.04+ (t—2)(4—1)/3.6 pro te€ (2,3.8)
Y Y e -1)2/0.4 pro t € (3.8,4)
0 jinak
(t —2)%/3.6 pro t € (2,3.8)
) (t—2)(4—1)/04+ (t —3.8)(4.2— 1)/0.08 pro ¢ € (3.8,4)
Ny (t) =

(4.2 — )2/0.08 pro te (4,4.2)

0 jinak
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(t —3.8)2/0.08 pro te€ (3.8,4)
N2 () (t —3.8)(4.2 = 1)/0.08 + (t — 4)(6 — t)/0.4 pro t € (4,4.2)
ST ) (6-1)2/3.6 pro t € (4.2,6)
0 jinak
(t—4)%/0.4 pro te€ (4,4.2)
N2y d (= D6 = 0/444 (1 -42)(T-1)/5.04 pro t€ (42,6)
10 = (7T—1)%/2.8 pro te (6,7)
0 jinak
0,85
0,65
0,4§
0 1 2 3 4 5 5 7

k3

Obréazek 2.8: B-spline funkce stupné dva pro vektor (0, 1,2, 3.8,4,4.2,6,7)

Vysledné funkce jsou vykresleny na obr. 2.7, 2.8.

Priklad 2.3. Vezmeme-li uzlovy vektor (0,0,0,1,2,3,3,3) a vypocteme pro néj B-spline
funkci stupné jedna a dva, dostaneme nésledujici polynomy, které jsou zobrazeny na obr.
2.9, 2.10.

B-spline funkce stupné nula
Ny (t)=0

NY(t)=0

NO (1) = 1 pro te(0,1)
0 jinak
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NS (1) = 1 pro te(l,2)
0 jinak

te (2,3
N£<t>={ pro 1€ (2:3)
jinak
1 pro t=3
s -, !
jinak
Ng () =0
B-spline funkce stupné jedna
Ny (1) =0
N (1) = 1—t pro te{0,1)
0 jinak
t pro te€ (0,1)
Ny(t)=42—t pro te(l,2)
0 jinak
t—1 pro te(l,2)
Ny(t)=43—t pro te(23)
0 jinak
N (t) = t—2 pro te(2,3)
0 jinak

31
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08
061
041
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0 05 1 1.5 2 25 3

Obrazek 2.9: B-spline funkce stupné jedna pro vektor (0,0,0,1,2,3,3,3)

B-spline funkce stupné dva

NE(t) — (1—t)* pro te(0,1)
0 jinak

(t(1—t)+t(2—1)/2 pro te(0,1)
Ni(t) = < (2—1)%/2 pro te€ (1,2)
L0 jinak
(12/2 pro te€ (0,1)
NE(E) = H2—t)/2+ (t—1)(3—1)/2 pro te(1,2)
(3 —1)%/2 pro t € (2,3)
L0 jinak
((t—1)2/2 pro t € (1,2)
Ni(t) = S(t—1)B—t)/2+(t—-2)(3—1t) pro te(2,3)
L0 jinak
NP — {ét—Q)Q ?rokt€(2,3)
Jina

Vlastnosti B-spline funkce

1. Nezapornost
Pro libovolné i, k, t je NF (t) > 0.

2. Lokalni podpurné intervaly
Nik (t) 7é 0 pro te <t“ ti+n+1)-
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0.6
0,6
04

0.2
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0 05 1 15 2 25 3
Obrazek 2.10: B-spline funkce stupné dva pro vektor (0,0,0, 1,2, 3,3, 3)

3. Vlastnost intervalu
Na libovolném intervalu (t;,¢;11) je nejvyse k + 1 bazovych funkei stupné & nenu-
lovych, jmenovite Nf , Nf, ., ... NF.

4. Rozklad jednotky

Soucet B-spline funkci stupné k£ na intervalu (t;,¢;.1) je jedna.

k
k
Z Nizpsj =1
=0

5. Ekvidistantni uzlovy vektor
Pro ekvidistantni uzlovy vektor jsou funkce NF a7z na posun podél osy parametrii
identické.

N{(t) = Nf(t+1)

)

6. Spojitost
V uzlu nasobnosti s mé bazové funkce NF spojitost C*~

Algoritmus vypoctu B-spline funkci

B-spline funkce jsou definovény rekurentné (viz def. 2.1 na str. 24). Rekurzivni vypocet
je velmi casové ndrocny. Proto se bere v uvahu dulezitd vlastnost B-spline funkce (str.
33, bod 3) o nenulovych hodnotach na intervalu. Pfi vypoc¢tu muzeme postupovat podle
stromu uvedeného na obr. 2.11. Popis algoritmu najdeme napiiklad v Piegl — Tiller (2002),
Shene (Naposledy navstiveno 11. 12. 2006).

Algoritmus:

Vstup: stupenl n, index ¢, parametr ¢, posloupnost uzla T = (to, ..., tn)
Vystup: koeficienty N§'(t), N (t), ..., N/*(t) v poli N[0], N[1], ..., N[i]
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N[0]=1.0;
for (j=1; j<=n; j++){
left[jI=t-T[i+1-j]
right [j1=T[i+j]-t;
saved = 0.0;
for (r = 0; r<j; r++){
temp = N[r]/(right[r+1]+left[j-r]);
N[r] = saved+right[r+1]*temp;
saved = left[j-r]*temp;}
N[jl=saved;}

/ Ny ()
- N o)

N )

Obrézek 2.11: Vypocet B-spline koeficientt, zdroj Shene (Naposledy navstiveno 11. 12.
2006)

2.2.2 B-spline krivky

Termin B-spline se odvozuje od dlouhych ohebnych prouzku kovu, které v minulosti pti
své praci pouzivali projektanti pii navrhovani trupu letadel, lodi a karosérii aut. Ducks
— olovéna zavazi — se uzivala k upraveni tvaru v ruznych smérech. Kovové prouzky byly
druhého stupné spojitosti. Matematickym ekvivalentem téchto prouzku se staly prirozené
kubické spline kiivky. Ty jesté nebyly lokdlné kontrolovatelné, tj. po jakékoliv zméné bylo
nutné prepocitat celou kivku. Problém vyftesily B-spline, po ¢astech polynomialni kiivky
s lokélni kontrolou. Bazovymi funkcemi pro B-spline se staly B-spline funkce definované
v casti 2.2.1.
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Definice a vlastnosti B-spline kiivek

Definice 2.4. Necht je déno m+ 1 ¥idicich (kontrolnich) bodit Py, P, . . ., P, kde P; € R,
uzlovy vektor t = (to,t1, ... tmins1). B-spline kiivka stupné n pro fidici body P; a uzlovy
vektor t je definovana jako:

) =3 BN, (213

kde N jsou bazové B-spline funkce podle definice 2.1 v ¢asti 2.2.1.

Definice 2.5. B-spline kiivka se nazyva uzaviena, je-li prvnich a poslednich n kontrolnich
bodu shodnych, kde n je stupen kiivky. V ostatnich piipadech se kiivka nazyva oteviena.

Specidlnim piipadem oteviené kiivky je tzv. seviend krivka'.

Definice 2.6. B-spline ktivka se nazyva seviena, jestlize spojnice prvnich a poslednich
dvou tidicich bodu jsou tecnami v krajnich bodech ktivky:.

Definice 2.7. Ridici body Py, Py, ..., P, se nazyvaji deBoorovy body a jejich spojeni
se nazyvd deBoortv? polygondlni tah.

Obréazek 2.12: Oteviena a uzaviena B-spline kiivka

Obrazek 2.13: Sevrend kiivka a jeji polygonalni tah

Langl. clamped curve
2Carl de Boor — emeritni profesor na University of Wisconsin — Medison
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Vlastnosti
1. Sevrend ktivka
Pokud je v uzlovém vektoru prvnich a poslednich n + 1 ¢isel shodnych, prochéazi
kiivka prvnim a poslednim fidicim bodem a jedna se o sevrenou kiivku (viz definice
2.6).
2. Konvexni obal
B-spline kiivka lezi celd v konvexnim obalu deBoorova polygondlniho tahu (viz obr.
2.13).
3. Lokélni vliv zmény uzlového bodu
Zména kontrolniho bodu P; ovlivni kfivku pouze v ¢asti odpovidajici intervalu
(tis tisnt1) -
4. Variation diminishing property
Kazda primka protina deBoortuv polygonalni tah castéji, nez odpovidajici B-spline
krivku.
5. Pocet uzlu
Délka uzlového vektoru (ve smyslu definice 2.3) se musi rovnat souc¢tu poc¢tu bodu
a stupné kiivky plus jedna — rddu kiivky. (V definici 2.4 jsou jiz spravné zadané
indexy.) Vnitini uzly uzlového vektoru se mohou opakovat nejvyse n-krat, kde n je
stupen krivky.
6. Symetrie
Plati: . .
Y NHOP=) Ny (1= )P,
i=0 i=0
kde funkce N}*(?) je definovdna pro uzlovy vektor (fo,t1,. .., tnim+1) a funkee
N (1 —t) pro uzlovy vektor (1 — tpimy1,-..,1 —t1,1 — o). Tato vlastnost je
spolecna pro vSechny bazové funkce, napiiklad i pro Bernsteinovy polynomy.
7. Spojitost
Krivka C(t) je C™* spojita v bodé C(t;) odpovidajicimu uzlu ndsobnosti s, kde n
je stupen kiivky.
8. Defini¢ni obor
Defini¢ni obor B-spline kfivek je interval (t,,t,,).
9. Specialni pripad B-spline kiivek jsou Bézierovy kiivky

Pokud je stupen B-spline kiivky roven poc¢tu bodu minus jedna, uzlovy vektor ma
délku 2(n + 1) a ma tvar

to=t, =...=t, =0,
bnp1 = tpyo = ... = topp1 = 1,

pak B-spline kfivka odpovida Bézierové kiivce.
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10. Afinni invariantnost
B-spline ktivky jsou afinné invariantni — staci zobrazit fidici body afinni transformaci
a znovu urcit kiivku, nemusi se tedy transformovat vsechny body na kiivce (afinni
transformace viz ¢dst 1.1.3, str. 8).

deBoortuv algoritmus

Knot insertion — vkladani uzla

Stézejni casti v deBoorové algoritmu je prave vkladani uzlu. Hlavnim problémem je
vlozit uzel tak, aby se nezménil tvar kiivky. Aby byla splnéna rovnost z vlastnosti 5 na
strané 36 musi se zvysit stupen kiivky nebo pridat dalsi kontrolni bod. Stupen krivky by
zmeénil tvar celé kiivky, proto je nutné ptridat novy ridici bod.

Jednoduché pridani uzlu
Chceme-li vlozit uzel t do uzlového vektoru, musime udélat nékolik krokiu:

1. Najit interval (ty,tx.1), kde zadany parametr ¢ lezi.

2. Vytvorit novou posloupnost bodu Qr, Qx_1,- - ., Qr_ni1, pro kterou plati:

Qr € PPy
Qr-1 € PioPr

Qk—n+1 € PopnPiny1.

Body Q); se pocitaji podle vztahu:

Qi = (1—a)Pia+abig (2.14)
t—t
o = .
Livn — t;

Geometricky urcuje ¢islo a; podil intervalu (¢;,t;1,), jak vidime na schématu 2.14.

Q; 1—Oél'

l; t litn

Obrazek 2.14: Geometricky vyznam vkladani uzli

3. Vykreslit kiivku pro nové kontrolni body Py, Py, ..., Pr_n, Qk—ni1,- -, Qr_1,
Py, ... Py. (Jejich pocet je m + 2.)

Nasobné vlozené uzlu
Situace je analogii predchoziho pripadu. Zménime pouze vypocetni formule. Uzel ¢ vlozime
do uzlového vektoru h-krat.
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Pl Q% PQ

Obrazek 2.15: Knot insertion

Body Q; lze vyjadrit jako:
Qin = (1—ain)Picip1 +ainbipa, (2.15)
t—1;

titn—(h—1) — ti
Algoritmus vypoctu
Véta 2.4. Je-li ndasobnost uzlu t rovna stupni krivky, pak bod C(t) je bodem krivky.

Z nasledujici véty vyplyva algoritmus vypoctu. Vezmeme-li libovolnou hodnotu uzlu a
provedeme algoritmus knot insertion tolikrat, kolik je stupen kiivky, dostavame bod na
krivce. Je nutné urcit, zda se zvoleny uzel jiz v uzlovém vektoru nevyskytuje a o tento pocet
snizit pocet opakovani knot insertion. Algoritmus vypoctu muzeme zapsat nasledovneé:

Vstup: stupen kiivky n, fidici body, uzlovy vektor, parametr ¢
Vystup: bod kiivky C(t)

1. Ovérit podminky pro vstupni data.
2. Nalézt interval (tx,tr41), kde zadané ¢ lezi.
3. Pokud se t = t;, je nutné urcit, s jakou nésobnosti s se zde uzel vyskytuje.

4. Opakované vlozeni uzlu — knot insertion (n — s)-krat.

Jak pracovat s B-spline krivkami

Pro praci s B-spline kiivkami mame nékolik moznosti, jak ménit jejich tvar. Lze zménit
stupen kiivky (viz ¢ast 1), upravit polohu fidicich bodu (viz ¢dst 2) a déle zménit tvar
uzlového vektoru (viz ¢ast 3).

1. Vliv stupné krivky

Zména stupné krivky je globalni — méni tvar celé kiivky. Obvykle se pouziva stupen
dva nebo tii. Pii stupni jedna se jedna o lomenou ¢aru. Na obr. 2.16 vidime B-spline

e/

k tidicim bodum. Pro stupen jedna se jednd o lomenou ¢aru prochazejici zadanymi
body.
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Obréazek 2.16: Vliv stupné na tvar kiivky

2. Vliv kontrolnich bodu

Pti vypoctu bodu kiivky se pouziva vyrazu
o(t) = 3 PN (1),
=0

kde N!'(t) jsou bazové B-spline funkce z definice 2.1, str. 24.

Funkce N['(t) urcuje, jak silné bude kontrolni bod P; ovliviiovat kiivku v ¢ase t. Slovo
¢as se nékdy pouziva jako vyraz pro uzel, nebot prochdzenim uzlového vektoru se
postupné — jakoby v case — dostavaji hodnoty ktivky. Po dosazeni parametru t do
odpovidajici bazové funkce dostavame, jak silné bude pusobit tidici bod na tvar
krivky.

Priklad 2.5. Na obr. 2.17 je vykreslena bazova funkce stupné dva na intervalu (2, 5).
Pro ¢as t = 3.5 je vidét, Ze hodnota NZ(3.5) pro bod P, je piiblizné 0.75, tzn. ze
bod P, ma 75-ti procentni vliv na vysledny bod.

Vliv polohy bodu je pouze lokalni. Bod P; je v soucinu s bazovou funkei N}*(t), tedy
funkei, kterd ovliviiuje kiivku pro parametr ¢ z intervalu (¢;,¢;1,+1) podle vlastnosti
3 (str. 36). Na tomto intervalu nalezneme nenulové funkce N N, .., ..., N,
které ovlivni tvar kiivky mezi body P;,_,, ..., P,.

Priklad 2.6. Je dana B-spline ktivka stupné n = 3 body Fy, P,..., P; a ekvi-
distantnim uzlovym vektorem (0, 1,...,11).

Na obr. 2.18 je vidét zména kiivky po posunuti bodu P, do bodu Pj. Zméni se
hodnota funkce N3 () a tvar kiivky bude jiny pro hodnoty parametru ¢ z intervalu
(4,8). Na tomto intervalu pusobi také funkce N3, N3, ... N2 a tvar kiivky se zmén{
mezi bOdy Pl,PQ,...,P7.

Pro sestrojeni uzaviené kiivky stupné n je nutné a staci, aby se pridalo n + 1
prvnich bodu posloupnosti za posledni kontrolni bod P,,. Tedy dostavame novou
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O,?;
0,65
0,55
0,45
O,3§
0,25

0,17

O:||||||||||||||||||||||||||||||
2 25 3 35 4 45 5

W

Obréazek 2.17: Bézova funkce N3 (t) pro ekvidistantn{ uzlovy vektor (0,1,...,7)

Obréazek 2.18: Vliv polohy bodu na tvar kiivky

posloupnost fidicich bodu
Py, P,... Py, Ppi1=PFo,Pnio=P1,...,Ppini1 = Poi1.
Uzlovy vektor musi byt ekvidistantni bez ndasobnych uzlu.
Priklad 2.7. Uzaviena kiivka stupné n = 2 pro tidici body
Py, Py,....,Ps,Ps=PFy,Pr =P,k =P,
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a ekvidistantni uzlovy vektor (0,1,...,10). Vysledek je zobrazen na obr. 2.19.

Obréazek 2.19: Uzaviend B-spline kiivka

3. Vliv uzlového vektoru

B-spline kiivky se déli na uniformni a neuniformni, podle toho, zda je uzlovy vektor
ekvidistantni ve smyslu definice 2.2. K pochopeni vlivu uzlového vektoru je nutné si
uvedomit, ze kazda bazova funkce, ktera se pocita se vstupnim uzlovym vektorem,
je spjata s odpovidajicim fidicim bodem. Obecné pro bod P; je to bazova funkce
NI*(t). Je nutné se podivat na grafy bazovych funkei N vykreslenych v ¢asti 2.2.1.

Vezméme ekvidistantni uzlovy vektor (0,1,2,3,4,5,6,7) se stupném kiivky rovnym
dvéma. Pro parametr ¢ = 4.1 dostavame hodnoty:

N3 = 0.405
N3 =0.59
N} = 0.005

Znamena to, ze v case t = 4.1 ma bod P vliv 40,5% na tvar kiivky, bod P3 m& vliv
59% a bod P, 0,5%.

Pro ekvidistantni uzlovy vektor (0,1,2,3,4,5,6,7) jsou vysledné funkce pro stuper
2 vykresleny na obr. 2.20. Usecka ukazuje hodnoty bazovych funkei pro parametr
t=4.1.

Pro ekvidistantni uzlovy vektor vidime, ze vSechny kiivky jednotlivych funkei jsou
totozné, az na posunuti o jednotku. Proto se vliv méni plynule a rovnomérné. Pokud
chceme upravit tvar krivky, je nutné pouzit neekvidistantni uzlovy vektor.
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07}
06]
05;
04
03
02]

0,17
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o 1 2 3 4 5 6 1T
Obrazek 2.20: B-spline funkce stupné dva pro vektor (0,1,2,3,4,5,6,7) .

Vezméme uzlovy vektor (0, 1,2,3.8,4,4.2,6,7) a bazové funkce opét druhého stupné.
Polozime parametr ¢ = 4.1 a dostavame hodnoty:

Ny = 0.125
N; =0.85
3 — .
N} =0.025

Znamena to, ze v case t = 4.1 ma bod P vliv 12,5% na tvar kiivky, bod P3 mé vliv
85% a bod Py 2,5%. Je ziejmé, ze se vyrazné zvysil vliv bodu P3. Na obr. 2.21 jsou
zobrazeny bazové funkce s vyzna¢enymi hodnotami pro parametr t = 4.1.

Pozndamka 12. Soucet vyse vypocitanych hodnot je roven jedné podle vlastnosti 4,
str. 33.

Vysledné kiivky pro oba vyse uvedené uzlové vektory jsou vykresleny na obr. 2.22
a 2.23.

Zmenseni intervalu tedy zpusobi vétsi vliv daného bodu, ale na mensi ¢asti kiivky.
Ktivka se k bodu P priblizi, ale na okolni body bude mit tento bod uz mensi vliv.
Je to patrné z obr. 2.8, kde ma graf funkce strmy vzestup i sestup na intervalu
(3.8,4.2).

Dalsim ptipadem je pozadavek, aby kiivka prochazela prvnim a poslednim tidicim
bodem. Jednd se o tzv. sevienou kiivku. (viz definice 2.6). Podle vlastnosti 1 v ¢asti
2.2.2 staci, aby se prvnich a poslednich n+1 hodnot uzlového vektoru opakovalo. Pro
uzlovy vektor (0,0,0,1,2,3, 3, 3) jsou bdzové funkce druhého stupné opét vypocitany
a zobrazeny v ¢asti 2.2.1 na obr. 2.9 a 2.10.
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B

O,6§

0,45

0,25 \
O: ................ |

Obrazek 2.21: B-spline funkce stupné dva pro vektor (0, 1,2,3.8,4,4.2,6,7).
Pro t = 0 dostdvdme N2 = 1, tedy bod Py m4 vliv 100%. Pro ¢t = 1 dostdvdme

N? =1, tedy bod Py mé vliv 100%.
Vyslednou kiivku vidime na obr. 2.24.

P4

P_3

Obrazek 2.22: Kiivka pro ekvidistantni uzlovy vektor (0, 1,2,3,4,5,6,7).

L ]

Obrazek 2.23: Kiivka pro neekvidistantni uzlovy vektor (0,1,2,3.8,4,4.2,6,7).
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*P3

Obrazek 2.24: Kiivka stupné dva pro uzlovy vektor (0,0,0,1,2,3,3,3).

Obalka B-spline kiivek pri zméné uzlového vektoru

Méjme dénu B-spline kiivku definovanou v ¢asti 2.2.2 (str. 35). Pokud budeme jeden
z vnitinich uzlu spojité ménit mezi jeho okolnimi uzly, dostaneme jednoparametric-
kou soustavu kfivek stupné o jedno nizsi. Obecné:

Véta 2.8. Meénime-li hodnotu uzlu u; € (u;—1,u;y1) B-spline krivky c(t) stupné n
(n > 1), dostdvdme jednoparametrickou soustavu B-spline krivek danou rovnici:

c(u,u;) = ZPJN]"(u,u,), kde u € (Up, Upmy1) - (2.16)
=0

Tato soustava md obdlku, kterd je B-spline krivkou stupné n — 1 a lze ji psat jako:

i—1
h(v)= Y PNIY(v), kde v € (vii1,v;), (2.17)

j=t—n+2

kde uzlové hodnoty jsou:

Uy pro 1 <1
Uy = ..
Ur41 ]ZTLCLk,
Omezime-li se na kubické krivky, je obalkou dané soustavy kiivka stupné druhého,
tedy parabolicky oblouk. Ménime-li uzel u;41 € (uj,u;40) dostavame soustavu
krivek

c(u,ujyr) = Z.Plng(u,Uj+1), kde u € (ug, Upmi1) (2.18)
1=0
s uzly wg, uq, ..., Upiq. Jeji obdlkou je parabolicky oblouk
J
h;(v) = Z PN} (v), kdev € (vj_1,v;) (2.19)

I=j—2
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s uzly vj—o = Uj_a, Vj—1 = Uj1, Vj = Uj, Vjyz = Uji3, Vj4s = Ujia.

Smyslem této véty je, ze je mozné zjednodusit praci s uzlovym vektorem pro B-
spline kiivku na praci s parabolickymi oblouky, tedy zredukovat problém stupné tii
na problém stupné dva.

Dalsi moznosti upravy kiivky je urcit bod, kterym mé dand kfivka prochéazet.
K tomu se opét vyuzije obédlka soustavy definovand vyse. Obdlka se zmeéni tak,
aby prochazela danym bodem, poté se urci uzly kiivky a na zavér zmodifikujeme
puvodni kiivku tak, aby se dotykala obdlky v ndmi pozadovaném bodé.

Tato uloha nema feSeni vzdy, je nutné stanovit oblast, ve které zvoleny bod muze
lezet. Prepisem parabolického oblouku z rovnice 2.19 pomoci Bernsteinovych poly-
nomu (parabolicky oblouk je mozné prepsat jako Bézierovu kiivku) dostavame dvou
parametrickou soustavu parabol, které ohranic¢uji oblast, kde muzeme umistit novy
bod (podrobnéji v Juhasz — Hoffmann (2004), Juhasz — Hoffmann (2001)).

Dalsi moznosti pro tipravu tvaru je stanovit pro danou kiivku te¢nu s bodem dotyku.
Aby tloha byla fesitelnd, musi zvolend tecna protinat hrany d;_o,d;_; a d;_1,d;
kontrolniho polygonu soustavy parabol 2.19.

Pozndmka 13. Tato véta a jeji aplikace maji pouze teoreticky vyznam, v praxi se
pomoci kiivek s nizsim stupném napracuje.

4. Napojovani B-spline krivek

Je dana B-spline kiivka a chceme na ni hladce navazat dalsi kiivku, zacinajici v po-
slednim bodé této kiivky.

Ktivka je dana m—+1 tidicimi body, stupném n a dale vahovym a uzlovym vektorem.
Uzlovy vektor méa prvnich a poslednich n + 1 hodnot stejnych, kfivka tedy zac¢ina
v bodé Py a koné¢i v bodé P,,. Podle vlastnosti 1 v ¢ésti 2.2.2 na strané 35 jsou
spojnice prvnich a poslednich dvou bodu teénami ktivky. Pokud chceme spojité
navazat dalsi kiivku (fidici body Q;), musi spliiovat nésledujici podminky:

(a) jedna se o sevrenou kiivku (za¢ind v prvnim fidicim bodé a konéi v poslednim
fidicim bodé),

(b) Pm = Q07

(¢) body Py,—1, Py, Q1 lezi na jedné primce.

V bodé P,, = @y maji tyto krivky spolecnou tecnu P,, 1) a jsou hladce navazané.

2.2.3 NURBS krivky

Jak jiz bylo feceno, jsou NURBS (Non Uniform Rational B-Spline) zobecnénim B-spline
kiivek. V éésti tykajici se B-spline kiivek jsme uvazovali neuniformni (Non-Uniform) uz-
lovy vektor. Racionalita (Rational) znamend, Ze ke kazdému bodu je pfidana jeho vaha,
tj. s jakou silou bude bod pusobit na tvar kiivky. Aby bylo mozné pracovat se stejnym al-
goritmem vypoctu jako pro B-spline kfivky, je nutné zavést projektivni rozsiteni prostoru
a homogenni souradnice.
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Pridanim vah dostavame dalsi zpusob ovladani tvaru krivky, ale také moznost zadat
kuzeloseckové oblouky — elipticky, parabolicky a hyperbolicky. Dosud zname kiivky nejsou
schopny je zadat presné. Vzhledem k tomu jsou NURBS krivky velmi uziteéné v technické
praxi, kde jsou kuzeloseckové oblouky pozadovany.

V nésledujici ¢asti je vysvétleno odvozeni homogennich souradnic a podrobné popsano
odvozeni jednotlivych kuzeloseckovych oblouktu. Na zavér jsou uvedeny priklady zadani
kuzelosecek.

Definice a vlastnosti

Definice 2.8. Méjme dano m + 1 kontrolnich bodu F;, m + 1 kladnych realnych ¢isel w;
nazyvanych vahy, déle stupen kiivky n a uzlovy vektor t = (to,t1,...ty1me1) . NURBS
krivka je definovana jako:

S w PN (1)
C t g Z;ﬂ ¢ s 220
W= S wN ) (2:20)
kde t € (tp, tmi).
Oznacime-li N7 ()
w; N
R (t Lt , 2.21
0= S ey @ (221)

pak lze NURBS krivku zapisovat jako
C(t)=> PR(t). (2.22)
i=0

Vlastnosti

Vlastnosti B-spline kiivek uvedené v c¢asti 2.2.2 na strané 35 plati i pro polynomy
R} (t). Jedinym rozdilem je invariantnost zobrazeni. NURBS kiivky jsou oproti B-spline
kiivkdm projektivné invariantni (viz teorie uvedend v ¢asti 1.1.3, str. 8).

Racionalita

Pridani vah k bodum se fesi projektivnim rozsitenim prostoru. Definice projektivniho
rozsiteni je uvedena v kapitole 1.

Kazdému fidicimu bodu P, je ptifazena vaha w;. Ta urcuje s jakou silou se kiivka bude
priblizovat k danému bodu. Pokud maji vSechny body vahu konstantni, jedna se o B-spline
krivku. V opa¢ném piipadé je nutné pracovat v projektivnim rozsitenim prostoru.

Projektivni rozsiteni roviny do prostoru je ndzorné (viz obr. 2.25). Body NURBS
ktivky v roviné jsou dany dvéma soutadnicemi a vahou. Homogenizace se provede vyna-
sobeni souradnic bodu vahou a pridanim tfeti souradnice, ktera bude rovna vaze samotné.
Napiiklad bod (6,3,3) urc¢uje rovinny bod (2,1) s vdhou 3. Vypocet bodu kiivky se
provede pro zhomogenizované body a vysledné body se promitnou zpét do roviny z = 1.

Matematicky lze toto promitnuti zapsat podilem:

Z?:o w; PN} (t)
Z?:o w N (t)

C(t) = (2.23)
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Obrazek 2.25: Projektivni rozsiteni roviny

Vysvétleme, jak z rovnice B-spline kiivky uvedené v definici 2.4 dostaneme vyjadieni
(2.23) pro NURBS kiivku.

Mame dano m+ 1 fidicich bodu P;, m+ 1 vah w;, dale stupen kfivky n a uzlovy vektor
t = (to,t1,...tpems1). Provedeme projektivni rozsiteni prostoru, ve kterém pracujeme
podle predchozi uvahy. Kazdou soufadnici bodu vynésobime pfislusnou vahou a jako
¢tvrtou souradnici priddme vahu. Dostavame tedy:

(901‘7 Yi, Zz) I (wz‘%, W;iYi, WiZi, wi)

Nyni muzeme v rozsifeném prostoru vypocitat bod neuniformni B-spline krivky pro libo-
volny parametr ¢:

m
C(t) = Z(wzxz,wzyl,wzzz,wz YN (t ZwZPN” = @@V, gV, 2 W) =W
i=0
(2.24)
Bod W je obecnym bodem NURBS kiivky v rozsifeném prostoru, mé tedy c¢tyii
soutfadnice. Nyni udéldme zpétnou projekci do trojrozmérného prostoru. Pro piipad ro-
vinné krivky je to promitnuti bodu do roviny z = 1. V piipadé prostorové kiivky to
muzeme popsat jako promitnuti do piislusné nadroviny. Matematicky to znamena, ze po-
sledni souradnice musi byt rovna jedné, tedy vsechny ¢tyti souradnice vysledného bodu
W vydélime posledni souradnici.

w =) wiNy (1), (2.25)
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Pokud vyjadiime rovnici obecného bodu NURBS kiivky pomoci rovnic (2.24) a (2.25)
dostavame znamé vyjadieni z definice 2.20. Soucin w; P; v ¢itateli znamena zhomogenizo-
vané prvni tii soutadnice bodu — (w;x;, w;y;, w;z;).

i wiliNY' (1)

O =S N )

Vliv vahy na tvar krivky

Vahovy vektor tvori posloupnost kladnych realnych cisel. Délka vahového vektoru je
stejna jako pocet tidicich bodu, tedy kazdému bodu je jednoznaéné prifazena jeho vaha.
Pokud maji vsechny body stejnou véhu, je vdhovy vektor posloupnost (1,1,1,...,1).

Pokud véha daného bodu lezi v intervalu (0, 1) znamena to, ze piislusny bod ma mensi
vliv. S vahou vétsi nez 1 se zvysuje i vliv daného fidiciho bodu a vyslednd krivka se k nému
vice priblizuje.

Priklad 2.9. Krivka stupné 3 je dana ¢tyimi fidicimi body Fy, Py, P, P3, uzlovym vektorem
(0,0,0,0,1,1,1,1) a védhovym vektorem (wq, wy, we,ws) = (1,1,1,1).

Zménime vahu bodu P, na w; = 3 a w; = 0.3. Vysledné kiivky jsou zobrazeny na obr.
2.26.

P_2

P_3
P_O

Obrazek 2.26: Vliv vahy na tvar kiivky

Odvozeni kuzeloseckovych oblouki

Jak jiz bylo zminéno v ivodu, velkou vyhodou NURBS kfivek je primé zadani kuzelosec-
kovych oblouku. Cést dukazu je prevzata z Shene (Naposledy navstiveno 11. 12. 2006),
pro odvozeni kruznice jsem pouzila vlastni metodu.

Zéakladni rovnice kuzelosecky je dana tvarem
Az® + 2Hzy + By* + 2Gx + 2Fy + C = 0, (2.26)

kde alespon jedno z a, b, h je nenulové.
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Kuzeloseckovy oblouk se zadava jako NURBS kiivka nasledujicim zpusobem:
1. stupen krivky 2,
2. tii tidici body Py, Py, P,
3. uzlovy vektoru (0,0,0,1,1,1),
4. véhovy vektor (1,ws,1).

V rovnici 2.26 vystupuje Sest neznamych. Je-li C' # 0, pak 1ze celou rovnici vydélit
C a pocet neznamych se snizi o jednu. Pro C' = 0 je predchozi ivaha splnéna. Zakladni
rovnici lze prepsat do tvaru:

fax® 4+ 2hzy + by® + 297 + 2fy +1=0 (2.27)

Je nutné najit pét podminek, které by jednoznac¢né urcily parametry této rovnice.
Oblouk prochézi krajnimi body Py = [xq, yo|, P2 = [22,¥2], z Cehoz vyplyva tvar prvnich
dvou podminek:

f(Py) = axd + 2hxoyo + byg + 2970 + 2fyo + 1 =0 (2.28)

f(P2) = az3 + 2haoys + bys + 292 + 2fys + 1 =0 (2.29)

Ze zadani uzlového vektoru vyplyva, ze spojnice bodu FPyP; a P, P; jsou te¢nami v krajnich
bodech Fy, P,. Smérnice tecen prochézejicich danymi body jsou:

oy = 90 (2.30)
1 — X
fy = L2 (2.31)
1 — 22
Smérnice tecen dostaneme také z rovnice 2.27 jako podil parcidlnich derivaci.
of
e = 2ax + 2hy + 29 = ax + hy + g,
x
of
0 =2by + 2hx +2f = by + hx + f.
Y
Smérnice v bodech Py, P, jsou tedy
axg + hyo +g
kh=———7—"—"—, 2.32
' byo + hxo + f (2.32)
axo + hyg +g
ky=———"7"—"7—"7—. 2.33
! byg + hLL’Q + f ( )

Porovnanim vztahu 2.30, 2.32 a 2.31, 2.33 dostavame dalsi dvé podminky:
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Y1 — Yo axg + hyo + g
r1—x9  byo+ hwg+ f’

(2.34)

— azxs + hys +
U1 Yo _ _ 2 Yo g . <235)
Ty — To bys + hxe + f
Pro patou podminku je nutné pouzit bod P; a jeho vahu w;. Vezmeme NURBS kiivku
danou definici 2.8 (str. 46) a vyjadiime jeji parametrickou rovnici vzhledem k zadanym

hodnotdm obecného oblouku:

) (1 —12)Py+2t(1 — t)w, P, + 2Py
C =
(1 —=1)242t(1 — t)wy + 2

Bez tijmy na obecnosti vezméme piipad, kdy krajni body lezi na ose x soumérné podle

(2.36)

pocatku, tedy Py = —F,. Bod S je stfedem soustavy soufadnic. Situaci vidime na obr.
2.27.
z
Py (wn)
x S Y

Obrazek 2.27: Umisténi oblouku do souradnych os
Vyjadienim ¢(0.5) dostdvame:
Wy
14 w1

Oznacime ¢(0.5) = X. Ponévadz body S, X, P, lezi na jedné piimce, muzeme psat:

c(0.5) = P

|SX’_ w1
|SP1| N 1—|—’LU1

(2.37)

Pokud je podil roven hodnoté 0.5, jedné se o parabolu, nebot subtangenta paraboly
je vrcholem pulena. V tomto ptipadé bod X, tedy vrchol paraboly, lezi ve stfedu usecky
SP.

Zaver 1: Zvolime-li vahu w; = 1, vysledna NURBS kiivka je parabola.

Nyni je nutné rozlisit pripad hyperboly a elipsy.

Ozna¢me D dalsi prusecik piimky P;X s kuzeloseckou (obr. 2.28). Pro kuzelosecky plati
nasledujici pomer:
|AX| DA
ISX| — |DS|”

(2.38)
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Vyjadrime podil % :
SX SX 1 1
[SX] = |SX] = X = AR (2.39)
(Sl SX|+|PX] 14 2El 14
7 rovnic 2.37 a 2.39 muzeme psat:
= = , (2.40)
ISPl 14 |\L£)1;| I+ w;
V piipadé elipsy je DP; > DS (podle obr. 2.28), tedy ||%I;1|‘ > 1, z toho vyplyva:
1 1
—_— < = (2.41)
|DP | ’
1+ 5 2
tedy podle rovnice 2.40 je
w1 1
< = 2.42
7w 2 (2.42)

a z feSeni této nerovnice vidime, ze w; musi byt mensi nez jedna.

Zaver 2 Zvolime-li vahu wy < 1 je vysledna ktivka elipsa.

V piipadé hyperboly je |DPy| < |DS| (podle obr. 2.28), tedy IR 1. 7 toho vyplyva:

|DS|

1 1
- = (2.43)

[DP | ’

L+ o 2

tedy podle rovnice 2.40 je
w1 1

> — 2.44
1+ w1 2 ( )

a z TeSeni této nerovnice vyplyva, ze w; musi byt vétsi nez jedna.

Zaveér 3 Zvolime-li vahu wy; > 1 je vysledna ktivka hyperbola.

Obrazek 2.28: Odvozeni vah pro elipsu a hyperbolu
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Kruznicové oblouky

Kruznice je zvlastnim pripadem elipsy, proto musime uré¢it, pro jakou vahu w; se dany
elipticky oblouk stava kruznicovym obloukem. Znamena to najit pomeér:

|SX’ w1
= . 2.45
Py
P, S P,
<0
@]

Obrazek 2.29: Odvozeni vahy pro kruznicové oblouky

Podle obr. 2.29 vyjadiime délky usecek SX a SP;. Ozna¢me stfedovy uhel kruzni-
cového oblouku a.

Z pravotuhlého AOSPF, plyne:

a OS] B a
OSE—T—>|OS|—7’COSQ. (2.46)

V pravothlém AO P, Py plati:

- = OP| =—— 2.47
€55 |OPy| — oA cos § ( )
ISX| = |0X] - 0S| :r—mosg (2.48)
1 — cos? &
ISPi| = |OP|—|0S|= —— —rcoss = w (2.49)
cos 5 2 CoS 5
Hledany pomér je
SX| r(1 —cos %) _cosy oy (2.50)
|SP|  r(l—cos?2)/cos2  1+cos2 1+w; '
7 toho vyplyva fesent:
wy = cos %. (2.51)

Zaver 4: Pro kruznicovy oblouk je vaha w; rovna kosinu velikosti poloviny stiedového
uhlu daného oblouku.
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Zadani kuzelosecek
Kruznicové oblouky o stfedovém tihlu o

Ridici body tvoif rovnoramenny trojihelnik Py, Py, Py, kde |PoPy| = | PP
Stupen kiivky: 2 (fad 3)

Uzlovy vektor: (0,0,0,1,1,1) — kiivka musi zacinat a konéit v tidicim bodé
Vahovy vektor: (1,cos §, 1)

Na obr. 2.30 jsou znazornény vztahy mezi ihly a vysledny oblouk.

Py (wy = cos §)

8

(0]

S
Obrazek 2.30: Zadani kruznicového oblouku

Kruznice

Podle predchozi c¢ésti lze nakreslit kruznici jako ¢tyfi kruznicové oblouky o stiedovych
thlech a = 90 stupnu (obr. 2.2.3). Pro kruznici se stiedem (0, 0) a polomérem r = 1 tvoii
fidici body ctverec a vezmeme:

Ridici body:

1,0],1,1],[0,1],[-1,1},[-1,0],[-1,—1], [0, —1], [1, —1], [1, 0]

Stupen kiivky: 2 (fad 3)
Uzlovy vektor: (0,0,0,1,1,3,3,5,5,1,1,1)
1,¥2 1,32 1 ¥2 1 V2 )

Vahovy vektor: (1,%%, 1,7, 1, %%, 1, %,

Kuzeloseckové oblouky

Ridici body:
[0,0],[3,4],[6,0]

Stupen kiivky: 2 (¥dd 3)
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Py
P4/ \szpg

P \\Pﬁ/ P,

Obrazek 2.31: Kruznice jako NURBS ktivka

Py P

Uzlovy vektor: (0,0,0,1,1,1) Vahovy vektor (wq, wq,ws):
- elipticky oblouk - wy = 1,w; < 1,wy =1

- parabolicky oblouk - wyg = 1,w; = 1,ws =1

- hyperbolicky oblouk - wg = 1,w; > 1,wy =1

Na obr. 2.32, 2.33 vidime elipticky, parabolicky a hyperbolicky oblouk.

L3

P 1 (w<1)

T

P_O P2

Obréazek 2.32: Elipticky oblouk

-
P1(w>1)

+

P1(w=1)

PO ' P2

Obrazek 2.33: Parabolicky a hyperbolicky oblouk



2.3. NURBS PLOCHY 55
2.3 NURBS plochy

NURBS plochy vznikaji tenzorovym souc¢inem dvou NURBS kiivek, proto se vétsina vlast-
nosti prenasi i na né. Tenzorovy pristup je popsan v kapitole 1. Teoreticka vychodiska a
v kapitole 3 Vysledky je potom vysvétlena aplikace tenzorového soucinu. V nasledujici
¢asti jsou uvedeny zakladni definice a vlastnosti NURBS ploch.

2.3.1 Definice NURBS plochy

Definice 2.9. Méjme dano:

sit (¢ + 1)(r + 1) kontrolnich bodu P ;, kde 0 <i < ¢q,0<j <,
(¢ +1)(r + 1) kladnych redlnych ¢isel w; ; nazyvanych véhy,
stupen plochy pro fadky m a stupen plochy pro sloupce n,
radkovy uzlovy vektor u = (ug, u1, . .. Umtqt1),

sloupcovy uzlovy vektor v = (vg, vy, ... Upira1) -

Pak plochu uréenou rovnici

10 2 jmo Wi Piy NI (u) NI (v)

C (u,v) = == — . : (2.52)
?:o ijo NI (u) Nj (v)
kde (u,v) € (ug, Umsqt1) X (Vo, Untri1), nazyvame NURBS plochou.
Pozndmka 14. Pokud polozime
. N (u) NT (v) w;;
R! (u,v) = =3 ZT( )m] () nj , (2.53)
ko 210 VI (w) NI (v) wi
dostavame zkraceny tvar:
q T ]
C (u,v) = R! (u,v) Py. (2.54)
i=0 j=0

2.3.2 Vlastnosti NURBS ploch

Vlastnosti NURBS ploch se prenéseji z NURBS kiivek. Jsou jen jejich rozsitenim do
prostoru. Jsou uvedeny napiiklad v Shene (Naposledy navstiveno 11. 12. 2006), Paseka
(Naposledy navstiveno 20. 1. 2007), Piegl — Tiller (2002).

1. Nezapornost
N (u) € (0,1), N} (v) € (0,1) pro (u,v) € (0,1) x (0,1).

2. Rozklad jednotky
102 j—0 N/" (u) N} (v) = 1 pro libovolné (u,v) € (0,1) x (0,1).

J

3. Konvexni obal bodu
Body NURBS plochy lezi v konvexnim obalu sité fidicich bodu (obr. 2.34).
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Obréazek 2.34: Konvexni obal

4. Lokalni kontrolovatelnost

Na intervalu (ug, ug41) X (v, vi41) je nejvyse (n + 1) x (m + 1) bazovych funkei
R! (u,v) nenulovych. Jsou to funkce odpovidajici indexim k —m <i <k, | —n <
J<l

; >0 U, V) € (U, Uitm+1) X (V05 Vjgn
Ri(u,0) = “( ) € (o, Uiym+1) X (U0, Vjns1)
0 jinak
Z toho vyplyvé, ze zména polohy libovolného bodu F;; nebo vahy w;; zméni tvar
plochy pouze pro interval (u;, Uiym+1) X (Ui, Vitni1)-

. Spojitost

Kiivka S (u,v) ma C™ * resp. C"~! spojité parcidln{ derivace v bodé odpovidajicim
parametru u, resp. v, je-li ndsobnost uzlu u, resp. v rovna k, resp. [.

. Projektivni invariantnost

NURBS plocha je invariantni vuci projektivnim transformacim. To znamena, ze
neni nutné zobrazovat vSechny body plochy, ale pii projektivnich transformacich
staci zobrazit pouze fidici body.

. Bézierova plocha — specialni piipad NURBS plochy

NURBS kiivka je Bézierovou plochou v piipadé, ze pocet bodu v fadku je roven
radkovému stupni n, poc¢et bodu ve sloupci je roven sloupcovému stupni m a uzlové
vektory jsou tvaru:
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2.4 T-spline

Jak je zminéno v uvodu, posledni novinkou matematickych ploch se staly T-spline jako
zobecnéni NURBS. V komercénim pouziti se T-spline objevily v softwaru Autodesk Maya
(2005) a posléze Rhinoceros (2006). Vaznou slabosti NURBS modelu je nutnost pouzivani
obdélnikové sité fidicich bodu. V praxi to znamena velké mnozstvi zbytecnych bodu, které
jsou nutné pouze kvili tvaru #dicf sité. Reeni tohoto problému a mnoha dalsich poskytuji
T-splines. T-splines jsou zobecnénim NURBS povrcht, které redukuji pocet tidicich bodu
pouzitim T-Junctions (viz ¢ast 2.4.3). Sederberg et al. (2003b)) popisuje zaklady T-spline
ploch. Zamétuje se predev§im na vkladani novych tidicich bodi bez nutnosti pridani
radku a sloupce fidicich bodu a také na hladké napojovani NURBS ploch s ruznymi
uzlovymi vektory. Cést je vénovana T-NURCCs, coz jsou Catmull-Clarkovy plochy s T-
Junctions — obecné nadmnozina T-spline a NURCC (neuniformni raciondlni Catmull-
Clarkova plocha). Sederberg také zavadi tzv. PB-splines, coz je povrch, jehoz fidici body
nemaji mezi sebou zadnou vzdjemnou vazbu (viz cast 2.4.2).

Dalsi vyuziti T-spline je popsdno v Sederberg (Naposledy navstiveno 12. 4. 2007).
Jednd se o algoritmus T-spline simplification. V praxi to znamena pirevod obecné NURBS
plochy dané obdélnikovou siti fidicich bodu do sité nazvané T-mesh, ktera povoluje T-
Junctions (viz ¢ast 2.4.3). Vyhodou je omezeni poctu tidicich bodu o vice nez polovinu a
tedy vyraznd tispora paméti. Vyznamnym nastrojem v praci s grafickymi objekty je lokalni
zjemnéni sité — tzv. local refinement. Znamena to vlozeni jednoho ¢i vice fidicich bodu bez
zmény tvaru povrchu. Oproti Sederberg et al. (2003b) ¢lanek odpovida na otézku, zda je
mozné vlozit kamkoliv novy idici bod a zda je poc¢et pomocnych bodu vzdy koneény (vice
v ¢asti 2.4.3). Autori vychazi z metody spline wavelet decomposition (uvedené v Lyche
et al. (2001), Kazinnik — Elber (1997)) a prahovéani (viz Schroder — Sweldens (1995)).

Pro praci s T-splines je nutné zavést novou strukturu pro B-spline. Jedna se o vétsi
vyuziti uzlového vektoru, ktery viditelné pusobi na krivku. Zaklady této teorie jsou
obsazeny v knize (Ramshaw (1989)), jejiz obsah je shrnut v Sederberg et al. (2004).
Struktura byla nazvana polar form - polarni forma nebo také blossoms (viz ¢ést 2.4.1).
Zapis uzlového vektoru je pouzivan pro popséani sité T-mesh pro T-splines.

Pted objevenim T-spline v roce 2003 byly alternativou hierarchické B-spline (viz Wang
et al. (2005), Bartels — Forsey (1995)). U hierarchickych spline existuji problémy s tim,
ze presunuti stejného fidiciho bodu zméni plochu pokazdé jinak, v zavislosti na aktudlni
urovni hierarchie. Hierarchické spline se také mohou pomaleji zobrazovat a renderovat.
Déle ve vétsiné implementacich hierarchickych B-spline 1ze rozdélit plochy pouze pravi-
delné na ¢tyti mensi plosky. U T-splines je mozné rozdélit jednu hranu libovolné.

Dalsi vyuziti T-spline je uvedeno v Li et al. (2006). Jednd se o nalezeni sité ve fotografii
a jeji nasledné prevedeni do T-spline reprezentace.

Prof. Sederberg, ktery je jednim z prukopniku v daném oboru, uvadi, kam spéje trend.
Uzivatel grafického softwaru nebude muset zadavat plochy tidicimi body a pozdéji modi-
fikovat, ale napt. pomoci tabletu nacrtne kontury a zékladni rysy a software sam vytvoii
vhodnou sit vyuzivajici T-splines.
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2.4.1 Polarni forma — blossoms

Nézev polarni forma — polar form zavedl Ramshaw z DEC Systems Research Center.
Jedna se novy pohled na B-spline pomoci polarni formy. Vsechny dulezité algoritmy pro
Bézierovy a B-spline kiivky mohou byt odvozeny z nasledujicich ¢tyt pravidel pro ridici
body — Ramshawem nazvané polar values.

1. Pro Bézierovy kiivky stupné n na intervalu (a, b) jsou tidici body pteznaceny:
P, = P(uy, ug, ... uy,),
kde u; = a pro j < n —1i a u; = b pro ostatni pripady.

2. Pro B-spline kiivku stupné n s uzlovym vektorem (ti,ts,ts,...) piislusi fidicim
bodum skupina n po sobé jdoucich uzlu, které splnuji:

P (tza s 7ti+n—1)
pro i-ty bod — i-tou polar value.

3. Polarni forma je symetricka ve svych ¢lenech. To znamend, Ze muzeme ménit poradi
argumentu bez zmény polar value.

4. Mame-li ddno P(uq,us, ..., uy—1,a) a Puy,ug, ..., u,—1,b) mizeme spocitat hod-
notu P(uy,ug, ..., u,_1,c) pro libovolné ¢ jako:
P(uy,ug, ..., uy_1,¢) =

(b—c)P(uy,ug, ..., up_1,a)+ (¢ —a)P(uy,ug, ..., Up_1,b)

b—a
Rekneme, ze bod P(uq,us,. .., u,_1,c¢) je afinni kombinaci boda
P(uy,ug, ... Up_1,a) a P(uy, ug, ..., uy_1,b).

Piiklady

ad 1. Je-li Bézierova kiivka stupné 3, potom jsou fidici body urceny jako:

Py, = P(a,a,a) P, = P(a,a,b)
Py = P(a:bab) PSZP(babab)

ad 2. Polar values: B-spline kfivka stupné 3 s uzlovym vektorem (0,0,1,2,4,4,4)
Ridici body:

Py, = P(0,0,1), P, = P(0,1,2), P, = P(1,2,4), Ps = P(2,4,4), P, = P(4,4,4)
ad 3. Symetrie:
P(1,0,0,2) = P(1,0,2,0) = P(2,0,0,1) = P(0,0,1,2) atd.
ad 4. Naptiklad vypocet:
P(0,t,1) = (1 —1t) P(0,0,1) +tP(0,1,1)
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Symetrické polynomy

Zapis polarni formy je zalozen na symetrickych polynomech. Hlavni myslenkou je reprezen-
tovat polynom p(t) stupné m jedné proménné jako polynom vice proménnych p[ty, ..., t,],
kde kazda proménna je stupné jedna, n > m a plati:

plt, ..., t] = p(t).

Polynomy jsou symetrické, nebot podle podminky 3 pfedchozi ¢dsti miZeme argu-
menty libovolné ménit. Napiiklad p[a, b, | = p[b, ¢, a] = p|c, a, b], atd. Symetricky polynom
ma tvar:

kde

po[tl,...,tn] =1

" ootipicalty, o tis, b, et
pi[tl,...,tn]:Z]_l iP 1[1 o ], Zzl,,n
n

Uzlovy vektor, uzlové intervaly, polar labels

Uzlovy vektor je neklesajici posloupnost realnych ¢isel, s jehoz pomoci se zadavaji obecné
NURBS objekty. V- Ramshaw (1989) je ukézan novy pohled na uzlovy vektor pomoci
uzlovych intervalt. Uzlové intervaly tvori posloupnost, jejiz hodnoty jsou rozdily po sobé
jdoucich uzlu v uzlovém vektoru.

Priklad:
Uzlovy vektor: u = (0,1, 3,6, 7).
Uzlové intervaly: (1,2,3,1).

Uzlové intervaly jsou pouze alternativou zapisu pro uzlovy vektor, ale maji lepsi vlast-
nosti. Napifklad jsou vice svézany s kontrolnim polygonem. Cim vétsi je uzlovy interval
pro danou hranu, tim vétsi délku ma vysledna kiivka (viz obr. 2.35).

OPiJrQ

Obréazek 2.35: Vliv velikosti uzlového intervalu na délku kiivky
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Polar labels jsou hodnoty, které jsou pritazeny kazdému tidicimu bodu a které vyuzivaji
uzlové intervaly. Je-li kiivka stupné n, pak méa polar label vSech tidicich bodu prave 2n —1
¢lenu. Prostfedni z nich je hodnota uzlového intervalu hrany predchéazejici. Odvozeni je
nazorné vidét na obr. 2.36.

Py =
(d0+d1 ‘l‘dg,
Plz(O,do,d0+d1) d0+d1+d2+d3,0)

P3:
(do + dy, do + dq + da,
do + dy + dy + d3)

POZ(O,O,do) sz(do,do+d1,d0+d1+d2)
Obrazek 2.36: Polar labels
Pomoci uzlovych intervalu lze odvodit i metodu vlozeni uzlu — knot insertion nebo

odebrani uzlu — knot removal. Obé jsou popsany v Sederberg (Naposledy navstiveno 12.
4. 2007), Ramshaw (1989).

2.4.2 PB-splines

PB-splines jsou specidlni plochy, jejichz tidici body nemaji vzajemné zadny topologicky
vztah. Nazev je odvozen z anglického point-based. Zékladni rovnice je ddna vztahem:
Zﬁ—l PiBi(57 t)
P(s,t) = == , (s,t) e D,
(3.0) = SR (s2)

kde P; jsou tidici body a B;(s,t) jsou bazové funkce dané predpisem

Bi(s,t) = Nig(s)Nig (t).

Funkce N3 (s) je funkce tfettho stupné pro uzlovy vektor

i = [8i0, i1, Si2; 8i3, Sid)
a funkci N3 (t) je prifazen uzlovy vektor
ti = [tio, ti, tio, tis, tial.
D v rovnici znaci defini¢ni obor, kde je dand PB-spline definovana. Jediné omezeni na
D je, ze Y | Bi(s,t) > 0. Kazdy bod P; mé defini¢ni obor D;. Tedy musi platit:
Dc(DyuDyuU...UD,).

PB-splines spliuji vlastnosti konvexniho obalu. Pokud tedy parametry (s,t) € D lezi
pouze v jednom definiénim oboru D;, potom P(s,t) = P;. Pokud parametry (s,t) € D
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lezi ve dvou defini¢nich oborech D; a D;, potom P(s,t) lezi na spojnici P; a P;, atd. Proto
je vhodné, aby kazdy bod mél alespon tii defini¢ni obory vlivu.

U PB-splines neni zadna kontrolni sit, uzlovy vektor pro jednotlivé bazové funkce je
uplné nezavisly na uzlovych vektorech pro dalsi bazové funkce. PB-splines maji pouze
teoreticky vyznam jako zéklad pro T-splines.

(%

Obrézek 2.37: Defini¢ni obor a vyslednd PB-spline, zdroj Sederberg et al. (2003b)

2.4.3 T-splines

T-spline je PB-spline, ke které pridame usporadani fidicich bodu nazvané T-mesh. Pokud
je toto usporadani pravidelné, dostavame klasickou NURBS plochu.

T-mesh, T-junctions

T-mesh je obdélnikov4 sit, kterd dovoluje T-junctions. K jejimu popisu se pouzivaji kon-
stanty ¢, s (nazyvame je t-hrana, s-hrana). T-junction je vrchol, kde se sbihaji dvé s-hrany
a jedna t-hrana nebo dvé t-hrany a jedna s-hrana. Kazda hrana je ozna¢ena pomoci uz-
lovych intervalu — dle casti 2.4.1.

— O

Obrazek 2.38: T-junction
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Zéakladni pravidla pro T-mesh jsou:

Pravidlo 1: Soucet uzlovych intervalu na protéjsich hranach kazdé stény se musi rovnat.
Podle obr. 2.39 musi naptiklad platit: d; = dy + dg a eg + e7 = eg + eg

Pravidlo 2: Pokud T-junction na jedné hrané stény ma byt spojena pomoci T-junction na
protéjsi hrané bez poruseni pravidla 1, je nutné zahrnout tuto hranu do T-mesh (rozdéleni
stény na dveé ¢ésti).

Obrazek 2.39: Predloha T-mesh, zdroj Sederberg et al. (2003b)

Odvozeni uzlovych vektora

V casti 2.4.1 je popséno vyuziti uzlovych intervalu pro kiivky. Rozsitenim do prostoru
dostavame oznaceni pro hrany T-mesh. Mame tedy danu predlohu pro T-mesh v prostoru
parametru (s,t). Oznac¢me d; a e; uzlové intervaly v obou smérech (viz obr. 2.39).

Pro kazdy bod P; sité existuje bazova funkce definovana pomoci uzlovych vektoru
si, t;. Tyto vektory lze odvodit z T-grid (miizka zndzornujici T-mesh). Délka uzlovych
vektortu je ddna stupném plochy — 2- stupen plochy —1.

Kazdy uzel v T-mesh odpovida jednomu tidicimu bodu T-spline plochy. Uzlové soutrad-
nice bodu jsou prostiedni ¢leny uzlovych vektorii. Odvozeni zbyvajicich hodnot se provadi
nésledujicim zpusobem. Vedou se ¢tyii paprsky (nahoru, dolu, doprava, doleva) z pozice
odpovidajici danému tidicimu bodu a prvni s- nebo t-hrany, které protnou jsou dalsimi
uzly. Tedy z obr. 2.39 lze odvodit uzlové vektory T-spline plochy stupneé tti. Jejich délka
je2-3—1=5.

P, : pozice (s3, 1)

S; = [81, S92, 83, S4,S5 — dg]

t; = [t1 — eo, t1,ta, t3, ta + €]

P : pozice (s5 — ds, t3)

S; = [83, S3 + d@, S5 — dg, S5, S5 + d5]

ti == [tl, tz, tg, t4, t5]

P; : pozice (s1,t5) — hraniéni bod, nezavisi na sso a t34
S; = [81 — do, S1 — do, S1, 89,59 + d7]

t; = [t1,t4 — eg + e, 5,15 + €5, t5 + €3]
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Zakladni vztahy

Obecna T-spline plocha je dana vztahem:

kde P; jsou tidici body s vahami w;a bazové funkce jsou dany jako:

Bi(57 75) = N[SiO; Si1, 842, 53, 5z’4](5)N[ti07 ti1, tin, tis, ti4] (t)

Bézova funkce N|s;o, Si1, Si2, Si3, Sia](S) je asociovana s uzlovym vektorem
S; = [Sim Sil, Si2, 543, 8i4]
a funkci N(tio, ti1, tio, tis, tia](t) je pritazen uzlovy vektoru

ti = [tio, ti1, tio, tis, ia-

T-spline Local Refinement

T-spline Local Refinement je algoritmus, ktery slouzi k vlozeni novych tidicich bodu do T-
mesh beze zmény tvaru vysledného povrchu. Samotny proces ma dvé faze — topologickou
a geometrickou. V topologické ¢ésti se urci, zda je nutné pridavat dalsi fidici body do
T-mesh a uréi se. V geometrické ¢asti je potom proveden samotny vypocet.

Definujme T-spline prostor, coz je mnozina T-spline ploch, které maji stejnou T-mesh
topologii a uzlovy souradny systém. T-spline prostor muze byt reprezentovan pomoci di-
agramu znazornujici T-mesh. Na T-spline prostorech lze také definovat relaci usporadani.
Rekneme, ze T-spline prostor S; je podprostorem Ss, pokud existuje lokélni zjemnéni,
které prevede T-spline v S; do T-spline v Sy (viz obr. 2.40).

Obrazek 2.40: T-spline podprostory

Obecné méjme dvé T-spline plochy P(s,t) € S a ?(ﬁ, t) € Sy. Oznacime P sloupcovy
vektor ifdicich bodi pro P(s,t) danou rovnicf (2.55) a P sloupcovy vektor Fdicich bodu
pro P(s,t). Vezmeme linearni transformaci, ktera zobrazi P na P.

M12P - F

Ze vztahu podprostoru muzeme vyjadiit bazovou funkei B;(s,t) jako linedrni kombinaci

Bi(s,t):
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Bi(s,t) = Y c|Bj(s,1). (2.56)
j=1
Chceme, aby N
P(s,t) = P(s,t). (2.57)
To je splnéno, pokud
P;=Y) dp,. (2.58)

i=1

Algoritmus T-spline local refinement

Ptipomenme, ze pro kazdy bod T-spline plochy je pevné svazan se dvéma uzlovymi vek-
tory, které jsou odvozené z T-mesh a které urcuji prislusnou bazovou funkci. Béhem
algoritmu vkladani bodu se mohou vyskytnout tii druhy poruseni tohoto pravidla.

Chyba 1 Bézova funkce nema uzel, ktery by méla mit odvozenim z T-mesh vysSe po-
psanym zpusobem.

Chyba 2 Bazova funkce mé uzel, ktery by nemeéla mit odvozenim z T-mesh vyse po-
psanym zpusobem.

Chyba 3 Existuje tidici bod, ktery neni spjat s zddnou bazovou funkci.

Pokud se po vlozeni bodu neobjevi zadna chyba, je T-spline v poradku a muze se
vykreslit. Pokud se vyskytnou néjaké chyby, musi se podniknout vhodné kroky na jejich
odstranéni. Algoritmus tpravy lze popsat nasledujicimi ¢tyrmi kroky:

1. Vlozime vsechny pozadované body do T-mesh.

2. Pokud néjaka bazova funkce nema uzel, ktery by méla mit odvozenim — Chyba 1,
provede se vlozeni uzlu do této funkce podle vzorcu uvedenych nize.

3. Pokud néjaka bazova funkce ma uzel, ktery by neméla mit odvozenim — Chyba 2,
provede se vlozeni vhodného tidiciho bodu do T-mesh.

4. Opakujeme kroky 2 a 3 dokud nejsou vSechny chyby osSetieny.

Vkladani nového uzlu do uzlového vektoru bazové funkce

Mame déan uzlovy vektor s = (s, s1, S2, 83, S4) a jemu odpovidajici bazovou funkci
N(s) = (N(so, $1, S2, 83, 84). Vlozime uzel sy < k < s4 a podle poradi se provede od-
povidajici prepocet.

Pros = (507 k7 S1, 52, 53, 54)
N(s) = coN(so, k, 51, S2, 83)(8) + do(k, s1, S2, S3, 54)(5)

kde ¢ = 2220 a dy = 1.
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PI'O S = (SO, S1, k:7 S9, 53, 84)
N(S) = ClN(S()y S1, ka S92, 83)(8) + d1(817 k’ 52, 53, 84)(S>

kde ¢; = sk3:200 ady= —;j:skl )

Pros = (807 S1, 82, ka 53, 34)

N(s) = caN(so, $1, 82, k, 53)(8) + da(s1, S2, k, S3, 54)(5)

kde ¢o = sk:SO ady = 1=k
3—S0 S4—S81

Pro s = (30, 51, 82, 83, K, 34)
N(S) = C3N(SO7 S1, S92, S3, ]{7)(3) + d3(817 S2, 83, k? S4)(8>

kde C3 = 1la dg = ;44:8161 .

Vlozeni uzlu muzeme provést pro parametr s i pro parametr t pouze opakovanim
predchozi konstrukce.

T-spline Simplification

Pti navrhu obecnych tvaru v NURBS modelovacich prostiedich dochéazi ke vzniku tzv.
superflous — nadbyteénych bodu. T-spline simplification slouzi k odstranéni vétsiny z nich
z puvodni NURBS, resp. T-spline plochy.

Jako vstup mame T-spline nebo NURBS plochu, kterou chceme zjednodusit. Nej-
diive pomoci postupu uvedeného v (Lyche (1993)) nalezne aproximace nejmensimi ¢tverci
vychozi plochy T,,, kterd se sklada ze ¢tvercu 4 x 4. Tuto plochu oznacime Ty a patii do
prostoru Sy. Oznaéime PY vektor bodu plochy Ty a P™ vektor bodi ptvodni plochy T,.
Vypocitdame matici My, pfechodu mezi jednotlivymi prostory a rozdil:

Dy, = Mo, P’ — P"

Pokud velikost (odmocnina z druhych mocnin jednotlivych slozek) chybového vektoru
Dy,, presahuje urcitou prahovou hodnotu, dojde k déleni ¢tvercu, ve kterych chybové
body lezi. Déleni se provadi v poloviné strany, ktera obsahuje vice uzlovych ¢ar. Tim
prejdeme k podprostoru S; a muzeme znovu zkontrolovat chybovou matici Dy,. Obecné
pro i-ty krok bereme:

Pokud je chyba pro vSechny body z vektoru D;,, pod prahovou irovni, je plocha T; prostoru
S; hledanou zjednodusenou plochou bez vétsiny nadbytecnych bodu. Na schématu 2.41
je znazornén postup T-spline simplification a na obr. 2.43 a 2.44 je ukazka ze softwaru
Maya. K vykresleni stejného modelu je potifeba méné nez polovina puvodnich bodu pfi
zachovani modelu bez viditelné zmény.

Pii vkladani novych hran se pouziva algoritmus local refinement uvedeny vyse, kde
se krajni body vlozené hrany vkladaji jako nové body sité. Nékdy je nutné vlozit i dalsi
pomocné body.
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T, To

metoda; ;

nejmensich ¢tvercu

Tl T2

—

Obrazek 2.41: Postup pti T-spline simplification

Obrazek 2.42: Srovnani NURBS plochy (10 305 bodu) a T-spline (3 955 bod)
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T-SPLINE

2.4.

NURBS plochy (4712 bodi) a T-spline (1109 bodu)

anit

’

Obréazek 2.43: Srovn

-spline simplification

Obrazek 2.44: NURBS plochy pted a po algoritmu T
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Kapitola 3

Vysledky prace

Pti védecké praci se lze zabyvat znamymi pojmy, vlastnostmi a algoritmy s cilem odhalit
nové souvislosti, objevit elegantnéjsi dukaz ¢i efektivnéjsi algoritmus. Druhou moznosti
je vydat se cestou nového vyvoje do neprobadanych oblasti. Ve své praci jsem vyuzila
oba pristupy. Prvni ptistup pii zkoumani derivaci, vlastnosti a zpusobech implementace
NURBS objektu, druhy pristup pii rozboru a vyuziti T-spline ploch.

Hlavni cile disertacni prace:

1.

Analytické vyjadreni derivace NURBS krivek, novy piimy dikaz vzorce pro vypocet,
srovnani se soucasné pouzivanou numerickou derivaci.

. Vyuziti softwaru Maple pro modelaci vlivu uzlového vektoru na tvar NURBS.
. Vyuziti NURBS interpolaci v 1ékaistvi.

. Matematickd formulace novych trendu (T-Junctions, T-splines, T-NURCCs) a jejich

nové uplatnéni v geografickych informaé¢nich systémech.

Popsat jednoduchd NURBS télesa (vélec, kuzel, koule, anuloid) z netradi¢niho ten-
zorového pohledu.

. Navrhnout efektivni zptuisoby implementace NURBS ktivek, ploch a zéakladnich téles

s ohledem na jejich stabilitu a rychlost.

Ovérit navrzené metody implementaci do némeckého komercéniho CAD softwaru

RFEMSD.

Srovnat implementaci a stabilitu NURBS v grafickych programech, kde jsou imple-
mentovany s programem RFEM 3D.

3.1 Derivace NURBS krivek

Pro technickou praxi jsou prvni derivace nepostradatelné. Vyuzivajl se pii mnoha fy-
zikalnich vypoctech. NURBS ktivka je definovana rekurentné, piimy vypocet je tedy velmi
obtizny.

69
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Nasledujici pasaz popisuje mnou navrzeny dukaz vzorce pro vypocet derivaci NURBS
kiivek, ktery je uvefejnén na strankach Michigan Technological University (viz Shene
(Naposledy navstiveno 11. 12. 2006)). Pi dalsim studiu jsem objevila obdobny dukaz
v Piegl — Tiller (2002). Tento dukaz vSak na rozdil od zde prezentovaného predpokldda
existenci specialnich vlastnosti NURBS kiivek. Zde provedeny dukaz je tedy obecnéjsi.
Dukaz i jeho aplikace byly prezentovany na Konferenci o poc¢itacové grafice a geometrii
(viz Prochézkova (2005)) a na evropské konferenci WSCG 2007 (Prochézkova — Prochazka
(2007)).

3.1.1 Véta o derivaci B-spline funkce

Véta 3.1. Mame-li dinu B-spline funkci danou definici 2.1 na str. 24, pak jeji proni
derivact lze vyjadrit jako

C(ty =) NMt)'P, (3.1)
1=0
kde
NP () = ———NPM (1) — ——— N3N (1) (3.2)
tiyn — & Ligny1 — tig1
Dukaz:

Dikaz provedeme matematickou indukei vzhledem ke stupni kiivky n.
1.n=20

1 ro te& tz‘, tz 1
Ny =4 L pro fe it )

0 jinak

Je ztejmé, ze derivace je ve vsech pripadech nula.
Po dosazeni n = 0 do rovnice 3.2 je dany vyraz také roven nule.
Pro n = 0 tedy véta plati.

2. Predpokladejme, ze véta plati pro krok £ =0,1,2,... n.
Hledame N;"*'(t)". Rozepsanim B-spline funkef podle definice mame
t—1;

n ti+n+2 —1 n /
NP T Nm(t)) , (3.3)
tz-l—n—i—l tz tz+n+2 tz-l—l

vty = (

coz zderivujeme jako soucet dvou soucinu

t—1t; 1
NP ) = ——— N () + ————N/'(t)
livnt1 — Ui Litn+1 —
t; —1 1
+ R N (1) — ———— N (0): (34)

Liynyo — tip1 Liynyo — tit1
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Podle predpokladu zname derivace stupné n, které dosadime do predchozi rovnice a
roznasobime

t—t;

vy = ot () (3.5)

- () 36)

titn+1 — i \lignt1 — Lit1

n

Lign — t;

(3.7)

litnt2 — t ( n 1
+ N (¢t
tisnte — tict \titnp1 — tip1 ®)

tiynyo — 1 n n—
— ( Ni+21 (t)) (3.8)
Litnt2 — tix1 \lignt2 — tigo

1 n 1 n
+ o NP(t) = —————NE, (t). (3.9)
tz—f—n—f—l - tz tz+n+2 - tz—l—l

Pokud udéldme malou dpravu s hledanym vyrazem N;"*'(¢)" a rozepiSeme polynomy N,
N}, podili obsahujicich v ¢itateli proménnou n, dostdvame:

1 1

NIFN(t) = ————NI'(t) = ———— NI, (1) (3.10)
tiynt1 — i Livnt2 — tit1
n t—t;
LNt 3.11
* tiynt1 — i (tiJrn —t; " ( )) (3.11)
n Litny1 —t 1 )
+ N 3.12
tiynt1 — i (ti+n+1 —tiy ®) (312)

B n (t t—tip Nﬁrll(t)) (3.13)

titnt2 — tit1 \lignt1 — tit1

ti n —1 "—
L n_ , ( , - +2_ , Ni+21(t))' (3.14)
litn+2 — tit1 \litn+2 — lit2

Porovnani obou vyjadreni je ziejmé, ze ¢asti 3.10 a 3.9, 3.11 a 3.5, 3.14 a 3.8 se rovnaji.
Pro ¢asti 3.12, 3.13 a 3.6, 3.7 u polynomu Nﬁr_ll vSak rovnost neni ziejmda. Musi se provést
upravy c¢asti 3.6, 3.7. Césti 3.6, 3.7 maji spolecny soucin n - Ni"[ll, budeme pocitat bez
néj. Vyraz

t—1t; bitnt2 — 1

- +
(tixntr —ti)(tignir — tiv1)  (figns2 = tiv) (figngr — tig1)

prevedeme na spolecného jmenovatele a roznéasobime

—ttipnye + i1 + Gitignye — titipr + tipnaotivnyr — titipnio — tigner + t;

(tign+1 — ti) (tiznt1 — tig1) (Figny2 — tig1)

Souéin t;t; 1,12 se odecte a nyni provedeme umély krok — v ¢itateli pficteme a odec¢teme
soucin t;y1t;1ny1. Vytykdnim upravime na tvar:

(titnte — tix1)(tigns1 — ) + (ipnsr — i) (Eip1 — 1)
(titne1 — ti) (tirnir — tiva) (Livny2 — tiv1)
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Rozdélime na dva zlomky, zkratime a priddanim spolecné ¢ésti n - Nﬁﬁl dostavame

n(t —tip1)
(titnt1 — tiv1)(tignta — tiv1)

n(titn+1 — 1) 1 ~1
NPl NP
(tivns1 — ) (bigngr — tigr) i

coz jsou scitance shodné s ¢astmi 3.12, 3.13. Tim jsme dokézali rovnost vztahu a véta
plati.

3.1.2 Programovani derivaci NURBS krivek

V ramci své spoluprace s firmou Fem Consulting, jsem programovala vypocet derivaci
s pouzitim dokazaného vzorce do jejich komeréniho softwaru RFEM 3D, kde byl v roce
2006 implementovan.

NURBS ktivky jsou definovany jako lomend funkce s B-spline funkei v ¢itateli i jme-
novateli. Je nutné tento vztah derivovat jako podil. Nejdiive je nutné oSettit diferenco-
vatelnost, zda nasobnost uzlového vektoru nezpusobi bod spojitosti Cy. V dalsim kroku
zkontrolovat specialni piipad, ktery muze nastat a poté samotny vypocet. Nésledujici véta
udava, jaky vliv ma opakovani uzlu v uzlovém intervalu:

Veéta 3.2. Je-li nasobnost uzlu rovna s, pak krivka stupné n md v bodé, ktery odpovidad
tomuto parametru spojitost C,,_

Algoritmus vypoctu

Vstup: NURBS krfivka, parametr t

Vystup: derivace v bodé kiivky C(t)

1. Ovéreni diferencovatelnosti

e Nalezeni intervalu, kde parametr ¢ lezi.
e Je-li parametr ¢ roven uzlu, urceni jeho nasobnosti.
e Je-li spojitost podle véty 3.2 alespon (', lze derivaci spocitat.

e specidlni pripad
Je-li spojitost v daném bodé Cy a okolni fidici body od bodu, ve kterém se
pocita derivace, lezi na piimce, méni se tim spojitost na C; a derivaci lze
spocitat.

Nézorné to vidime na piipadu kruznice (obr. 3.1).

Py P Py

Obréazek 3.1: Specidlni piipad derivace
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Uzlovy vektor pro kruznici je (0,0, 0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1,1, 1) a stu-
pen je dva. Pro parametr ¢ = 0.25 je nasobnost uzlu 2, spojitost podle véty
3.2 by méla byt Cy. Pro tento parametr je odpovidajicim bod kiivky bod
P,. Okolni tidici body P; a P; spoleéné s timto bodem lezi na jedné primce.
V tomto bodé musi derivace existovat, nebot zde existuje tetna P Ps. K ovérent
této podminky jsem sestavila konec¢ny automat, ktery je znazornén na obr. 3.3.
Jednotlivé stavy nabyvaji hodnot od nuly do 17, koncovy stav je 50, pokud
podminka neni splnéna, nebo 100, pokud podminka plati.

2. Odvozeni vzorce pro vypocet

Mame dénu obecnou NURBS kiivku (viz definice 2.20, str. 46). Jeji derivaci prove-
deme zderivovanim vyrazu jako podilu:

(SN
o0 - (S ) - (8.5

B Zf:’io w; PN/ (t)/ Zyio w; N[ (t) — Zzlo w; P;NJ (t) Zf:’io w; N/ (t)/
o m n 2 )
(Zi:() w; N (t))

3. Programové zpracovani

e Vypocet polynomu N/*(t) — pomoci deBoorova algoritmu.

Postup:

1. Inicializace: naplnime pole nulami, kromé proménné N[0][koeft], kde koeft
je koeficient levého uzlu intervalu, kde parametr ¢ lezi. Podle definice B-spline
funkce je N[0][koeft]| = 1.

2. Vypocet: pomoci dvou for-cykll, postup je ziejmy z obr. 2.11 a podrobné
popsan v ¢asti tykajici se B-spline funkci.

N[0]=1.0;

for (j=1; j<=stupen-pocetOpakovaniUzlu; j++){
left[jl=t-uzlVektor [i+1-j]
right [jl=uzlVektor[i+j]-t;
saved = 0.0;
for (r = 0; r<j; r++){

temp = N[r]/(right[r+1]+left[j-r]);
N[r] = saved+right[r+1]*temp;
saved = left[j-r]l*temp;

+

N[jl=saved;

}

o Vypocet } ", PwNi'(t)" a 3 77 wiNy' (1)

)
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Podle véty 3.1 plati:

S PwNP (1) =3 P (LNW - LN&?@)) .
1=0 1=0

Liyn — t; titny1 — tig1

7 piedchoziho kroku jsou ulozeny hodnoty N~'(t) a ty miizeme pouzit. Vysle-
dek bude ulozen ve dvou polich — PiWiNinDer, WiNinDer, pficemz prvni z nich
je trojrozmérné a druhé jednorozmérné.

e Vypocet Y " Paw;N™(t) a > " w;N/(t)

Vypocet je velmi jednoduchy, z de Boorova algoritmu zname hodnoty vSech
polynomu N/*(¢) ulozenych v poli N. Vysledné soucty ulozime do dvou poli —
soucetPiWiNin a soucetWilNin.

e Vysledek

Nyni sta¢i vypoctené hodnoty dosadit do vztahu (3.15) a vysledné derivace
jsou v trojrozmérném poli exit.

for (i =0, 1, 2)
exit[i]=
(PiWiNinDer [i] *soucetWiNin - soucetPiWiNin[i]*WiNinDer)/
soucetWiNin~2;

Pozndmka 15. Hodnota soucetWiNin pouzitd v predchozim vypocétu je rovna jedné, po-
kud maji v8echny vahy hodnotu jedna (podle vlastnosti 4, str. 33 — soucet jednotky).

V nésledujici tabulce jsou uvedené vypoctené hodnoty derivace numerickou metodou,
ktera byla jiz implementovana do softwaru RFEM 3D. Druhé hodnoty jsou vypoctené
analyticky pomoci vyse uvedeného algoritmu a dokazaného vzorce. Analytickd metoda
davd piesné hodnoty. Jeji pouziti bylo vhodnéjsi, nebot pouZivand numerickd metoda
neni naprogramovana s tak velkou presnosti a pfi fyzikalnich vypoctech je na presnost
kladen velky duraz.

Testovaci kiivka byla zadéna:

Ridicf body: [0,0,0],[1,1,0],[2,0,0],[3,1,0], [4,0,0]
Véhovy vektor: (1,1,1,1,1)

Stupen kiivky: 3

Uzlovy vektor: (0,0,0,0,0.5,1,1,1,1)

Pro hodnotu ¢ = 0 se pocita derivace v prvnim fidicim bodé [0, 0, 0]. Vzhledem k zadani
kiivky je tecnou spojnice prvnich dvou tidicich bodu, tedy (1,—1). (V softwaru je osa
y opacné orientovand.) V numerickém vypoctu vychazi hodnoty (5.97,—5,91). Zlepseni
oproti dfive implementované metodeé je v fadech setin.
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Numericka derivace | Analyticka derivace | Rozdil hodnot
t dx dy dx dy A dx A dy
0 5.9701 -5.9104 6 -6 -0.0299 | 0.0896
0.1 |4.9201 -2.8804 4.92 -2.88 0.0001 | -0.0004
0.2 |4.0801 -0.7204 4.08 -0.72 0.0001 | -0.0004
0.3 | 3.4801 0.4796 3.48 0.48 0.0001 | -0.0004
0.4 |3.1201 0.7196 3.12 0.72 0.0001 | -0.0004
0.5 3.001 0.000 3 0 0.0001 0
0.6 |3.1201 -0.7196 3.12 -0.72 0.0001 | 0.0004
0.7 | 3.4801 -0.4796 3.48 -0.48 0.0001 | 0.0004
0.8 |4.0801 0.7204 4.08 0.72 0.0001 | 0.0004
0.9 |4.9201 2.8804 4.92 2.88 0.0001 | 0.0004
0.9999 | 5.9695 | 5.908616 | 5.9988 5.9964 -0.0293 | -0.0878

Tabulka 3.1: Derivace vypocitané numericky a analyticky v softwaru RFEM 3D

Obréazek 3.2: Vykreslené tecny pro hodnoty z tabulky
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Obrazek 3.3: Konecny automat pro ovéfeni kolineace bodu
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3.2 Vliv uzlového vektoru na NURBS plochy

Kazda NURBS plocha potiebuje ke svému zadani dva uzlové vektory. Jak jiz bylo feceno,
jsou to neklesajici posloupnosti kladnych realnych ¢isel, které maji urc¢itd omezeni a je-
jich modifikaci 1ze ménit tvar plochy. Ovladani tvaru plochy pomoci uzlovych vektoru je
v literatute silné opomijeno a pritom se jedna o obtizny problém.

V nasledujici ¢asti jsou uvedeny zékladni typy uzlovych vektoru. Zaroven jsou v soft-
waru Maple vykresleny jejich bazové funkce a vysledné plochy jsou vSechny zobrazené v
aplikaci FemDev, coz je testovaci prostiedi softwaru RFEM 3D.

Bazovymi funkcemi pro NURBS plochy je sou¢in dvou B-spline funkei (viz rovnice
(2.52)). Pocet téchto soucinu je (¢ + 1) x (r + 1). Rozepsanim jsou to:

q T
> Y NN (v) = NPNG* + Ng N + . 4+ NENP + NN + .+ NN
i=0 j=0

Kazdy z téchto soucinu je ndsoben piislusnym fidicim bodem F;;. Hodnota soucinu je
vzdy ¢islo v intervalu (0, 1) podle vlastnosti 1 v ¢dsti 2.3.2. Toto ¢islo udava — stejné jako
u ktivek — kolika procenty ma dany bod vliv na polohu vysledného bodu.

Priklad:

Vezméme dva ekvidistantni uzlové vektory pro plochu stupné dva.
u=(0,1,2,3,4,5,6,7)

v=1(0,1,2,3,4,5,6,7)

Pro libovolnou dvojici (u,v) spocitdme vliv jednotlivych bazovych funkei na vyslednou
hodnotu bodu:

Zvolime (u,v) = (2.8,4.2). Hodnota 2.8 lezi v intervalu (2,3) a hodnota v = 4.2 v in-
tervalu (4,5). Pro parametr u jsou nenulové bdzové funkce N2, N2 N2 a pro parametr
v N2 N2 N2

Vypoctené hodnoty:

NG(2.8) =0.02
N}(2.8) =0.66
N;(2.8) =0.32
N;(4.2) =0.32
Ni(4.2) =0.66
N;}(4.2) =0.02

Vysledny bod tedy ovliviiuje devét soucinu vytvorenych z hodnot uvedenych vyse:

S(2.8,4.2) = PypNF(2.8)Ny(4.2) + PyzNG(2.8) N5 (4.2) + Py NG (2.8) N7 (4.2)
+ PN (2.8)N2(4.2) + P3N (2.8)N3(4.2) + PN (2.8) N7 (4.2)
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Dosazenim hodnot polynomu dostavame:

+ P120.2112 + P130.4356 + F;,0.0132
+ P0.1024 + P30.2112 + P,;0.0064.

Znamena to, ze napfiklad bod P;3 ma na vyslednou hodnotu vliv 43.56 procent. Také
podle vlastnosti 2 na strané 55 je vidét, ze soucet vSech vypocitanych hodnot je jedna.

3.2.1 Ekvidistantni uzlovy vektor (0,1,2,3,4,5,6,7)

Bazové funkce stupné jedna

uv pro (u,v) € (0,1) x (0,1)
Ny (u)Ng (v)=Lu(2—-v) pro (u,v) € (0,1)x (1,2)
0 jinak

Ny (u)N{ (v)=<u3-v) pro (u,v) € (0,1)x (2,3)

L0 jinak

(u(v—2) pro (u,v) € (0,1) x (2,3)
Ny (u)Ny(v)=<ud—v) pro (u,v) € (0,1)x (3,4)

0 jinak

X (3
Ny (u)N; (v)=<u(5-v) pro (u,v)€(0,1)x (4,5)

L0 jinak
(w(v—4) pro (u,v) € (0,1) x (4,5)
Ny (u)N{(v)=1<u6-v) pro (u,v)e€ (0,1)x (5,6)

Ny (w)N3(v) =L u(?7—v) pro (u,v) € (0,1)x (6,7)

Nynf je tteba vzit funkci N3 na intervalu (1,2). V piedchozich pifpadech je nutné
nahradit ¢len v polynomem 2 — u. Poté se vypocitaji vSechny souciny

N} (u) N/ (v), kdei =1,2,3,4,5, j =0,1,2,3,4,5.

Analogicky ¢dst pro N (v) zistava stejnd, jen N} (u) se méni a to nasledujicim
zpusobem.



No (uw) NG (v) =

No (w) Ny (v) =

NG (u) N3 (v) = S

Ny (u) N3 (v) =

(

Bazové funkce stupné dva
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u—1 pro u €(1,2)
N (u)=<¢3—u pro u €(2,3)
L0 jinak
(u—2 pro u € (2,3
Ny(u)=<4—u pro u € (3,4
L0 jinak
(u—3 pro u € (3,4
Ny(u)=<5—u pro u € (4,5
L0 jinak
(u—4 pro u € (4,5)
Nj(u)=<6—-u pro u € (5,6)
L0 jinak
(u—5 pro u € (5,6
Ni(u)=<7—u pro u € (6,7
L0 jinak
%zg pro (u,v) € x(0,1)
C(—v?+3v—3) pro (u,v)€ x (1,2)
2O pro (u,v) € (0,1) x (2,3)
0 jinak
(u_;(v—zl)Z pro (U,U) - 71) X <1,2
S5 po (wee0)x @
cas) pro (u,v) € (0,1) x (3,
\0 jinak
(u_;(v—22)2 pro <u7’U) [ 71 X <2,3
S +9u—%) pro (u,v) € (0,1) x (3,4)
U_;(5;U)2 pro ('LL’ ’U) (- 71 X <4, 5
\0 jinak
En pro (u,v) € (0,1) x (3,4
L+ 90— ) pro (u,v) € (0,1) x (4,5
Ea pro  (u,v) € (0,1) x (5,6
0 jinak

Ve

79
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%2(”;4)2 pro (u,v) € (0,1) x (4,5)
2
C(—?+11v—2) pro (u,v) € (0, (5,6)
NG (u)Ni(v) = q 2 (7 i
w (- pro (u,v) € (0,1) x (6,7)
0 jinak

Nyn{ vezmeme interval (1,2), kde je NZ (u) také nenulovd. V predchozich vyrazech se

pouze zméni polynom “72 na polynom (—u? + 3u — %) a interval vypoétu bude (u,v) €
(1,2) x (0,7).
Pro dalf interval (2, 3), kde je N¢ (u) také nenulovd, nahradime polynom (—u?+3u—3)

polynomem (3_2u)2 .

V dalsfm kroku je tfeba vypocitat souciny N7 (u) N7 (v) pro j = 0,1,2,3,4.

pro u € (1,2)
—u?+5u—1 pro wu €(2,3)
le (U ) = (4—u)2 2
= pro u € (3,4)

0 jinak

Cleny Nj2 (v) pro 7 = 0,1,2,3,4 jsou stejné jako pro funkci NZ(u) uvedené vyse.
Analogicky se spocitaji souciny s bazovou funkei NZ(u), N2(u), N7 (u). Vysledné plochy
jsou v Maplu vykresleny na obr. 3.4, 3.5.

( (“_22)2 pro u € (2,3)
) P+ Tu—% pro u € (3,4)
Ny (u) = (5—u)2
5 pro u € {4, )
0 jinak
\
((“_23)2 pro u € (3,4)
) —u?4+9u—32 pro u € (4,5)
N3 (u) = (6—u)2
5 pro u € (5,6)
0 jinak
\
(u—1)?

3.2.2 Neekvidistantni uzlovy vektor
Uzlovy vektor u=v = (0,0,0,0.3,0.6,1,1,1)

Vezmeme krajni hodnoty intervalu a zjistime, které bazové funkce jsou nenulové a tedy
které body pusobi na tvar plochy.
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Obrézek 3.5: Vysledna plocha pro ekvidistantni uzlovy vektor (0,1,2,3,4,5,6,7).

Pro (u,v) = (0,0) jsou NZ(u) =1, NZ(v) = 1. VSechny ostatni jsou nulové. Tedy:

NZ(u)NE(v) = 1.

81

Pouze bod Pyy mé vliv na vyslednou plochu pro hodnoty (u,v) = (0,0) 100 procent.

Plocha tedy timto bodem prochézi.
Pro parametry (u,v) = (0,1), (1,0), (1, 1) je situace stejnd. Bézové polynomy jsou:
Ng (u)Nj(u) =1,
N3 (u)Ng(u) =1,
N2(u)NE(u) = 1.
Body Py4, Pao, Py lezi na vysledné NURBS plose. Obecné, je-li uzlovy vektor tvaru:

0,0,...,0,...,1,1,...,1,

stupen—+1 stupen—+1
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poté NURBS plocha (m+1) x (n+1) bodu prochazi body Poy, Pon, Prnos Pn- Toto tvrzeni
lze dokazat zobecnénim predchoziho piipadu.

Bazové funkce stupné jedna
Ny (u) Nj (v) =0
pro vSechna ¢ =10,1,...,4

152003 —u)(0.3—v) pro (u,v) € (0,0.3) x (0,0.3)

Mt -4, o

152(0.3 — u)v pro (u,v) € (0,0.3) x (0,0.3)
N (w)Ny(v) =14 20.3—-u)(0.6—-v) pro (u,v)€ (0,0.3) x (0.3,0.6)
0 jinak

N (u)N; (v) =903 -u)(1—v) pro (u,v)e€ (0,0.3) % (0.6,1)
0 jinak

N ()N (v ) = {01—2(0'3 —u)(v—0.6) iz;k (u,v) € (0,0.3) x (0.6,1)

Analogicky k ekvidistantnimu uzlovému vektoru vezmeme v8echny kombinace pro pa-
rametr u. To jsou nasledujici polynomy:

(1—30u pro u € (0,0.3)
Ny (u)=<¢2%(0.6—u) pro u €(0.3,0.6)
0 jinak

((u—0.3) pro u € (0.3,0.6)
Ny(u)=<(1-wu) pro u €(0.6,1)
0 jinak

2(u—06) pro u €(0.6,1)
0 jinak
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Bazové funkce stupné dva

N2 (u)N2(v) = {?(0-3 —u)3(03—v) pro (u,v)€(0,0.3) x(0,0.3)

0 jinak

(19003 — w)? (109(0.3 — v) + Ly (0.6 — v))
pro (u,v) € (0,0.3) x <0,0.3)

N§ () Nf (v) = 4 299(0.3 — u)?22(0.6 — v)?
pro (u,v) € (0,0.3) x (0.3,0.6)

(0 jinak

~

I(;T()(O.S — u)ZII—OBf]UQ

pro (u,v) € (0,0.3) x (0,0.3)
199(0.3 — w)? (42v(0.6 — v) + 22(1 — v)(v — 0.3))
NE(u)Ni(v)= pro (u,v) € (0,0.3) x (0.3,0.6)
184(0.3 — u)212—0£(1 —v)?

pro (u,v) € (0,0.3) x (0.6,1)

\ 0 jinak

(10(0.3 — u)?X%0(y — 0.3)2

pro  (u,v) € (0,0.3) x (0.3,0.6)
NG (uw ) N3 (v) =4 2290.3 — u)? (22(v — 0.3)(1 — v) + 22(1 — v)(v — 0.6))
pro (u,v) € (0,0.3) x (0.6,1)

(0 jinak

12000.3 —u)?2 (v — 0.6)2 pro (u,v) € (0,0.3) x (0.6, 1)

Ng () Ni (v) = {09 ’ jinak

K ziskdni vsech bazovych polynomu musime vyménit polynom v proménné u za
nasledujici vyrazy. Bazové funkce jsou vykresleny na obr. 3.6 a vysledna plocha je na
obr. 3.7.

Bu(l —u) + F2u(0.6 —u) pro wue (0,0.3)

Ni(u) = 11080(0.6 — u)? pro u € (0.3,0.6)
0 jinak
ou? pro u € (0,0.3)
100 w(0.6 —u) + (4 —0.3)(1 —u) pro u€ (0.3,0.6
2 21
N; (u) = 100 N2
e (1 —u) pro u € (0.6,1)

0 jinak
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P(u—0.3) pro wu € (0.3,0.6)
Ni(uw) =99y —03)(1—u)+20(u—-06)(1—u) pro ue(0.6,1)
0 jinak

N2 () = ¥ (u—0.6)* pro wue(0.61)
0 jinak
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Obrézek 3.7: Vysledna plocha pro vektory u = v = (0,0,0,0.3,0.6,1,1,1)
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Uzlovy vektor u=v = (0,0,0,0.5,0.5,1,1,1)

Vnitini uzel 0.5 se opakuje dvakrat, coz je rovno stupni vysledné NURBS plochy. Podle
vlastnosti 5 (str. 56) je spojitost v bodé S(0.5,0.5) rovna nule, tedy plocha prochazi
bodem S(0.5,0.5) a vytvéii zde ostry prechod. Podle obr. 3.8 je ziejmé, Ze existuje jedind
bazova funkce, kterd zde ma vliv 100 procent. Vyslednou plochu vidime na obr. 3.9.

Bazové funkce stupné jedna
Ny (u ) Nj (v) =0
pro vSechna ¢ =0,1,...,4

N () N} (0) =0

pro vSechna i =0,1,...,4

N ()N () = {(()0.5 —u)(0.5—2v)/0.25 pro (u,v) € (0,0.5) x (0,0.5)

jinak

N ()N (0) = {éo.5 — w)v/0.25 ?rok (u,v) € (0,0.5) x (0,0.5)
jina

N (u )N (o) = {80-5 —u)(1 —v)/0.25 ;;(;k (u,v) € (0,0.5) x (0.5,1)

N ()N (v) = {(()0-5 —u)(v—0.5) Prok (u,v) € (0,0.5) x (0.5,1)
jina,

Analogicky k ekvidistantnimu uzlovému vektoru bereme vsechny kombinace pro para-
metr u. To jsou nasledujici polynomy:

N () = 2u pro u € (0,0.5)
0 jinak

N (u) = {2(1 —u) P.ro u € (0.5,1)
0 jinak

N () = {Z(u —0.5) Pro u € (0.5,1)
0 jinak
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Bazové funkce stupné dva

N2 () N2 (0) {(1)6(0.5 —u)2(0.5 — v) jpiz;k (u,v) € (0,0.5) x (0,0.5)

N2(u)N?(v) = {32(0.5 —u)*v(0.5—v) pro (u,v) € (0,0.5) x (0,0.5)

0 jinak
160%(0.5 — u)? pro (u,v) € (0,0.5) x (0,0.5)
N§ (u) Ny (v)=116(0.5—-u)*1—-2v)> pro (u,v)€ (0,0.5) x (0.5,1)
0 jinak

NZ(u)N2(v) = {32(0-5 —u)*(v—05)(1 - ) i;(;k (u,v) € (0,0.5) x (0.5,1)

N2 (u)N?(v) = {(1)6(0-5 —u)*(v—0.5) iz;k (u,v) € (0,0.5) x (0.5,1)

A opét k ziskani vSech bazovych polynomu musime vyménit polynom v proménné u
za nasledujici vyrazy.

N2(u) = {8u(0.5 —u) pro u€ (0,0.5)

0 jinak
4 pro u € (0,0.5)
Ny (u)=<4(1—-u)> pro wue(0.51)
0 jinak
N2(u) = 8(u—0.5)(1—u) pro we(0.51)
0 jinak

N2 (i) = {4(u —0.5)? pro u € (0.5,1)
0 jinak
Bazové funkce jsou vykresleny na obr. 3.8 a vyslednd plocha je vykreslena na obr. 3.9.

Vzhledem k tomu, ze fidici body prostiedniho sloupce lezi na primce, vznikla zde hrana
misto ostrého vrcholu.

3.2.3 Ovladani NURBS ploch

Ovladani NURBS ploch pomoci uzlového vektoru neni jednoduché. Pro srovnéani jsou zde
uvedeny dalsi moznosti prace — vyuziti stupné, fidicich bodu a jejich vah. V posledni ¢asti
je prehledné vysvétlena prace s uzlovymi vektory s ukazkami vyslednych ploch.
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Obrazek 3.9: Vysledné plocha pro vektory u = v = (0,0,0,0.5,0.5,1,1,1)

Vliv stupné plochy

Stupen plochy je jedind zména, ktera je globalni. Nejvétsi rozdil je samoziejmé pii stupni
jedna (pfimkovéa plocha) a stupném dva a vyssimi. Rozdil mezi vyssimi stupni jiz neni
tak ziejmy, ale zvysuje se hladkost plochy. Muze se lépe pracovat s uzlovym vektorem a
zvySovat nasobnost nékterych uzli.

Na obr. 3.10 je vidét rozdil mezi primkovou a kvadratickou plochou. U kiivek se zaddval
nejnizsi stupenn kiivky dva, nebot neni potieba zaddvat usecku jako NURBS kiivku.
Pro NURBS plochy povolime i stupen jedna, protoze mnoho ploch technické praxe je

piimkovych - valec, kuzel, ptimkové konoidy, hyperboloid, atp.
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Obréazek 3.10: Obecna plocha stupné jedna a dva

Vliv polohy bodu

Zmeéna polohy bodu je jedna z nejnazornéjsich. Zména je to pouze lokalni, dojde ke zméné
plochy pouze v okolnich bodech. Podle vlastnosti 4 na strané 56 je to pro bod F;; interval
parametru (U, Uiin+1) X (Ui, Vitm+1), kde m,n jsou stupné v obou smérech. Pro ndzornost
jsem sestrojila obecnou plochu 4 x 4 body (viz obr. 3.10) zadanou nésledovné:

Stupen:
m=n=2
Uzlové vektory:
u=(0,0,0,0.5,1,1,1)
v =(0,0,0,0.5,1,1,1)
fidici body:
1. sloupec: (—1,0,6),(0,—2,6),(0,—4,6),(—1,—8,6)
2. sloupec: (0,0,0),(0,—2,0),(0,—4,0),(0,-8,0)
3. sloupec: (6,0,0),(6,—2,0),(6,—4,0),(6,—8,0)
:( 6

3. sloupec: (8,0,6),(6,—2,6),(7,—4,6),(8,—8,6)
Véhy:
w;; = 1 pro vSechna Pj;, i =0,...,n, j=0,...,m.

Na obr. 3.11 je zobrazeno posunuti bodu P;; — druhy sloupec, druhy bod. Soutfadnice
jsou zménény na (—5,—2,0). Velmi dobie je vidét posun plochy k bodu. Dulezité je, ze
spojitost zustava zachovana.

Je nutné upozornit na specialni pripady popsané u derivaci NURBS kftivek v ¢asti 3.1.
V tidicim bodé P; urcime spojitost Cy podle tvaru uzlového vektoru. Vzhledem k tomu, ze
fidici body P,_; a P,y lezi na piimce, je spojitost Cy. Dojde-li k posunu nékterého z téchto
bodu, je spojitost porusena. V pripadé valce nastane posunem bodu snizeni spojitosti na
Co (viz obr. 3.12).
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Obréazek 3.12: Vliv polohy bodu na tvar kiivky — poruseni spojitosti

Vliv vahy

Vsem bodum NURBS ploch jsou pfitazeny vahy. Implicitné jsou vSechny nastaveny na
hodnotu jedna. Je-li vaha vétsi nez jedna, zvétsuje se vliv daného bodu a plocha se k bodu
vice priblizuje. Je-li vdha v intervalu (0, 1), snizuje se vliv bodu a plocha se oddaluje.
V moji praci jsem zaporné hodnoty nedovolila. V literatuie Piegl — Tiller (2002), Piegl
(1989) se uvadi moznosti pouziti zdpornych vah pro konstrukei doplitkovych oblouku. Pro
uzivatele mi tato moznost neptipada vhodné a da se obejit jinou volbou zadani.

Na obr. 3.13 jsou vidét dvé modifikace zakladni obecné plochy zadané v predchozi
¢asti pomoci zmény vahy.
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Obrazek 3.13: Vliv véahy na tvar plochy, ws = 4.0, we = 0.2

Vliv uzlového vektoru

vvvvvv

krivkach je podrobné vysvétleno, jak se kiivka meéni v zavislosti na uzlovém vektoru.
Chovani ploch je analogické. Nejdtive si uvedeme ptipad, kdy plocha prochazi rohovymi
body, poté vezmeme zménu neekvidistantniho uzlového vektoru a na zavér vytvoreni bodu
nespojitosti.

Je nutné si uvédomit, ze kazdd dvojice soucinu Nj'(u)Nj(v) je spojena s jedinym
bodem F;;, jehoz vliv na tvar plochy pro vstupni parametry urcuje.

Vezméme uzlové vektory u, v:
u=(0,0,0,1/3,2/3,1,1,1)
v=(0,0,0,1/3,2/3,1,1,1).

Pro parametry (u,v) = (0,0) jsou NZ(u) = 1, NZ(v) = 1. Vsechny dalsi polynomidln{
funkce stupné nula jsou rovny nule. Existuje jedind nezapornéd bazova funkce

Ng (u)Ng (v) = 1,
kterd je spojena s bodem Pyy. Tento bod leZ{ na vysledné plose, nebot bazova funkce ma
v ném vliv 100 procent. Stejnd situace nastava pro parametry (u,v) = (0,1),(1,0), (1, 1).
Nenulové bazové funkce jsou:
N (u)Nf(u) =1, Nj(u)Ng(u) =1, Nj(u)Ni(u)=1.

Body P4, Py, Py lezi na vysledné plose. Obecné, maji-li uzlové vektory tvar:

0,0,...,0,....1,1,...,1,
—— ——
degree+1 degree+1

potom NURBS plocha slozend z m x n bodu prochéazi body Py, Pon, Prno, Prmn. Dukaz je
pouhym zobecnénim ptredchozi uvahy. Bazové funkce a vyslednéd plocha tohoto typu jsou
znazornény na obr. 3.14.
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Obrézek 3.14: Neuniformni uzlovy vektor (0,0,0,1/3,2/3,1,1,1)

Vezméme uzlové vektory u, v:
u=1(0,0,0,0.5,0.5,1,1,1)
v =1(0,0,0,0.5,0.5,1,1,1).

Vzhledem k vlastnosti 5 (str. 56) je spojitost plochy S(u,v) v bodech odpovidajicich
parametrum v = 0.5 nebo v = 0.5 nulova. Jak je vidét na obr. 3.15 body Py, P, Pso,
Py, Py lezi na NURBS plose. Vzhledem k tomu, ze tidici body druhého sloupce lezi na
piimce, vznikla zde hrana.

N3 (N3 (u) =1 N3 (u)Ng(u) =1

NEuw)NH(w) =1 N2(u)NP(u) = 1
NZ(u)N3(u) = 1.

Béazové funkce v téchto bodech jsou rovny jedné, coz je patrné z grafu na obr. 3.15, kde
jsou ztejmé viditelné lokalni extrémy. Podle predchozi ¢asti plocha prochazi také body
Foo, P, Poa, Paa.

Necht S(u,v) a S(u,v) jsou dvé NURBS plochy se stejnymi parametry, ale s odlisnymi
uzlovymi vektory:

u=1(0,0,0,0.2,04,1,1,1) »=(0,0,0,0.2,0.4,1,1,1).
u=(0,0,0,0.6,0.8,1,1,1) w=(0,0,0,0.6,0.8,1,1,1).
Porovnejme rozdily mezi plochami S, S. Napi. pro parametry (u, v) = (0.7,0.7). spo¢itdme

bézové polynomy.
Plocha S(u,v)
0.7 € (0.4,1) = NZ(0.7), N2(0.7), N2(0.7) #£ 0 =
Body FP;j, kde 7, j = 2,3, 4, maji vliv na vyslednou plochu.
Plocha S(u,v)
0.7 € (0.6,0.8) = N2(0.7), N3(0.7), N3(0.7) # 0 =

Body Pj;, kde 7,j = 1,2, 3, majf vliv na vyslednou plochu.
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Obrazek 3.15: Uzlovy vektor (0,0,0,0.5,0.5,1,1,1)

Je ziejmé, ze pro parametry (0.7,0.7) se pouziji ruzné fidici body. Bod Psy ma vliv
3.5 procent na plochu S, ale pro plochu S je vliv 66 procent.

Nézorné je to vidét na obr. 3.16, kde jsou bazové polynomy pro obé plochy. Na obr.
3.17 vidime vysledné NURBS plochy. Ovladani pomoci uzlového vektoru je naro¢né, pro
uzivatele je vhodné k vytvoreni bodu nespojitosti ¢i zduraznéni urcité casti plochy.
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Obrazek 3.16: Bazové funkce pro neuniformni uzlové vektory

3.3 NURBS plochy jako tenzorovy soucin

V literature (Piegl — Tiller (2002), Shene (Naposledy navstiveno 11. 12. 2006)) se lze setkat
s pojmem tensor product surface, kterym se popisuji plochy, avsak neni vysvétleno jakym
zpusobem jednotlivé plochy vznikaji. V této ¢asti proto popiseme jednotlivda NURBS
télesa jako tenzorovy soucin. Teorie tykajici se tenzorového soucinu je popsana v casti
1.1.4. Nejdiive ukazeme jiz uverejnéné pristupy a nesrovnalosti, na které jsme pii jejich
studiu narazili. Z tohoto duvodu jsme zavedli pojem kvazitenzorového soucinu, ktery je
z geometrického i matematického pohledu korektni.
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Obrazek 3.17: Vysledné NURBS plochy pro neuniformni uzlové vektory

3.3.1 Tenzorovy soucin mezi Grassmannovymi prostory

Racionalni kiivky jsou prvky Grassmannovych prostoru. Dalsim moznym zpusobem defi-
novani tenzorového soucinu muze byt pfima definice mezi dvéma Grassmannovymi pro-
story.

Grassmannovy prostory jsou rozsitenim afinnich prostoru o zakladni operace. Teorii
a jejich vzajemné propojeni lze nalézt napiiklad v Goldman (2000). Zékladni myslenka
je prevzata z klasické mechaniky, kde jsou body (umisténi) a vektory (sily). K bodum
muzeme také pridat objekty (hmotu), na kterou budou sily pusobit. Tak vznikaji hmotné
body, v nasem ptipadé je nazyvame body s vahami.

V Grassmannové prostoru jsou tyto body dany dvojici (P, w), kde P je bod afinniho
prostoru a w je skalar. Body s nulovou vahou nazyvame vektory a zna¢ime (v, 0). Ndsobeni
bodu skalarem definujeme tak, ze pozice bodu zustava stejnd, pouze vynasobime vahu.

c(wP,w) = (cwP,cw) c¢#0
c(wP,w)=(0,0) ¢=0 (3.16)

Operace s¢itani dvou bodu s vahami je dana jako:
(w1 P, wi) 4 (w2 Pp we) = (w1 P+ wa Py, wy + wy) (3.17)

kde w; 4+ wq # 0. Pokud wy + we = 0, dostavame vektor (m(P, — P;),0).

Geometricky 1ze vysvétlit zavedeni operaci jako praci s vektory vytvorenymi ze zaklad-
nich bodu a libovolného pevneé zvoleného pocatku. Soucet dvou bodt s vdhami (umisténych
vektort) je roven souctu téchto vektoru po slozkach. Na obr.3.18 je znazornén piipad pro
rovinné body s vahami. Jsou dany dva body s vahami wq, ws. Se¢teme vektory, které
urcuji a prusecik () vysledného vektoru s rovinou z = 1 je hledany soucet.

Scitani bodu je komutativni a asociativni. Pro nasobeni bodu skaldrem plati distribu-
tivni zdkony.

C ((UJIPI, U)l) + (’UJQPQ, U)Q)) = c(w1P1, U}l) + C(U)QPQ, U)Q) (318)
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(x1w1 + Towe, Y1wy + YoWa, Wy + Wa)

(951101, Yy1wi, wl)

Obrazek 3.18: Reprezentace bodu s vahou v Grassmannové prostoru

Pro préci s vektory plati:

(v,0) + (u,0) = (v+w,0)
c(v,0) = (cv,0) (3.19)

a soucet bodu s vektorem je definovan jako:
(wP,w) + (v,0) = (WP + v,w) (3.20)

Grassmannovy prostory bodu s vdhami slouzi ke konstrukei racionédlnich nebo po
¢astech raciondlnich kfivek a ploch. Vezmeme posloupnosti fidicich bodu s jejich vahami
(wo Py, wy), - .., (WP, w,). Vybereme vhodné bazové funkce (Bézier, B-spline) a potom
definujeme kiivku R(t) jako mnozinu bodu v afinnim prostoru, kterd je urcéena rovnici:

R(t) = Z B;(t)(w; P;, w;) (3.21)

Upravou podle pravidel pro vdhové body dostaneme znamy tvar pro raciondlni kiivku:

> ico WiBi(t) P
Z?:o w; B; (1)
Problém nastava, pokud je nékterd z vah nulova. V Grassmannové prostoru existuji

body s nulovou vahou — vektory. Proto muzeme vyjadrit kiivku v Grassmanové prostoru
i s nulovymi vahami jako:

R(t) = (3.22)

R(t) =) Bi(t)(wiPs,wi) + Y Bj(t)(v;,0), (3.23)

w; #0 w;=0

coz muzeme opét s pouzitim pravidel pro scitdni a nasobeni skalarem upravit na znamy
tvar:
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R(t) = ZO (%) (P, +v(t)), (3.24)

i—
kde v(t) reprezentuje sumaci pro nulové body. Podrobny popis lze nalézt v Goldman
(2000).

Obecné mame dva Grassmannovy vektorové prostory, jejichz prvky jsou body afinniho
prostoru reprezentované pomoci vektoru umisténych v poc¢atku. Mezi nimi jsme zavedli
v predchozim odstavci operace sc¢itani a nasobeni skalarem.

Necht je dén vektorovy prostor V a v ném bdzové vektory eg,ei,...,e,. Hleddme
tenzorovy soucin V' ® V. Vezmeme dva vektory u,v € V. V soufadnicich mame:

u = upey+...+u,e, (3.25)
V = Upey+ ...+ v,e, (3.26)

Pak muzeme zapsat tenzorovy soucin vektoru u ® v jako:

n n
u® v =1uypey X ey + upvieg ¥ e + ... +uvpe, e, = E E U;V;€; X €;
=0 j=0

V nasem pripadé se budeme pohybovat v prostoru Vj, coz je prostor trojrozmérnych
bodu s vahami. Mame tedy V; ® Vj. Dimenze vysledného prostoru je soucin obou dimenzi,
tedy Vig. Nasim tkolem je tedy najit vnoteni prostoru Vg do V, a nasledné do V3.

Toto vnoreni vSak neni jednoznac¢né dano. Musi se stanovit vyrazna omezeni. DalSim
problémem v tomto ptistupu je provadéni operaci s body, resp. vektory, které je vyjadiuji.
Naptiklad posunuti bodu, které je nezbytné pti hledani bodu valce, otaceni pro anuloid,
atd. Z tohoto duvodu je tento pristup pouze formélni a prispiva k pochopeni vyznamu
vah pro jednotlivé fidici body.

3.3.2 Odvozeni tenzorového soucinu pomoci vektorovych
prostort a pridruzenych linearnich forem

Nasledujici pristup je popsén v jednom z prvnich dél tykajicich se B-spline profesora Carl

de Boora (de Boor (1976)).

Necht U je vektorovy prostor funkei, vsechny jsou definovdny na mnoziné X do
realnych ¢isel. A nechf V' je také vektorovy prostor funkei definovany na mnoziné Y
do R. Pro kazdé uw € U a v € V pravidlo

w(t,s) =u(t)v(s),pro Y(t,s) € X XY (3.27)

definuje funkci na X x Y, kterou nazyvame tenzorovym sou¢inem u a v a znacime u ® v.

Mnozina vsech linedrnich kombinaci funkci na X x Y typu u ® v pro libovolné u € U
a v € V se nazyva tenzorovy soucin U s V a znacime jej U @ V.
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Priklad: Vezméme vektorovy prostor V; polynomu stupné k, které jsou definovany na R.
Druhy vektorovy prostor U; je prostorem polynomu stupné jedna definovanych také na
R. Tenzorovy soucin U ® V' je vektorovy prostor Wj; polynomu dvou proménnych stupnu
nejvyse k, resp. | definovanych na roviné X x Y = R2.

Necht méme dvé linearn{ formy f, resp. g na U, resp. V. Poté muiZzeme definovat f ® g
jako:
f® g(z u; @ v;) = Z f(u;)g(vi) pro Yu; ® v;. (3.28)

Pokud je f ® g zobrazeni na U ® V', které spliuje rovnici (3.28), potom je f® g linedrni
formou na U ® V. Toto tvrzeni musime nejdiive zduvodnit.

Vezméme libovolnou funkei w definovanou na X x Y a necht 5 je prvkem mnoZiny Y.

Potom
ws(t) = w(t,s) proVte X (3.29)

definuje funkci ws na X, kterou nazyvame s-tez funkce w.
Pokud vyjadiime w jako
w = Zuz ® v;, pro nékterd (u;,v;) € U x V
pak z definice tenzorového sou¢inu muzeme vypocitat ws(t) jako:
ws(t) = wi(t)vi(3) =Y vi(®ui(t). (3.30)
Z rovnice (3.30) vyplyvd, ze ws € U, muzeme tedy spocitat f(ws), kde f je linedrni forma
na V', jako:

flws) = Z i (3)(f(wi)). (3.31)

Ozna¢me w; mnozinu vsech f-fezu funkce w, coz je funkce definovana na Y jako:
wy(s) = fws, proVs €Y. (3.32)

Vyraz wy(s) z predchozi rovnice zavisi pouze na w a f, ale ne na vyjadfeni w pomoci u;
a v;. Také muzeme vyjadiit wy z rovnice (3.31) jako:

flws) = Z f(u;)v;, pokud w = Zuz ® v;. (3.33)

Rovnice (3.33) ukazuje, ze wy je clenem V, tedy muzeme spocitat vyraz g(wy) jako:

glwy) =g (Z f(m)w) = Zf(ui)g(vi) (3.34)

Z toho vyplyva, ze vyraz . f(u;)g(v;) zavisi pouze na f,g a funkci w = ) . u; ® v;.
Dusledkem tohoto tvrzeni je, ze pro libovolné linearni formy f, resp. g na U, resp. V,
rovnice (3.28) urcuje linedrni formu na U ® V' a tato linedrni forma spliuje:

(f ® 9w = f(wy) = g(wy), Vwe U V. (3.35)
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Tenzorovy soucin

Meéjme dany dva vektorové prostory U, V. U obsahuje B-spline funkce stupné n na uzlovém
vektoru t. V je vektorovy prostor B-spline funkci stupné m na uzlovém vektoru s. Nasim
tikolem je najit jejich tenzorovy souc¢in w € U ® V pro parametry (¢,3).

Méme tedy w =), > ;@i Nij, kde ay; je libovolnd matice koeficienti a plati:

Nij(t,s) = NI'(E)N?(s). (3.36)

Podle teorie uvedené vyse je tento vztah odvozen z

w(t,s) =) (Z aiij(8)> Ni(t) = f(wy) (3.37)

i
nebo

wit,s) =Y (Z aisz%)) NP(s) = g(wp), (3.38)

J

kde zobrazeni f, resp. g jsou vycislujici funkce pro B-spline funkce.

B-spline plochy

Nyni ukézeme, co znamenaji vztahy (3.28) — (3.33) pro B-spline funkce, resp. B-spline
ktivky.

Méjme dény dva vektorové prostory B-spline funkci. U je vektorovy prostor stupné
n na uzlovém vektoru t a V' je vektorovy prostor stupné m na uzlovém vektoru s. Déle
necht f je linedrni forma na U a g je linearn{ forma na V', které muzeme nazvat vycislujici
funkce. Nyn{ vezmeme dva prvky prostora U a V' — Nj*(t) a Nj*(s) a piislusné vycislujic
funkce f, g urcuji souradnice bodu B-spline kiivky.

f:U—R:f(t)= iPiNi”(l_f) (3.39)
g:V—>R:g(5) = Z Q;N7"(3) (3.40)

Podle (3.37) muzeme zapsat vyslednou plochu jako:

p q

(f@g)(w) =2 > RyNIE)N(s), (3.41)

i=0 j=0

kde R;; jsou soufadnice Fidicich bod R;; = (x5, yij, 2i;) vysledné B-spline plochy a jejich
odvozeni bude ukazéno pozdéji, coz de Boor (1976) neuvadi.

Vyslednou B-spline plochu muzeme zapsat maticové jako:

w(u,v) = [N ()] [Ry] [N ()], (3.42)
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kde [N7(t)] je (1) x (p + 1) tadkovy vektor, [NT"(s)] je (g + 1) x (p) sloupcovy vektor a
[Ri;] je (p+ 1) x (¢ + 1) matice tifidimenziondlnich bodu. Tato rovnice odpovidd obecné
rovnici (1.12) uvedené v ¢asti Teoreticka vychodiska na str. 13.

Zde je nazorné vidét matematicka podstata vypoctu bodt na plose vzniklé tenzorovym
sou¢inem. Pro pevny parametr vypoé¢itame na kazdém sloupci (resp. fadku) pomoci prvnf
vy¢islujici funkce jeden bod. Ty tvoii nové hodnoty, na které aplikujeme druhou vyéislujici
funkci. Vysledkem je bod plochy.

Pro pevny parametr aplikujeme f-fezy (resp. g-fezy) na B-spline plochu. Tim se
vypocita systém rovnobézek (resp. poledniku). Tyto kiivky se téz nazyvaji isoparame-
trické.

Obréazek 3.19: Vypocet bodu na plose

Tento, na prvni pohled nazorny zpusob m& vsak velkou mezeru. Tenzorovy soucin
je definovén jako zobrazeni dvou ¢i vice vektorovych prostoru do télesa. Rovnice (3.27)
definuje tenzorovy soucin do jiného prostoru, coz neni korektni. Pro nazornost je sice tento
zpusob idedlni, avSak nejednd se o ¢istou definici tenzorového soucinu, kterou zavedeme
pomoci kvazitenzorového soucinu.

3.3.3 Kvazitenzorovy soucin

Pti nésledujicim rozboru budeme pracovat s vektorovymi prostory B-spline funkci. To, ze
se jedna o vektorovy prostor neni na prvni pohled ziejmé. Castecné ovéreni uvadi Cline
(Naposledy navstiveno 20. 2. 2007). Zde uvedeme pouze stézejni poznatky.
PP-prostory

Méjme dan prostor S(K,D,C) po ¢astech polynomidlnich funkei, které jsou popsany
pomoci tii poli:

1. K: pole uzli, prom >0, K = (z1,22,...,2m), kde 21 < 25 < ... < 2,

2. D: pole stuprii, D = (dy,ds, . ..,dn), kde d; > 0 proi=0,1,...,m,

3. C: pole spojitosti, C = (kyi, ko, ..., kn), kde k; > —1proi=1,... m—1.
Funkce f € S(K, D,C) tehdy a jen tehdy:
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- f je polynom stupné dy na intervalu (—oo, 21),

- f je polynom stupné d; na intervalu (z;, z;41) proi =1,...,m — 1,

- f je polynom stupné d,, na intervalu (z,,, o),

- f je diferencovatelnd a k;-ta derivace je spojita v z; proi =0,...,m.

Pozndmka 16. Prostor S(K, D,C) musi byt grupou. Cline (Naposledy navstiveno 20.
2. 2007) neuvadi dukaz tohoto tvrzeni. Pro grupu musi existovat nulovy prvek a pr-
vek opa¢ny. Nulovym prvkem bude pravdépodobné nulova funkce. Problém nastava pri
opatném prvku. Jak urcit operaci s¢itani, musi byt oba prostory definovany nad stejnym
uzlovym vektorem, jak se sc¢itaji jednotlivé funkce?

Podle mého nazoru by fesenim mohlo byt vyuziti symetrie bazovych funkei (vlastnost
6, cast 2.2.2, str. 36). Opacny prvek by byl prvek s opaénym prubéhem.

Linearita Je ziejmé, ze soucet dvou prvku f,g € S(K, D,C) a souc¢in Af, kde A € R,
jsou také prvky prostoru S.

Baze a dimenze K nalezeni béze spline vektorového prostoru budeme pouzivat tzv.
plus funkci.

JE@—-af z>a
(z—a)f = {o . (3.43)

Dimenzi prostoru S lze vypocitat jako:

L+do+ > (di — k)
i=1
Piiklad: Vezméme prostor, ktery ma konstantni stupen a konstantni spojitost, tj. d; =
d,k; =k, proi=0,1,...,m (resp. m — 1).

Baze: 1,x,...,2% (v — 2% . (o — 2)d, . ( —z)E (e = Zm)d

Dimenze: m(d — k) +d + 1

Aplikace tenzorového soucinu na valcovou plochu

V dalsich dvahach budeme vychézet z teorie uvedené v casti 1.1.4 a nejdiive podrobné
popiseme piipad valcové plochy.

Vyjadireni kruznice

fidici body: Py, ..., Ps

VéhOVy vektor: w = (1’ \/75’ 1’ 727 1a TQa 17 \/Téa 1)
uzlovy vektor: t = (0,0,0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1,1,1)

stupen: 2

Rovnice je potom:

B(t) = S PugN2(t) (3.44)
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Soufadnice kruznice v bazi N2(t), i =0,...,8 jsou w = (1, ?, 1, \/75, 1, \/75, 1, \/75, 1).

Vyjadieni primky

ridici bOdy: P(], P1

vahovy vektor: w = (1,1)
uzlovy vektor: s = (0,0, 1,1)
stupen: 1

Rovnice je potom:

u(t) = Z Q;wiN/ (s) (3.45)

Soufadnice pifmky v bdzi Nj(s), Ni(s) jsouw = (1,1).
Mnozina Ng =< Ng(t), Ni(t), ..., N2(t) > vsech linedrnich kombinaci funkef

Ng(t), NE(t), ..., N5(t)

nad uzlovym vektorem t je vektorovym prostorem mnozin kiivek druhého stupné. Jeho
prvkem je napiiklad vektor (1, ‘/75, 1, \/75, 1, \/75, 1, ‘/75, 1), ktery predstavuje mnozinu vSech
kruznic (abstrakini kruznici). Vektor (1,0.5,1,0.5,1,0.5,1,0.5,1) je pak obloukem abs-
traktni elipsy apod. Konkrétni kruznici, presnéji feceno i-té souradnice bodu konkrétni
kruznice, pak dostaneme skalarnim souc¢inem vektoru w a vektoru j-tych souradnic fidicich

bodu, tj.

woNG (t)
wiNE(t) 8
ki(t) = Pj-w = (poj, p1j» - - s;) = pywiN7(t) (3.46)
. =0
wsNg ()

Analogicky dostaneme prostor vsech abstraktnich piimek jako mnozinu
Ny = (Nj(s), Ny (s))
vSech linearnich kombinaci funkei
No(s), Ni(s)-

Jejim prvkem je napiiklad vektor
w=(1,1)

ktery vyjadiuje abstraktni ptimku. Reprezentaci j-tych souradnic konkrétni primky do-
staneme skaldrnim soucinem jako:

u;(t) = Q; - w = (qoj, ¢15) (g?%égg) = ai@kNi(s). (3.47)
1 k=0
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Tenzorovym soucinem prostoru Ng, Ny je mnozina vSech bilinearnich forem Ng x Ny — R.
V pripadé kruznice a primky se tedy jedna o formu:

w|§ —

¢;=w R-w’ =(1,1) (TOO Tos) , (3.48)

ro -+ T18

ktera predstavuje j-tou soutradnici abstraktniho vélce.

Je ztejmé, ze dalsi postup ke konkrétni implementaci touto cestou, tj. vyuzitim de-
finice 1.33 tenzorového soucinu (str. 11), by byl znacné tézkopadny. Definici 1.33 tedy
zobecnime.

Definice 3.1. Necht U, V, Z jsou vektorové prostory nad télesem T. Zobrazeni ¢ : U x V —
7 se nazyva bilinearni, jestlize pro kazdé pevné u € U je zobrazeni

e(u,—) : V — Z linedrni
a pro kazdé pevné v € V je zobrazeni
o(—,v): U — Z linedrni.
Totéz muzeme zapsat jako:
p(auy + bug,vy) = ap(ug,vy) + bp(ug, vy)
e(ug,avy +bve) = ap(ug,vy)+ bp(ug, va),

kde uy,us € U,vy,vo €V aa,beT.

Analogicky jako u bilinearnich forem definujeme operace séitani a nasobeni skaldrem.
Potom plati véta:

Véta 3.3. Prostor vSech bilinedarnich zobrazenich ¢ : U XV — Z tvori vektorovy prostor.

Definice 3.2. Vektorovy prostor bilinearnich zobrazeni z véty 3.3 nazyvame kvazitenzo-
rovy soucin prostoru U a V.

Valcova a kuzelova plocha

Aplikaci predeslych ivah muzeme zapsat valcovou ¢ kuzelovou plochu jako:
Vs, t) = k(s) - u(t) =w|PQJw (3.49)

kde vyraz |[PQ] je nutné odvodit. Matici P tvoii tidici body kruznice (dle def. 1.27 na
str. 10 matice 1 x 9 nad mnozinou bodu). Analogicky matici Q tvoii tidici body piimky
(matice 1 x 2 ). Matice

R = [PQ]

je matice bodu typu 2 x 9, kde fadky jsou fidici body kruznic, sloupce tidici body ptimek
a je tedy tvaru:
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(ROO ROl ROS)
RIO Rll R18

Pro vélcovou plochu ziskdme sit posunutim fidici kruZnice. Vektor posunuti urcuje
—_—
zadana piimka — v = Qo); (viz obr. 3.20). Tj. plati:
\V/] S {0,1,...,8}ZR1j :Roj—l—V

Specidlnim ptipadem valce je kuzel. VSechny posunuté body tidici kruznice splynou
v jeden bod — vrchol kuzele (obr. 3.21). Plati tedy:

R10 = RH =...= ng — vrchol kuzele.

Qo =

Obrazek 3.20: Ridicf body pro vélec

Aplikace tenzorového soucinu na dalsi télesa

1. Anuloid

Anuloid vznika jednoduse feceno otacenim jedné kruznice po druhé. Jako vstup mame
dvé ruzné kruznice.

ki (t) = i Paw; N2 (t) (3.50)

ka(s) = > Qyw; N7 (s) (3.51)
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P . "Po5“‘ . Py

Qo = Py = Pos P Poo

Obrézek 3.21: Ridici body pro kuzel

Anuloid dostaneme jako tenzorovy souc¢in vyjadieni dvou kruznic v danym bazich:
A(s,t) = k1(s) - ko(t) = W| PQ]w, (3.52)

kde soucin |PQ]| vychdzi ze soufadnic vstupnich bodu. Pro klasicky anuloid je nutné
umistit kruznice tak, aby jejich roviny byly k sobé kolmé a stied kruznice otaceni k lezel
na jednom z tidicich bodu pevné kruznice ko. Dalsi body jsou vypocitany postupnym
ota¢enim kruznice kq o 45 stupnu. Kazdy fidici bod hybné kruznice se otoci kolem stiedu

pevné kruznice o thel 45 stupnu v roviné rovnobézné s rovinou pevné kruznice (viz obr.
3.22).

Obrézek 3.22: Ridici body pro anuloid (pohled shora)

2. Kulova plocha

Vyjadreni kulové plochy jako tenzorového soucinu dvou kruznic je stejné jako v pripadeé
anuloidu. Jedinym rozdilem je odvozeni fidicich bodu. Kruznice lezi opét v rovinach
vzajemné kolmych, ale maji dva spoleéné fidici body (viz obr. 3.24) a shodny polomeér.
Zbyvajici body kontrolni sité dostaneme posunutim jedné kruznice o vektor velikosti po-
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Obréazek 3.23: Sit #idicich bodi anuloidu

loméru v obou smérech kolmych k roviné dané kruznice. Podle popisu uvedeného na obr.
3.24 se posouvame tidici body P; o vektory QoQ1 a Qo).

Q1 Q2 Q3 '
P Ps Py e 1\
Pr=Qo=Qs P;=Q, = _:‘;
Yg‘:j - "‘
By =Py Py P , il
Q7 Qs Qs

3. Obecna plocha

Obrézek 3.24: Ridici body pro kulovou plochu

Necht jsou ddny dvé obecné kiivky [, 1o s riznym poc¢tem bodi, s riznymi véahami,
stupném a uzlovym vektorem. Jedinou podminkou je jejich spolecny pocatecni bod. Jednu
krivku zvolime za pevnou, napiiklad /;. Body jednotlivych sloupcu ziskame posunutim
druhé kiivky (jejich fidicich bodu) o vektor uréeni na pevné kiivce dvéma sousednimi
fidicimi body. Na obr. 3.25 jsou dédny dvé obecné kiivky dané tfemi tidicimi body a je
zde vyznaceno posunuti bodu, které vytvorf sit ridicich bodu R;; pro vypocet vysledné

plochy.
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Matematicky zapis

Kiivka [y:

tidici body: Py, ..., Py

véhovy vektor: w = (wo, . .., Wy,)
uzlovy vektor: t

stupen: p

Vyjadreni NURBS ktivky je:

L(t) = sz‘wiNf(t)
i=0
Kiivka [s:
fidici body: Qo, ..., Qx
véhovy vektor: w' = (wy, ..., w,)
uzlovy vektor: s
stupen: g

Muzeme psat:

lr(s) = Z Qjw;N(s)
=0

105

(3.53)

(3.54)

Oznacme R;; sit fidicich bodu vysledné plochy vytvorenou pomoci uvedeného postupu.
Aplikaci vyse uvedenych teoretickych rozboru muzeme psat vyslednou plochu jako:

m n

S(t,s) = Z Z Rijwiw;‘Nf(t)N]g(S)

i=0 j=0

Q2=R20”'7 7"'.R22

Ql - RlO

PQZROQ

POZQOZROO

Obrazek 3.25: Vytvoreni sité bodu plochy jako tenzorového soucinu kiivek

(3.55)
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3.4 Programové zpracovani NURBS objektu

V nasledujici casti je uvedena implementace NURBS objektu — kfivky, obecné plochy,
zakladnich a rotacnich téles. Je zde podrobné popsan objektovy navrh feSeni, postup pri
hledani zékladnich parametru pro NURBS plochy. Duraz je kladen na vystizny popis
pouzitych metod a také na kritickd a problémova mista algoritmu. VSechny tyto postupy
byly naprogramovany v C++ a implementovany do softwaru Fem Dev, coz je testovaci
prostfedi komeréniho CAD systém RFEM 3D. V roce 2006 obsahoval novy release soft-
waru RFEM 3D implementované NURBS kiivky a v letosnim roce budou pridény plochy a
télesa. Vsechny algoritmy jsou dusledné testovany, aby byly co nejvice stabilni a odladéné.

Implementace a postupy obecné NURBS plochy jsem publikovala v Prochazkova —
Prochazka (2006a), dalsi préace tykajici se kuzele a vélce byla publikovdna na mezinarodn{
konferenci SCG (viz Prochazkova — Prochézka (2006b)).

Uvedené algoritmy jsou uréeny vyhradné pro studijni ticely, nebot autorska prava na
jejich vyuziti vlastni firma Fem Consulting.

3.4.1 NURBS krivky

Vypocet obecného bodu NURBS kiivky je zdkladni tdlohou. Kfrivka je zadédna tidicimi
body, uzlovym a vahovym vektor, stupném kiivky. Pro parametr ¢ algoritmus pocita bod
kiivky C(t). K vypoctu se pouzivd deBooruv algoritmus, ktery je popsén v ¢asti 2.2.2
(str. 37).

Algoritmus vypoctu:

1. Ovéreni vstupnich podminek

e Stupen kiivky n se zadavd mezi 2 a 16 (je mozné i od jedné, potom kresli
lomenou ¢éru).

e Vsechny vahy musi byt kladna redlna ¢isla.
e Pocet tidicich bodu je nejméné roven stupni kiivky plus jedna.
e Uzly tvoii neklesajici posloupnost kladnych realnych ¢isel.

e Prvnich a poslednich n+1 slozek uzlového vektoru muze byt shodnych, vnitini
slozky se mohou opakovat nejvyse n-krat, kde n je stupen ktivky.

e Pocet uzlu je roven poctu bodu plus stupen kiivky plus jedna.
e Uzlovy vektor neni tvoren stejnymi ¢isly.

e Pocet vah je stejny jako pocet bodu.

2. Projektivizace

Vytvorime nové pole ¢tyfrozmérnych bodu, které bude obsahovat homogenni sou-
fadnice puvodnich bodu. Kazdou soufadnici bodu vynasobime vahou a c¢tvrtou
soufadnici bude tvorit samotnd vaha. Princip projektivizace je popsan v ¢asti 2.2.3.
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bod4D.x = bod3D.x * vaha;
bod4D.y = bod3D.y * vaha;
bod4D.z = bod3D.z * vaha;
bod4D.w = vaha;

3. De Boortuv algoritmus pro zhomogenizované body (str. 37, ¢ast 2.2.2).

4. Soufradnice vysledného bodu jsou v homogennich soutadnicich. Pro vykresleni je
nutné provést zpétnou projektivizaci. Tedy prvni tii souradnice vydélime ¢tvrtou
soufadnici, kterd udava vahu vysledného bodu.

5. Vykresleni ktivky

Ukazka krivek
Na obr. 3.26 jsou vykresleny obecné NURBS ktivky.

L3 -

Obrazek 3.26: Ukazka vyslednych NURBS krivek

3.4.2 Obecna NURBS plocha

Obecna NURBS plocha je dana siti tidicich bodu spolu s jejich vahami. Déale je nutné
znat Tadkovy a uzlovy vektor a stupné kiivek v obou smérech. Toto zadani je uzivatelsky
nepiijemné a nepouziva se. Ve své préaci jsem vybrala pro zadavani ploch urceni jejich
okrajovych kiivek. Program dogeneruje vnitini body automaticky.

Princip programovani obecné NURBS plochy spo¢iva v tom, ze rozdélime vypocet
na dva vypocty pro NURBS kiivky, které uz zname z predchozi kapitoly. Pfi vypoctu
postupujeme po sloupcich. Body v kazdém sloupci bereme jako body na obecné NURBS
kfivce a pro ni vypocéitame bod pro parametr u. V kazdém sloupci vznikne novy bod, jak
je vidét na obr. 3.27.

Tyto body jsou tidicimi body pro novou NURBS kfivku. Pro parametr v se vypocita
vysledny bod NURBS plochy S(u,v). Parametry w, v z intervalu (0, 1) x (0, 1) urci body
na vysledné plose a plochu lze zobrazit.



108 KAPITOLA 3. VYSLEDKY PRACE

Obrazek 3.27: Vypocet bodu na plose

Programové zpracovani

Celé vykresleni NURBS ploch probiha v ramci tiidy SNurbs. Vypocet bodu plochy se
provadi metodou param, kterd jako parametr dostdavd hodnoty (u,v) € (0,1) x (0,1).
Vystupem jsou body na plose, které se predavaji k naslednému vykresleni. Dalsi dvé
pouzité tiidy jsou CBod a SBod. CBod zadavéa bod tfemi souradnicemi. Vystup metody
param je tiidy CBod. Vstupni fidici body plochy jsou tiidy SBod, kterd ma ¢tyfi parametry.
Prvni tTi jsou souradnice bodu a ¢tvrta souradnice udava vahu.

class CBod{ class SBod{
double x; double x;
double y; double y;
double z; double z;
T double w;
}
Algoritmus

Vstup: fidici body s vahami tiidy SBod v poli Sarray, pocet tadku, pocet sloupcu,
uzlové vektory pro fadky a sloupce - knot1l, knot2, stupen plochy pro fadky a sloupce
- degreel, degree2, parametry u,v

Vystup: bod NURBS plochy zadané pfedchozimi podminkami

Zékladem vypoctu je metoda param. Pseudokédem ji muzeme zapsat jako:

CBod SNurbs::param(double u, double v)
{
for (sl = 0; sl < sloupec; sl++)
Surftest1(sl, degreel, radek, knot_lengthl, knotl, Sarray);

Surftest2(degree2, sloupec, knot_length2, knot2);
Koeficientl(u, degreel,radek, knotl, &pocetOpakl, &koefUzlul);

for (sl = 0; sl < sloupec; sl++){
for (i = 0; i < radek; i++){
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Homogenizace(sl, i,Sarray, pomBod);
novyBod = DeBoorl(radek, degreel, degree2, knot_lengthl,
knot_length2, knotl, pomBod, pocetOpakl, koefUzlul, u);
+
}
// vypocet pro body novyBod
Koeficient2(v, degree2, sloupec, knot2, &pocetOpak2, &koefUzlu2);
vyslednyBod = DeBoor2(sloupec, degreel, degree2, knot_lengthl,
knot_length2, knot2, novyBod, pocetOpak2, koefUzlu2, v);
return CBod(vyslednyBod) ;
}

Popis pouzitych metod

Koeficientl - vypocita, ve kterém intervalu uzlového vektoru knot1 vstupni hodnota u
lezi a jaka je jeji ndsobmnost.

Koeficient?2 - vypocita, ve kterém intervalu uzlového vektoru knot2 vstupni hodnota v
lezi a jaka je jeji ndasobmnost.

Homogenizace - provede homogenizaci zadanych bodu.

deBoor1l - vypocet bodu NURBS kfivky pro jednotlivé sloupce pro parametr wu, vraci
body v poli NovyBod.

DeBoor2 - vypocet bodu NURBS kiivky z bodu v poli NovyBod vypoctenych metodou
deBoorl pro parametr v.

Surftestl - kontrola vstupnich idaju pro deBoor1.

Surftest2 - kontrola vstupnich idaju pro deBoor2.

Kriticka mista

V literatute jsou uvedeny vzdy celkové algoritmy. V zadné knize jsem nenasla diskuzi
o nasledujicich kritickych mistech. Proto je zde uvedeno podrobné teseni.

1. Krajni hodnoty uzlovych intervala

Pro potieby technické praxe je uzlovy vektor omezen na piipad, kdy prvnich n + 1
¢lenu uzlovych vektoru je rovno nule a poslednich n + 1 slozek uzlovych vektoru
je roven jedné.(n je stupen kiivky.) NURBS plocha prochézi svymi rohovymi body,
podle vlastnosti uvedené v ¢asti 3.2.2.

V krajnich hodnotéch dochézi ke kolizi. V deBoorové algoritmu se objevuje zaporny
index bodu a vysledek nenf spravny. Reseni spo¢iva v Gpravé metod Koeficient1 a
Koeficient?2. Pro hodnoty nula a jedna se pevné stanovi spravné hodnoty, které de-
Boor algoritmus zpracuje. Metoda Koeficientl vypada néasledovné, Koeficient2
se sestavi analogicky.

int SNURBS::Koeficientl(double u, int degreel, int radek, double
xknotl, int *pocetOpakl, int *koefUzlul)
{
if (u== 0){
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*pocetOpakl = degreel + 1;
xkoefUzlul = degreel + 1;
Yelse if (u™== 1){
xpocetOpakl = degreel + 1;
xkoefUzlul = radek + degreel;
Yelseq{
najdi interval uzloveho vektoru, kde u"lezi
urci nasobnost uzlu

u”}
}

2. Vstupni podminky

Dalsim tskalim je vhodné urc¢it vstupni podminky. V ¢asti vénované implementaci
NURBS kiivek jsou uvedeny podminky, které musi byt splnény také pro jednotlivé
krivky sloupcu, které v metodé DeBoor1 prochézime.

Metoda Surftestl obsahuje nasledujici podminky:

e je zaddna pravideln4 sit bodi,
e omezeni stupné plochy pro degreel — interval (1,17),
e vSechny vahy tidicich bodu musi byt kladné,

e pocet Tidicich bodu ve sloupci musi byt nejméné roven radkovému stupni plus
jedna,

e uzlovy vektor knot1 tvori neklesajici posloupnost,
e prvnich a poslednich degreel+1 slozek uzlového vektoru knotl je stejnych,
vnitini uzly se muzou opakovat nejvyse degreel-krat.

Pro metodu Surftest2 se nékteré podminky zméni a jsou nasledujici:

e omezeni stupné plochy pro degree2 — interval (1,17),

e pocet sloupcit musi byt nejméné roven sloupcovému stupni plus jedna, nebot
z metody deBoorl se vraci tolik bodu, kolik je sloupcu, ty pak vstupuji do
metody deBoor2,

e uzlovy vektor knot2 tvofi neklesajici posloupnost,

e prvnich a poslednich degree2+1 slozek uzlového vektoru knot2 je stejnych,
vnitini uzly se mohou opakovat nejvyse degree2-krat.

Vysledné modely
Na obr. 3.28 je ukazka obecnych NURBS ploch.
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Obrazek 3.28: Ukazka obecné NURBS plochy

3.4.3 Implementace NURBS téles

Dalsim krokem v implementaci NURBS objekttu jsou preddefinovand télesa — kuzel, valec,
koule, anuloid, rovina, hranol a rotacni télesa. Zadani téchto objektu je konvenéni. Uzivatel
ma moznost na rozdil od analytického zadani urcit také pocet rovnobézek a poledniku ¢i
uhel rozevieni télesa. Kazdy objekt lze jednoduse upravovat — ménit polohu bodu, jejich
vahy, uzlovy vektor.

NURBS télesa jsou teoreticky popsana v piredchozi ¢asti 3.3. Zde uvedeme zpusob

implementace s durazem na popis pouzitych metod a kritickych ¢i problémovych mist
algoritmu.

Objektovy navrh reseni

Pro obecné NURBS plochy byla vytvorena tfida SNurbs. Télesa budou implementovana
jako samostatné tiidy, které jsou potomky tiidy SNurbs a to z duvodu pristupu metody
param pro vypocet obecnych bodu ploch.

Systém implementace pro kazdé téleso je stejny. Uzivatel zada vstupni hodnoty pro
dané téleso, v konstruktoru piislusné tridy se vstup zkontroluje metodou test a pokud
je vse v poradku, tak se metodou spoctiParametry vypocitaji zakladni parametry pro
obecnou plochu (¥idici body, vahy, uzlové vektory). Poté vyuzitim dédicnosti muzeme
pouzit metodu param z rodicovské ttidy SNurbs a plochu vykreslit.

Nésledujici casti se postupné vénuji jednotlivym télesum. Pro kazdé téleso je popsana
metoda spoctiParametry vcetné dalSich metod, které pouziva. Nasledné jsou uvedeny

kriticka mista algoritmu. Na zavér jsou uvedeny ukazky vyslednych téles a moznosti jejich
upravy.

Tiida CylinderNurbs — kuzel a valec

Programové zpracovani Kuzel i vélec se zadavaji pomoci tii bodu - stfedu dolni

podstavy (bodStredu), bodu na obvodu podstavy (bodPolomeru) a stiedu horni podstavy
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pro vélec, resp. vrcholu pro kuzel (bodVysky). Déle je mozné zvolit 1ihel rozevieni daného
télesa a pocet rovnobézek.

Metoda spoctiParametry

Vstup: bodStredu, bodPolomeru, bodVysky, typ (vélec, kuzel), pocetRovnobezek
Vystup: fidici body s vdhami v poli Sarray, fadkovy a sloupcovy uzlovy vektor — knot1,
knot2, radkovy a sloupcovy stupen — degreel, degree2

Metoda se sklada z nésledujicich kroku:

1.

Urceni zakladnich vektoru télesa — jednotkové vektory podstavy vektorX,
vektorY a vektor vysky vektorZ.

vektorX = (bodPolomeru - bodStredu)/velikostX;
vektorZ = bodVysky - bodStredu;
vektorY = (vektorX x vektorZ)/velikostY // vektorovy soulin

. Urceni poctu obloukt v zavislosti na zadaném hlu rozevieni.

if (uhelRozevreni <= 90.0) pocetOblouku = 1;
else
if (uhelRozevreni <= 180.0) pocetOblouku = 2;
else
if (uhelRozevreni <= 270.0) pocetOblouku = 3;
else pocetOblouku = 4;

Urceni velikosti jednoho oblouku.
uhel = uhelRozevreni/pocetOblouku;

. Vypocet hodnoty proménné radek a urceni délky uzlového vektoru knotl — pro-

ménnd knotlengthl a pomocné vahy wil.

radek = 2*xpocetOblouku + 1;
knot_lengthl = radek + degreel + 1;
wl = cos(uhel/2.0);

Nalezeni tidicich bodu kruznicového oblouku podstavy.

Tato céast se opakuje pro kazdé téleso, proto ji vysvétlime pouze zde a u ostatnich
téles se na ni budeme odkazovat.

Nejdiive ur¢ime krajni body uhlu o velikosti uhel z kroku 3. Zname stied kruznice
(bodStredu) a jeji dva jednotkové navzijem kolmé vektory vektorX, vektorY.
Pocéteéni bod thlu je vstupni bod bodPolomeru a druhy bod vypocitame z rov-
nice kruznice.

P2=BodStredu+velikostX* (cos (uhel) *vektorX+sin(uhel) *vektorY)
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V téchto bodech uréime tecné vektory. Jejich prusecik urcuje dalsi fidici bod, jak
vidime na piipadu kruznice (obr. 3.29). Vaha nového bodu je sou¢in vahy prvniho
tidictho bodu a kosinu poloviny velikosti tthlu tohoto oblouku (proménnd w1 z pred-
choziho kroku).

ta
P; P B to

-

Fs P,

P5 \\Pz/P3

Obrazek 3.29: Hleddni fidicich bodu kruznice (360 stupnu)

V dalsi ¢asti udélame stejny vypocet postupné pro dalsi oblouky. Posledni bod
prvniho oblouku je prvnim bodem dalsiho. Pocet obloukt je uréen ve druhém kroku.
Ridici body jsou uklddany do pole Sarray, proménné t0, t1 jsou teény v krajnich
bodech oblouku. Pseudokod pro tento vypocet je:

index = 0;
pO[index]
pomUhel =
index = O;
t0=-sin(pomUhel) *vektorX+cos (pomUhel) *vektorY

= bodPolomeru;
0;

for (i=1; i<=pocetOblouku; i++){ //kruzn. oblouky
pomUhel = pomUhel + uhel;
// koncovy bod a tefna oblouku o“velikosti pomUhel
p2 = bodStredu + velikostX*(cos(pomUhel)*vektorX +
sin(pomUhel) *vektorY) ;
t2 = -sin(pomUhel)*vektorX+ cos(pomUhel)*vektorY;

// hledam prostfedni bod pl na oblouku mezi pO, p2
prusecikPrimek(p0O, t0, p2, pl);

// presun do pole ridich bodu

Sarray [index]=p0;

Sarray[index+1]=p1;

Sarray[index+2]=p2;

index = index + 2;
if (i<pocetOblouku) {
pOlindex] = p2[index-2]; // posun na dalsi oblouk
t0 = t2;
}
}
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6. Generovani tidictho vektoru v zavislosti na poc¢tu oblouktu. Vnitini hodnoty jsou
generovany v zavislosti na po¢tu oblouku podle predpisu daného pro kruznici.

switch(numberOfArcs){
case 1: break;
case 2: knot1=(0,0,0,0.5,0.5,1,1,1); break;
case 3: knotl= (0,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1) break;
case 4: knotl= (0,0,0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1,1,1)
break;

7. Odvozeni fidicich bodu horni podstavy metodou horniPodstava.

8. Podle poctu rovnobézek zadanych uzivatelem se dopocitaji dalsi fidici body na
svislych sténach télesa a provede se modifikace uzlového vektoru knot2. Stupen
degree?2 je roven jedné pro dvé rovnobézky, pro vice rovnobézek se pouzije stupen
dva, abychom pii zménach polohy fidicich bodi zachovali C! spojitost.

if (pocetRovnobezek == 2){
knot2 = (0,0,1,1);
telse
pridejRovnobezky (pocetRovnobezek) ;

Metody pouzité v metodé spoctiParametry

Metoda horniPodstava Pro vilec provedeme posun o vektorZ tidicich bodu pod-
stavy. Pro kuzel se generuje pouze vrchol, coz je vlastné zadany bodVysky. Abychom
dostali vyslednou sit bodi, je potfeba ho nacist tolikrat, kolik je bodiu dolni podstavy.

Metoda pridejRovnobezky Metoda se vold, pokud uzivatel zada pocet rovnobézek
vétsi nez dve. Omezeni pro kuzel i pro vélec je interval (2, 100). Poté je nutné najit velikost
posunuti bodu v zavislosti na poctu rovnobézek a modifikovat uzlovy vektor, zménit pocet
sloupcu a hodnotu délky uzlového vektoru. Tyto zmény jsou reseny nasledovneé:

e Velikost posunuti.
Dostaneme ji vydélenim slozek vektoru bocnich stén poctem rovnobézek minus
jedna. Body generujeme postupnym pricitanim vypocéitaného vektoru posunuti
k pfedchozimu bodu.

posunuti = (Sarray[1] - Sarray[0])/(pocetRovnobezek-1);
for (j = 1; j<=pocetRovnobezek-1; j++)
Sarray[j] = Sarray[j-1] + posunuti;
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e Délka a modifikace uzlového vektoru.
NURBS krivka musi splinovat podminku, ze délka uzlového vektoru je rovna poctu
bodu plus stupen kiivky plus jedna. Stupen pro primku je roven dvéma, tedy délka
uzlového vektoru je rovna poctu rovnobézek plus tfi. Abychom zachovali plynuly
prubéh primky, musi byt uzlovy vektor ekvidistantni, takze jako dalsi ¢ast programu
byl vytvoren generator ekvidistantniho uzlového vektoru knot2 pro zadany pocet
rovnobézek.

knot_length2 = pocetRovnobezek + degree2 + 1;
knot2[0]=(0.0);
knot2[1]=(0.0);
knot2[2]=(0.0);
knot2[pocetRovnobezek]=(1.0);
knot2[pocetRovnobezek+1]=(1.0);
knot2[pocetRovnobezek+2]=(1.0);
for (k"= 3; k<=pocetRovnobezek-1; k++){
knot2[k] = a/(pocetRovnobezek-2);
at+;

I

Metoda prusecikPrimek Vypocet pruseciku piimek v prostoru je pomérné narocna
operace. Obecné se jedna o vypocet tii rovnic o dvou neznamych. Prvni moznost feSeni
je analyticka. Presny vypocet dosazovaci metodou. Problémy vznikaji, pokud je néktery
z koeficientu nulovy. Druhou moznosti je pouzit nékterou numerickou metodu.

V programu bylo pouzito feSeni rozsitenim ulohy. Vzhledem k zadani lezi primky vzdy
v jedné roviné a jsou tedy vzdy ruznobézné. Jejich smérové vektory jsou t0 a t2. Pridani
vektoru vektorZ k jednom z teénych vektoru vznikne rovina a tiloha se zméni na prusecik
piimky s rovinou. Ptistup je znazornén na obr. 3.30.

Obecné:
Méjme dénu piimku p : (P,v) a rovinu a(Q, n)
Prusecik primky s rovinou se vypocita jako:

(2.)

X=P+v -
(v,n)

(3.56)

Kriticka mista
1. Metoda prusecikPrimek

e Ve vysledném vzorci se jedné o podil dvou skalarnich soucinu, tedy je to realné
¢islo, kterym nasobime smeérovy vektor primky.

2. Vstupni podminky

e Testy metody param — Surftestl a Surftest2 musi byt splnény.
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rovina o
P
vektorZ to
P
23
bodStredu P,

Obrazek 3.30: Prusecik ptimek v prostoru — prolozeni rovinou

e Vzhledem k pozadavkium firmy se vykresluji kolma télesa, tedy vektory ze
zadanych bodu jsou k sobé vzajemné kolmé.

(bodStredu - bodPolomeru, bodStredu - bodVysky) = 0

3. Omezeni metod pridejRovnobezky, rozevriTeleso

e Pocet rovnobézek je v intervalu (2,100).

e Pii hledéni ekvidistantniho intervalu pro nové body je nutné psat ¢islo jedna
jako 1.0, aby bylo typu double, jinak dojde k chybnému zaokrouhlovani na
cela cisla.

e Uhel rozevieni je v intervalu (1, 360).

Vysledné modely
Vysledné modely a ukézka jejich editace jsou vykresleny na obr. 3.31, 3.32, 3.33 a 3.34.

Trida SphereNurbs — kulova plocha

Programové zpracovani Uzivatelskym vstupem je bod zadéavajici stied koule
(bodStredu), velikost poloméru (polomer) a thel rozevieni (uhelRozevreni).

Metoda spoctiParamety

Vstup: bodStredu, polomer, uhelRozevreni
Vystup: tidici body s vahami v ¢tyirozmérném poli Sarray, fadkovy a sloupcovy uzlovy
vektor knotl, knot2, stupné degreel, degree2
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Obrazek 3.32: Kuzel otevieny na 270 stupnu

Prvnim krokem je odvozeni zakladnich fidicich bodu pulkruznice, kterd se bude otacet,
ze vstupnich udaju. Poté se vypocitaji dalsi fidici body a jejich vahy pro jednotlivé fadky
v zavislosti na velikosti hlu rozevieni.

1. Vygenerujeme zakladni body — metoda generujZakladniBody.

2. Uréime uzlovy vektor knotl — metoda generujKnotl.
knot1 = (0.0,0.0,0.0,0.5,0.5,1.0,1.0,1.0)

3. stanovi pocet oblouku v zavislosti na hlu rozevieni

if (uhelRozevreni<=90) pocetOblouku = 1;
else if (uhelRozevreni<=180) pocetOblouku = 2;
else if (uhelRozevreni<=270) pocetOblouku = 3;
else pocetOblouku = 4;
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Modifikace NURBS kuzele a vélce 1
Modifikace NURBS kuzele a vélce 11

Obrézek 3.33
Obréazek 3.34

logicky podle bodu 6

u ana.

tu oblouku

i na poc

~ 7

4. Urcime uzlovy vektor knot2 v zavislost

(na str. 114) pouzitého u valce a kuzele —
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polomer

bodStredu

polomer

polomer

Obrézek 3.35: Generovani zdkladnich bodu

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). Metodu spoctiParametry pro kulovou plochu muzeme za-
psat pseudokdédem nasledovné.

for (j = 1; j <= 3; j++){
t0 = (0.0,1.0,0.0);
index = 0;
pomUhel = 0.0;

for (i = 1; i <= pocetOblouku; i++){
pomUhel = pomUhel + uhelJedenOblouk;
Sarray[j] [index+2] .x = bodStredu.x + polomer * cos(pomUhel);
Sarray[j] [index+2] .y = bodStredu.y + polomer * sin(pomUhel) ;
Sarray[j] [index+2] .z Sarray[j] [index] .z;
Sarray[j] [index+2] .w Sarray[j] [index] .w;

t2[0]=(-1.0*sin(pomUhel), cos(pomUhel),0.0);
prusecikPrimek(index, j, tO, cosUhel);
index = index + 2; // prejdu na dalsi oblouk
if (i < pocetOblouku)

t0[q]l = t2[ql;

Kritickd mista
1. Vstupni podminky

e Polomér je kladné ¢islo.

e Uhel rozevieni koule je v intervalu (1, 360).

2. Metoda generujBodyPolu
Prvni a posledni fadek tvori stejné tidici body — pély kulové plochy.
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for (1 =1; i < 2*pocetOblouku + 1; i++){
Sarray[0] [i] .x = Sarray[0] [0] .x;
Sarray[0] [i].y = Sarray[0][0].y;
Sarray[0] [i] .z = Sarray[0] [0].z;

by

Jejich vahovy vektor musi byt pro celou kulovou plochu tvaru:

2 V2 V2 V2
(17 \/_7]'7 \/_7]'7 \/_7]‘7 \/_7 1)'
277277277 2

Pro rozevienou kulovou plochu se pouzije pouze odpovidajici ¢ast vektoru.

3. Metoda prusecikPrimek
Stejna jako u tiidy CylinderNurbs.

4. Prevod uhlu na radiany

Pii pouzivani funkci kosinus a sinus je nutné prevadét thly ze stupnu na radidny.

Vysledné modely
Ukéazkové modely jsou vykresleny na obr. 3.36, 3.37, 3.38 a 3.39
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Obrazek 3.36: NURBS koule stupné dva a tii
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Obréazek 3.39: Moznosti tvorby ze zakladniho tvaru
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Tiida PlaneNurbs — rovina

Programové zpracovani Vstupem jsou tii obecné body — bod1, bod2, bod3 — které
urcuji obecnou rovinu. Déle je mozno zadat pocet rovnobézek a poledniku, které vygene-
ruji hustsf sit #idicich bodt pro snadnéjsi ipravy.

Metoda spoctiParamety

Vstup: bodl, bod2, bod3, pocetPoledniku, pocetRovnobezek, parametr (u,v)
Vystup: fidici body s vahami v ¢tyirozmérném poli Sarray, fadkovy a sloupcovy uzlovy
vektor knotl, knot?2

1. Vygenerujeme zékladni body metodou generujZakladniBody;

2. 'V zavislosti na poctu poledniku se uréi uzlovy vektor knotl a spocitaji dalsi ridici
body metodou pridejPoledniky.

3. V zavislosti na po¢tu rovnobézek ur¢ime uzlovy vektor knot2 a vygenerujeme dalsi
fidici body metodou pridejRovnobezky.

Uzlové vektory se v obou pripadech vypocitaji stejné. Prvnich stupen+1 ¢lent je rovno
nule a poslednich stupen+1 ¢lenu je rovno jedné. Délka uzlového vektoru se odvodi z poc¢tu
rovnobézek ¢i polednikt, aby bylo splnéno pravidlo pro B-spline funkce. Prostredni uzly
jsou rozdéleny ekvidistantneé.

Metody pouzité v metodé spoctiParametry

Metoda pridejRovnobezky Pro jednotlivé sloupcové body vygeneruje body podle
proménné pocetRovnobezek, kterou zada uzivatel. (viz obr. 3.40).

bod 4 bod 3
[ ) [ )
posunuti
[ ) [ )
bod 1 bod 2

Obrazek 3.40: Generovani bodu pro obecny pocet rovnobézek (4)

posunuti= (bod3 - bod2)/(pocetRovnobezek - 1);
for (i = 0; i < pocetPoledniku; i++)
for (j = 1; j < pocetRovnobezek; i++)
Sarray[i] [j] = Sarray[i] [j-1] + posunuti;
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Metoda pridejPoledniky

Pro spodni a horni fddek vygeneruje fidici body, viz obr.3.41.
bod 4 bod 3

bod 1 bod 2

posunuti

Obrézek 3.41: Generovani bodu pro obecny pocet poledniku (4)

posunuti= (bod2 - bodl)/(pocetPoledniku - 1);
for ( j =0; j <2; j++)
for (i = 1; i <= radek-1; i++)
Sarray[i] [j] = Sarray[i-1][j] + posunuti;

Kriticka mista
1. Vstupni podminky

e Vstupni body — bod1, bod2, bod3 jsou vzajemné ruzné.

e Vstupni body nelezi na jedné ptimce. K vypoctu vyuzijeme vlastnost — pokud
promitnuty bod lezi na alespon dvou prumétech primky, lezi na této primce i
v prostoru. K otestovani, zda bod lezi na pfimce v roviné pouzijeme vztah:

(bo — ao)(p1 — a1) — (b1 — a1)(po — @) =0, (3.57)
kde body A = (ag,a1) a B = (by,by) urcuji piimku a testujeme bod P =
(po, p1)-

e Pocet poledniku je v intervalu (2,100).

e Pocet rovnobézek je v intervalu (2,100).

2. Urceni stupné degreel, degree2
Pokud je pocet rovnobézek nebo poledniku roven dvéma, jedinou moznosti je volba
stupné jedna. Poc¢et bodu musi byt vzdy alespon o jeden vétsi nez je stupen v daném
sméru. Pro ostatni pripustné hodnoty se voli stupen roven dvéma, abychom zajistili
spojitost pii zméné polohy fidicich bodu.

Vysledné modely
Na obr. 3.42, 3.43 je ukazka vyslednych modeli NURBS rovin.
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Obrazek 3.43: NURBS rovina upravena zménou bodu

Tiida CubeNurbs

Programové zpracovani Jako vstup od uzivatele se prijimaji tii body — dva tvofii
uhlopiicku podstavy a tieti urcuje vysku. Jeho poloha vzhledem k druhému bodu urcuje,
zda se bude jednat o kolmy nebo kosy hranol. Déle je to pocet rovnobézek a poledniku,
které vygeneruji hustsi sit bodu k lepsi modifikaci objektu. Pokud je pocet rovnobézek
i poledniku roven dvéma, pak je stupen plochy jedna. Pii vyssim poctu poledniku a
rovnobézek se voli stupen druhy, aby nevznikaly zlomy pii posunu fidicich bodu.
Metoda spoctiParamety

Vstup: bodUhloprickyl, bodUhlopricky2, bodVysky, pocetRovnobezek, pocet
Poledniku

Vystup: tidici body s vahami v ¢tyirozmérném poli Sarray, fadkovy a sloupcovy uzlovy
vektor knotl, knot2

Metoda je slozena z nésledujicich ¢ty ¢asti:

1. Generovani ¢tyt zakladnich bodu podstavy.

generujZakladniBody () ;
2. Pridani bodu podle poctu poledniku, pokud je pocet vétsi nez dva.
if (radek > 2) pridejPoledniky(radek);

3. Vypocet tidicich bodu na jednotlivych rovnobézkach.
pridejRovnobezky(sloupec, radek, bodVysky);
4. Nalezeni uzlového vektoru knot1 pro jednotlivé rovnobézky, pokud je stupen roven

jedné (pocet rovnobézek i poledniku je roven dvéma), mé uzlovy vektor uvedeny
tvar.
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if ( degreel !'= 1)
generujKnotl(degreel, radek);
else
knotl = (0.0, 0.0,0.25,0.5,0.75,1.0,1.0);

if ( degree2 !'= 1)
generujKnot2(degree2, sloupec);
else
knot2 = (0.0, 0.0,1.0,1.0);

Metody pouzité v metodé spoctiParametry

125

generujZakladniBody Uzivatel zad4 dva body thlopticky a metoda uréi dva zbyvajici.
Pro jednoznacnost je nutné predpokladat, ze dand uhlopficka lezi v roviné (zy) nebo
v roviné s ni rovnobézné.
Z obr. 3.44 je ziejmy vypocet zbyvajicich dvou vrcholu dolni podstavy. Zachova se
vzdy jedna ze soutradnic zndmych vrcholi. Velikost vahy je u vSech bodu rovna jedné.

z

(z1,92) (72, y2)

(z1,1) (22,91)

Y

Obrézek 3.44: Vypocet tidicich bodu dolni podstavy

metoda pridejPoledniky(radek) ;

1. Spocitat velikost posunuti jednotlivych bodu vzhledem k poc¢tu poledniku, které

ma hranol mit. Je nutné si uvédomit, ze pocet poledniku — proménnd radek — zde
znamend pocet poledniku na jedné hrané podstavy. Pocet tidicich bodu podstavy je

tedy jiny.
posunX = (Sarray[1] [0].x - Sarray[0][0].x) / (radek-1);
posunY = (Sarray[2] [0].y - Sarray[0][0].y) / (radek-1);

. Pro jednotlivé hrany spodni podstavy spocitat ridici body jako posunuti vhodné

soutadnice predchoziho bodu a velikost posunX nebo posunY. Véhy jsou u vsech
bodu rovny jedné (viz obr. 3.45). Je nutné si uvédomit, ze pro dvé stény ma posunuti
opacné znaménko a také, ze posledni tidici bod je roven prvnimu fidicimu bodu.
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(‘rh y2) (l’g - EOSU.DX, y2) (x27 y2)

¢ (71, y2 — posunY) o(z2, 41 + posunY)

(‘rlv yl) (xl + I;OSUHX, yl) (x27 yl)

Obrazek 3.45: Vypocet tidicich bodu pro tii poledniky

metoda generujKnotl(degreel, radek)

Metoda vraci tvar uzlového vektoru knot1. Pro stupen druhy a pocet rovnobézek vétsi
nez dva, musi uzlovy vektor obsahovat vzdy tyto ¢leny, které zpusobuji to, ze rohové ridici
body lezi na plose (viz obr. 3.46).

xnot1 = (0.0,0.0,0.0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75, 1.0, 1.0, 1.0)

0.75,0.75 ~—— 0.5,0.5
1,1,1
0,0,0 — 0.25,0.25

Obréazek 3.46: Zakladni uzlovy vektor pro hranol

Pii volbé k poledniki dochdzi k ptridani 4k tidicich bodu (na kazdou hranu podstavy
k), a proto musi byt uzlovy vektor delsi o 4k hodnot. Ty se musi rovnomérné rozmistit
mezi vySe uvedeny vektor. Pocet vlozenych ¢isel mezi jednotlivé hodnoty uzlového vektoru
urcuje proménnd pocetVnitrnichUzlu.

pocetVnitrnichUzlu = ( 4 * radek - 5 * degreel - 2) /4;

Pomoci for cyklu je potieba naplnit uzlovy vektor délky
(5*degreel + 1 + 4*pocetVnitrnichUzlu + 1) zndmymi hodnotami pro rohové fidici
body a ekvidistantnimi hodnotami pro pfidané rovnobézky. Ekvidistantni hodnoty se
vypocitaji podle:
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knot1[i] = knot1[i-1] + 0.25 / (pocetVnitrnichUzlu + 1);

Na obr. 3.47 je piipad pro tfi poledniky. Uzlovy vektor knot1 mé nésledujici tvar:
(0.0,0.0,0.0,0.125,0.25, 0.25,0.375, 0.5, 0.5, 0.625, 0.75,0.75, 0.875, 1.0, 1.0, 1.0)

Obecné dostavame:

pocetVnitrnichUzlu pocetVnitrnichUzlu
0,0,...,0, ~— 0.25,...,0.25, ~—/
N—— e
degreel+1 degreel
pocetVnitrnichUzlu pocetVnitrnichUzlu
0.5,...,05, =  0.75,...,075, = 1.0,...,1.0
N——— ~—_——— N—_——
degreel degreel degreel+1
0.75,0.75 ~—— 0.5,0.5
0.625
¢ 0.875 0.375 ¢
1,1,1 0.125
0,0,0 -— 0.25,0.25

Obrazek 3.47: Generovani uzlového vektoru knot1 pro t¥i poledniky

metoda generujKnot2(degree2, sloupec)

Uzlovy vektor knot2 musi obsahovat prvnich a poslednich degree2+1 clent stejnych,
opét kvuli tomu, aby hrana zacinala a konéila v rohovém bodé. Vnitini uzly jsou ekvi-
distantni. Uzlovy vektor knot2 se pouziva pro svislé hrany, neni tedy nutné jako v piipadée
knot1 prochazet vsechny 4 vrcholy postupné, ale pohybujeme se vzdy mezi dvéma body.

sloupec—degree2

0,0,...,0, "= 1.0,...,1.0,
—— N———
degree2+1 degree2+1

Kriticka mista
1. Vstupni podminky
e Vstupni body — bodUhloprickyl, bodUhlopricky2, bodVysky jsou vzajemné
ruzné.
e Body na tuhlopfti¢ce lezi v roviné rovnobézné s rovinou xy, tj. maji stejnou
z-ovou souradnici.

e Vstupni bod bodVysky lezi mimo rovinu obsahujici uhlopricku, kterd je rovno-
bézné s zy, tj. ma jinou z-ovou soutradnici.
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.

Obrazek 3.48: NURBS hranol s péti rovnobézkami a osmi poledniky

tervalu (2, 100).

o
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e Pocet rovnobézek je v intervalu (2, 100).

2. Urceni stupné degreel, degree2
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Vysledné modely jsou na obr. 3.48, 3.49.
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¢et oblouku v zavislosti na thlu rozev

if (uhelRozevreni<
if (uhelRozevreni<
else pocetOblouku = 4;

f (uhelRozevreni<
else
else
cuje uzlovy ve
. 114) pou

(str

knot1 = (0.0,0.0,0.0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1.0,1.0,1.0)
i

1. Vygeneruje zékladni body — metoda generujZakladniBody.
uhelJedenOblouk

2. Urcuje uzlovy vektor knotl — metoda generujKnot1l.

3. Stanovi po
4. Ur
5. Vypocet velikost
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Obrazek 3.50: NURBS anuloid (rozevieni)

6. Vypocet fidicich bodu pro jednotlivé fadky a urceni jejich vah. Princip je stejny
jako u metody spoctiParametry pro kuzel a vilec (viz postup a obr. 3.29 na str.
113).

Kriticka mista
1. Vstupni podminky.

e Polomér je kladné ¢islo.
e Uhel rozevieni anuloidu je v intervalu (1, 360).

e Bod stfedu kruznice rotace nesmi lezet na ose anuloidu. Pak by se jednalo
o dvojnou kouli. Kulovou plochu ale vykreslujeme pomoci samostatné tiidy
SphereNurbs. Vzajemnou polohu piimky a bodu v prostoru fesime konecnym
automatem.

e Osa je zaddna dvéma ruznymi body.

2. Ptevod uhlu na radidny.
Pii pouzivani funkci kosinus a sinus je nutné prevadét thly ze stupnu na radidny.

Vysledné modely

Ukéazku ruznych anuloidu a jejich modifikaci naleznete na obr. 3.50, 3.51.

Rotaéni télesa

Programové zpracovani Rota¢ni téleso jako NURBS je zadédno obecnou osou rotace
a libovolnou NURBS krivkou. Lze také zadat thel rozevieni télesa od jednoho do 360
stupnu. Vyhodou rotacnich téles je mozna editovatelnost vysledného modelu. Kazdému
rotacnimu télesu je totiz pfifazena sif fidicich bodi a uzivatel ma moznost ménit jejich
polohu, vahu. VSechny tyto zmény jsou pouze lokalni.
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Obrazek 3.51: NURBS anuloid — moznosti tpravy

Metoda spoctiParametry

Vstup: NURBS krivka (tidici body, vahovy a uzlovy vektor, stupen), thel rozevieni
Vystup: tidici body v poli Sarray s vahami v poli weights, fadkovy a sloupcovy uzlovy
vektor — knot1, knot2, fadkovy a sloupcovy stupen — degreel, degree?2

1. Inicializace — uzivatelem zadané body jsou prvnimi body pro hledané kruznice.

2. Podle velikosti hlu rozevieni rozdélime na oblouky a najdeme velikost zédkladniho
thlu (angle).

angle € (0,90 >— numberOfArcs = 1;
angle € (90,180 >— numberOfArcs = 2;
angle € (180,270 >— numberOfArcs = 3;
angle € (270,360 >— numberOfArcs = 4;
angle = angle/numberOfArcs;

3. Urcime uzlovy vektor pro kruznice otaceni jednotlivych bodu vstupni kiivky v za-
vislosti na velikosti 1hlu rozevieni. Tento tvar vychazi z vyjadieni kruznicovych

oblouku jako NURBS.

switch(numberOfArcs){
case 1: break;
case 2: knot1=(0,0,0,0.5,0.5,1,1,1); break;
case 3: knotil= (0,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1) break;
case 4: knotl= (0,0,0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.75,0.75,1,1,1)
break;

4. V dalsim kroku vypoc¢itame souradnice bodu, které vznikaji otocenim tidicich bodu
vstupni piimky o thel angle. V obou téchto bodech nalezneme tecny a prusecik
téchto tecen je dalsi fidici bod. Tento postup opakujeme pro vSechny oblouky
prislusného kruznicového oblouku a je analogicky pro tvorbu zakladnich téles uve-
denou v ptredchozich ¢astech. Rozdilem je, Ze osa rotace muze byt v obecné poloze
vzhledem ke vstupni kfivce.
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Obrazek 3.52: Rotacni télesa jako NURBS (s viditelnosti)

Kriticka mista

Nejdfive je nutné zkontrolovat vstupni hodnoty zadané uzivatelem (viz ¢ast a). Ve vypo-
¢etni ¢asti se vyskytne problém, pokud néktery z bodu kiivky lezi na ose rotace. V tomto
pripadé degeneruje kruznice v jeden bod, ale ten je nutny zahrnout do vysledné sité fidicich
bodu devétkrat (viz definice NURBS kruznice). V metoddch pouzitych pro generovéni
fidicich bodu muzeme také narazit na problémy, které v dalsi ¢dsti podrobné probereme
(viz ¢ast b, c).

a. Kontrola vstupnich hodnot

— osa rotace je zaddana dvéma ruznymi body,

— thel rozevteni télesa je v intervalu (1, 360),

— NURBS kfivka je korektné zadana, tj. ruzné tidici body kazdy s kladnou vahou, uzlovy
vektor je neklesajici posloupnost kladnych realnych ¢isel a splnuje podminku vzhledem
ke stupni a poctu fidicich bodu.

b. metoda PromitniBodNaPrimku(A,B,C)

Metoda se pouziva pri hledani stredu kruznice, kolem kterého budeme bod otacet. Prove-
deme projekci obecného bodu A na primku danou body B, C. Jelikoz promitame kolmo
na danou piimku, je smérovy vektor dany body B, C normalovym vektorem pro promitaci
rovinu jdouci bodem A.

Rovnice piimky: X = B + (B — C)

Rovnice roviny: (B — C)X — (B - C)A =

Po dosazeni rovnice piimky do rovnice roviny dostavame vztah pro vypocet parametru ¢.
Dosazenim parametru do rovnice piimky ziskdme vysledny prumét bodu A.

c. metoda PrusecikPrimek ()
Metoda, ktera je podrobné probrana u kuzele a valce.

Vysledné modely

Obr. 3.52 a 3.53 ukazuji priklad obecnych rota¢nich NURBS ploch a zptisoby jejich tpravy.
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Obrézek 3.53: Rotac¢ni télesa — moznosti editace

3.5 Spojité navazovani NURBS ploch

V technické praxi se ¢asto objevuje potieba hladkého navazovani NURBS ploch. K jedné,
jiz vytvofené plose, chceme piidat dalsi tak, aby pfechod mezi nimi byl C? spojity. Ke
stanoveni podminek je nutné udélat podrobny rozbor celé situace. V literatuie je uvedena
pouze zakladni podminka o vztahu sousednich bodt, neni zde vysvétlen vliv vahy ¢i tvar
uzlového vektoru. V této ¢asti bude podrobné probrano celé odvozeni.

Méjme danu NURBS plochu S(u,v) s fidicimi body P;; s vahami w;;, i = 0,1,...,m
aj=0,1,...,n atddkovym uzlovym vektorem u a sloupcovym vektorem v. Déle je dén
fadkovy a sloupcovy stupen plochy p,q.

Druhou plochu chceme hladce navazat podél posledniho sloupce prvni plochy. Oznac¢me
ji §'(u,v). Jejf i{dicf body oznaéme Q;; s vahami wj;, i = 0,1,...,ma j =0,1,...,7.
Prvni ziejmou podminkou je, ze pocet fadku musi byt u obou ploch stejny. Také sloupcovy
uzlovy vektor a sloupcovy stupen obou ploch se musi rovnat, nebot mus{ mit spole¢nou
ktivku danou poslednim sloupcem puvodni plochy. Tedy sloupcovy uzlovy vektor je v a
sloupcovy stupen je q. Zbyvajici fddkovy vektor ozna¢ime u’ a radkovy stupen s.

Kromé predchozich formalnich podminek musi platit zakladni vztah. Odpovidajici
body posledniho a predposledniho sloupce puvodni plochy lezi na piimce spolu s body
druhého sloupce ptipojené plochy. Vahy odpovidajicich bodu téchto tii sloupciu jsou stejné

/ /
Wip—1 = Wip = W; g = W; 1.

Body a véhy prvniho sloupce navazujici plochy jsou stejné jako fidici body a vahy
posledniho sloupce puvodni plochy — spolecna hrani¢ni krivka. Symbolicky zapséno:
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Qio = Pin,Win = w;,o proi=0,1,...,m. (3.58)
P 1Qin =k.Pyp1Qio = k.Pi 1P, prolibovolné k # 0,k € R. (3.59)

Rozepsanim dostavame vyjadieni bodu druhé sloupce pripojené plochy:

Qzl - zn 1(1_ )"‘in,O (360)

7, matematické analyzy plati véta o spojitém navézani. Nutnou a dostate¢nou pod-
minkou je pritomnost tecné roviny, tedy existence parcialnich derivaci. V tomto ptipadé je
jedna derivace ziejmé shodnda. Obé plochy maji spole¢nou hrani¢ni kiivku danou stejnymi
fidicimi body s vahami, stejnym uzlovym vektorem i stupném. Ponékud obtiznéjsi je
situace pro druhy smér — radky.

Musime dokézat, ze pii splnéni vyse uvedenych podminek v obecném bodé hrani¢ni
krivky existuje spolecna tec¢na rovina pro obé plochy. Budeme potiebovat derivace v prv-
nim a poslednim bodé NURBS kiivky. Tu lze vyjddrit jako (uzlovy vektor je na intervalu

(0,1)):

m W; 1

C'(0) = i1 — Qi = i1 — Pin)— 3.61
(0) 1w, —(Qin — Qi O)IUi,o —w (Qin , )wi70 (3.61)
m Wi pn—
C'(1) = m(Pm — Pip1) w - (3.62)
m—p— M

7 uvedenych vzorcu vidime, ze derivace v krajnich bodech zavisi pouze na vektoru
urceném poslednimi dvéma nebo prvnimi dvéma body kiivky. Dokazeme-li tedy, ze tyto
derivace jsou linearné zavislé, pak derivace v krajnich bodech je stejna az na nasobek a
navazani obou ploch je spojité.

Vezmeme tedy pro stejny parametr v obecny bod na posledni a predposledni kiivce
prvni plochy (sloupcové) a na prvni kiivee (sloupcové) navazujici plochy. Predpoklddame,
ze plati vSechny uvedené podminky vyse. Vyjadiime obecny bod na téchto kiivkach:

s Zwm 1Py 1 NE(v) (3.63)
=0

szanan sz an ON ) (364>

¥ (v Z w1 Qi Ni (v (3.65)

Pouzitim predpokladu o rovnosti vah a z rovnice (3.60) dostavame obecny bod na kiivce
z bodu prvniho sloupce pripojené plochy.

¥ (v Zwm n1(1 — k) 4+ kQi o) NE(v) (3.66)

Nyni sta¢i dokdzat, ze body C;f_l(v), C5(v),C¥' (v) pro libovolné v € v lezf na pifmee.
Pak jsou vektory linearné zavislé a podle vzorcu pro derivace v krajnich bodech jsou az
na nasobek (podil vah a uzlovych vektoru) stejné.
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Musi byt pro ¢ # 0,q € R:
q.C5 1 (0)C3(v) = C5(v)CY (v)

4(C (v) = Cp_y(v) = CF' (v) = G (v)

Vyjadiime:
C’f( ) CS sznQZONq szn i,n— 1N )
szn Qz() zn I)Nq( )
a
Cfl(v> - Cg(v) = Zwi,n<Pi,nfl(1 - ) + szO sz an ON

= —1 szn on zn 1) (U)

Oba vyrazy jsou stejné az na nasobek k£ — 1, na némz nezalezi. Proto jsou linearné
zavislé a urcuji parcidlni derivaci v druhém sméru pro obé plochy. Obé parcialni derivace
na hrani¢ni kiivce jsou stejné, proto pokud je splnén predpoklad, je navazani C'y spojité.
Na obr. 3.54 vidime schéma jednoduchého navazani dvou ploch

P2,n—1

Obréazek 3.54: Schéma hladkého napojeni dvou ploch
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3.5.1 Podminky hladkého napojeni NURBS ploch

Méjme dany dvé obecné NURBS plochy S, S".
Plocha S

sit m x n bodu

fidici body P;; s vdhami w;;

radkovy a sloupcovy uzlovy vektor u, v
radkovy a sloupcovy stupen p, ¢

Plocha ¢’

sit 1 x r bodil

tidicl body Qy; s vdhami w;

fadkovy a sloupcovy uzlovy vektor u’, v’
radkovy a sloupcovy stupen p’, ¢’
Jestlize plati:

1. vi=v
2. q=¢
_ Y Y .
3. Win—1 = Win = wi,O - wi,l Pro v = 0, 17 oo,

4. Qio=PF,proi=0,1,...,m
5. pro libovolné k # 0,k € R

Pi,nlei,l = k-Pi,nlei,O = k-Pi,nflpi,n proi=0,1,...,m

pak jsou plochy S a S’ hladce napojeny.

3.6 Vyuziti interpolace pomoci NURBS krivek

3.6.1 Obecny postup

Ve spolupraci s tstavem strojirenské technologie — odbor technologie obrabéni je fesen
projekt pro medicinské vyuziti. Jedna se o vyrobu kloubnich nahrad vhodnych pro operace
kolennich kloubt. Nase vysledky budou po testovani pouzity v nemocnici u sv. Anny
v Brné, kde se roéné provadi asi 100 téchto operaci.

Nasim tkolem je ziskat presné vyjadieni plochy kloubu a tu transformovat do soutradnic
pro drédhu frézky, ktera kloub z kovového hranolu vyrobi. I kdyz se jednd o namétené
hodnoty, které nejsou presné, nemuzeme pouzit metodu nejmensich ¢tvercu nebo dalsi
statistické metody. Plocha kloubu je totiz velmi ¢lenitd a neni mozné najit jeji jednoduchou
reprezentaci. Proto bereme namérené hodnoty jako hodnoty presné a ty interpolujeme.

Metoda byla testovana na pulvalci. Nejdiive je pomoci piistroje Microscribe (obr.
3.55) nasniména sit bodu. Predmét musi byt velmi dobfe piipevnén a pomoci snimact
tuzky (obr. 3.55) se zapisuji souradnice nasnimané pozice.
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Obrazek 3.55: Pristroj Microscribe a sniméni bodu valce

Tyto body jsou interpolovany pomoci NURBS ktivek. Vsechny vahy bodu nastavime
implicitné na hodnotu jedna. Budeme tedy pracovat pouze s neuniformnimi B-spline
krivkami.

Ze vstupnich bodu vypocéitame tvar uzlového vektoru pomoci stiedové ¢i tétivové
metody. V praxi budeme pouzivat sttedovou metodu, ktera je vhodna, pokud ve vstupnich
datech existuji vyraznéjsi prechody. Nasledné sestavime matici pro nalezeni fidicich bodu.
Vysledny uzlovy vektor a fidici body vypiseme do souboru a preddame ke zpracovani
frézkou. NURBS kfivku zobrazime v programu Gnuplot, pozdéji bude vizualizace prova-
déna s pouzitim OpenGL.

3.6.2 Matematicky aparat

Predpokladejme, ze dostaneme mnozinu (n + 1) naméfrenych hodnot
Qk,kzo,...,n.

Chceme sestrojit neracionalni neuniformni B-spline kiivku stupné p, kterd bude interpo-
lovat tyto body, tj.

Q. = C(uy) = Zn:sz(ﬂk)Pi- (3.67)

Nejdiive musime spocitat vhodné hodnoty w,. K jejich urcéeni pouzijeme tétivovou nebo
stfedovou metodu. Necht d znaéi absolutni délku tétivy.
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Tétivova metoda:
d=>|Qr— Qi
k=1

Potom
ﬂo =0 ﬂn =1

+M k=1,....n—1 (3.68)

U = Ug—1

Stfedova metoda:

n

d= Vv ‘Qk - Qkfly
k=1
Potom
=0 u,=1
Ty = Ty + VW’“QQ’H' k=1,...,n—1 (3.69)
Pomoci tétivové nebo stredové metody spoéitame parametry g, . . ., u,. Abychom dostali

v rovnici (3.67) Tesitelnou soustavu, je nutné provést metodu nazvanou prumérovani —
averaging:

U= ... = Uy =0 Up_p=...=Uy,=1,
1j+p—1
ujﬂ,zz—?Zm j=1...,n—p. (3.70)
1=j

Po vypoctu uzlovych vektoru zbyva urcit fidici body. Rovnice (3.67) urcuje (n+ 1) x
(n+ 1) linedrnich rovnic neznamych P;. Jeji prvky dostaneme vypoctem bazovych funkei
s parametry u pro uzlovy vektor u.

N§(wo) Ni(up) ... NZ(up) Py Qo
Ngfﬂl) Nt () ) N} () le _ (;:)1 (3.71)
N@) Nm) . M) \P.)  \Q.

Algoritmus interpolace muzeme zapsat jako:

Vstup: n + 1 naméfenych hodnot @), pozadovany stupen p
Vystup: tidici body P;, délka uzlového vektoru m, uzlovy vektor U
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CurveInterpol(n,Q,p,m,U,P){
m = n+p+l; // delka uzloveho vektoru
spoctiUpruh;
SpoctiU;
Inicializace pole A na nulove hodnoty;
SpoctiKoeficientyMaticeA();
P = GaussovaEliminace(A);
vykresli krivku s vypoctenymi parametry

3

Priklad:

Mame déano 5 namérenych hodnot bodu Q;, ¢ = 0,...,4. Nasim tkolem je podle pred-
choziho postupu najit NURBS krivku, ktera tyto body interpoluje.

BOdy Q’L(O7 07 0) (17 ]-7 0) (37 07 0) (57 _]-7 0)(87 57 O)

Nejdtive vypocitame vektor u. Potom z néj metodou averaging klasicky uzlovy vek-
tor pro kiivku stupné dva. Sestavime matici podle rovnice (3.71) a Gaussovou eliminac{
vypocitame tidici body P;.

Vysledné hodnoty

Uzlovy vektor: (0,0,0,0.201059,0.378601, 1,1, 1)
ridici body: (0,0,0) (0.786373,1.57043,0) (3.00158, —0.0251676, 0)
(7.64779, —2.953,0) (8,5, 0)

Vysledna interpolacni kiivka je na obr. 3.56).

Obrazek 3.56: Interpolace pomoci NURBS — ptuvodni a nové tidici body

3.6.3 Interpolace na valci

Piistrojem Microscribe byly naméteny vstupni hodnoty (asi 1000 hodnot). Na né potom
po jednotlivych tadcich byla aplikovana vysSe popsand metoda. Vysledné kiivky byly spo-
jeny do jedné, ktera urcila s danym (libovolné velkym) krokem body, urc¢ené pro frézku.
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Na frézce byl valec znovu vyroben. Vzhledem k nepfesnostem pii snimani bodu se pro-
jevilo malé zkiiveni. To dokazuje funkénost metody, kterd s velkou presnosti interpoluje
vlozena data. Vstupni a vypocitané hodnoty testovaciho pulvalce jsou zobrazeny na obr.
3.57. A na obr. 3.58 je ukazka z vyroby pulvélce na frézce.

s e CE) 5 Gnaplot o=

Obrazek 3.58: Vyroba vysledného vélce na frézce

3.7 Nové metody modelovani ploch pouzité v GIS

GIS (geograficky informacni systém, geographic information system) je informaéni systém
se schopnosti prace s geodaty — tj. prostorovym vymezenim objektu a prostorovymi vztahy
objektu. GIS popisuje okolni svét s vyuzitim prostorové lokalizace.

Jedna z pfesnych a vycerpavajicich odbornych definic GIS zni: Geograficky informaé¢ni
systém je organizovany souhrn poc¢itacové techniky, programového vybaveni, geografickych
dat a zaméstnancu navrzeny tak, aby mohl efektivné ziskavat, ukladat, aktualizovat, ana-
lyzovat, prendset a zobrazovat vSechny druhy geograficky vztazenych informaci.

V této sekci se budeme zajimat jen o ¢ést z tohoto procesu a to zobrazovani a vyhod-
nocovani zemského povrchu z namérenych dat LiDAR technologii pomoci T-spline ploch.
Teoreticky zaklad T-spline je popsan v ¢asti 2.4.
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LiDAR (Light Detection and Ranging) technologie je jednou z moznosti, jak rychle
ziskat informace o urcité oblasti. Snima¢ umistény ve vrtulniku ¢i na kiidle letadla
vysila laserovy paprsek a jeho odrazy se zapisuji. Poté jsou vypocitany piesné souradnice
naméfenych bodu.

Vysledkem je mrak bodt, pro ktery je nutné dalsi zpracovani k identifikace budov,
stromu a povrchu. Nevyhodou LiDAR méfeni je omezena presnost pri snimani blizkych
budov, chyby pfi sniméni v GIS/INS nebo $patna odrazivost nékterych povrchu. I presto
je LiDAR technologie vynikajici pti pfimém méfeni hloubky objekti.

Vyhody pouziti T-spline
e Neni nutné mit pravidelnou sit bodd.

e Po vlozeni bodu (napt. pfi dodateénych mérenich ¢asti) neni nutné prekreslovat
celou plochu.

e Lze provést lokalni zjemnéni sité, kde je nutna vétsi presnost zobrazeni.

Lze vytvotit ostré hrany — kraje vodnich nadrzi, budovy.

Algoritmem T-spline simplification 1ze zredukovat pocet ridicich bodu na méné nez
polovinu bez zmény vysledné plochy.

Pii zobrazovani dat lze zvolit jeden ze dvou ptistupu — aproximaéni nebo interpolaé¢ni.
Interpolaéni postup je jiz castetné popsan v Zheng et al. (2006). Nevyhodu tohoto postupu
je vysokd pamétovd i ¢asova ndrocnost pro vétsi pocet bodu. Zheng et al. (2006) vychézi
z pravidelné sité bodu se stejnou vahou. Néasledné jsou generovany ekvidistantni uzlové
vektory k jednotlivym bodum. Potom prichazi na fadu interpolace, tj. vypocet soustavy
rovnic, jejichz pocet je roven poctu interpolovanych bodu. Zheng et al. (2006) priddva
local refinement algoritmus pro zjemnéni nékterych céasti siteé.

V praxi jsou vSak vstupni body neusporadané v mraku bodu a uzlovy vektor neni
ekvidistantni. Také vypocet soustavy rovnic pro napriklad milion bodu je jiz velmi ¢asové
narocné. 7 tohoto duvodu byl vybran aproximacni piistup. Vysledna plocha neprochazi
nameérenymi body, ale vzhledem k neekvidistantnimu uzlovému vektoru, ktery pouzijeme,
bude prirozenéji popisovat terén.

Vyuziti T-spline aproximace pro zobrazeni mraku bodu dosud nebylo publikovano.
V Lichy — Bekhahn (1999) je popsédna metoda aproximace pouze pomoci B-spline ploch
s upravami fidicich bodu pro zobrazeni ostrych prechodu mezi vodnimi plochami a zemi.
N4&s pristup byl poprvé publikovan v (Prochédzka — Prochézkova (2007)).

Algoritmus reSeni:
1. Nalézt rovinné plochy (sttechy, budovy) a oddélit je od ostatnich bodu.
2. Usporadat zbyvajici body.
3. Kazdému bodu piifadit uzlové vektory potfebné pro T-spline sit.

4. Algoritmem T-spline simplification odstranit nadbyteéné body bez zmény tvaru
vysledné plochy.
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5. Zobrazit budovy a objekty pomoci rovinnych ploch.

6. Vypocitat vyslednou T-spline plochu a zobrazit ji.

3.7.1 Detekce objekti - strechy budov, objekty

Detekce budov a rekonstrukce z LiDAR dat je jiz velmi dobie zpracovand, proto zde
provedeme pouze nastin jednotlivych metod.

Vétsina znamych pristupu prevadi mrak bodu do hloubkovych obrazu a poté znamymi
metodami detekuje budovy jako tvary s pfimymi hranami (vice v Vosselman (1999),
Alharthy — J. (2002)). Dalsi algoritmus v You et al. (2003) pfizpusobuje uzivatelem vy-
brané objekty (hranoly, vélce, kvadriky) LIDAR datum.

Rychléd a relativné presnd metoda je uvedena v Verma et al. (2006). Je zalozena na

vvvvvv

L={P|i=1,...,n}.
Z nich spoc¢itame kovarianéni (3 x 3) matici pro d-okoli jednotlivych bodu.
Ni = {Fj|P; € L:|BP;| <6}
1 T
M; = 7 > (P =) (P — )

|NVil PEN;

kde p; je prumér vsech bodu v N;.

Vzhledem k neptesnostem pii métreni vlivem zaokrouhlovani neni hodnost matice M;
pro rovinné body rovna presné dvéma. Proto se provede srovnani velikosti vlastnich ¢isel
matice. Poté se rozlisi, zda se jedna o body na budovach ¢i na zemi a jednotlivé roviny
jsou potom topologicky usporadany. Postup je vidét na obr. 3.59.

3.7.2 Usporadani mraku bodua

Pro usporadani mraku bodu jsme navrhli metodu nazvanou y-cube, ktera spoc¢iva v rozdé-
leni oblasti na jednotkové hranoly (velikost jednotky se zvoli vzhledem k velikosti snimané
oblasti a kroku sniméni{) v ose y podle obr. 3.60. Nésledné setfidime prvky v jednotlivych
hranolech pomoci metody quick sort. V jazyce C ji obsahuje knihovna STL. Na obr. 3.61
je zobrazen vstupni mrak bodu a jeho usporadani. Body jsou spojeny useckami a vytvari
tedy kontroln{ sit pro T-spline.

3.7.3 Vypocet uzlovych vektoru

Body T-mesh jsou definovany dvéma uzlovymi vektory, které popisuji jejich lokalni okoli.
Uzlovy vektor pro smér osy x urcime stredovou metodou, kterd je popsdna v c¢asti 3.6.
Stredova metoda byla vybrana, protoze velmi dobte popisuje zmény povrchu.

Uzlovy vektor ve sméru osy y byl zadan ekvidistantni. Pfi sniméni maji namérené
body v jednotlivych hranolech priblizné stejné vzdalenosti. Druhym duvodem je to, ze
pro dalsi upravy (napiiklad vlozeni nového bodu, T-spline simplification apod.) by bylo
¢asoveé narocné a programatorsky tézko zvladnutelné prepocitavat vSsechny uzlové vektory.
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(d)

Obrazek 3.59: Vstupni mrak bodu a postupné klasifikace bodt, zdroj Verma et al. (2006)

z

~J

Obréazek 3.60: Tridéni bodu do hranoli — podle osy y (kfivky jsou vykresleny pro
nazornost)

3.7.4 Zjednoduseni plochy metodou T-spline simplification

V této casti se aplikuje obecny algoritmus uvedeny v ¢asti 2.4.3. Plocha vygenerovana

N

nebot testujeme matici D;, pro vSechny body a v kazdém kroku pocitdme piechodovou
matici M;,. Tento postup je vhodny spiSe pro mensi datové soubory.
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Obréazek 3.61: Mrak bodu a jeho usporadani

3.7.5 Vypocet vysledné T-spline plochy a zobrazeni

Vstup: posloupnost bodu P, kazdy bod ma ptitazeny dva uzlové vektory odvozené z T-
mesh — s, t, stupen plochy — 3, parametry u, v.
Vystup: bod plochy S(s,1).

1. Pro parametry s, t nalezneme body vlivu, tj. ty body, jejichz uzlové intervaly obsa-
huji hodnoty s, .

2. Pro vybrané body se vypocitaji bazové funkce Ngi(s), N3.(t).
3. Vyhodnot{ se vyraz >, P;Ng.(s), N§(t), ktery uréuje soufadnice vysledného bodu.

Bézové funkce N?(s), N3(t) nepocitdme deBoorovym algoritmem jako u NURBS.
PouZijeme pifmy vypocet pouze s dosazenim parametru a uzlového vektoru, nebot pro
tret{ stupen je tvar polynomu N§, vzdy stejny. Pro tieti stupeii ploch je ddn rovnicemi
(3.72). Vysledna plocha pro mrak bodu roztiidény predchozim algoritmem je vykreslena
na obr. 3.62.

( (t—t0)®
(t1—to0)(tz3—10)(t2—to0)
pro t &€ <t0,t1)

(t—t0)(t2—1) + (t3—t)(t—to)(t—t1) + (ta—t)(t—t1)*
(ta—t1)(tz—t1)(t2—to) ' (t2—t1)(ts—t1)(ts—to) = (ta—t1)(ta—t1)(t3—t1)
pro t e <t1,t2)

t—to)(t3—t)? ta—t)(t3—t)(t—t ta—t)2(t—t

NIt] (t) = (tsfsfz)(fs)gsl)(t)?rto) (tijt2))((t43*t1))((t3*121) (t3*§524)(t4)*§52)(t24)*t1) (3.72)
Pro te <t2,t3)
(ta—t)®
(ta—ts)(ta—t2)(ta—t1)
pro t € (ts,ty)

0 jinak

\
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4

Priklady:

1. Obecna T-spline plocha

5 5
45T 7l 5
BT 3
Z T T 7 2
05 g

Obrazek 3.62: Vysledna T-spline plocha pro mrak bodu
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T 15
35— 55 35 4
T 5 T TE 2
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T-spline plocha je dana siti zndzornénou na obr. 3.63 pomoci 34 fidicich bodu a uz-
lovych vektoru odvozenych z této sité. Na obr. 3.64 je zndzornéna vyslednd plocha pro
body, jejichz z-ova soufadnice je nulova a pro obecné z-ové soutadnice. Je ziejmé, ze

piimé zadavani ploch pomoci T-mesh a odhad tvaru plochy je velmi obtizné.

0.5

0.5

Obrazek 3.63: Obecna T-mesh

2. Vytvoreni ostré hrany

1.5

15

—_ =

Pomoci volby uzlového vektoru pro body sité T-spline plochy lze modelovat ostré
hrany a vrcholy. Tento zpusob je ale vhodny pouze pro piirodni objekty - jezera, prehrady.
Pro detekci budov, resp. stiech je vhodnéjsi pouzit néktery algoritmus uvedeny v ¢asti
3.7.1 a nahradit méstska tzemi polygonalni reprezentaci budov. Nastaveni parametru pro
hrany neni jednoduché a vedlo by pii pouziti na desitkach objektu k velkému zpomaleni

programu a vysledek by nebyl tak dobry, jako u jiz znamych uvetejnénych metod.

K vytvoteni ostrych hran pouzijeme vlastnost spojitosti bazovych funkci. Pokud se
uzel opakuje v uzlovém vektoru, je spojitost v bodé odpovidajicimu tomuto parametru

snizena o pocet opakovani.

Pouzivame stupen tieti, proto je spojitost na celé plose C®. Pokud se bude jeden uzel
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Obrazek 3.64: Obecnd T-spline plocha (z = 0, z obecné)

opakovat v uzlovém vektoru tiikrat (podle vlastnosti 6 na str. 33), dostdvame spojitost
C°, kterd zapiicini vznik hrotu.

Na obr. 3.65 je vytvoiena sit pro plochu s hranou. Oznacené body zpusobi sniZeni
spojitosti. Jejich uzlovy vektor s = (dy,dy + do,dy + ds,dy + da,dy + doy + d3) obsahuje
soucet d, + dy tiikrat, tedy spojitost je C° — vznikd zde hrana, jak je vidét na vysledné
plose na obr. 3.65.

Obrazek 3.65: T-mesh a vysledna plocha s hranou

3. Vytvoreni hrotu

Pro znazornéni hranatych téles je nutné znat zadani uzlu pro vytvoteni vrcholu. Je
nutné pouzit predchozi postup pro oba uzlové vektory (obr. 3.66) a ztotoznit nékteré fidici
body. Resila jsem to zpusobem, ktery je uveden na obr. 3.67 a lze jej aplikovat na obecny
vrchol, pokud zname jeho soutadnice.

Na obr. 3.67 maji tii rizné body stejné soutradnice bodu A. To je z toho duvodu, ze
plochu musime prochazet dvéma smeéry a ve svislé hrané obé cesty splynou. Totéz plati i
pro body, které lezi na useckach AH. Body, které lezi v okoli vrcholu po uzlu délky nula
maji vliv na tvar hrotu.

Cést hranolu vytvoreného jako T-spline je zobrazena na obr. 3.68. Problémovym
mistem jsou spodni hrany. Plocha zde navazuje na body terénu, které jiz maji obecné
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soufadnice. Podle definice T-spline jsou jiz zapoc¢itavany do vypoctu, a proto zde dojde
k hladkému piechodu. ReSenim by bylo pfidani dalsich nulovych bodu ve spodni ¢asti
hranolu.

Obréazek 3.66: Tvorba hrotu pro T-spline

A A 0
2
A il 0
0
2
0| 2 Jolo| 2 |o]0

Obrazek 3.67: T-mesh pro tvorbu hrotu

Obrazek 3.68: Vysledna T-spline a) s hranou, b) s hrotem

3.8 NURBS programy

Ve své praci jsem se rozhodla srovnat nékteré vyznamné produkty, které maji implemen-
tovany NURBS objekty, aby bylo patrné, jakym zptisobem je popisovand problematika
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pouzivana v praxi. Struéné popisuji funkénost nékolika 3D grafickych studii (Autodesk
Maya!, FormeZ?, Blender?®) a knihoven (NURBS++, C Code) na Internetu pro praci
s NURBS.

3.8.1 Open Source knihovny
NURBS++

Knihovna se nachdz{ na Internetu* a byla dokon¢ena v roce 2002. Obsahuje zakladn{
funkce tykajici se NURBS kftivek a ploch.

Modul NURBS kiivky obsahuje:

e vytvoreni kiivky libovolného stupné pomoci fidicich bodu v homogennich i neho-
mogennich souradnicich,

e vypocet derivaci v bodé kiivky,

e algoritmus zvyseni stupné, vlozeni ¢i odebrani uzlu,
e metody interpolace a aproximace vstupnich bodu,
e konstrukci kruznice,

e promitnuti bodu na kiivku.

Modul NURBS plochy obsahuje:

tvorbu plochy libovolného stupné v homogennich nebo nehomogennich soutadnicich,

vypocet parcialnich derivaci,

e zvyseni stupné plochy ¢i vlozeni uzlu,

e aproximace a interpolace bodu metodou nejmensich ¢tvercu,
e funkci sweep — protazeni kiivky podél jiné kiivky,

e prumét bodu na plochu.

Vstupem k vykresleni ploch jsou jednotlivé body zadané souradnicemi, uzlové vek-
tory a stupen. Vystup muze byt VRML soubor, POV-Ray soubor nebo RIB soubor. Pri
vystupu do Post-Script souboru lze pracovat pouze s B-spline kiivkami, tedy NURBS
krivkami bez vah.

Ukéazka tvorby NURBS krivky:

1

www.autodesk. com/maya
2http://www.formz.com/
3http://www.blender3d.org
“http://libnurbs.sourceforge.net/index.shtml
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Vector_HPoint3Df pts(4) ;

pts[0] = HPoint3Df(0,0,0,1) ;

pts[1] = HPoint3Df(30,0,0,1) ;

pts[2] = HPoint3Df (60,30,0,1) ;

pts[3] = HPoint3Df(90,30,0,1) ;
Vector_float knot(8) ;

knot[0] = knot[1] = knot[2] = knot[3] = 0 ;
knot[4] = knot[5] = knot[6] = =1 ;

knot [7]
NurbsCurvef curve(pts,knot,3) ;

Modifikace transformaé¢ni matici je provadéna s pomoci tiidy MatrixRT<T>, ktera obsahuje
preddefinované matice pro posunuti, zménu méfitka, otaceni. Uvedeny ptiklad udéld tuto
transformaci: posunuti o vektor ¢,,t,,t., rotaci kolem osy z, poté kolem osy y a pak kolem
osy . Nasledné se provede zména méritka metodou scale.

MatrixRT<float> Tx(rx,ry,rz,tx,ty,tz) ;
MatrixRT<float> Sx ;

Sx.scale(sx,sy,sz) ;
curve.transform(Tx*Sx) ;

NURBS krivky v softwaru Maple

Prace v programu Maple je zatim moznd pouze s NURBS kfivkami. Na webovych stran-
kach Maplesoft® je k dispozici knihovna pro praci s NURBS kiivkami. Obsahuje tyto
prikazy:

Bspline, Curve, Hom, Open, RationalBspline, RationalCurve, Uniform

Piikazy umi pouze vykreslit kiivku danou zadanymi body a uzlovym vektorem. Déle
piikaz Bspline vypocita bazové funkce pro zadanou ktivku a piikazem plot je lze vykreslit.
NURBS plochy nejsou v softwaru Maple zahrnuty.

C Code

Autor knihy An Introduction to NURBS David Rogers dal k dispozici na Internetu®
kratké programy pro vypocet B-spline/NURBS kiivek a ploch. Programy jsou napsané
v programovacim jazyce C. Umi pouze zdkladni tlohy — generovani uzlovych vektort,
vypocet bazovych funkei a obecného bodu na kfivee ¢i plose. Vstup i vystup je pouze
prostiednictvim programového okna. Jedna se o doplnék vyse uvedené knihy pro lepsi
pochopeni v knize uvedenych postupu. Autor uvadi, ze algoritmy nejsou odladéné a také
mohou byt vyuzivany pouze ke studijnim uceltim.

3.8.2 FormeZ

Komerénim softwarem americké firmy auto-des-sys je FormeZ. NURBS objekty se zde
nazyvaji nurbz. V tomto softwaru vsak nejsou zadavany piimo jako NURBS plochy, ale

Shttp://www.maplesoft.com
Shttp://www.nar-associates.com/nurbs/ccode.html
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jako analytické objekty — valec, kuzel, krychle a také jako tzv. objects of revolution (rotacni
objekty) — koule, anuloid, paraboloid, hyperboloid. Pro kazdé téleso lze ménit polomeér,
vysku a thel rozevieni. Pokud chcete pracovat s nurbz, je nutné jiz vytvorené objekty
transformovat.

Pretransformované objekty lze upravovat pouze pomoci ridicich bodu. Nabizi se zde
moznost zménit LengthDegree, DepthDegree — stupen kiivky v obou smérech. Z dalsich
funkci 1ze zminit Loose and Tight Lofting, které generuji NURBS plochu mezi zadanymi
otevienymi ¢i uzavienymi kiivkami.

Za vyhodu FormeZ lze povazovat velmi jednoduché ovladani, coz je k navrhu jed-
noduchych objekti dobré. Nevyhodou je nutnost predefinovavat nakreslené objekty a
nestabilita pfi neobvyklych upravach.

o

/

Obréazek 3.69: Upravy kulové plochy (software Form Z)

3.8.3 Blender

Blender je produktem nizozemské spolecnosti Not a Number Technologies. Je to kvalitni
vizualizacni program pro tvorbu 3D grafiky. Je ur¢eny pro modelovani, rendering a ani-
maci. Je to program, ktery je pouzivany i profesiondly. Jeho velkou vyhodou je to, ze
se jedna o freeware. Je multiplatformni, uziva se v systémech Windows, MacOS, Solaris,
Linux, FreeBSD. Je také moduléarni diky otevienému API a skriptovani v jazyce Python.

Vsechna data scény se uklddaji do jediného souboru s priponou .blend. Blender ¢te
i zapisuje formaty tga, jpg, png, Iris, iff, avi, gif, tiff, mov a dalsi. Poskytuje podporu
importu a exportu do formatu dxf, Inventor a vrml souboru. Také 1ze vytvorit spustitelné
soubory (exe) s interaktivnimi 3D aplikacemi.

NURBS objekty

K modelovani objektu slouzi mesh, NURBS kiivky a plochy. Kiivky se zadavaji fidicim
polygonem. V nabidce lze zvolit, zda kreslit klasickou aproximacni kiivku ¢i interpola¢ni
kiivku. Dalsi moznosti je uprava vah. Jedinou preddefinovanou ktivkou je kruznice. Mezi
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NURBS télesa patii valec, koule a anuloid. Obecné lze zadat NURBS plochu a poté
editovat jeji body pomoci pozice ¢i vahy.

7 Panels |@ |||tz il | « 1

Co nwvert Make Knots
Poly Uniform U W
Bezier Endpoint U W
Murks Bezier U W

[ HI?-
sqrt(2) | 0.25 |sqrt(0.5

Obrazek 3.70: Editace NURBS kiivky a plochy

3.8.4 Autodesk Maya — learning edition

Software Maya pouzivaji profesionalni navrhaii i grafici. Prace v ni je zalozena prevazneé
na NURBS objektech.

Podporované formaty soubort
1. nativni

e Maya binary file: definuje geometrii, osvétleni, renderovani a dalsi vlastnosti
scény.

e Maya ASCII file: Tento format je uréen pro uzivatele, kteif chtéji bud’ edito-
vat soubory Mayi nebo psét prekladace do/z Mayi (napt. export do VRML).
Obsahuje tytéz definice scény, jako binarni soubor, pouze je ¢itelnéjsi.

e Maya interchange file format (IFF): Jednd se o vystupni format Mayi, do
kterého uklada Maya vyrenderované obrazy v 8 nebo 16 bitovém RGB. Navic
je mozné ukladat i alfa-kanél a 32 bitovou hloubkovou mapu.

Obrazek 3.71: Srovnéni kulové plochy mesh a NURBS (Blender)
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e Move files (.mov): ASCII soubor obsahujici kanalova data.

2. pomoci plug-in

Na jejich zakladé je postaven export a import do ruznych formati. Maya verze
4.5.1 jich méla 14 vcetné nativnich. Maya verze 5 k nim pridala dalsi ¢tyri. Mezi
nejpodstatnéjsi patii VRML2, Openlnventor, IGES, DXF a u Mayi 5 i Flash, Adobe
[lustrator a zapouzdieny PostScript.

NURRBS objekty

Kresleni NURBS kiivek se provadi zadavanim tidicich bodu. Poté je mozné kiivku upra-
vovat pomoci téchto bodu nebo primo pozici bodu kiivky. Pro vytvotreni hrotu je nutné
nasobné zadani ridictho bodu. Uzlovy vektor se generuje automaticky tétivovou metodou
nebo ekvidistantné. Upravovat vahy neni mozné.

Dalsi dulezitou ¢ésti jsou NURBS télesa. V zakladni paleté jsou preddefinovana tato
télesa: koule, anuloid, valec, kuzel, rovina, hranol (viz obr. 3.72).

Generall Curvez Surfaces IF'I:nIygnnsl Sul:u:livsl Defnrmatinnl A
OVNI O HDY

Obréazek 3.72: Zakladni nabidka NURBS téles

Télesa jsou vzdy vykreslena v zakladni poloze a v zdkladni velikosti. Ke kazdému se
objevi ovladaci panel, kde je mozné zménit polohu a tvar transformacnimi funkcemi —
posun, rotace, méritko, zkoseni. Také je mozné pracovat s parametry objektu — pocet
polednikt a rovnobézek, uzlovy vektor. Navrh kuzele s ovladacimi panely je zobrazen na
obr. 3.73.
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Obrazek 3.73: Ovladaci panely pro kuzel
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Moznosti modifikace NURBS objektu jsou:

e zobrazeni Tidicich bodu i konvexniho obalu,

e zjemnovani sité — pridani rovnobézek a poledniki,

e rozevieni télesa — mozné v obou smérech (neni mozné u hranolu a roviny),

e zména stupné — pro kuzel a valec pouze stupné jedna a tfi, u ostatnich téles pouze
do stupné 5,

e piidani fidicich bodu — zjemnéni uzlovych vektoru.

Pro rotacni télesa vytvorime zakladni kiivku a poté funkce NURBS Rotate vytvorii
rotacni NURBS téleso rotaci kiivky kolem osy z (obr. 3.74). Ovlddani pro rota¢ni télesa
je velmi podobné klasickym NURBS télesum

Specialnim ptipadem plochy je hranol. Ten neni zadan jako jedna plocha, ale je tvoren
¢tyfmi samostatnymi sténami, které lze nezavisle na sobé upravovat. Tento zpusob ma
své nevyhody pfi praci s body na boc¢nich hranach. Musi se upravovat na obou rovinach
samostatné, coz je obtizné, pokud chceme uzavieny hranol.

Dalsi vyuziti NURBS je proklddani kiivek plochou a funkce sweep a loft. Pii tvorbé
obecné plochy musime zadat ¢tyri hrani¢ni ktivky, které specidlni funkci spojit a poté
je mozné vytvorit NURBS plochu. Funkce sweep nakresli drahu jedné kiivky po druhé.
Funkce loft slouzi k prolozeni libovolnych kiivek obecnou plochou.
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Obrézek 3.74: Vytvoreni rotacnich NURBS téles

3.8.5 RFEM 3D

Jak jiz bylo feceno, RFEM 3D je softwarovy produkt, ktery vyuziva vysledku této préce.
V loniském roce byly do prostiedi pridany NURBS kfivky a analyticky zptsob vypoctu
jejich derivaci (viz obr. 3.76).
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NURBS plochy a télesa popsana v této praci jsou nyni v softwaru RFEM 3D v testo-
vaci fazi a budou zahrnuty v dalsim release vydaném v letosnim roce. Zpusoby zadavani
jednotlivych objektu jsou popsany v kapitole Vysledky a predpokladané zadavaci okno
je na obr. 3.77. Kazdé téleso jde upravovat zménou fidicich bodu a vah ¢i zménou tvaru
uzlovych vektoru.

Dokonaleji zpracované NURBS objekty obsahuje pouze Maya a Blender. Existuje zde
totiz moznost Upravy nejen pomoci fidicich bodu a parametru, ale pfimo deformaci plochy
pomoci techniky FFD (Free-Form Deformation) poprvé popsané v Sederberg — Parry
(1986). Dalsi rozsifeni NURBS modulu v RFEM 3D by mohlo vést pravé timto smérem.

Dalsim rozdilem je uprava rozevieni télesa. Ve studiu Maya lze ménit rozevieni kdy-
koliv i po editaci télesa, v RFEM 3D se tihel rozevieni a pocet rovnobézek zadédva pouze
pii vytvoreni télesa. Kromé téchto funkei ma novy modul v RFEM stejné vlastnosti a
moznosti editace. Na obr. 3.78, 3.79 je ukazka jiz uskutecnénych projektu vytvorenych
v RFEM 3D. Jedna se o fotbalovy stadion v Mnichové a projekt patrovych gardzi v Ra-
tingenu. Vétsina projekti se uskutecnila v Némecku”.

Uvedené knihovny a toolboxy na Internetu jsou vhodné pouze pro jednoduché tes-
tovani vlastnosti a chovani NURBS objektti. Neobsahuji preddefinovana NURBS télesa
a vytvorené objekty nelze upravovat. Také nejsou propojeny s uzivatelskym prostiedim.
Toto vsechno vytvorena trida v softwaru RFEM bez problému zvlada.
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Obrazek 3.75: Zadavani NURBS téles
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Parametry NURBS k x|
Pocet bodu: I'I E
Stupen: |3

Uzlowy wektaor IU., 0.0,0,01,0203,0405 08

Wahowy veklor: I'I.,1.,1.,1.,1.,1.,1..1..1..1.,1.,1.,

. OF. | Cancel |

Obrazek 3.76: Zadani NURBS kiivky

D S | = = e try NURBS x|
Pacet badw: I3
. . . . . . . . . . . . Stupen: |2

* . . . . Uzlawey wektar: ID., 0.0.1..1.1.

& . . . . . . . . . Wahovy vektor: |1 L1l

n]% | Cancel |

Obrazek 3.77: Zadani NURBS plochy hrani¢nimi ktivkami
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Obréazek 3.79: RFEM 3D — projekt gardze v Ratingenu



Kapitola 4
Zaveér

Tato préace je zameérena na oblast pocitacové grafiky tykajici se free-form objektu. Zvo-
leny pristup neni pouze implementacni, ale také zkoumajici, prohlubujici a hledajici nové
poznatky a uplatnéni. K tomu, aby Sla prace novym smérem, je nutné shrnout dosavadni
poznatky a dobfe jim porozumét, coz jsem popsala v kapitole 1 a 2.

K ¢emu by byly technikum nejmodernéjsi zpusoby zobrazovani, kdyby nerozuméli je-
jich vnitini struktute, kdyby sebemensi odchylka od pevné daného zadani zpusobila kolaps
programu. Proto jsem se snazila popsat metody feseni s ohledem na vnitini porozumeéni
a kritickda mista. Pti urcovani vlivu uzlového vektoru jsou popsany a vykresleny béazové
funkce a ukézana jejich souvislost s fidicimi body, pti vypoctu derivaci je nalezen specidlni
piipad, kde derivace existuje i pfes matematickou nespojitost, pti programovani NURBS
objektu jsou podrobné popsiany omezujici podminky a kritickd mista.

V réamci doktorského studia jsem spolupracovala s firmou Fem Consulting, ktera je
pobockou némecké firmy vytvarejici software RFEM 3D pro navrh stavebnich konstrukei
¢i strojnich modelu. V release tohoto programu v roce 2006 byly implementovany NURBS
ktivky a vypocet derivaci analytickou metodou. V soucasné dobé probiha testovaci faze
pro NURBS plochy a télesa, kterd budou pridana v dalsi verzi programu. Nase spoluprace
bude nadéale pokracovat na T-spline plochach, jejichz implementace se predpoklada v
zaveéru roku 2007. Uvazujeme i o zahrnuti techniky Free Form Deforming.

Béhem svého studia jsem méla dojem, zZe jazyk Cisté matematicky a jazyk technicky
prakticky, nejsou blizci kolegové, ale vzdaleni pribuzni, ktefi si ptilis nerozumi. Na pohled
jednoduchému problému tykajicimu se tenzorového soucinu se vénuje spousta geometru
prostym konstatovani, ze existuje. Proto je v praci zahrnuta ¢ast tykajici se NURBS ploch
z pohledu tenzorového soucinu a podrobné vysvétleno, pro¢ je ktery pristup nekorektni a
navrzen tzv. kvazitenzorovy soucin, ktery je korektni pro oba jazyky.

Vyuziti NURBS neni pouze v pocitacové grafice a designu. Ve spolupraci s ustavem
strojirenské technologie — odbor technologie obrabéni pracujeme na vyvoji programu pro
generovani drahy bodu, kterd by co nejlépe interpolovala vstupni data. Ve spolupréci s ne-
mocnici u sv. Anny v Brné budeme testovat tuto metodu na datech pro vyrobu kolennich
kloubnich nahrad a dale spolupracovat na zlepsovani a moznému uvedeni softwaru do
praxe.

Geografické informacni systémy jsou jednim z dalsich uplatnéni matematickych ploch.
Aproximace ¢i interpolace naméfenych dat (napiiklad LiDAR technologii) je stézejnim
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problémem pfi zobrazovani zemského povrchu. B-spline ptistup je v této oblasti jiz plné
vyuzivan. Ve své praci jsem navrhla novy zpusob aproximace pomoci T-spline s vyuzitim
jiz zndmych metod pro dalsi upravy (detekce budov, stromu, hran).

Matematické modelovani ploch je dulezitou soucasti pocitacové grafiky i praktickych
oboru. Ve své préaci jsem se pokusila shrnout dosavadni znalosti a najit jejich nové
uplatnéni. Spoluprace s komercni firmou ¢ pouziti ve zdravotnictvi potvrzuje, ze zde
uvedené poznatky jsou uzitecné a pouzitelné v praxi. Vérim, ze i muj dalsi vyzkum bude
zalozen na poznatcich, které jsem nabyla pri studiu na této diserta¢ni praci.
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Pouzité znaceni

N, Z,Q,R,C - mnozina vSech prirozenych, celych, raciondlni, redlnych
a komplexnich c¢isel

R™ - kartézska mocnina mnoziny R
T - Ciselné téleso

det(A) - determinant matice A

u, P—Cﬁ, Q—-P - vektor

lul, \P—Q>| - velikost vektoru

Vi - vektorovy prostor dimenze n
A, - afinnf prostor dimenze n

En - euklidovsky prostor dimenze n
P, - projektivni prostor dimenze n
P = (p1,...,pn) - bod euklidovského prostoru &,
(u,v) - skaldrni souc¢in vektoru

u®v - tenzorovy soucin vektoru
UV - tenzorovy souc¢in vektorovych prostor

-
3

~—~
~

S—

- B-spline funkce stupné n
C(t) - kiivka v roviné ¢i prostoru
S(u,v), T(u,v) - vyjadieni plochy
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