Nahodna veli¢ina

Vysledek nahodného pokusu, dany realnym Cislem je hodnotou
nahodné veli€iny.

Nahodna veliina je libovolna realna funkce X definovana na
mnoziné elementarnich E pravdépodobnostniho prostoru S.

o Diskrétni nahodna veli€ina
mUze nabyvat pouze spocetné mnoha hodnot
(pocet aut v nahodné vybrana domacnost, vysledek hodu kostkou)
o Spojita nahodna velic¢ina
mUze nabyvat vSech hodnot z néjakého intervalu
(doba bezporuchového chodu zafizeni, vyska nahodné vybraného
Clovéka)

Nahodna veli¢ina

Proménn4, jejiz hodnota je uréena vysledkem nahodného pokusu.
Kazdému el. jevu E z prostoru vSech jevli S pfifadime realné €islo X(E),
takové, Ze pro kazdé realné Cislo a je jevem i mnozina
A={E; X(E)<a}
Diskrétni nahodna veli¢ina (mnozina hodnot je kone¢na, nebo spocetna)
je popsana pravdépodobnostni funkci P(a)=P(X(E)=a), nebo diskrétni
distribu¢ni funkci
Spojita nahodna veli¢ina (mnozina hodnot je interval IcR)
— distribu¢ni funkce F(x)
F(x)=P(X <x)

— hustota pravdépodobnosti f(x)

F(x)= j S (w)du F(b)-F(a)= i f(uw)du




Stredni hodnota a rozptyl

o Stfedni hodnota
— diskrétni nahodné veliiny E[x]=) x,P(X =x,)

i

— spojité nahodné veliginy E[X]= J. x- f(x)dx

vlastnosti stfedni hodnoty:

E[c.X] = c.E[X]

E[X+Y] = E[X]+ E[Y]

E[X.Y]= E[X] . E[Y] pro X, Y nezavislé

o Rozptyl
— diskrétni nahodné veli€iny V[x]= Z(x —E[X])2 P(X =x,)
— spojité nahodné veli€iny V[X]= J‘ (x_ E(X))2 - f(x)dx

Charakteristiky polohy a variability

Cil je jednim &islem charakterizovat velikost vSech ¢iselnych hodnot ve statistickém souboru.

Charakteristiky polohy nam umozriuji srovnavat Groveri zkoumaného jevu u dvou nebo vice soubor(.
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Figure 3.2 Frequency distributions showing measures of central tendency. Values of the
variable are along the abscissa (horizontal axis), and the frequencies are along the ordinate
*Statistical toolbox (vertical axis). Distributions (a) and (b} are symmetrical, () is positively skewed, and

(d) is negatively skewed. ibutions (a), (c). and (d) are unimodal, and distribution
(b) is bimodal. In a unimodal asymmetric distribution, the median lies about one-third
the distance between the mean and the mode.*




Statistical toolbox
pdf (‘'jméno’, data, param)
cdf (‘jméno’, data, param)

random (‘jméno’, data, param)

o Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

— Alternativni

— Binomické ‘Binomial’ n,p
— Geometrické ‘Geometric’ p
— Poissonovo ‘Poisson’ Iy

o Spojité rozdéleni pravdépodobnosti
— Rovnomérné ‘Uniform’ a,b
— Normalni ‘Normal’ Y, o
— Exponencialni  ‘Exponential’ A

Alternativni rozdéleni

] Histogram

o nahodna proménna,
s psti p nabyva hodnoty 1
a s psti 7-p nabyva hodnoty 0
- Alt=rand(n,1) < p;
- hist(Alt,2)
- p_est=sum(Alt)/n
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http://home.zcu.cz/~friesl/hpsb/alt.html

Geometrické rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny

Pocet pokust do prvniho uspésného vysledku.
Experimenty jsou nezavislé, pravdépodobnost ispéchu je dana p.

p,=P(X=i)=p (1-p)~"
Bx)=L
p

vix]=1=2

2 114
p

—

14 15

Priklad: Zafizeni kontrolujeme pravidelné jednou za hodinu. Pravdépodobnost, ze se za
hodinu zafizeni nepokazi je 0,9. UrCete pravdépodobnost, ze k chybé zafizeni dojde
pfi Sesté kontrole. Ur¢ete primérnou dobu bezvadného chodu.

p=0,1
P(X =6)=0,1-(0,9)° =0,059

E[X]= ﬁ =10 (hod)

Geometrické rozdéleni

- y=zeros(n,1);

- for i = 1:n

= while rand > p %failure

- y(i)=y(i)+1;
= end
- y(i)=y(i)+1; %success

- end

nbins=1:20;
freg=hist(y,nbins);
bar(nbins, freg/n)




Geometrické rozdéleni — Statistical Toolbox

Empirical CDF

p=0.2; Ly

y=random ( 'Geometric',p,500,1); 0 ]

cdfplot (y) o

hold on

plot (1:20,cdf ('Geometric',1:20,p),"'g*") °4J

hold off \

nbins=1:20;

freg=hist (y,nbins) ;

bar (nbins, freq/500)

hold on

plot (nbins, pdf ('Geometric',nbins,p), 'g*")
hold off

Binomické rozdéleni diskrétni nahodné veli€iny

o Necht'ije pocet uspésnych vysledkud z n provedenych nezavislych
experimentu, kde pravdépodobnost Uspésného vysledku je dana p, potom

p,-=P(X=i)=('.ij"(l—p)"‘ E[X]=n-p
! V[X]1=np(1-p)

p=1/5;n=30;

ns=500;

for 1 = 1:ns ="
y(i)= sum(rand(n,1l) < p);

end o

fprintf ('Mean = %2.2f,\v',mean(y))




Binomické rozdéleni — statistical toolbox

p=0.2; n=30;
y=random('Binomial',n,p,500,1);
cdfplot (y)

hold on
plot(1:15,cdf ('Binomial’',1:15,n,p), "'g*")
hold off
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Binomické rozdéleni diskrétni nahodné veli€iny

o Necht'ije pocet uspésnych vysledkud z n provedenych nezavislych
experimentu, kde pravdépodobnost Uspésného vysledku je dana p, potom

p,-=P(X=i)=('.lJp"(l—p)” E[X]=n-p
! V[X]1=np(1-p)

Priklad: Test obsahuje 10 otazek s vybérem z 5 moznych odpovédi.
1. UrCete pravdépodobnost, Ze student nezaskrtne ani jednu odpovéd’ spravné

1 10
P(x :0):(1—5) -
2. UrCete pravdépodobnost, Ze v8echny odpovédi budou spravné
p(xzo):@m - 01
3. UrCete pravdépodobnost, Ze student zvoli alespor 7 odpovédi spravné
P(X27)=P(X=7)+P(X=8)+P(X=9)+P(X=10)= 4

4. Uréete primérny pocet spravnych odpovédi

E(X):IO%:Z




Normalni rozdéleni spojité nahodné velig¢iny X ~ N(, &%)

1 _(x_/")z
()=—=e *
/ 2ro

e

Pocet bodu z testu inteligence
o=15, ©=100

1.0k 7 sigmai = 0.4

: 136 %
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ynorm=randn (500, 1) ;
y=ynorm. *s+nu; %Linearni transformace
fprintf(’'Mean = %2.2f\n’, mean(y)):

fprintf(’Standard deviation = %2.3f\n’,std(y)):
hist(y,40)




Studentovo rozdéleni

Pokud ma proménna X normalni rozdéleni, pak proménna
X—p
o

7=

ma normované normalni rozdéleni.
Primér ndhodného vybéru ma normalni rozdéleni se smérodatnou odchylkou

e

Jn

Odchylku & vétsinou nezname, ale miizeme ji odhadnout pomoci vybérové
smérodatné odchylky s. Proménna t

o =

X
t= i

S
ma Studentovo t rozdéleni.

Studentovo rozdéleni

~
=

U U ~ N(0,])
Vi TRZWm

Obr. #-distribuce pro rizné stupné volnosti n. Pro n=00, ¢ distribuce je identicka s normalni distribuci.




Rovnomérné rozdéleni spojité nahodné veliiny .
1 i i
f(x)= ; a<x<bh
b-a
by i
[oP S ALARUSC Car) - ‘
2 12 a b

y=rand(1,n)*(b-a)+a;
prb_uptol=sum(y<1)/n % P(Xi<1)

Priklad: Tramvaje jezdi pravidelné kazdych 5 minut. Na zastavku pfijdeme nahodné.
1. UrCete pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat nejvys 1 minutu

f(x):%; 0<x<5

1 1
P(x<1)= J%dx = [éx} :%
2. UrcCete pradmérnou dobu ¢ekani 0

Exponencialni rozdéleni spojité nahodné veli€iny

15
1af A=0S

f)=Ae™; 0<x F(x)=l-e™ S
1 1 o\
E[X]=E; ViX]=— el

A os |
[T I
03 N
02 =

01 T

y=-log(1-rand(1,n))/lambda; S

Priklad:

1. Doba dvou po sobé nasledujicich jevu je exponencialné rozdélena nahodna veli¢ina s
parametrem A. Uréete prGmérny pocet jevll za ¢asovou jednotku.

E[T]= %

2. Doba bezvadného chodu nového automobilu je nahodna veli¢ina A=1/10 [rok].
a) Uréete pravdépodobnost, Ze se do 5 let neobjevi Zadna zavada.

1 1
P(Xzs)=17F(5)=17[17e7}=e 2 =0,606
b) Uréete primérnou dobu bezvadného chodu auta.

E[T]= é =10 (let)




Exponencialni rozdéleni — statisticky toolbox

lambda=2;

y=random ( 'Exponential', lambda, 500,1) ;
histfit(y,50, 'Exponential')

figure
probplot ('Exponential',y)

Probability plot for Exponential distribution

Erlangovo rozdéleni spojité nahodné veliéiny X~ Erlang(A, k)

() k. _k
f(x)= e -p 0<x EX]=—; VIX]=—;

function[y]l=erlang(n, lambda, k)

Y%help

for i=1:n
x=-log(1-rand(1,k))/lambda
y(i)=sum(x) ;

end

Soucet k nezavislych nahodnych veli¢in, jez maji vSechny
exponencialni rozdéleni X; ~exp() je Erlangovo rozdéleni
X ~ Erlang(A.k)
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Poissonovo rozdéleni diskrétni nahodné veli€iny

o pocet vyskytl sledovaného jevu v urcitém ¢asovém intervalu t, jestlize
posloupnost ¢asovych okamzik( sledovaného jevu tvofi ordinalni
homogenni proces s nezavislymi pfiristky (Elementarni tok).

/’L k
P(N(t)=k) = %e*’ E[X]=A-t

Poissonovo rozdéleni diskrétni nahodné veli€iny

@ Pokud n—w, pak ndhodna veli¢ina s binomickym rozdélenim
konverguje k Poissonovu rozdéleni, np=i

Binom(n, p) — Poisson(n- p)

0.204
k -4
Ae

k!
E[x]=2 0.154

P(X =k)=

0.104

0.054
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Poissonovo rozdéleni diskrétni nahodné veli€iny

o Pokud n—x, pak nahodna veli€ina s binomickym rozdélenim
konverguje k Poissonovu rozdéleni, np=i

lambda=2;

y=random ('Poisson', lambda, 500, 1)
histfit(y, 50, 'poisson')

figure

o)

; % data vector

probplot ('normal',y) % normality test

160 Probability plot for Normal distribution
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Poissonovo rozdéleni diskrétni nahodné veli¢iny

lambda=2;

y=random ('Poisson', lambda, 500,1) ;

cdfplot (y)

hold on
plot(1:7,cdf ('Poisson',1:7,lambda), 'g+"')
h O l d O f f Empirical CDF
1 T T
|
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Centralni limitni véta

Lévyho-Lindebergova veta.
Pokud je nahodna veli¢ina X souctem » vzajemné nezavislych ndhodnych veli¢in X,
X,, ... X, se shodnym rozdélenim libovolného typu, s konecnou stfedni hodnotou p a s
kone&nym rozptylem o2, pak pro normovanou ndhodnou veli¢inu

X—nu

U

2
no

plati vztah
lim P(U <u)=®(u)

kde ®(u) je distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni N(0,1).

o PF: Doba Zivotnosti auta ma exponencialni rozdéleni s parametrem (1/15).
Potom normovany tvar prdméru dob Zivotnosti nezavisle vyrabénych aut

g X-1s
15vn

je mozné aproximovat normalnim rozdélenim N(0,1)

Centralni limitni véta

Centralni limitni véta oznacuje tvrzeni, podle néhoz (za ur¢itych podminek) se
rozdéleni vybérového primeéru blizi k normalnimu rozdeéleni. O nahodné veli¢ing s
uvedenym chovanim fikame, Ze ma asymptoticky normalni rozdéleni.

WikipediE

o Udaje, které jsou ovliviiovany velkym poétem malych a na sobé
nezavislych efektl budou rozdéleny pfiblizné normalné

o Cim vétsi je rozsah vybéru, tim vice se rozdéleni pramér blizi
normalnimu rozdéleni 3

N(.=)

Vygenerujte 100 hodnot ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na
intervalu (a,b) a vypoctéte pramér vzorku. Vybér 50 x opakujte. Nakreslete
histogram vybérovych primért, vypoctéte prumér a smérodatnou odchylku.
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