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G. G. Lorentz: A contribution to the theory of divergent sequences, [38], str. 167
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PODIVNÁ TVÁ  GEOMETRIE 
U JANA CARAMUELA Z LOBKOVIC 

MIROSLAVA OTAVOVÁ

Abstract: Juan Caramuel Lobkowitz (1606–1682) contributed to development of 
mathematics especially by formal construction of combinatorics and numeration systems. 
In his work Mathesis biceps (1667) Caramuel solves philosophical issues of nature of 
mathematical disciplines as well and tries to establish their axiomatic foundations. He 
brings simultaneously the wide scale of surprising practical applications. 

1 Zm na paradigmatu v 17. století    
Evropa 17. století nebyla prostorem idylickým. Vnit ní rozpory k es anské civilizace 

a krize spole enských institucí neschopných ešit nahromad né problémy vyústily do 
vleklých boj  t icetileté války. V domí nutnosti zvládnout situaci spojovalo všechny 
velké osobnosti té doby (viz [7]) a projevovalo se nejen v oblasti politické, ale i filo-
sofické. P edpoklad provázanosti sv ta vyžadoval celostní p ístup, a tedy nalezení 
universálního nástroje uchopení skute nosti, který by byl zp sobilý ji objektivn  popsat, 
racionálním zp sobem formulovat a ešit vzniklé otázky. 

Je z ejmé, že této ambici mohly dostát jen formální disciplíny, a proto bylo t eba 
oprostit v decké poznání od dosavadních metafyzických princip  ve prosp ch matema-
tiky a vytvo it nový adekvátní jazyk v dy. Zkoumání jazyka m lo v evropském prostoru 
již dlouhou tradici, p stovalo se na universitách v podob  spekulativní gramatiky již od 
13. století. Vkladem barokního období pak byla inspirace st edov kou hebrejskou kaba-
lou (viz [5]), jež ve své podstat  nese myšlenku paralelismu jazyka a stvo eného universa 
a otev ela tehdy cestu k tvorb  um lého jazyka. 

Matematika se stává oním hledaným svorníkem, zárukou universality a pravdivosti 
poznání a p ebírá vlastn  roli, kterou v p edchozím období hrála teologie. Její nov  kon-
stituované odv tví, kombinatorika, pak koresponduje s principem kompozicionality, z n -
hož novov ká v da vychází. Všechny zmín né aspekty lze ilustrovat na díle Jana Cara-
muela z Lobkovic a naopak, Caramuelovu nezvykle širokému pojetí matematiky nelze 
porozum t mimo kontext doby.  

2 Matematika a jazyk u Jana Caramuela z Lobkovic  
Jan Caramuel z Lobkovic byl typickým kosmopolitním intelektuálem barokní doby. 

Narodil se v Madridu roku 1606 do rodiny s eskými ko eny (po matce byl Lobkovic), 
studoval filosofii a teologii na slavných špan lských universitách v Alcale a Salamance, 
doktorát teologie získal v nizozemské Lovani. Již jako student vstoupil do cisterciáckého 
ádu, své nadání a v deckou erudici proto uplat oval i v církevní sfé e. Upozornil na sebe 

výjime nou schopností logické argumentace také v politicky choulostivých otázkách 
a stal se opatem v n meckém Disibodenbergu. Brzy následovalo pozvání císa e Ferdi-
nanda III., který využil Caramuelova diplomatického umu p i dojednání mírové smlouvy 
na Vestfálském kongresu. V Praze pak strávil Caramuel celou dekádu jako generální vi-
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ká  pražského arcibiskupa kardinála Harracha. V roce 1657 byl papežem ustanoven jako 
biskup Satrijsko-Campagneské diecéze v jižní Itálii. Caramuel v hrob dodnes najdeme 
v katedrále v jeho posledním p sobišti ve Vigevanu.  

Obr. 1: Kombinatorická analýza vztah  mezi úhly trojúhelníka 

Caramuel však nebyl jen církevním hodnostá em. Matematické nadání se u n j proje-
vovalo již v d tském v ku a podporoval je jeho otec, který p ed odchodem do Špan lska 
byl na pražském dvo e Rudolfa II. císa ským matematikem. Zájem o matematiku u Ca-
ramuela provázela fascinace židovskou kabalou, jež byla tolerována a do jisté míry p s-
tována v Alcale. Kabalistický pohled na sv t formoval jeho vlastní myšlení a umož oval 
mu nacházet nové souvislosti a analogie i v dalších odlišných kontextech. K tomu p istu-
povalo vynikající Caramuelovo jazykové vybavení. Krom  obvyklých národních jazyk
zemí, kde žil, a latiny s e tinou, b žných u vzd lanc  té doby, znal hebrejštinu, arabštinu 
a ínštinu (viz [6]). To mu poskytovalo dostatek srovnávacího materiálu, aby mohl 
studovat jazyk jako abstraktní strukturu prost edky matematiky. 
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Prvním Caramuelovým p ísp vkem k problematice um lých jazyk  byla ješt  v dob
studií v Lovani komentovaná edice renesan ního textu Steganographiae [1] z indexu za-
kázaných knih, kterou tím rehabilitoval v o ích sou asník  a interpretoval jako teorii šif-
rování. V pr b hu pražského p sobení vydal rozsáhlý spis Theologia rationalis [2], 
v n mž v kapitole Grammatica audax (Odvážná mluvnice) p edstavuje sv j metafyzický 
dialekt, um lý jazyk obohacený novými slovy, která generuje postupným vkládáním r z-
ných samohlásek do stejného základu, a formální definicí jim pak p i azuje významy. 
Kombinatorické metody Caramuela provázejí po celou dobu jeho intelektuální práce. 
Rozvíjí je postupn  podle pot eb zvoleného tématu, p esv d ení o jejich relevanci a obec-
nosti je pro n j evidentním základem poznatelnosti sv ta.  

3 Speculatio a Praxis 
Systematický výklad kombinatoriky (viz [7]) je obsažen až v Caramuelov  soubor-

ném matematickém spisu Mathesis biceps vetus et nova [3] a Mathesis nova [4], jejž 
vydal jako biskup ve své vlastní tiskárn  v Campanii v roce 1667, resp. 1669. Jde o ency-
klopedické dílo, úhrnem více než 1700 stran foliového formátu. Klí em k pochopení 
autorova zám ru je název – Nauka stará a nová o dvou hlavách. Vágní slovo nauka 
nazna uje velmi široké pojetí matematiky. Každý pojem je prezentován v historických 
souvislostech, autor propojuje staré a nové, uvádí citace literatury k tématu. Adjektivum
biceps je alegorickým vyjád ením nároku, kterému má matematika dostát – být univer-
sálním nástrojem poznání jakéhokoli jevu ve sv t . Odpov  v podob  krásné rytiny 
nabízí titulní list. On mi dv ma hlavami matematiky jsou Speculatio a Praxis, v dnešním 
jazyce Teorie a Aplikace. Oba aspekty se skute n  vzájemn  dopl ují v celém textu. 

Obr. 2: Kombinatorický d kaz správnosti aristotelské nauky o živlech 

Kapitola v novaná geometrii nap . za íná filosofickými otázkami o povaze základních 
pojm  jako jsou bod, k ivka, plocha, t leso. Caramuel zná názory presokratik , referuje 
o aporiích Zénóna Elejského tak, jak jsou zachovány v citaci Aristotela ve Fyzice, a pak 
sám p edkládá své argumenty a definice. Je p ízna né, že se tak d je v odstavci nazva-
ném De notitiis Speculativis, quae requiruntur ante praxim. Aby se vyhnul paradox m 
kontinua a mohl budovat konsistentní teorii (dnešní terminologií e eno, o ekává spln ní 
axiomu aditivity míry), bod (punctum geometricum) definuje jako initium quantitatis, 
které je indivisibile, tj. nemá ásti, a nemá délku (longitudo). K ivka (linea) se proto ne-
skládá z jednotlivých bod , ale je fluxus puncti, plynutím bodu a má délku. Odlišný statut 
však mají bod (punctum practicum), k ivka atd. v geodézii, která je prot jškem teoretické 
geometrie na úrovni Praxis. 
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Ve druhém svazku Mathesis nova získává Caramuel po vybudování kombinatoric-
kých pojm  nové prost edky pro studium geometrie. Uve me tabulku (viz obr. 1), která 
p ehledn  zachycuje zkoumání vztah  mezi vnit ními úhly trojúhelníka. Rozlišíme-li t i 
základní možnosti – úhel ostrý, pravý a tupý, tabulka obsahuje 27 variací 3. t ídy s opa-
kováním. Ve 2., resp. 3. sloupci najdeme vyhodnocení logického soudu, kdy ze znalosti 
úhlu A iníme záv r o B, resp. ze znalosti A, B usuzujeme na C. 

Stejný p ístup volí Caramuel i v situaci, kdy postuluje, že matematickými argumenty 
dokáže správnost Aristotelovy nauky o ty ech elementech neboli živlech. P ipomene 
nejd íve živlovou nauku presokratika Empedoklea z 5. století p . Kr. o 4 ko enech, pak 
srovnává Aristotelovu reduktivní koncepci 4 prvk  látkové povahy (vzduch, ohe , voda, 
zem ) s pozd jším u ením o kvintesenci (aithér). Rozhodnutí o správném po tu prvk
op t p inese princip kompozicionality a kombinatorika. Prvky vznikají jako kombinace 
(tj. dvojice) 4 primárních kvalit (teplé, studené, vlhké, suché). Po et kombinací 2. t ídy ze 
4 prvk  je 6 (viz obr. 2), tj. tyto kombinace jsou myslitelné (intelligibile). První 
a poslední jsou však nemožné in re. Na této aplikaci kombinatoriky ve filosofii je však 
nejvíc p ekvapivé její za azení do kapitoly Geometria specialis.  
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TIBOR NEUBRUNN A SLOVENSKÁ ŠKOLA TEÓRIE MIERY

Beloslav Riečan

Abstract: This paper contains core ideas of Tibor Neubrunn’s works on measure
theory. These publications and his extensive pedagogical and reviewal work became
one of pillars of Slovak school of measure theory. In the end we present one of
remarkable results of this school – Šipoš integral.

Úvod

Práce z teórie miery a integrálu patria medzi prvé vedecké články Tibora Neu-
brunna. Je to dosť pochopiteľné, keď vezmeme do úvahy, že v r. 1950 vyšla prelomová
monografia Paula R. Halmosa, Measure theory. Ale už v r. 1952 vyšiel jej ruský pre-
klad, ktorý nám bol všeobecne dostupný. Stal sa okrem iného základom prednášky
Ladislava Mišíka pre tretiakov na vtedajšej Prírodovedeckej fakulte UK v školskom
roku 1955/56. Prof. Mišík prednášal na Univerzite Komenského ako externista, keď
kmeňovo pôsobil na Strojníckej fakulte Slovenskej vysokej školy technickej (SVŠT).
Keď si Univerzita Komenského zrušila externistov, premiestnili sme sa na čele s Ti-
borom na SVŠT na v tom čase vzniknuvší Mišíkov seminár z teórie miery. Tento
sa pravidelne konal v knižnici Štefana Schwarza. Zúčastňovali sa ho popri Tibo-
rovi a šiestich vysokoškolákoch z PF UK aj pracovníci SVŠT na čele s legendárnou
trojicou Ladislav Mišík, Igor Kluvánek, Marko Švec.

1. Konštrukcia miery

Konštrukcia miery z objemu je veľmi populárna, pravdepodobne po Halmoso-
vej expozícii v spomínanej monografii. Objem je tam definovaný ako nezáporná
funkcia na systéme všetkých kompaktných množín. Druhou motiváciou je systém
kompaktných intervalov na reálnej osi. To je problematika zaujímavá tak z hľadiska
vedeckého (napr. teória pravdepodobnosti) ako aj z hľadiska didaktického.

Tibor Neubrunn vo svojej práci [4] zaujal stanovisko abstraktné. Jeho objem je
definovaný na danom systéme podmnožín abstraktného priestoru. Svoje výsledky
prezentoval potom v trochu rozšírenej forme v monografiách [12], [13] a [14].

Daná je teda množina X. Objemom budeme rozumieť nezápornú funkciu

λ : E → [0,∞),

kde E je systém podmnožín množiny X uzavretý k zjednoteniam, t.j.

A,B ∈ E =⇒ A ∪B ∈ E ,

a obsahujúci prázdnu množinu ∅. Pritom predpokladáme, že
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E ⊂ F =⇒ λ(E) ≤ λ(F ),

λ(E ∪ F ) ≤ λ(E) + λ(F ),

E ∩ F = ∅ =⇒ λ(E ∪ F ) = λ(E) + λ(F ).

V Neubrunnovej teórii je daná dvojica systémov (A,V) podmnožín množiny X
spĺňajúca nasledujúce podmienky:

(i) ∅ ∈ A ∩ V,
(ii) A1, A2 ∈ A =⇒ A1 ∪A2 ∈ A,

Vn ∈ V (n = 1, 2, . . . ) =⇒ ⋃∞
n=1 Vn ∈ V,

(iii) A ∈ A, V1, V2 ∈ V, A ⊂ V1 ∪ V2,

=⇒ existujú A1, A2 ∈ A, A1 ⊂ V1, A2 ⊂ V2, A = A1 ∪A2,

(iv) A ∈ A, A ⊂ ⋃∞
i=1 Vi, Vi ∈ V (i = 1, 2, . . . )

=⇒ A ⊂ ⋃n
i=1 Vi pre nejaké n,

(v) A ∈ A, V ∈ V =⇒ V ∩A
′ ∈ V,

(vi) A ∈ A, V ∈ V =⇒ V
′ ∩A ∈ A.

Príkladom takej dvojice je systém A všetkých kompaktných, resp. systém V
všetkých otvorených podmnožín daného Hausdorffovho topologického priestoru X.
Hlavný výsledok článku je nasledujúca veta.

Veta 1.1. Existuje miera μ̄ na σ(A ∪ V), ktoré je rozšírením objemu λ : A → R.
Pritom

μ̄(F ) = sup{μ(E ∩ F ); E ∈ σ(A)},
μ je zúžením na σ(A) vonkajšej miery μ�,

μ�(E) = inf{λ�(V ); E ⊂ V ∈ V},
λ�(V ) = sup{λ(A); V ⊃ A ∈ A}.

Dôsledok 1.2. Nech X je Hausdorffov topologický priestor, A je systém všetkých
kompaktných množín, λ je objem na A. Potom μ : σ(A)→ R je regulárna Borelova
miera.

Pritom regulárnosť znamená

μ(A) = inf{μ(U); U ∈ V} = sup{μ(C); C ∈ A}.

Regulárnosťou sa zaoberá aj práca [2]. Tu sa uvažuje miera μ : (X,S) → [0,∞)
a miera ν(f) =

∫
E

fdμ, kde f ≥ 0 a X je topologický priestor.
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Veta 1.3. Ak
μ(E) = sup{μ(C); E ⊃ C, C kompaktná},

tak aj
ν(E) = sup{ν(C); E ⊃ C, C kompaktná}.

Podmienka ν(E) =
∫
E
fdμ súvisí s pojmom absolútnej spojitosti miery ν vzhľa-

dom na mieru μ (označenie ν << μ), t.j. s implikáciou μ(E) = 0 =⇒ ν(E) = 0).
V článku [11] sa využíva pojem (CCC) (countable chain condition).

Definícia 1.4. Funkcia ν : S → [0,∞] spĺňa podmienku (CCC), ak neexistuje
nespočítateľný systém E ⊂ S navzájom disjunktných množín taký, že

ν(E) > 0, E ∈ E .

Veta 1.5. Nech (X,S, μ) je priestor so σ- konečnou mierou μ spĺňajúcou podmienku
(CCC). Potom miera ν : S → [0,∞] je absolútne spojitá vzhľadom na μ vtedy a len
vtedy, keď existuje taká merateľná funkcia f , že

ν(E) =
∫
E

fdμ

pre všetky E ∈ S.

Veta 1.6. Nech (X,S, μ) je priestor so σ-konečnou mierou. Nech ν : S → [0,∞]
spĺňa podmienku (CCC). Potom ν << μ vtedy a len vtedy, keď existuje taká
merateľná funkcia f na X, že

ν(E) =
∫
E

fdμ

pre všetky E ∈ S.

2. Ideály

Slovo ideál má svoju symboliku. Ale v našej teórii má aj matematický význam.
Mimochodom T. Neubrunn ho pôvodne nepoužíval (pozri [7]), hovoril o systéme
nulových množín.

Definícia 2.1. Nech (X,S) je merateľný priestor, N ⊂ S. Systém N nazveme
ideálom, ak

(i) E,F ∈ N =⇒ E ∪ F ∈ N ,

(ii) E ∈ N , F ∈ S, F ⊂ E =⇒ F ∈ N .
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Ideál N sa nazýva σ-ideálom, ak platí
(iii) En ∈ N (n = 1, 2, . . . ) =⇒ ⋃∞

n=1En ∈ N .

Aj v tomto všeobecnejšom tvare sa uplatňuje vlastnosť (CCC). V [7] je dokázané
o.i. nasledujúce tvrdenie.

Veta 2.2. Nech (X,S) je merateľný priestor, M ⊂ S je σ-ideál a systém S \ M
neobsahuje nespočítateľne veľa navzájom disjunktných množín,M� ⊂ S je σ-ideál,
ktorý nie je súčasťou systému M. Potom existuje taká množina A ∈ S \ M, že
A ∈ M� a

E ⊂ X \A, E ∈ M� =⇒ E ∈ M.

Pravdaže, tvrdenia uvedeného typu sa dajú bezprostredne aplikovať na tvrdenia
z teórie miery.

Veta 2.3. Nech (X,S,m) je priestor s úplnou mierou (t.j. E ∈ S, m(E) = 0,
F ⊂ E =⇒ F ∈ S). Nech m� je miera na S, ktorá nie je absolútne spojitá podľa m.
Potom existuje A ∈ S,m�(A) = 0,m(A) > 0 a

E ⊂ X \A, m�(E) = 0 =⇒ m(E) = 0.

Je pozoruhodné, že niektoré tvrdenia z [7] sa dajú použiť v teórii P. R. Halmosa
a L. J. Savagea aplikujúcej Radonovu-Nikodymovu vetu v teórii postačujúcich šta-
tistík.

Ďalšie výsledky transformujúce tvrdenia teórie miery do teórie množín sú v mo-
nografiách [12], [13] a [14]. Pre jednoduchosť predpokladajme, že X ∈ S. Vezmime
napr. Lebesgueovu vetu, ktorá pracuje s dvoma mierami μ, ν : S → [0,∞], z ktorých
jedna je konečná. Potom existujú také miery ν1, ν2 : S → [0,∞], že

ν = ν1 + ν2,

pričom ν1 << μ a ν2⊥μ, (t.j. existujú také A,B ∈ S, že X = A ∪ B, A ∩ B = ∅
a μ(E ∩A) = ν2(E ∩B) pre všetky E ∈ S).

Definícia 2.4. Nech M, N ⊂ S sú σ-ideály. Hovoríme, že M, N sú singulárne
(píšemeM⊥N ), ak existujú také A, B, že

X = A ∪B, A ∩B = ∅

a
E ∩A ∈ M, E ∩B ∈ N
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pre všetky E ∈ S.

Absolútnu spojitosť mier možno sformulovať inklúziou σ-ideálov N ⊂ M. Ak
totiž μ, ν sú miery,

N = {A ∈ S; μ(A) = 0},
M = {A ∈ S; ν(A) = 0},

potom ν << μ práve vtedy, keď N ⊂ M.

Veta 2.5. Nech (X,S) je merateľný priestor,M,N ⊂ S sú σ-ideály, pričom

M\N spĺňa (CCC),
t.j. neobsahuje nespočítateľne veľa navzájom disjunktných prvkov. Potom existuje
taká množina F ∈ M, že pre σ-ideály

N1 = {E ∈ S;E ∩ F ∈ M}, N2 = {E ∈ S;E \ F ∈ M}

platí
N1 ⊂ M, N2⊥M.

Klasickú Lebesgueovu vetu dostaneme pomocou vyššie uvedených volieb σ-ideálov
N ,M a definícií

ν1(E) = ν(E ∩ F ), ν2(E) = ν(E \ F ).

3. Malé množiny

Myšlienka nahradiť množiny nulovej miery daným σ-ideálom sa ukázala byť uži-
točnou, a preto aj populárnou. Ale nezahŕňa onú „ε-ovú vojnu	. Vieme, že v kon-
vergenčných otázkach potrebujeme vedieť, kedy má nejaká množina „malú	 mieru,
teda kedy je malá.

Definícia 3.1. Nech (X,S) je merateľný priestor a (Nn)∞n=1 je postupnosť systémov
množínNn ⊂ S (n = 1, 2, ...). Budeme hovoriť, že (Nn)∞n=1 je systém malých množín
na S (stručne malý systém), ak sú splnené nasledujúce podmienky:

(i) ∅ ∈ Nn pre n = 1, 2, ...,

(ii) pre každé n existuje taká postupnosť (ki) prirodzených čísel, že∞⋃
i=1

Ei ∈ Nn, ak Ei ∈ Nki
pre i = 1, 2, ...,

(iii) ak E ∈ Nn, F ⊂ E,F ∈ S, tak F ∈ Nn,
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(iv) Nn ⊃ Nn+1 pre n = 1, 2, ...,

(v) ak E ∈ Nn, F ∈ ⋂∞
m=1Nm, tak E ∪ F ∈ Nn.

Príklad 3.2. Nech m : S → [0,∞) je miera, Nn = {E ∈ S; m(E) < 1
n}. Potom

(Nn)∞n=1 je systém malých množín.

Je príznačné, že Tibor Neubrunn sa zasadil za teóriu systémov malých množín
hneď po jej vzniku. Jeho obľúbenou témou bola absolútna spojitosť.

Ak μ, ν sú miery na S, tak ν << μ, ak

∀ε > 0 ∃ δ > 0 : E ∈ S, μ(E) < δ =⇒ ν(E) < ε.

Tento pojem možno transformovať do malých systémov.

Definícia 3.3. Nech (Nn)∞n=1, (Mn)∞n=1 sú malé systémy. Píšeme

(Nn)∞n=1 <<ε (Mn)∞n=1, ak ∀n ∃m :Mm ⊂ Nn.

Príklad 3.4. Nech μ, ν : S → [0,∞) sú miery,

Mn =

{
E ∈ S; μ(E) < 1

n

}
, Nn =

{
E ∈ S; ν(E) < 1

n

}
.

Potom (Nn)∞n=1 <<ε (Mn)∞n=1 znamená, že

∀n ∃m : μ(E) < 1
m
=⇒ ν(E) <

1
n
.

Inak formulované

∀ε > 0 ∃ δ > 0 : μ(E) < δ =⇒ ν(E) < ε.

Veta 3.5. Nech (Nn)∞n=1, (Mn)∞n=1 sú malé systémy. Potom

(Nn)
∞
n=1 << (Mn)

∞
n=1 =⇒

∞⋂
n=1

Nn ⊃
∞⋂

n=1

Mn.

Opačná implikácia platí pre tzv. spojitý systém (Nn)∞n=1.

Definícia 3.6. Malý systém (Nn)∞n=1 je polospojitý zhora, ak

(Bi ∈ S, Bi ↘ B, ∃ io, Bi /∈ Nio) =⇒ B /∈
∞⋂

n=1

Nn.
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Pojem spojitého malého systému odpovedá pojmu funkcie polospojitej zhora:

Bi ↘ B =⇒ μ(Bi)↘ 0.

A skutočne platí (pozri [10]):

Veta 3.7. Nech (Nn)∞n=1, (Mn)∞n=1 sú malé systémy na S, pričom (Nn)∞n=1 je po-
lospojitý zhora. Potom

(Nn)
∞
n=1 << (Mn)

∞
n=1 ⇐⇒

∞⋂
n=1

Nn ⊃
∞⋂

n=1

Mn.

Videli sme, že zatiaľ čo nulové množiny môžu byť definované jednoznačne, pojem
množiny „malej	 miery má fuzzy charakter. Je zaujímavé, že pojem fuzzy množiny
a pojem množiny malej miery (opísaný matematicky tzv. malými systémami) boli
zavedené nezávisle na sebe a temer súčasne. Hoci axiomatické systémy sú v oboch
teóriach dosť rôzne, pojem malého systému môže byť skúmaný z hľadiska fuzzy
množín.

4. Submiery

Submiery sa k nám dostali najprv prostredníctvom prác I. Dobrakova (pozri [1]).
Aj keď teóriu submier možno budovať na všeobecnejších štruktúrach, ostaneme
v klasickom ponímaní.

Definícia 4.1. Nech S je σ-algebra podmnožín množiny X. Funkcia m : S → R je
submiera, ak spĺňa nasledujúce podmienky:

1. m(∅) = 0,
2. ak A ⊂ ⋃n

i=1Ai, tak m(A) ≤ Σn
i=1m(Ai),

3. ak Ai ↘ ∅, tak limi→∞ m(Ai) = 0.

Definícia 4.2. Postupnosť (Nn)∞n=1 a submiera m : S → R sú ekvivalentné, ak
platí

(i) ∀ε > 0 ∃n ∈ N : A ∈ Nn =⇒ m(A) < ε,

(ii) ∀n ∈ N ∃ ε > 0 : m(A) < ε =⇒ A ∈ Nn.

V [14] je dokázané nasledujúce tvrdenie.

Veta 4.3. K ľubovoľnej submiere m : S → R existuje malý systém (Nn)∞n=1 ekviva-
lentný s tou submierou. A naopak, k ľubovoľnému malému systému (Nn)∞n=1 existuje
submiera m : S → R s ním ekvivalentná.
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Logickým vyústením slovenskej školy teórie integrálu je Šipošov integrál ([15],
[16], [17]), ktorý skonštruoval Neubrunnov žiak Ján Šipoš. Tento integrál bol po-
užitý v Kahnemannovej a Tverského ekonomickej koncepcii, za ktorú bol Kahne-
mann odmenený Nobelovou cenou. Pritom Šipošov integrál je určitou alternatívou
Choquetovho integrálu. Pravdaže, vznikli nezávisle na sebe a Šipošov integrál má
svoje symetrické osobitosti.

Odteraz budeme predpokladať, že je daný priestor (X,S), kde S je σ-algebra.
Definícia 4.4. Funkcia μ : S → R je kapacita, ak

(i) μ(∅) = 0,
(ii) A ⊂ B =⇒ μ(A) ≤ μ(B).

Definícia 4.5. Nezáporná funkcia f : X → [0,∞) je integrovateľná v zmysle
Choqueta, ak existuje

(C)
∫

fdμ =
∫ ∞

0
μ(f−1[0, t))dt.

A teraz uvedieme Šipošovu konštrukciu. Nech F je konečná množina reálnych
čísel,

F = {bk, bk−1, ..., b1, b0, a0, a1, ..., an},
pričom

bk < bk−1 < · · · < b1 < b0 = 0 = a0 < a1 < · · · < an,

a nech f : X → R je merateľná funkcia. Nech F je systém všetkých takých mno-
žín F . Položme

SF (f) = Σ
n
i=1(ai − ai−1)μ(Ai) + Σ

n
i=1(bi − bi−1)μ(Bi),

kde
Ai = {x ∈ X; f(x) ≥ ai}, i = 0, 1, ..., n,

Bj = {x ∈ X; f(x) ≤ bj}, j = 0, 1, ..., k.

Definícia 4.6. Funkcia f : X → R je integrovateľná v zmysle Šipoša, ak existuje

(S)
∫

fdμ = lim
F∈F

SF (f).

Pravdaže, ak je funkcia f nezáporná, tak je integrovateľná v zmysle Šipoša vtedy
a len vtedy, keď je integrovateľná v zmysle Choqueta.
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Záver

Prof. RNDr. Tibor Neubrunn, DrSc. (2. 8. 1929 až 21. 11. 1990), pôsobil na
Univerzite Komenského 37 rokov (1953–1990) s jednoročnými prerušeniami na Uni-
verzite v Bagdade 1967/68 a na Univerzite v St. Salvadore v Brazílii 1972/73. Hoci
vynikal jemnou povahou, a to tak ako učiteľ, ako aj ako vedecký pracovník, ostala
po ňom výrazná vedecká stopa. Stalo sa to v troch smeroch: prvým bola teória
miery, druhým teória reálnych funkcií, tretím teória kvantových štruktúr.

Predložená práce je prvým pokusom o zhodnotenie vedeckého prínosu Tibora
Neubrunna v oblasti teórii miery a jej aplikácií. Ale je tu aj pedagogický odkaz,
ktorého pozoruhodným výsledkom je Šipošov integrál.
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fac. rer. nat. Univ. Comen., Mathem. 4, 1959, 283–286.

[3] Neubrunn T., A note on measurable transformations, Acta fac. rer. nat. Univ.
Comen., Mathem. 4, 1959, 286–289.
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HANS SCHNEIDER (1927–2014) 

MARTINA ŠT PÁNOVÁ

Abstract: Hans Schneider, leading linear algebraist of the 20th century, who was one of 
the founders of the International Linear Algebra Society and the editor-in-chief of the 
prestigious journal Linear Algebra and Its Applications, died in 2014. 

1 Životní osudy 

1.1 Z Rakouska p es eskoslovensko a Polsko do Nizozemí1

Hans Schneider se narodil 24. ledna 1927 ve Vídni jako jediné dít  dvou zuba . Za-
tímco jeho matka Isabella Schneider (1897–1967), rozená Saphir, pocházela rovn ž 
z Vídn , otec Hugo Schneider (1897–1967) se narodil v slezském pohrani ním m st
Karviná a do Vídn  odešel za gymnaziálním studiem. Rodi e se vzali v roce 1922, kdy 
oba ukon ili svá studia zubního léka ství. Otec si poté ve Vídni otev el úsp šnou sou-
kromou stomatologickou praxi, matka pracovala pro m stské dentální centrum ošet ující 
školní d ti. 

Rodi e Hanse Schneidera se nehlásili k žádnému náboženství, podle nacistických ra-
sových zákon  však byli považováni za Židy. Z tohoto d vodu byl poklidný život rodiny 
nenávratn  p etržen v b eznu 1938 anšlusem Rakouska nacistickým N meckem. Tou do-
bou zbývaly rodin  poslední t i m síce spole ného pobytu ve Vídni. V prvních týdnech 
od anexe se zdálo, že b žné denní innosti tehdy jedenáctiletého Hanse se p echodem pod 
nacistickou nadvládu p íliš nezm ní. Otec Hugo se zpo átku neobával ani o svou profesní 
dráhu. V d l sice, že ztratí n které své nežidovské pacienty, ale sou asn  v il, že do 
svého registru získá n které pacienty židovské, kte í dosud navšt vovali zuba e nežidov-
ského, a bude tak i nadále provozovat svou praxi. V následujících t ech m sících však 
pochopil, jak moc se mýlil. Jednoho dne mu totiž mladý muž v uniform  SA sd lil, že je 
také zuba  a že od té chvíle pat í jedna ze dvou Schneiderových ordinací jemu. Hugo 
Schneider si velmi rychle uv domil, že pro Židy již není v Rakousku bezpe no, a p esto-
že byl, dle pozd jších vzpomínek syna Hanse, velmi opatrným lov kem, rozhodl se pro 
riskantní út k rodiny ze zem . Problém nebyl s opušt ním Rakouska, obtížné bylo nalézt 
zemi, která by je p ijala. V ervnu 1938 rodina odjela vlakem do eskoslovenska, kam 
vstoupila ilegáln  po podplacení eského pohrani níka, a pobývala u jednoho z otcových 
bratr  v Karviné, otcov  rodišti. Ze t í p vodn  hmotn  i spole ensky dob e postavených 
lidí se tak velmi rychle stali uprchlíci, lidé bez jakýchkoliv nad jí do budoucnosti a bez 
spole enského uznání.  

Na konci zá í 1938 byla podepsána Mnichovská dohoda, na jejímž základ  bylo m sto 
Karviná p ipojeno k Polsku. Trojice se tak ocitla ilegáln  v další zemi. Ješt  p edtím se 
rodi e rozhodli, s v domím, že své jediné dít  již možná nikdy neuvidí, zajistit pro Hanse 
místo na kvakerské internátní škole založené pro d ti n meckých a rakouských uprchlík
                                                          

1 Informace z paragraf  1.1 a 1.2 byly p evážn  p evzaty z publikovaných vzpomínek Hanse Schneidera, které 
byly nazvány March 1938–August 1940: A Personal History of My Family During 30 Turbulent Months [2] 
a sepsány kolem roku 2000. 
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v nizozemském Eerde. S cílem získat pro Hanse povolení ke vstupu do Nizozemí 
a k docházce na zmín nou školu, psala jeho matka prosebné dopisy adresované do rukou 
Jacoba Costera-Lucase, lena nizozemského výboru pro pomoc zahrani ním d tem. Hans 
Schneider o t chto dopisech tak ka celý život nev d l, n které z nich se k n mu dostaly, 
až když mu bylo tém  osmdesát let. Citujme útržky z t chto dopis  (Hans Schneider je 
p eložil z n m iny do angli tiny, viz [2]). 

Dear Mrs. Coster, please don’t be angry I ask you to speed up the matter. Our situa-
tion here is so uncertain that I hardly know whether an acceptance that occurs only after 
a few weeks would still find us here. We are here completely depend on our relatives who 
themselves do not know how their situation will develop in the next few weeks. That is 
why we would be so glad to know that our child has reached safety. 

Should this matter be delayed for some time despite our kind efforts then it would help 
us greatly if you knew of a Dutch family in Poland (in Warsaw or elsewhere) who would 
be ready to keep Hansl until his departure.  

[24. íjna 1938, Karviná, Polsko] 

We received an order to leave this country within 48 hours. This order was then 
changed; we may stay until November 9. It would be our great good fortune if the matter 
of Hansl were settled by then. ... We are infinitely grateful to you for your efforts and 
I wish I could prove this to you some day. 

[29. íjna 1938] 

First of all my heartfelt thanks. I can hardly express in words how happy and grateful 
we are that Hansl has been granted an entry permit … Hansl was intensely looking for-
ward to his getting out of here and it must have been a big disappointment to him … 

[9. listopadu 1938] 

Hans Schneider musel odjet kv li získání víza do Varšavy a poté se m l p esunout do 
Holandska, aniž by vstoupil na území N mecka. Znamenalo to odlet t nejd íve z Varšavy 
do Prahy a odtud p ímým letem do Amsterdamu. Letadlo do Prahy však kv li nep ízni 
po así nevzlétlo a odlet dalším spojem by znamenal desetidenní ekání na následující let 
do Amsterdamu, což však nebylo možné, protože žádný hotel by neubytoval osobu bez 
doklad . Bylo tedy nutné nalézt zp sob, jak pose kat ve Varšav . Hugo Schneider, jenž 
svého syna ve Varšav  doprovázel, proto oslovil prvního seriózn  vypadajícího muže, 
kterého potkal na ulici, a poprosil ho o pomoc. Ten je poslal na n mecké velvyslanectví, 
kde mohl Hans do asn  pobývat s jednou n meckou rodinou. Pozd ji se ukázalo, že muž, 
který je na ambasádu odkázal, byl polský policista pracující pro resort pov ený deportací 
ilegálních cizinc . Hans Schneider s odstupem n kolika desetiletí vyjád il názor, že ob
instituce byly ve skute nosti protinacisticky zam eny.  

1.2 Shledání v Británii 

Z Varšavy do Amsterdamu odlet l Hans pravd podobn  17. listopadu 1938. Rodi e 
žijící v Karviné byli v té dob  udáni ú ad m a m li být dle p edpis  posláni do N mecka. 
Našt stí se již pon kolikáté ocitli v blízkosti lidí nejednajících dle oficiálních regulí. 
Místní policie jim umožnila b hem následujících ty iadvaceti hodin uprchnout do pol-
ského vnitrozemí, kde žili se vzdálenými p íbuznými a ekali na jakákoliv víza – a  brit-
ská nebo americká. V dubnu roku 1939 byl Hugo Schneider za azen mezi ty icet ra-
kouských zuba , kterým byl umožn n vstup do Británie. Z Polska odjeli na lodi 
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a prvních n kolik m síc  žili v Londýn . Vzhledem k tlaku uprchlických organizací na 
rozptýlení ute enc  do ostatních ástí zem  se Schneiderovi odst hovali do Edinburghu. 
Mezitím Hans opustil Nizozemí a 11. srpna 1939 rovn ž vstoupil na britské území. Pouhé 
t i týdny p ed vypuknutím druhé sv tové války, po tak ka roce osam ní, se setkal s rodi i 
práv  v Edinburghu.  

P ežití všech len  rodiny a jejich op tovné shledání ve Skotsku považoval Hans 
Schneider s odstupem let za š astnou souhru n kolika náhod a také odvahy jeho otce 
podstoupit nejistý út k z Rakouska. Jak uvedl, v kritickém období let 1938 a 1939 si jako 
dít  nep ipoušt l, že by se s rodi i již nikdy nevid l. Na druhé stran  si dodate n  uv -
domil, že jeho rodi e jist  museli být takovou myšlenkou neustále pronásledováni. 
O událostech p ed rokem 1939 se v rodin  již nikdy nemluvilo. Kolem roku 2000 Hans 
Schneider napsal (viz [2]): 

I used to remark “I was born in Edinburgh at the age of 12”, a joke with serious con-
tent. Until I reached my late sixties, I claimed that I had no recollection whatsoever of the 
first eleven years of my life – and believed it; my prenatal existence was hard to admit 
and remains shadowy in spite of a conscious effort to recapture it. 

Podotkn me ješt , že rodina, u níž pobýval Hans s rodi i v Karviné, takové št stí 
nem la. Bratr Huga Schneidera se spolu s manželkou a malým synem stali ob tmi 
holokaustu. 

Bohužel ani štastné shledání v Edinburghu nebylo definitivní š astnou te kou za 
m síci plnými strachu, nebylo za átkem nového spole ného života. Hugo Schneider, jenž 
musel složit nové zkoušky ze stomatologie, aby mohl op t vykonávat svou profesi, byl 
ozna en britským soudem za p íslušníka nep átelského státu (“friendly enemy alien”), 
stejn  jako všichni ostatní n me tí a rakouští muži-uprchlíci žijící v Edinburghu. 
Úsp chy postupujícího N mecka byly totiž asto p ipisovány n meckým vyzv da m, 
údajn  p estrojeným za uprchlíky. V roce 1940 byl Hugo Schneider internován na Isle of 
Man. Isabella Schneider, která se již nesnažila vrátit ke karié e zubní léka ky, musela 
opustit Edinburgh a spolu s t emi i ty mi dalšími ženami obdobného osudu bydlela 
v jediném pokoji ve m st  Glasgow. Tehdy t ináctiletý Hans mohl vzhledem ke svému 
v ku (pod šestnáct let) z stat v Edinburghu. Pobýval p itom u jedné svobodné ženy, která 
p ijala do domácnosti n kolik rakouských a ma arských d tí, které p ijely na britské 
ostrovy bez rodi . Hans navšt voval, aniž by zpo átku um l jediné slovo anglicky,2

George Watson’s Boy’s College, jednu z nejlepších edinburských škol, a studium se stalo 
hlavní náplní jeho života. B hem krátké doby se stal nejlepším studentem matematiky ve 
t íd  a do konce života byl vd ný za kvalitní vzd lání, které se mu tehdy dostalo.  

Z internace byl Hugo Schneider propušt n díky své prosp šné profesi mezi prvními, 
a to v srpnu 1940. Následn  si v Edinburghu vybudoval ordinaci, a tak kone n  za al 
spole ný život rodiny Schneider  v Británii. Edinburgh se pozd ji stal pro oba Hansovy 
rodi e místem jejich skonu. Tak jako se oba narodili ve stejném roce (1897), tak také 
téhož roku (1967) zem eli. 

I na sklonku života Hans Schneider stále poci oval vd k Británii za její odhodlání 
bojovat proti Hitlerovi. Ve svých vzpomínkách o prožité válce napsal (viz [2]): 
                                                          

2 Poznamenejme, že Hans Schneider nikdy neum l esky. 
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For a teenager, this was an exciting time; though I was an avid leader of newspapers, 
I did not realize the full horror of it until the war was over.

1.3 Povále ná léta v Evrop

Po absolvování st ední školy se Hans Schneider p ihlásil k vysokoškolskému studiu 
na University of Edinburgh, které ukon il s vyznamenáním roku 1948. Ješt  p ed 
absolutoriem se 6. ledna 1948, ve svých dvaceti letech, oženil s Miriam Wieck 
(nar. 1925) a v témže roce se jim narodilo první dít , dcera Barbara Anne (více informací 
o žen  Miriam, o slavné hudební rodin , z níž pochází, a o d tech manžel  Schneidero-
vých viz samostatná pasáž níže).  

Hans Schneider za al nejprve pracovat pro edinburskou Royal Observatory, odkud 
byl však v roce 1950, tj. b hem prvních dvou let, propušt n poté, co rozbil nový, špi ko-
vý p ístroj. Po této zkušenosti se navrátil ke studiu matematiky na University of Edin-
burgh, kde mu byl školitelem b hem doktorského studia Alexander Craig Aitken (1895–
1967), spoluautor jedné z prvních monografií o teorii matic.3 Aitkenovo vedení diserta ní 
práce však bylo vícemén  formální, protože se dvojice tém  nestýkala. Hans Schneider 
p i r zných p íležitostech rád opakoval, že dostal od svého školitele v podstat  jen jednu 
radu, a to v podob  stru né odpov di na vznesený odborný dotaz: “Read Frobenius!” 
Byla to pouhá dv  slova, která však velkou m rou ovlivnila odborné sm rování Hanse 
Schneidera v jeho celém profesním život , který byl zasv cen lineární algeb e (více 
viz dále). Vedle Aitkena byl Schneider, dle svých slov, v po átcích své kariéry nejvíce 
ovlivn n Helmutem Wielandtem (1910–1986), Aleksandrem Markovi em Ostrovskim 
(1893–1986), Alstonem Scottem Householderem (1904–1993) a nejvíce ze všech Olgou 
Taussky-Todd (1904–1993), roda kou z Olomouce. 

Hans Schneider byl b hem doktorského studia pod asovým tlakem, který vyplýval 
z o ekávaného narození dalšího potomka. Diserta ní práci Matrices with non-negative 
elements tak napsal za pouhých osmnáct m síc . Po její obhajob  v roce 1952 získal mís-
to na Queen’s University of Belfast v Severním Irsku. S výjimkou ro ního p sobení na 
Washington State University zde z stal až do roku 1959, kdy se rodina, tehdy již s t emi 
d tmi ve v ku jedenáct, dev t a sedm let, p est hovala do zámo í. 

1.4 University of Wisconsin v Madisonu 

Po jedenácti letech (1927–1938) prožitých v poklidu v Rakousku, po n kolika 
bou livých m sících strávených postupn  v eskoslovensku, Polsku a Nizozemí út kem 
p ed Hitlerem a po dvaceti letech (1939–1959) sbírání životních zkušeností ve Spojeném 
království, se novým domovem Hanse Schneidera staly Spojené státy americké, 
konkrétn  m sto Madison ve stát  Wisconsin.4 Prozra me již nyní, že nové akademické 
p sobišt  na University of Wisconsin bylo sou asn  Schneiderovým trvalým pracovišt m 
posledním. Na univerzit  postupn  p sobil v roli odborného asistenta (1959–1961), 
docenta (1961–1965) a profesora (1965–1988).5 Následn  byl titulován James Joseph 
Sylvester Professor (1988–1993) a po oficiálním „odchodu do d chodu“6 v roce 1993 
James Joseph Sylvester Emeritus Professor.  
                                                          

3 Turnbull H. W, Aitken A. C.: An Introduction to the Theory of Canonical Matrices, Blackie&Son, Ltd., Lon-
don, Glasgow, Bombay, 1932; další vydání: 1945, 1948, 1950, 1952; reprint: Dover, New York, 1961, 2005. 
4 Jako svou státní p íslušnost uvád l Hans Schneider USA a UK. 
5 V druhé polovin  šedesátých let zastával dva roky pozici vedoucího katedry matematiky. 
6 Na univerzit  v Madisonu vyu oval ješt  na podzim roku 1998,  se školou z stal pevn  spjat až do smrti. 
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Hans chose the name of Sylvester for his named professorship, because of Sylvester’s 
immense contributions to matrix theory, invariant theory, and algebra in general. As you 
know Sylvester is one of the principal originators, possibly the principal originator, 
of linear algebra and it was he who introduced the word “matrix” in the mathematical 
literature and it is the word “matrix” that is on Hans’ Wisconsin license plate. 

(viz [4], str. 3–16) 

Na p elomu jara a léta roku 2014, s v domím blížící se smrti, Hans Schneider napsal 
a na své webové stránce vystavil sv j vlastní nekrolog nazvaný Last Words of Hans 
Schneider [3]. V n m správn  odhadl p ibližnou dobu svého skonu, v míst  neznámého 
p esného data úmrtí ponechal t i te ky: 

This obituary was written by Hans, who is terminally ill but still alive, as of May 31, 
2014. 

Hans Schneider, a research mathematician who devoted much of his academic life to 
the revival of the classical field of linear algebra (aka matrix theory), died on ... aged 87.

Hans Schneider zem el na následky rakoviny jícnu dne 28. íjna 2014, t i m síce p ed 
svými osmaosmdesátými narozeninami.7

2 Rodinné zázemí, zájmy 

2.1 Manželka Miriam  

Manželka Miriam se narodila roku 1925 v n meckém Königsbergu do slavné hudební 
rodiny. Její rodi e, Hedwig (rozená Hulisch) a Kurt Wieck, byli zakladatelé populárního 
hudebního t lesa Königsberger Streichquartett. Protože Hedwig Wieck byla Židovka, 
postihl Miriam podobný osud jako jejího budoucího manžela. V roce 1939 byla jedním 
z p ibližn  tisíce d tí, které byly zachrán ny díky humanitární pomoci zvané Kin-
dertransport. Wieckovi získali volné místo na t chto transportech d tí ve vlacích i na 
lodích do Británie pouze pro jediné dít . Ze svých dvou d tí vybrali rad ji starší Miriam 
než mladšího Michaela, nebo  v d li, že „adoptivní“ rodiny z finan ních d vod  (nižší 
výdaje na vzd lání) rad ji p ijmou d v átko než chlapce. Miriam odjela v lét  roku 1939. 
Ve Skotsku se poznala s Hansem Schneiderem. Pracovala jako houslistka, hrála v Hallé 
Orchestra pod slavným dirigentem Johnem Barbirollim (1899–1970). Ve své hudební 
karié e pokra ovala i po odchodu do zámo í, stala se lenkou Madison Symphony Or-
chestra a v novala se rovn ž výuce hry na housle. Její bratr Michael (nar. 1928) p ežil 
pobyt v koncentra ním tábo e. Stal se známým n meckým houslistou (koncertní mistr 
v Stuttgarter Kammerorchester). V roce 1989 publikoval vzpomínkovou knihu Zeugnis 
vom Untergang Königsbergs, která byla p eložena do ruštiny a angli tiny (A Childhood 
under Hitler and Stalin: Memoirs of a “Certified Jew”) a stala se bestsellerem. 

2.2 D ti Barbara Anne, Peter John, Michael Hugo  

Ve své matematicko-hudebn  založené rodin  vychovali Miriam a Hans Schneiderovi 
t i d ti. Nejstarší Barbara Anne (nar. 1948) šla ve své profesi nejd íve ve šlép jích matky, 
profesionáln  hrála na housle v Calgary Philharmonic Orchestra, pozd ji se vydala na 

                                                          

7 K „mrazivému“ odhadu vlastní smrti ješt  dodejme jednu citaci z nekrologu [3]: The 19th meeting of the Soci-
ety will take place [was held] in Korea in August 2014.
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dráhu v deckou, pracovala na Faculty of Communication and Culture na University of 
Calgary (studium mezilidské komunikace, schizofrenie apod.). Zajímavé je, že rovn ž 
její manžel Daryl Caswell zvládl propojit dv  profese. Vystudoval inženýrství a hudbu, 
což ho p irozen  nasm rovalo k problematice akustiky. P sobil na Faculty of Engineer-
ing na University of Calgary a zárove  hrál v Calgary Philharmonic Orchestra i Red 
Deer Symphony Orchestra (hra na roh). Jejich d tmi jsou David a Daniel. 

Peter John (nar. 1950), druhé dít  Schneiderových, se stal filmovým a divadelním 
producentem. Byl vedoucím po adatelem Olympic Arts Festival konaného p i olympij-
ských hrách v Los Angeles (1984). Znám je p edevším jako první prezident spole nosti 
Walt Disney Feature Animation, pod jeho vedením vznikla ada celove erních animova-
ných film  ov n ených cenami (Oscar, Zlatý glóbus). S jeho jménem jsou spjaty nap í-
klad filmy Malá mo ská víla, Kráska a zví e, Aladin i Lví král. Pozd ji založil vlastní 
produk ní spole nost a podílel se nap íklad na realizaci filmu Sestra v akci s Whoopi 
Goldberg v hlavní roli. S manželkou Hope vychoval Peter d ti Hannah a Rebeccu. 

Nejmladší Michael Hugo (nar. 1952) se stal matematikem, n kolik lánk  sepsal i se 
svým otcem. S ženou Laurie mají dv  hudebn  nadané d ti, Carson Rose a Kurta. 

2.3 Zájmy  

Vedle matematiky uvedl Hans Schneider mezi svými zájmy p edevším hudbu (operu), 
cestování a také procházky p i úpl ku naboso po Lanikai Beach. 

3 Akademická dráha 

3.1 Cesta k lineární algeb e 

Jak již bylo e eno, odborné zam ení Hanse Schneidera bylo ovlivn no jeho školite-
lem Aitkenem a „rozkazem“ íst práce Georga Ferdinanda Frobenia (1849–1917). Pod-
statnou roli pro rozhodnutí v novat se naplno lineární algeb e sehrála p íhoda z doby, kdy 
se Hans Schneider ucházel o místo na univerzit  ve Wisconsinu. Tou dobou místní uni-
verzitu navštívil jeden slavný ruský algebraik, který, jak se Hans Schneider dozv d l, 
ekl jednomu z len  p ijímací komise, že znalost lineární algebry je o ekávána od kaž-

dého matematika, ale není to disciplína k výzkumu. Hans Schneider byl p esto na místo 
v deckého pracovníka p ijat a tato historka ho ovlivnila natolik, že se odhodlal v novat 
své úsilí „obhajob “ v té dob  nep íliš velebené lineární algebry. Jeho neúnavná innost 
v oboru mu vynesla dokonce p ezdívku Mr. Linear Algebra. 

Ješt  dodejme, že University of Wisconsin byla (a i ve t etím tisíciletí stále je) školou 
s významnou tradicí v lineární algeb e. Mezi d ležité osobnosti oboru p sobící na 
univerzit  pat il nap íklad Cyrus Colton MacDuffee (1895–1961). 

3.2 Celoživotní oddanost lineární algeb e 

Hans Schneider napsal okolo sto sedmdesáti odborných prací, a to s p ibližn  osmde-
sáti spoluautory.8 Poslední lánek publikoval pouze n kolik m síc  p ed smrtí. Jméno 
Hanse Schneidera je neodmysliteln  spjato p edevším s Perronovou-Frobeniovou teorií 
pro nezáporné matice. Schneiderovy teoretické znalosti v tomto oboru poskytly základy 

                                                          

8 Seznam v tšiny prací v etn  jejich sken  ( i sken  úvodních stránek) je dostupný z [1]. Poznamenejme ješt , 
že mezi Schneiderovými spoluautory figuruje eský matematik Miroslav Fiedler. 
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pro vybudování systému vyhledávání internetových stránek pomocí celosv tov  známého 
Googlu. O svém vztahu k uvedené teorii proslovil roku 1997 p ednášku Why I love 
Perron-Frobenius, jejíž jednotlivé ásti se nazývají nap íklad Why I fell in love, Why will 
P-F live 200 years? i Why I stayed married to Perron-Frobenius.9 Jeho další odborné 
zam ení vystihl kolega Richard A. Brualdi t mito slovy (viz [4], str. 4): 

The different areas of linear algebra to which he has made fundamental contributions 
are almost too numerous to mention: nonnegative matrices, M-matrices, norms, numeri-
cal ranges, combinatorial and graph-theoretic matrix theory,10 Jordan and spectral the-
ory, inertia and stability theory, matrix scalings, cone preserving maps, matrix polytopes, 
etc. This is phenomenal record. At times, Hans strayed and thought he was a ring theorist 
or a semi-group theorist, but he got back on track before long.

Celosv tov  známá je Schneiderova editorská innost. V roce 1972 p evzal od Alana 
Hoffmana (nar. 1924) pozici hlavního editora asopisu Linear Algebra and Its Applica-
tions. V uvedeném roce vycházel asopis po ty i roky a skomíral. Když Hans Schneider 
po dlouhých ty iceti letech (roku 2012) z funkce odcházel, jednalo se již o celosv tov
uznávané, impaktované periodikum nejvyšší kvality, které každoro n  p ijímalo okolo 
1200 p ísp vk  a publikovalo p ibližn  5000 stran. Hans Schneider byl rovn ž editorem 
asopis Linear and Multilinear Algebra, The Electronic Journal of Linear Algebra, 

SIAM Journal Algebraic and Discrete Methods a sebraných prací Helmuta Wielandta.  

V roce 1987 založil spolu s n kolika kolegy mezinárodní spole nost Matrix Group, ze 
které se o t i roky pozd ji etablovala známá International Linear Algebra Society (ILAS). 
Dnes má spole enství p ibližn ty i sta len  ve více než dvaceti zemích sv ta 
a publikuje dva asopisy. 

Pospolitost lineárních algebraik  po celém sv t  podporoval Hans Schneider i svými 
astými cestami mimo území USA. Jeho profese jej zavedla nap íklad do Atén, Bad Kis-

singenu, Dunedinu, Haify, Chemnitzu, Lisabonu, Moskvy, Oxfordu, Rotterdamu, Šang-
haje, Toronta, Valencie i rodné Vídn . Krom  výše uvedeného pobytu na Washington 
State University byl na dlouhodobých stážích na mnoha dalších univerzitách po celém 
sv t , jmenujme alespo Israel Institute of Technology ve m st  Haifa, Universität 
Würzburg a University of Toronto.  

Jak sám p iznal, výuka základních kurz  pro vysokoškolské studenty ho p íliš 
nenapl ovala. O to více se v noval svým doktorand m, kterých odvedl (všechny na 
University of Wisconsin) v letech 1963 až 2000 celkem sedmnáct.11  

Od roku 1993 je nepravideln  (p ibližn  jednou za t i roky) ud lováno ocen ní Hans 
Schneider Prize za mimo ádné výsledky v lineární algeb e, resp. za celoživotní p ínos 
této disciplín . Jedním ze t í laureát  ceny z roku 1993 byl eský matematik Miroslav 
Fiedler (nar. 1926). 

                                                          

9 Více viz http://www.math.wisc.edu/hans/talks.html.
10 Hans Schneider se (p edevším s Danielem Hershkowitzem) v rámci této problematiky v noval studiu souvis-
lostí mezi ur itými posloupnostmi zavedenými v teorii graf  a tzv. Weyrovou charakteristikou definovanou e í 
teorie matic v osmdesátých letech 19. století eským matematikem Eduardem Weyrem (1852–1903). 
11 Seznam jejich jmen a názv  diserta ních prací viz http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=8295.  
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4 Ohlédnutí za vlastním životem 

Místo záv ru citujme slova, která Hans Schneider dopsal ke svým vzpomínkám [2] 
v ervnu 2014: 

I am writing this coda as I am sitting on the porch of our beautiful home as my life is end-
ing for I have terminal cancer. I’ve had a good life with a loving wife of 66 years and three 
children we can be proud of. Thinking of the turbulent years described above, I strongly re-
ject the term “holocaust survivor” as applied to me. It’s an insult to those millions who were 
murdered and to the millions who died fighting Hitler’s tyranny. It is a word properly applied 
to a person who suffered deportation and the horrors of the camps and yet survived. Call me 
a person who escaped the holocaust if you wish. The same applies to my wife Miriam who 
was born in Koenigsberg and left Germany on a Kinderstransport in July 1939. 

Finally, my deepest regret is that I failed to tell my parents how much I owe them. 
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BOLZANOVA MATEMATICKÁ VYLEPŠENÍ 

JAN ZEMAN

Abstract: In this text we mention some of the improvements of Euclid's Elements, that 
Bernard Bolzano proposed in his book On the mathematical method. We introduce 
briefly his personality and connect his vision of geometry without figures to the mathe-
matics at the end of the 19th century. 

1 Úvod 
Bolzanova sta O matematické metod  [1] byla vydána v eském p ekladu Marty Vla-

sákové v roce 2012. P eklad vycházel z n meckého vydání Jana Berga Von der mathe-
matischen Lehrart. Sou ástí svazku je studie p ekladatelky, týkající se hlavn  zasazení 
Bolzanova díla do d jin logiky, díky které kniha dob e rozši uje také sou asnou eskou 
literaturu, v nující se Bolzanovskému výzkumu. 

Bolzano za al psát tento sv j text kolem roku 1833 jako úvod k zamýšlenému roz-
sáhlému spisu O veli inách (Grössenlehre), který ale nikdy nedokon il. Nejprve v tomto 
úvodu shrnul sv j logický systém, známý z jeho V dosloví, poté ho použil k prokázání 
možných zlepšení metody, která je užita v Eukleidových Základech [2]. V této práci by-
chom n která jeho vylepšení cht li p edstavit a nahlédnout tendence, které Bolzano v ma-
tematice odhalil a které propukly naplno na konci 19. století.  

2 Kontext 
Nejprve stru n  p edstavme osobnost Bernarda Bolzana (1781–1848), významného 

pražského matematika, filosofa a teologa (podrobn ji viz [3, str. 11nn]). Narodil se do ro-
diny Bernarda Pompeia Bolzana, p vodem z Itálie, a Marie Cecilie, rozené Maurerové, 
z pražské n mecké rodiny; n m ina byla také jeho mate ským jazykem. Od mládí byl 
chatrného zdraví, což výrazn  ovlivnilo jeho životní osudy. 

V roce 1796 Bernard Bolzano nastoupil na pražskou univerzitu. Nejprve absolvoval 
povinné t íleté studium filosofie, b hem n hož se již projevilo jeho matematické nadání, 
v noval se i fyzice i astronomii. V souvislosti s výchovou své mladší sestry, která mu 
však brzy zem ela, se též zajímal o pedagogiku. P ed definitivním rozhodnutím pro stu-
dium teologie v noval ješt  jeden akademický rok dalšímu vzd lávání ve vyšší matema-
tice, ale také ve filosofii, fyzice a chemii. Poté nastoupil na teologii, kterou dokon il v ro-
ce 1804. Ve stejném roce získal na univerzit  místo u itele náboženství, k n muž se 
pojila povinnost promlouvat každý týden k akademické mládeži. Tyto jeho tzv. exhorty 
(z nichž ást vyšla tiskem) se staly hojn  navšt vovanými a univerzitní prostory nesta ily 
pro poslucha e. Jeho v hlas jako duchovního kazatele dosáhl i daleko za hranice Prahy 
na eský venkov. 

Jelikož Bolzano neu il podle p edepsané u ebnice, byl z místa propušt n a nemohl 
publikovat ani se ú astnit univerzitního života. V té dob  mu též zem el bratr Petr Eduard 
a z p vodn  dvanácti lenné rodiny zbyl jen on a bratr Jan. Bernard Bolzano se p esunul 
z Prahy do T chobuzi, kde napsal svá nejv tší díla, V dosloví, Paradoxy nekone na
a Athanasii, a kde také za al psát sv j spis O veli inách v etn  jeho úvodu O matema-
tické metod . Své poslední dny pak prožil v dom  svého bratra v Celetné ulici, kde má 
dnes pam tní desku.  
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3 O matematické metod

3.1 Logický systém 

Uve me nyní stru n  p ehled n kolika základních termín , které nám budou sloužit 
k nazna ení použité metody výstavby logiky.  

V tou o sob  (objektivní v tou) Bolzano rozumí nikoli v tu gramatickou, ale její 
smysl, který musí být bu  pravdivý nebo nepravdivý. Pravda o sob  je pravdivá v ta 
o sob . Myšlená v ta (subjektivní v ta) je pak uchopením v ty o sob  v rozumu myslící 
bytosti. P edstava o sob  je ást v ty o sob , která sama není v tou o sob , tj. která nemá 
pravdivostní hodnotu. P edstava m že být bu jednoduchá, nebo m že být složená
z dalších p edstav, které tvo í obsah p vodní p edstavy. Nap . p edstava rovnostranný 
trojúhelník (viz [1, str. 25]) obsahuje mj. tyto p edstavy: rovnost, strana, t i, úhel. 
Nemén  podstatné je, v jakém vzájemném vztahu tyto pod azené p edstavy jsou. P íkla-
dem m že být p edstava ty úhelníku se shodnými stranami a r znými úhly oproti p ed-
stav ty úhelníku se shodnými úhly a r znými stranami, kde ob  p edstavy mají sice 
tentýž obsah, ale jiný význam. P edm tem p edstavy je to, co je p edstavou p edstavo-
váno, co pod ni spadá. Nap . p edstava (reálný) ko en rovnice 013 x  má za p edm t 
íslo 1, p edstava planety slune ní soustavy má za p edm ty Merkura, Venuši, Zemi, 

Mars, Jupitera, Saturna, Urana a Neptuna, které tvo í rozsah p edstavy. P edstava však 
m že být dle definice i neexistující (bezp edm tná), nap . pojem kulatý ty úhelník nebo 
racionální ko en rovnice 122 x  (viz [1, str. 27]). Názor je taková p edstava, která je 
jednoduchá a má jediný p edm t. Pojem je potom taková p edstava, která není názorem. 

istá pojmová v ta je taková v ta, která obsahuje pouze pojmy. 
Z výše uvedeného je tedy z ejmé, že Bolzano sám používá p vodn  matematické 

metody i pro výstavbu logiky. V knize O matematické metod  je v této v ci uvedeno jen 
to nejzákladn jší. Podrobn ji je logický systém vybudován v díle V dosloví. 

3.2 Metodologická vylepšení Základ

Bernard Bolzano již v úvodní poznámce potvrzuje kvality Základ  a p iznává hodnotu 
systému d kaz . Ty jsou pro konkrétní v tu provedeny vždy pomocí v t, které jsou do-
kázány d íve. Pozitivn  hodnotí, že d kaz je uveden d sledn  po každém tvrzení a že tyto 
d kazy nejsou neúplné, ale opravdu rigorózní, prost ednictvím p ivedení tvrzení 
k evidenci – obstarání názoru. V p ípad  geometrie to znamená v tšinou doplnit obrazec 
do n jakého rozsáhlejšího obrazce, ze kterého bude tvrzení patrné. 

První jeho námitkou je, že se Eukleides nezabývá dostate n  d sledn  samotnými zá-
klady geometrie. Práv  u základních pojm  v dy navrhuje Bolzano nespoléhat se jen na 
intuici, ale provád t d sledný pojmový rozbor, což odd lí výklad p ísn  v decký 
od výkladu pouze populárního. V p ípad  geometrie jde o pojmy jako bod, prostor, veli-
ina, které m ly v u ebnicích jen vágní definici (viz [1, str. 43]). P itom ihned p ichází 

s nabízející se výtkou, pro  by vlastn  m l lov k objas ovat, co je všem beztak jasné, 
a odpovídá, že krom  jasnosti se musí matematika snažit i o z etelnost, tedy prokázání 
toho, z kterých díl ích pojm  si nový pojem nev domky skládáme.  

Nap íklad p i výkladu tverce se matematik nesmí spokojit jen s konstatováním, že 
nakreslený obraz je tverec, ale vždy musí p ivést pojem ke z etelnosti definicí, že tve-
rec je ty úhelník, který má všechny strany stejn  dlouhé a všechny úhly shodné. Pokud 
toto není možné, je nutné se spokojit s objasn ním pojmu. Nabízejícím se prost edkem 
k tomu je sepsání v t, ve kterých se daný pojem vyskytuje, pod sebe, ímž bude jeho vý-
znam patrný tak, že na jeho míst  nem že být myšlen žádný jiný pojem.  
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Krom  povinnosti objasnit každý nový pojem Bolzano požaduje, aby byl objasn n 
i každý nový matematický znak, který pro jejich ozna ení používáme. Jako p íklad uvádí 

mocniny a ptá se, co nás oprav uje používat znaky n

m
n aaa ,,0   (viz [1, str. 41]). Mocnina 

ísla má p ece úpln  jiný význam. Ani ze symbolu +, který odpovídá slovu plus, nekon-
struuje matematik pojem s ítání. 

Od pojm  p echází Bolzano k analýze d kaz , které musí vycházet z istých pojmo-
vých pravd. V tomto však doporu uje, aby se matematikové v novali spíše objevování, 
pokud k d sledné analýze objektivních souvislostí nejsou p irozen  talentovaní. V p ípa-
d  Eukleida by to znamenalo pr zkum možnosti, že také nap . postuláty možná stojí na 
dalších tvrzeních, která je t eba dokázat a kterých mohou být možná i stovky 
(viz [1, str. 61]). I postuláty mají být dokazovány (tedy má být dokázáno, že ostatní v ty 
dané teorie bez nich nelze vyvodit). D kaz by m l v p ísn  v deckém výkladu vycházet 
z istých pojmových pravd. 

Tématem, které následuje, je správné po adí pravd. To by m lo spl ovat dv  pravidla 
(viz [1, str. 60]): 

1. Jednodušší pravda p edchází složit jší. 
2. P i stejném stupni složitosti objektivn jší p edchází konkrétn jší.  

Složitost je zde mín na v tom kvantitativním smyslu, z kolika dalších p edstav 
se pravda skládá. Jako p íklad Bolzano uvádí v tu o obsazích podobných mnohoúhelník
(mají se k sob  jako druhé mocniny jejich stran), která by m la být uvedena p ed toutéž 
v tou pouze pro trojúhelníky. Dalším p íkladem je binomická v ta (viz [1, str. 60])  

        32

6

21

2

1
11 x

nnn
x

nn
nxx n , 

na níž chce Bolzano demonstrovat p ípad, kdy v ta sice platí pro n reálné i celé, ale v ta 
pro n celé je jednodušší (v tom smyslu, že je složena z mén  dalších v t a pojm ) než 
tatáž v ta pro n reálné, a proto by m la tato v ta pro n celé být uvedena p ed v tou pro n
reálné. T etím p íkladem v této v ci je konstrukce rovnostranného trojúhelníka. To, že 
existuje bod C nad úse kou AB, který má od obou bod A a B stejnou vzdálenost AB (viz 
[1, str. 51] a [2, str. 47]), je p edpokladem pro to, že se dv  kružnice se st edy v bodech A
a B a polom rem AB v tomto bod C protnou. Nikoliv naopak, jak by se zdálo, že bod C
existuje, protože se kružnice protly. Vlastnosti prostoru (existence tohoto bodu C) tak 
musejí ve výkladu p edcházet konstrukci.  

Bolzano tvrdí, že ve správném po adí se objektivní souvislost mezi pravdami ukáže 
tená i naprosto p irozen . Jako p íklad, kdy je objektivní souvislost mezi pravdami 

v rozporu s po adím, v jakém pravdy poznáváme, uvádí gravita ní zákon. To je istá 
pojmová pravda, o které se každý rozumný lov k zákonit  dozví na základ  zkušenosti, 
totiž poznáním zemské tíže (viz [1, str. 35]). P i výkladu v dy, pokud se má usilovat 
o objektivitu, je nutné, aby pravda práv  vyslovovaná vyplývala z pravd d íve zmín -
ných, nebo aby obsahovala pouze pojmy d íve definované. V n kterých p ípadech je toto 
správné uspo ádání v Základech porušeno. 

Bolzano následn  formuluje hypotézu, že názor možná není v geometrii v bec nutný 
a že celou geometrii lze vyvodit z axiom  pouze pomocí ur ité množiny odvozovacích 
pravidel (viz [1, str. 56]). Názor totiž selhává v kontaktu s nekone nem, což dokládá jím 
definovaná funkce, která je na celém intervalu spojitá, ale p esto nemá v žádném bod
derivaci. To bylo v matematice jeho doby nep edstavitelné. D kazy pomocí evidence 
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a názoru, které jsou u Eukleida pro geometrii klí ové, by tak plnily jen pomocnou funkci. 
Všechny v ty ur ité teorie by mohly být odvoditelné z ur ité množiny postulát  pomocí 
n kolika odvozovacích pravidel, logických operací. Toto by navíc mohlo být aplikováno 
na jakoukoli jinou v du (viz [1, str. 48]).  

Na konci 19. století se požadavek nové axiomatizace geometrie (a v souvislosti s pa-
radoxy teorie množin i celé matematiky) jevil již jako nutnost. Geometrie má být vytvo-
ena pouze na základ  logiky, názor tém  nebude pot eba, to, co uvidíme na papí e, ne-

bude geometrický objekt, ale pouze demonstrace jeho vlastností (viz [4, str. 55]). Tento 
p ístup umožní obejít spory a dokázat vzájemnou nezávislost, úplnost a bezespornost 
systému axiom . Po Davidu Hilbertovi (1862–1943), který takto axiomatizoval p ede-
vším aritmetiku a geometrii, aplikovali ve dvacátém století jiní v dci stejný mechanismus 
i na biologii a genetiku. Bez p ímé návaznosti se tak uplat ují zde zmín ná Bolzanova 
vylepšení Eukleidovy axiomaticko-deduktivní metody.

4 Záv r 
Geometrie bez názoru, navržená Bolzanem, bude aktuální na konci 19. století. Má 

však za následek to, p ed ím varoval Henri Poincaré (viz [5, str. 31]), že dokonalé is-
toty dosáhne matematika jen za cenu vzdálení se od skute nosti. Dle Petra Vop nky jsme 
i Bolzana navykli nahlížet z hlediska vít zství matematického formalismu. Byla však 
možná i jiná východiska (viz [6, str. 60]).  

V dlouhodob jší perspektiv  budeme hledat spojení matematického formalismu konce 
19. století s myšlenkami Bernarda Bolzana. Další možností je prozkoumání d vod , které 
k zájmu o Bolzanovu osobnost vedly Martina Jaška, objevitele zmín né nederivovatelné 
spojité funkce v Bolzanov  poz stalosti. 
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