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Vážené kolegyn , vážení kolegové, 

p edkládáme vám sborník obsahující texty t í vyzvaných p ednášek, texty delších 
a kratších sd lení, které programový výbor obdržel do 1. kv tna 2015. Všechny p ísp v-
ky byly graficky a typograficky sjednoceny.1 Za azen byl též program konference a se-
znam všech ú astník , kte í se p ihlásili do 1. ervna 2015.  

V první ásti sborníku jsou otišt ny rozší ené texty hlavních p ednášek, o n ž byli požá-
dáni p ednášející, kte í se dlouhodob  zabývají matematikou, její historií, vyu ováním 
a aplikacemi.  

Ve druhé ásti sborníku jsou publikovány p ísp vky jednotlivých ú astník , které 
nejsou monotematicky zam eny, nebo  konference se snaží poskytnout dostate ný prostor 
k aktivním vystoupením, diskusím a neformálním setkáním všem p ihlášeným, tj. matemati-
k m, historik m matematiky, u itel m vysokých i st edních škol, doktorand m oboru Obecné 
otázky matematiky a informatiky, student m i všem dalším zájemc m o matematiku a její 
historii. 

Program letošní konference je pom rn  pestrý. V íme, že každý najde témata, která ho 
zaujmou a pot ší, že objeví nové kolegy, p átele a spolupracovníky, získá inspiraci, adu pod-
n t , motivaci i povzbuzení ke své další odborné práci a svému studiu. 

  
Informace o letošní konferenci i o všech p edchozích konferencích a letních školách lze 

najít na adrese 

http://www.fd.cvut.cz/personal/becvamar/konference/hlavnindex.html. 

Martina Be vá ová a Jind ich Be vá

V Praze, v ervnu 2015

                                                          

1 Jednotlivé p ísp vky byly ádn  recenzovány, neprošly však jazykovou korekturou. 
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SEZNAM P EDNÁŠEK 

I. Vyzvané p ednášky 

ižmár J.: Výchova u itel’ov matematiky na Slovensku v období 1945–2010
Domoradzki S.: Kamienie milowe w nauczaniu matematyki dzieci w Polsce od ostatnich 
 dekad XIX stulecia do ostatnich dekad XX w.
Slavík A.: O n kterých klasických nerovnostech

II. Konferen ní vystoupení  

Bálint V.: Bola raz jedna konferencia ... 
Bálintová A.: Príbeh arabských mozaík
Be vá  J.: Gramovy matice a determinanty 
Be vá ová M.: „Akreditace“ matematiky p ed 77 lety 
Bohá  P.: Kruhová inverze v Newtonov  Optice
Ciesielska D., Pogoda Z.: Metoda współrz dnych w geometrii rzutowej  
Durnová H.: Teorie pravd podobnosti a mravní záležitosti dle Jakuba Bernoulliho
Kalousová A.: Fermatova metoda maxim a minim
Koudela L.: Mikuláš Kusánský a kvadratura kruhu 
Mészárosová  K.: Benoit Mandelbrot a jeho fraktálna geometria 
Netuka I.: Zobecn né limity 
Otavová M.: Podivná tvá  geometrie u Jana Caramuela z Lobkovic
Rie an B.: Tibor Neubrunn a slovenská škola teórie miery
Št pánová M.: Hans Schneider (1927–2014) 
Zeman J.: Bolzanova matematická vylepšení
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ODBORNÝ PROGRAM KONFERENCE 

Pátek 21. 8. 2015 

Dopolední program 10:30–12:00 
Zahájení konference 
Plenární p ednáška: 

ižmár J.: Výchova u itel’ov matematiky na Slovensku v období 1945–2010

Odpolední program 14:00–16:00 
Konferen ní vystoupení: 
Be vá ová M.: „Akreditace“ matematiky p ed 77 lety
Be vá  J.: Gramovy matice a determinanty

Odpolední program 16:30–18:00 
Konferen ní vystoupení:  
Netuka I.: Zobecn né limity

Sobota 22. 8. 2015 

Dopolední program 9:15–10:30 
Konferen ní vystoupení: 
Mészárosová K.: Benoit Mandelbrot a jeho fraktálna geometria 
Bálintová A.: Príbeh arabských mozaík

Dopolední program 11:00–12:00 
Plenární p ednáška: 
Domoradzki S.: Kamienie milowe w nauczaniu matematyki dzieci w Polsce od ostatnich 
 dekad XIX stulecia do ostatnich dekad XX w.

Odpolední program 14:00–16:00 
Konferen ní vystoupení: 
Bálint V.: Bola raz jedna konferencia ...
Diskuse o sou asném stavu a sm ování naší historie matematiky 

Odpolední program 16:30–18:00 
Osm desetiletí Jána ižmára 
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Ned le 23. 8. 2015 

Dopolední program 9:15–10:30 
Konferen ní vystoupení: 
Durnová H.: Teorie pravd podobnosti a mravní záležitosti dle Jakuba Bernoulliho
Koudela L.: Mikuláš Kusánský a kvadratura kruhu

Dopolední program 11:00–12:00 
Plenární p ednáška: 
Slavík J.: O n kterých klasických nerovnostech

Pond lí 24. 8. 2015 

Dopolední program 10:00–12:00 
Konferen ní vystoupení: 
Otavová M.: Podivná tvá  geometrie u Jana Caramuela z Lobkovic
Bohá  P. Kruhová inverze v Newtonov  Optice

Odpolední program 14:00–16:00 
Konferen ní vystoupení: 
Rie an B.: Tibor Neubrunn a slovenská škola teórie miery
Št pánová M.: Hans Schneider (1927–2014)

Odpolední program 16:30–17:30 
Konferen ní vystoupení: 
Ciesielska D., Pogoda Z.: Metoda współrz dnych w geometrii rzutowej  

Úterý 25. 8. 2015 

Dopolední program 9:00–11:00 
Konferen ní vystoupení: 
Kalousová A.: Fermatova metoda maxim a minim
Zeman J.: Bolzanova matematická vylepšení
Zakon ení
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VYZVANÉ P EDNÁŠKY 
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VÝCHOVA U ITE OV MATEMATIKY 
NA SLOVENSKU V OBDOBÍ 1945–2010 

JÁN IŽMÁR

Abstract: This paper describes the system of secondary school teachers’s training at the 
territory of Slovakia in the period 1945–2010. It presents the origin and development of 
the university institutions providing this training in the framework of substantial social 
and legislative changes from the World War Second to nowadays. 

1 Úvod 
Do r. 1940 neexistovali na území Slovenska inštitúcie, ktoré by poskytovali možnos

vzdelávania a výchovy v slovenskom jazyku budúcich profesorov matematiky pre potre- 
by gymnázií, reálnych gymnázií, reálok, u ite ských ústavov a stredných odborných škôl. 
Záujemcovia zo Slovenska o prípravu na túto profesiu mali jedinú možnos  absolvova
štúdium za ú elom získania potrebnej kvalifikácie v rámci medzivojnovej eskosloven- 
skej republiky (1918–1939) na prírodovedeckých fakultách Univerzity Karlovej v Prahe 
alebo Masarykovej univerzity v Brne. Prví absolventi tohto štúdia pochádzajúci zo Slo- 
venska vychádzali z týchto univerzít v druhej polovici 20. rokov a v 30. rokoch 20. storo- 
ia. Ich po et bol vzh adom na potreby stredných škôl na Slovensku zanedbate ný, a tak 

hlavná archa výu by matematiky na týchto školách na alej spo ívala na profesoroch 
eskej národnosti, ktorí prišli na Slovensko v prvých rokoch existencie nového štátu. 

Zna ná as  slovenských absolventov u ite ského štúdia matematiky vracajúca sa na Slo- 
vensko reprezentovala vyššiu kvalitu, ktorá sa v prvej etape po 2. svetovej vojne ve mi 
pozitívne prejavila pri zakladaní vysokoškolských a vedeckých inštitúcií na Slovensku. 

Zd havý zápas o zriadenie prírodovedeckej fakulty na Univerzite Komenského v Bra- 
tislave, deklarované už v zakladajúcom zákone univerzity z r. 1919, nebol z mnohých 
prí in úspešný. Ani rozpad a zánik republiky nebol v prvej fáze dostato ným popudom 
k urýchlenému založeniu fakulty. Až tragické novembrové udalosti r. 1939 v Prahe a ná-
sledná barbarská likvidácia eského vysokého školstva nemeckou okupa nou mocou spo- 
lu s vynúteným návratom slovenských vysokoškolských študentov z eských krajín do 
vlasti postavili kompetentné slovenské orgány pred naliehavú úlohu neodkladne rieši
problém pokra ovania navrátilcov v štúdiu. Vládnym nariadením . 180/1939 Zbierky zá-
konov a nariadení bol týmto študentom povolený zápis na prírodovedné odbory na Fi-
lozofickej fakulte Slovenskej univerzity (pomenovanie Univerzity Komenského v rokoch 
1939–1954) už do zimného semestra školského roku 1939/1940. Výu bu matematických
predmetov zabezpe ovali u itelia Slovenskej vysokej školy technickej (SVŠT) v Bratisla-
ve: riadny profesor RNDr. Jur Hronec a mimoriadny profesor PhDr. Josef Kaucký (po-
zri [7]). Na situácii sa reálne ni  nezmenilo ani po otvorení Prírodovedeckej fakulty Slo-
venskej univerzity 1. októbra 1940, zriadenej na základe zákona . 168/1940 Zb. z. a n. 
Formálnou zmenou bolo vymenovanie oboch profesorov matematiky za bezplatných pro-
fesorov Prírodovedeckej fakulty SU popri ich plnom platenom zamestnaní na SVŠT (po-
zri [2]). 

Výu ba matematických predmetov v odbore u ite stvo matematiky pre stredné školy 
prebiehala v akomsi núdzovom režime, ktorého jadro tvorili predmety Matematika I–III
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v prvých troch semestroch štúdia s dotáciou 6 – 6 – 5 týždenných hodín prednášok dopl-
nených 2 hodinami cvi ení a 2 hodinami proseminára. Od štvrtého semestra pribúdali 
namiesto predmetov Matematika I–III, ktoré adepti u ite stva matematiky absolvovali 
spolu s posluchá mi technických odborov, špecializované odborné predmety v rozsahu
2−4 týždenných hodín v jednom semestri: Teória ísel, Analytická geometria, Diferen-
ciálna geometria, Teória funkcií komplexnej premennej a Nekone né rady. Výu ba bola 
dop aná seminármi a proseminármi v rozsahu dvoch týždenných hodín za semester (po-
zri [11]). 

Takéto štúdium u ite stva matematiky pre stredné školy v kombinácii s alším pred-
metom (fyzika, deskriptívna geometria, krátky as aj chémia) na Prírodovedeckej fakulte 
SU bolo až do školského roku 1946/1947 vrátane jedinou inštitucionalizovanou formou 
kvalifikovanej profesijnej prípravy budúcich stredoškolských profesorov matematiky na 
Slovensku. Štúdium u ite stva matematiky pre stredné školy absolvovalo v priemere 5 po-
sluchá ov ro ne. U ite ský zbor sa vyzna oval relatívnou stabilitou: k ú ovými osobnos-
ami matematického vzdelávania boli po celý sledovaný as prof. J. Hronec a prof. 

J. Kaucký ako kme oví zamestnanci SVŠT a od 1. 10. 1944 aj ako bezplatní profesori 
novovytvoreného Ústavu matematiky Prírodovedeckej fakulty SU. Na ústav pribudli ako 
zamestnanci Prírodovedeckej fakulty SU dvaja asistenti z radov absolventov a niektoré 
výberové predmety prednášal RNDr. Štefan Schwarz, kým nebol na jese  1944 interno-
vaný a deportovaný. Zriadenie matematického ústavu na PF SU okrem pridelenia ur i-
tých priestorov na umiestnenie osôb a zariadenia neprinieslo žiadne podstatné zmeny 
v materiálnom i personálnom zabezpe ení výu by matematiky na prírodovedeckej fakul-
te. Osobitne personálna jednota a „dvojdomos “ u ite ského zboru ústavov matematiky 
na SVŠT a na PF SU pretrvávala prakticky až do r. 1950, ke  koniec tohto stavu vynútil 
nový vysokoškolský zákon.

2 Legislatívny rámec rozvoja vysokých škôl 1945–2010
Charakteristiku jednotlivých etáp vývoja vysokého školstva na Slovensku a v celom 

eskoslovensku v sledovanom vyše šes desiatro nom období v hlavných rysoch na rtá-
vajú základné zákony o vysokých školách od r. 1945 do r. 2002 a v detailoch dotvárajú 
nespo etné novelizácie, vyhlášky, výnosy a nariadenia ministerstiev – do kompetencie 
ktorých spadalo školstvo, špeciálne vysoké – týkajúce sa organizácie školstva, náplne 
vzdelávania a materiálneho zabezpe enia. Všetky tieto dokumenty odrážali prirodzeným 
spôsobom – prízna ným pre úlohu a fungovanie štátnej moci prinajmenšom od ias 
osvietenstva – ideologické, politické a spolo enské zámery panujúcich režimov v oblasti 
vysokoškolského vzdelávania a výchovy.  

Najzávažnejšiu úlohu v tomto smere zohrali nasledovné legislatívne dokumenty (po-
zri [10]): 
− Dekrét prezidenta republiky zo d a 27. októbra 1945 ( iastka 32/1945 Zb. z. a n.) 

o vzdelaní u ite stva, 
− Zákon o pedagogických fakultách zo d a 9. apríla 1946 ( iastka 100/1946 Zb. z. a n.), 
− Zákon o vysokých školách zo d a 18. mája 1950 ( iastka 58/1950 Zb. z.), 
− Zákon o školskej sústave a vzdelávaní u ite ov z r. 1953 ( iastka 31/1953 Zb. z.), 
− Zákon o vysokých školách z r. 1966 ( iastka 19/1966 Zb. z.), 
− Ústavný zákon o eskoslovenskej vzdelávacej sústave ( iastka 62/1978 Zb. z.), 
− Zákon o vysokých školách z r. 1980 ( iastka 39/1980 Zb. z.), 
− Zákon o vysokých školách z r. 1990 ( iastka 172/1990 Zb. z.), 
− Zákon o vysokých školách z 21. februára 2002 ( iastka 131/2002 Zb. z.).  
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Každý z uvedených zákonov výrazne ovplyvnil základné smerovanie vysokých škôl 
v duchu aktuálnej štátnej ideológie, pod a dobových zámerov – nie vždy objektívnych 
a vecne podložených – reglementoval stroho i vo nejšie vnútornú štruktúru základných 
organiza ných jednotiek vysokých škôl, predpisoval rámcovo alebo zna ne detailne ob-
sah výu by, štruktúru organizácie vzdelávania, samosprávne orgány vysokých škôl a ich 
zložiek, práva i povinnosti študujúcich i u ite ov at ., predovšetkým však jasne formulo-
val základné a hlavné ciele vysokoškolského vzdelávania, v om sa najzrete nejšie a naj-
pregnantnejšie odrážala ideologická povaha štátu a právne pretenzie štátneho dirigizmu. 
Uvedené zákonné dokumenty na jednej strane zakotvujú tie stránky dosiahnutého stavu, 
ktoré sú z poh adu štátu hodnotené ako pozitívne a žiaduce, na druhej strane formulujú 
ciele, úlohy a opatrenia, ktorých úspešná realizácia má zabezpe i  všestranný progresíny 
rozvoj v smere prospešných celospolo enských záujmov. Práve táto stránka školských 
a špeciálne vysokoškolských zákonov ob as prekro ila hranice triezveho posudzovania 
a realiza ných možností najmä v ekonomickom zabezpe ení a proklamovala ako bez-
prostredné ciele výsledky, ktorých dosiahnutie mohlo by  len métou asovo vzdialenej 
perspektívy. Napr. takým opatrením malo by  povinné vysokoškolské vzdelanie u ite ov 
všetkých typov a stup ov škôl školskej sústavy – od materských škôl až po vyššie stredné 
školy – proklamované už v prezidentskom školskom dekréte z r. 1945. Trvalo vyše pät-
nás rokov, kým sa tento princíp naplnil pre prípravu u ite ov primárnych škôl, a v prípade 
u iteliek materských škôl trvala cesta k jeho realizácii ešte aspo  o jednu generáciu dlh-
šie. Vo ví aznej eufórii po skon ení 2. svetovej vojny – aj pod tlakom vplyvných spolo-
ensko-politických síl – videla as  verejnosti, osobitne po etná vrstva pokrokových u i-

te ov, tento akt ako úspešné zav šenie zápasu, do ktorého najprogresívnejší predstavitelia 
u ite skej komunity vstupovali svojimi projektmi a realiza nými experimentmi 
v eskoslovenskej republike už okolo r. 1930. 

Z h adiska akceptácie zásady potreby vysokoškolského vzdelania všetkých u ite ov 
– i ke  opä  viac na úrovni deklarácie než na možnosti dôslednej realizácie – možno za 
prelomový akt považova  prijatie zákona o zriadení pedagogických fakúlt r. 1946. Zákon 
a na  nadväzujúce alšie právne normy boli v svojej podstate konkretizáciou všeobecne 
deklaratívneho znenia prezidentského dekrétu. Základnou ideou motivujúcou zriadenie 
pedagogických fakúlt bola snaha sústredi  roztrieštenú prípravu u ite stva pre všetky 
typy a stupne škôl na jedno vysokoškolské pracovisko, ktoré by v plnom rozsahu zabez-
pe ovalo jednotnú psychologickú, pedagogickú a didaktickú teoretickú aj praktickú prí-
pravu, v odbornej zložke prípravy zabezpe i  štúdium odborov predtým rozptýlených na 
mimouniverzitných pracoviskách a pod a kvalifikácie u ite ských kádrov poskytnú  aj 
možnos  štúdia s nižšou kvalifikáciou v tých odboroch, v ktorých sa u itelská kvalifiká-
cia pre vyšší stupe  stredných všeobecnovzdelávacích škôl, pre u itelské ústavy a stredné
odborné školy získavala na filozofických a prírodovedeckých fakultách. Ako alšie dôle-
žité poslanie sa pedagogickým fakultám ukladala úloha organizova  výu bu a praktickú 
prípravu aktívnych u ite ov s nedostato nou alebo neúplnou kvalifikáciou, resp. u ite ov 
bez kvalifikácie. 

Rozhodujúcim krokom k zmene tradíciou ustáleného charakteru vysokého školstva 
a k jeho organiza nému i obsahovému priblíženiu k sovietskemu vzoru bolo prijatie zá-
kona o vysokých školách r. 1950. Tento právny akt bol dôsledkom radikálnych mocen-
sko-politických zmien po februárovom zvrate r. 1948 a následných udalostiach, ktoré sa 
na vysokých školách najvýraznejšie prejavili politickými istkami v u ite ských zboroch 
i v radoch študentov. Ústrednou ideou zákona je tuhý štátny dirigizmus, krajná centra- 
lizácia riadenia v organizácii aj v obsahu vzdelávania. Novými prvkami systému je na-
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hradenie ústavov katedrami a zavedenie študijných plánov a u ebných osnov. Zákon zru-
šil rigorózne konanie ako podklad ude ovania akademického titulu doktor, rámcovo vy-
medzil zavedenie ašpirantúry ako nadstavbovej formy výchovy vedeckých kádrov a ude- 
ovanie dvoch stup ov vedeckých hodností pod a sovietskeho vzoru. Definitívna reali- 

zácia týchto opatrení vstúpila do platnosti r. 1953. 

Zákon bol novelizovaný r. 1956 ako prejav mocenskej reakcie na študentské nepo-
koje, ktoré boli sú as ou oneskoreného mierneho politického uvo nenia po Stalinovej 
smrti r. 1953. 

V histórii vysokoškolskej legislatívy sa nedoce uje význam zákona o školskej sús-
tave a vzdelávaní u ite ov z r. 1953, ktorým sa zaviedla osemro ná stredná škola a jede-
nás ro ná stredná škola ako úplná stredná všeobecnovzdelávacia škola. Panuje vcelku 
neúplná a nejasná informovanos , že štvorro né vysoké školy pedagogické, resp. dvoj-
ro né vyššie pedagogické školy vznikli ako špecifické vysokoškolské inštitúcie zamerané 
na prípravu odborných u ite ov plne kvalifikovaných pre 3., resp. 2. stupe  jedenás ro -
nej strednej školy, ke  jej prvý stupe  predstavovala národná škola s u ite mi pripravo-
vanými v stredných pedagogických školách. 

 Zákon o vysokých školách z r. 1966 mal prinies  zmeny, ktoré boli výrazom spolo-
ensko-politického uvo nenia v prvej polovici 60. rokov 20. storo ia temer vo všetkých 

satelitných krajinách sovietskeho bloku. Zákon obnovil niektoré – viac-menej formálne – 
vysokoškolské tradície predsocialistickej éry, akou bolo napr. ude ovanie akademického 
titulu doktor na báze vypracovania a obhájenia rigoróznej práce a úspešného zloženia ri-
goróznych skúšok. Nepriniesol však návrat k skuto ným demokratickým tradíciám obno-
vením inštitúcie akademického senátu s jeho právomocami pri výbere akademických funk- 
cionárov a s vplyvom na všetky stránky innosti vysokých škôl a fakúlt vrátane dosahu na 
hospodárenie rektorátnych a fakultných zložiek. Mierne sa uvo nil nadmerný centraliz- 
mus v oblasti vnútornej štruktúry a personálnej politiky fakúlt, kde sa napr. ustúpilo od 
zria ovania katedier a obsadzovania miest vedúcich katedier rozhodovaním až na úrovni 
ministerstva, resp. povereníctva, ako tomu bolo pod a zákona z r. 1950. Náznaky demo- 
kracie boli po r. 1970 zlikvidované legislatívnymi opatreniami nižšej úrovne, ako aj po-
etnými legislatívne nepodloženými internými praktikami, ktorými ovzdušie vysokých 

škôl za ažoval tzv. proces normalizácie. Mal analogické, v za iatkoch dokonca podobne 
vyostrené prejavy a dôsledky ako v rokoch 1948–1949 kampa  politických istiek na vy-
sokých školách. V personálnej politike vysunul do popredia faktor politickej angažova- 
nosti na úkor odbornej kvalifikácie. 

 V prvej polovici 70. rokov sa viedla dlhodobá kampa  vrcholiaca r. 1976 prijatím 
programového politického dokumentu alší rozvoj eskoslovenskej výchovnovzdelávacej 
sústavy a na  nadväzujúceho ústavného zákona o eskoslovenskej výchovnovzdelávacej 
sústave ( iastka 62/1978 Zb. z.), ako aj alších zákonov týkajúcich sa jednotlivých zlo-
žiek výchovnovzdelávacej sústavy. Do tejto série zapadá aj nový zákon o vysokých ško-
lách . 39 z r. 1980. Výraznou rtou na  nadväzujúcich opatrení je celoštátna unifikácia 
študijných odborov a vypracovanie jednotných študijných plánov a u ebných osnov 
predmetov v zhodných a blízkych študijných odboroch. V oblasti organizácie vysokého 
školstva je najmarkantnejšou inováciou zjednotenie aprobácie absolventov pedagogic-
kých fakúlt a absolventov u ite ského štúdia rovnomenných odborov na filozofických, 
prírodovedeckých a matematicko-fyzikálnych fakultách univerzít pre 2. stupe  základ-
ných škôl a pre stredné školy, o pre absolventov pedagogických fakúlt znamená rozšíre-
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nie ich aprobácie o oprávnenie pôsobi  aj na stredných školách; toto oprávnenie predchá-
dzajúce vysokoškolské zákony nepriznávali. Pod a ustanovení tohto zákona a súvisiacich 
dokumentov sa v prvej polovici 80. rokov rozvinula innos  mnohých odborových komi-
sií a predmetových rád s cie om pripravi  podrobný text unifikácie u ebných plánov 
a u ebných osnov jednotnej nomenklatúry odborov a špecializácií vysokoškolského štú-
dia. 

Unikátnym ustanovením zákona bolo zavedenie rigoróznych skúšok bez povinnosti 
vypracova  a obháji  rigoróznu prácu a priznávanie akademického titulu doktor absoven-
tom univerzitných odborov bez akéhoko vek rigorózneho konania pri dosiahnutí prie-
merného prospechu za celé štúdium do hodnoty 1,5. 

Zákony o vysokých školách z r. 1990 a 2002, prijaté po globálnych mocensko-
politických zmenách v rokoch 1989–1990 a po zvrate vnútornej i zahrani nej politickej
orientácie štátu, resp. od roku 1993 po vzniku dvoch nových samostatných štátov, odrá-
žajú v oblasti vnútornej organizácie a samosprávy vysokých škôl rešpektovanie osved e-
ných historických tradícií európskeho, špeciálne stredoeurópskeho vysokého školstva,
a vcelkovej organizácii vzdelávania prijímajú celoeurópske, resp. celosvetové štandardy
odvodené z dokumentov zakladajúcich istú globálnu unifikáciu svetového vysokého 
školstva. Pri kritickom poh ade na túto tendenciu, ako aj na dianie v Európskej únii 
v oblasti školstva, nemožno sa zbavi  istých výhrad vo i miere byrokracie v celej mašiné-
rii kontaktov a spolupráce. Nesporným prínosom posledného štvr storo ia je uvo nenie
podmienok v oblasti medzinárodných stykov a vytváranie priaznivejších predpokladov 
medzinárodnej koordinácie. Trvalo limitujúcim faktorom je ekonomická situácia zna ne 
s ažená dôsledkami rozsiahlej krízy v posledných rokoch. 

3 Inštitúcie vysokoškolského vzdelávania 1945–2010 
Pod a stru ných informácií v úvode jedinou formou vysokoškolskej prípravy stre-

doškolských profesorov matematiky na Slovensku od r. 1940 do r. 1947 a reálne až do 
r. 1953 bolo interné, resp. externé štúdium u ite stva matematiky pre stredné školy
v rámci Prírodovedeckej fakulty Slovenskej univerzity v Bratislave. O obsahu a organizácii 
tohto vzdelávania bola v úvode zmienka. Systém a organizácia štúdia, spôsob kontroly 
a hodnotenia, štátne skúšky, absolvovanie, rigorózny poriadok a i. siahali svojimi kore -
mi do ias Rakúska-Uhorska a ich podstatu zásadne nezasiahli po etné novelizácie 
a vládne nariadenia medzivojnovej eskoslovenskej republiky ani vojnovej Slovenskej 
republiky. 

Ve ké o akávania sa spájali so zriadením Pedagogickej fakulty Slovenskej univer-
zity zákonom z r. 1946, ktorá však svoju innos  v internom štúdiu v Bratislave reálne 
za ala až v školskom roku 1947/1948 (pozri [1], [3]) Sídlo fakulty bolo so zna nými až-
kos ami zriadené v Bratislave, za sídla pobo iek boli stanovené Banská Bystrica 
a Košice. alšie konzulta né strediská boli otvorené v Nitre, Žiline, Spišskej Novej Vsi 
a Lu enci. Fakulta mala pod a deklarácie základného legislatívneho dokumentu – prezi-
dentského dekrétu – právo otvori  štúdium pre všetky kategórie u ite ov – od u iteliek 
materských škôl až po stredoškolských profesorov gymnázií a stredných odborných škôl, 
pri om d žka štúdia pre kandidátky u ite stva na materských školách bola predpísaná na 
štyri semestre, pre kandidátov u ite stva na vtedajších udových a meštianskych školách 
na šes  semestrov a pre kandidátov u ite stva na stredných (všeobecnovzdelávacích) ško-
lách a na stredných odborných školách na osem až desa semestrov. Hlavnú, no explicitne
nedeklarovanú úlohu mala fakulta zohra v likvidácii alebo aspo v podstatnom zmiernení
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enormnej nekvalifikovanosti u ite stva v základnom školstve – na vtedajších udových 
a meštianskych školách – zaprí inenej najmä prudkým kvantitatívnym rastom škôl tohto 
druhu a v menšej miere odchodom jednotlivcov neúnosnou mierou skompromitovaných
spoluprácou s režimom vojnovej Slovenskej republiky (1939–1945). Ú inným opatrením 
zameraným na dosiahnutie toho cie a malo by masové zapojenie nekvalifikovaného u i-
te stva týchto škôl do štúdia popri zamestnaní formou dopl ovacieho a dia kového štúdia 
realizovaného rozsiahlou výu bou v konzulta ných strediskách. Vrcholne iluzórne pred-
stavy o možnostiach tejto formy štúdia sa prejavili v študijných a skúškových predpisoch, 
ktoré sa ukázali navrhnutou asovou organizáciou a materiálnymi možnos ami školstva 
i u itelstva totálne nerealizovate né. Toto hodnotenie je výrazne potvrdené faktom, že 
z vyše 12 000 posluchá ov zapísaných na toto štúdium ho úspešne absolvovalo necelých 
5 % ú astníkov. Úspešných absolventov z radov u ite ov matematiky bolo z toho po tu 
nanajvýš pár desiatok. 

V internom trojro nom štúdiu s dvoj-, resp. trojpredmetovými kombináciami pre
2. stupe  povinnej školskej dochádzky, o boli v ase reálneho rozbehu Pedagogickej 
fakulty SU meštianske školy a 1.–4. trieda gymnázia, od prijatia zákona o jednotnej škole 
r. 1948 štvorro né stredné školy (vek žiakov 11–15 rokov), tvorilo u ite stvo matematiky 
kombinácie s u ite stvom fyziky, zemepisu alebo deskriptívnej geometrie. V rokoch 
1951–1953 úspešne absolvovalo štúdium v týchto kombináciách okolo troch desiatok 
u ite ov, ktorí našli uplatnenie vä šinou na gymnáziách – v tom ase už len švorro ných, 
zodpovedajúcich niekdajším triedam 5.–8. osemro ných gymnázií. Mnohí z týchto absol-
ventov si doplnili štúdiom popri zamestnaní kvalifikáciu na úplnú aprobáciu stredoškol-
ského profesora; rovnako postupovala aj zna ná as  absolventov z ro níkov dobiehajú-
ceho štúdia pedagogickej fakulty v rokoch 1953–1955. 

Štúdium u ite stva matematiky na Pedagogickej fakulte SU bolo zabezpe ené v ro-
koch 1947–1950 kvalitnými u ite mi matematicko-geometrického ústavu a po reorgani-
zácii v r. 1950 tými istými u ite mi katedry matematiky a fyziky (prof. RNDr. Viktor 
Svitek, prof. RNDr. František Jurga, odborný asistent Karol Hlu il; nieko ko alších asi-
stentov), ktorí boli pred nástupom na fakultu honorovanými docentmi Prírodovedeckej 
fakulty SU, resp. SVŠT, alebo cvi nými profesormi na gymnáziách, prípadne inšpektor-
mi. Obsah vzdelávania zah al tradi né okruhy predmetov – matematickú analýzu, algeb-
ru, analytickú geometriu, elementárnu geometriu, teoretickú aritmetiku, teóriu ísel, me-
todiku vyu ovania matematiky, špeciálne semináre z matematiky. Praktická príprava sa 
konala na cvi ných školách v Bratislave. Z koncep ných, asových aj personálnych prí-
in v u ebných plánoch neboli zastúpené vyššie partie matematickej analýzy, vyššej 

geometrie a modernej algebry, ktoré sa v tom ase nenachádzali ani v u ebnom programe 
matematického vzdelávania na Prírodovedeckej fakulte SU. 

Pedagogická fakulta SU v Bratislave a jej pobo ky boli zrušené r. 1953. Ich úlohu 
v príprave u ite ov pre školy 2. stup a prevzali vyššie pedagogické školy v Bratislave 
(neskôr už v statuse pedagogického inštitútu premiestnená do Trnavy) a v Prešove, kam 
sa pres ahovala bývalá pobo ka bratislavskej pedagogickej fakulty sídliaca v Košiciach. 

Rok 1953 bol rokom podstatných zmien v organizácii vysokoškolskej prípravy u i-
te ov škôl druhého a tretieho stup a. Zákonom . 31/1953 Zb. z. o školskej sústave 
a vzdelávaní u ite ov základná a stredná všeobecnovzdelávacia škola prechádzali totálne 
na sovietsky model, pod a ktorého 1. a 2. stupe  povinnej školskej dochádzky reprezen-
tovala osemro ná stredná škola (oficiálny názov) a úplnou strednou všeobecnovzdeláva-
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cou školou sa stala jedenás ro ná stredná škola (oficiálny názov). Vzdelávanie u ite ov 
pre 1.–5. ro ník základnej školy (oficiálny názov – národná škola) preberali štvorro né 
pedagogické školy pre prípravu u ite ov národných škôl (predtým pedagogické gymná- 
ziá), výchova u ite ov pre 6.–8. ro ník osemro nej strednej školy prebiehala na dvojro -
ných vyšších pedagogických školách v Bratislave, Banskej Bystrici a Prešove a pre vzde-
lávanie u ite ov 9.–11. ro níka jedenás ro nej strednej školy a všeobecnovzdelávacích 
predmetov stredných odborných škôl (predtým stredoškolských profesorov) bol zriadený 
nový typ u iliš a – vysoká škola pedagogická v Bratislave s fakultou spolo enských vied, 
fakultou prírodných vied a filologickou fakultou alokovanou do Prešova (pozri ([5], [6]). 
Tieto školy boli deklarované ako jediné vzdelávacie inštitúcie zabezpe ujúce výchovu 
kvalifikovaných u ite ov všeobecnovzdelávacích predmetov na 2. a 3. stupni vzdelávacej
sústavy. Paralelné fakulty – filozofická fakulta a prírodovedecká fakulta v tom ase ešte 
stále jedinej univerzity na Slovensku – Slovenskej univerzity (od r. 1954 opä  Univerzity 
Komenského) – sa mali v pä ro nom štúdiu venova  výchove odborníkov zameraných na 
vedeckú innos , aplikácie a odbornú prácu najvyššej kvalifikácie v rôznych oblastiach 
národného hospodárstva, základného a aplika ného výskumu, verejného života, kultúry 
ap. Bola to iluzórna predstava, ktorá aj po 10–15 rokoch mala aleko do realizovate nos-
ti. V r. 1953 reálne vyhliadky budúcich úspešných absolventov, nastupujúcich v tom ase 
na univerzitné štúdium, boli limitované aj faktom, že v tom roku vychádzali z gymnázií 
dva ro níky maturantov, z ktorých zna ná as  mala zámer pokra ova  v budovaní karié-
ry vysokoškolským štúdiom. 

Revízia unáhlených a nerealistických rozhodnutí nenechala na seba dlho aka . 
V školskom roku 1955/1956 sa na univerzitných fakultách obnovilo prijímanie na štú-
dium u ite stva pre 3. stupe  všeobecnovzdelávacích škôl a stredné odborné školy 
s maturitou a taktiež vä šina študentov prijatých v rokoch 1953 a 1954 na „vedecké“ štú-
dium si doplnením psychologicko-pedagogicko-metodickej zložky u ite skej prípravy 
a absolvovaním tradi ných odborných predmetov u ite ského štúdia rozšírila svoju od-
bornú kvalifikáciu o u ite skú aprobáciu pre predmet matematika. 

Na vyšších pedagogických školách boli v dvoj- a trojpredmetových kombináciách 
študijný program a u ebné osnovy profilových predmetov oproti náplni na zrušených 
pedagogických fakultách v rozumnej miere zredukované tak, že absolvovanie školy ešte 
stále poskytovalo dostato ný odborný nadh ad nad u ivom a pedagogicko-metodická 
zložka prípravy mala posta ujúci rozsah a kvalitu. Naj astejším predmetom, s ktorým 
matematika vstupovala do dvojkombinácie, bola fyzika, o sa z poh adu obsahovej relá-
cie predmetov i zo skúseností dlhodobej tradície osved ovalo ako optimálne riešenie. 

 Vysoká škola pedagogická svojou koncep nou požiadavkou vyváženosti predme-
tovo-odbornej a pedagogicko-metodickej zložky prípravy u ite a vstupovala na pôdu 
v podmienkach nášho školstva neprebádanú v náležitom rozsahu, o sa prejavilo v ur i-
tých korekciách ešte pred dokon ením prvého cyklu štúdia. Študijný program, u ebné 
plány, u ebné osnovy jednotlivých predmetov, ako aj študijný a skúšobný poriadok vrá-
tane štátnych závere ných skúšok boli starostlivo a detailne pripravené, u ite ský zbor, 
z ve kej asti prevedený zo zrušených pedagogických fakúlt a doplnený úspešnými 
a osved enými stredoškolskými profesormi z elitných gymnázií, bol zárukou odbornej 
i metodickej spo ahlivosti. Chýbali však zhodnotenie a výber pozitívnych skúseností 
z dlhodobej úspešnej praxe, ktorú vykazovali špi kové pedagogické inštitúty vtedajšieho 
Sovietskeho zväzu, a to nielen tie najvynikajúcejšie z najvä ších miest. 
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Matematika sa na bratislavskej vysokej škole pedagogickej – jedinej na Slovensku –
za ala študova ako jednopredmetový odbor alebo v kombinácii s fyzikou, v nasle-
dujúcom školskom roku 1954/1955 pribudla kombinácia matematika – zemepis a posled-
nou zavedenou kombináciou bola matematika – chémia. V školskom roku 1955/1956 sa 
pôvodné jednopredmetové štúdium matematiky (na fakulte prírodných vied), sloven iny 
a ruštiny (oboch predmetov na fakulte spolo enských vied) transformovalo na klasické 
dvojkombinácie, ktorými boli matematika – deskriptívna geometria a sloven ina – deje-
pis; kombinácia s ruštinou nebola striktne stanovená. 

 Vysoká škola pedagogická v Bratislave zanikla fúziou s Univerzitou Komenského 
k 1. septembru 1959. Štvorro ným vzdelávacím cyklom v internom štúdiu prešlo na nej 
šes  ro níkov s prijímacím konaním v rokoch 1953–1958 a absolvovaním v rokoch 
1957–1962. Na škole bolo organizované aj rozsiahle štúdium popri zamestnaní, ktorého 
poslední absolventi opúš ali školu (v tom ase už fyzicky neexistujúcu) r. 1965. Za uve-
dené roky fakulta prírodných vied len v dennom štúdiu vychovala vyše 400 úspešných 
absolventov u ite ského štúdia matematiky; v dia kovom štúdiu bol po et absolventov 
tohto štúdia minimálne 6–7 desiatok. Na porovnanie: Prírodovedecká fakulta UK za 25 
rokov svojej existencie v období 1940–1965 vyškolila súhrnne 330 u ite ov matematiky 
pre stredné školy. Prínos Vysokej školy pedagogickej v Bratislave k radikálnemu zvýše-
niu kvalifikácie u ite stva stredných škôl na Slovensku v období 1955–1965 nebol histo-
riografiou školstva docenený. Aká je odpove  na otázku: o bolo vä ším omylom – 
zriadenie Vysokej školy pedagogickej alebo jej zrušenie? 

Štafetu zrušených vyšších pedagogických škôl prevzali r. 1958 pedagogické inštitú-
ty, zriadené vládnym nariadením . 576/1959 Zb. z. v Trnave, Nitre, Martine, Banskej 
Bystrici, Košiciach a Prešove ako samostatné štvorro né vysoké školy s poslaním vycho-
váva  v oddelených formách štúdia u ite ov 1. a 2. stup a základnej osemro nej (od 
r. 1960 devä ro nej) školy a poskytova v rôznych formách štúdia a v kurzoch pedago-
gické vzdelanie pre nadobudnutie kvalifikácie vychovávate a, u ite a odborných predme-
tov v odborných u ilištiach a u ovských školách a taktiež majstra odborného výcviku 
v odborných u ilištiach a u ovských strediskách (pozri [6]). Po as existencie pedago-
gických inštitútov bol inštitút z Martina za lenený do inštitútu v Banskej Bystrici 
a inštitút z Košíc do inštitútu v Prešove, ktorý však fungoval ako organiza ná zložka 
Univerzity Pavla Jozefa Šafárika v Košiciach, založenej r. 1959. Organiza ná, adminis-
tratívna a ekonomická agenda pedagogických inštitútov bola v kompetencii príslušných 
krajských národných výborov, obsahová a personálna stránka ich innosti podliehala po-
vereníctvu. Zákonným opatrením Predsedníctva Národného zhromaždenia . 166/1964 
Zb. z. boli pedagogické inštitúty zrušené a ich nástupníckymi inštitúciami sa stali peda-
gogické fakulty. Pedagogická fakulta v Trnave bola elokovanou fakultou Univerzity Ko-
menského v Bratislave. Po vzniku Trnavskej univerzity v Trnave, na ktorej bola r. 1992 
zriadená vlastná pedagogická fakulta, sa pôvodná Pedagogická fakulta UK presídlila do 
Bratislavy.  

Príprava u ite ov matematiky pre 2. stupe  základnej školy bola na pedagogických 
inštitútoch, resp. na pedagogických fakultách organizovaná v kombinácii s fyzikou alebo 

alšími prírodovednými predmetmi (zemepis, chémia, biológia), príp. s predmetmi prak-
tického zamerania (práce v diel ach, práce na pozemku) – predmetmi tzv. polytechnickej 
prípravy – sprvu v štvorro nom štúdiu, ktoré sa neskôr zmenilo na pä ro né. Na pedago-
gických fakultách sa postupne vytvorili po etné odborne zdatné, vedecky i pedagogicky 
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vysoko kvalifikované u ite ské kolektívy, ktoré podstatnou mierou prispeli k rapídnemu 
zlepšeniu kvalifikovanosti u ite ských kádrov na 2. stupni základných škôl. 

Významným strediskom výchovy stredoškolských u ite ov matematiky sa stala Prí-
rodovedecká fakulta Univerzity Pavla Jozefa Šafárika v Košiciach (pozri [4]). Univerzita 
vznikla r. 1959 ako druhá univerzita klasického typu v novodobých dejinách na Sloven-
sku; jej prírodovedecká fakulta bola zriadená r. 1963. Po za iato ných ažkostiach 
s kvalifikovaným personálnym obsadením, typickým pre všetky (nielen) školské inštitú-
cie, sa príchodom nieko kých zrelých vedecko-pedagogických osobností, ale hlavne vý-
chovou vlastných talentovaných absolventov fakulta rozvinula na silné centrum nieko -
kých vedných disciplín, ako aj na stabilizovanú inštitúciu zásobujúcu rozsiahly región vý-
chodného Slovenska kvalitnými u ite skými kádrami. V prvom desa ro í 21. storo ia 
opúš alo brány fakulty každoro ne 80–100 absolventov u ite ského štúdia prírodoved-
ných predmetov, z toho po tu 50–80 u ite ov matematiky pre sekundárn všeobecnovzde-
lávacie školy a stredné odborné školy. 

 Závažnú zmenu vo vysokoškolskej príprave u ite ov matematiky pre školy 2. a 3. 
stup a (2. stupe  základných škôl a všetky stredné školy – v dnešnej školskej sústave 
ozna ované názvom sekundárna škola – nižší a vyšší stupe ) priniesol zákon o vysokých 
školách . 39/1980 Zb. z., ktorým sa oprávnenie výchovy u ite ov všeobecnovzdeláva-
cích predmetov, teda aj matematiky, pre stredné všeobecnovzdelávacie a stredné odborné 
školy rozširuje z filozofických a prírodovedeckých, resp. matematicko-fyzikálnych fakúlt
univerzít aj na existujúce pedagogické fakulty. Prvými realiza nými krokmi k naplneniu 
tohto zákonného opatrenia bola tvorba jednotných u ebných plánov a u ebných osnov 
predmetov v celoštátnych odborových komisiách a predmetových radách. Druhou fázou 
zjednocovania obsahu výu by bola tvorba záväzných u ebníc najprv pre hlavné predmety 
prvých ro níkov štúdia, neskôr mali nasledova  u ebnice špeciálnejšieho zamerania. 
Z dôvodov nie celkom známych a verejne deklarovaných sa presadila tvorba samostat-
ných u ebníc v jednotlivých národných republikách federácie. Prvá etapa tvorby u ebníc 
bola uzavretá publikáciou u ebníc v polovici 80. rokov 20. storo ia. U ebnice sa miesta-
mi pod a okolností používajú dodnes. 

 Táto zmena neviedla k rozširovaniu siete „u ite ských“ fakúlt. Jej hlavným dô-
sledkom bola nutnos  prispôsobi  dovtedajší systém prirodzeným spôsobom odlišných 
koncepcií pre školy 2. stup a a školy 3. stup a jednotnej koncepcii zahr ujúcej oba stup-
ne. Pre niektoré pracoviská fakúlt pripravujúcich pôvodne u ite ov len pre 3. stupe  to 
prinášalo potrebu pragmatickejšieho prístupu k teoretickej úrovni vyu ovaných predme-
tov, pre pedagogické fakulty predchádzajúceho razenia to znamenalo zvýšený dôraz na 
exaktnos  hlavných teoretických predmetov. Nevyskytli sa vážnejšie problémy s transfor-
máciou prvého i druhého druhu. Potreba pripravi  vysokoškolských u ite ov na vyu o-
vanie niektorých nových predmetov študijného programu u ite stva matematiky viedla 
k myšlienke organizova  celoštátne tematické semináre, ktoré by za nejaký as pokryli 
hlavné tematické okruhy výu by. V predmete Dejiny matematiky sa ujala prax pravidel-
ných ro ných letných škôl s tematikou filozofie matematiky, dejín matematiky a jej vyu-
ovania, ktorá sa od prvého stretnutia r. 1980 rozvinula na hodnotnú tradíciu dnešných 

medzinárodných konferencií Historie matematiky, pokra ujúcu úspešne t. r. 36. ro ní-
kom. 

Podstatné zmeny v organizácii, obsahu, ako aj v sústave inštitúcií vychovávajúcich 
u ite ov matematiky sa za posledných dvadsa pä  rokov odohrali na báze prevratných 
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udalostí a vývoja, ktorým prešli temer všetky európske štáty aj vä šina celosvetového 
spolo enstva v oblasti politiky, medzinárodných vz ahov aj ekonomických premien. Pr-
vým štartovacím impulzom na území Slovenska (a vä šiny krajín bývalého sovietskeho 
bloku) bol pád režimu, ktorý z ideologických (ale aj mnohých iných) pozícií staval mno-
hé zábrany do cesty nevyhnutnému pokroku vnútornej situácie na vysokých školách aj 
rozvoju medzinárodných kontaktov a spolupráce. 

 Postupne v priebehu 90. rokov 20. storo ia a v prvom desa ro í 21. storo ia vzni-
kali nové školy a nové fakulty, medzi nimi aj pedagogické, s programom výchovy u ite-
ov aj v matematike, niektoré existujúce inštitúcie sa pres ahovali aj menili svoju štruktú-

ru tak, že z nej vypadla výchova u ite ov matematiky. Na báze pedagogických fakúlt 
a niektorých alších fakúlt, resp. škôl vznikla Trnavská univerzita a na nej pedagogická 
fakulta, Pedagogická fakulta UK sa z Trnavy pres ahovala do Bratislavy a u ite ské štú-
dium matematiky (aj alších exaktných a prírodovedných odborov) na nej v druhej polo-
vici prvého desa ro ia 21. storo ia zaniklo. Pedagogické fakulty v Nitre a v Banskej Bys-
trici sa stali jadrom nových univerzít – Univerzity Konštantína Filozofa v Nitre 
a Univerzity Mateja Bela v Banskej Bystrici; u ite stvo matematiky pre sekundárne školy 
sa na nich študuje na novozriadených fakultách prírodných vied, zatia o ich dnešné pe-
dagogické fakulty pripravujú u ite ov primárnych škôl. V Prešove vznikla Prešovská 
univerzita; u ite ov matematiky pre sekundárne školy vychováva jej pedagogická fakul-
ta. Budúci u itelia matematiky študujú aj na pedagogickej fakulte Katolíckej univerzity 
v Ružomberku. Krátky as sa u itelia matematiky pripravovali aj na dnes už neexistujú-
cej Fakulte prírodných vied Žilinskej univerzity v Žiline. 

Pohyb a zmeny v sústave fakúlt poskytujúcich vzdelávanie u ite ov matematiky se-
kundárnych škôl sú vä šinou odôvodnené novými pravidlami zria ovania a fungovania 
odborov štúdia na vysokých školách: základnou (nevyhnutnou) podmienkou otvorenia 
štúdia v odbore je súhlas a odporú anie akredita nej komisie, na základe ktorého súhlas-
né alebo zamietavé rozhodnutie vydáva Ministerstvo školstva, vedy, mládeže a športu 
Slovenskej republiky. Pod a deklarovaných zásad hlavným faktorom ovplyv ujúcim roz-
hodnutie je miera garantovania kvality prípravy dostato ne vedecky a pedagogicky re-
nomovanými osobnos ami u ite ského zboru fakulty. 

Príprava u ite ov matematiky pre sekundárne školy na území Slovenska je organizo-
vaná na nasledovných fakultách vysokých škôl (pozri [8]): 

− Fakulta matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského v spolupráci 
s Prírodovedeckou fakultou Univerzity Komenského v Bratislave, 

− Prírodovedecká fakulta Univerzity Pavla Jozefa Šafárika v Košiciach, 
− Pedagogická fakulta Trnavskej univerzity v Trnave, 
− Fakulta prírodných vied Univerzity Konštantína Filozofa v Nitre, 
− Fakulta prírodných vied Univerzity Mateja Bela v Banskej Bystrici, 
− Pedagogická fakulta Prešovskej univerzity v Prešove, 
− Pedagogická fakulta Katolíckej univerzity v Ružomberku. 

  
Tento stav sa môže mierne zmeni  v najbližších rokoch na základe výsledkov práve 

prebiehajúceho procesu novej akreditácie vysokých škôl v Slovenskej republike.  
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4 Etápy vývoja vzdelávania u ite ov matematiky  
Prvú etapu organizovanej vysokoškolskej prípravy u ite ov matematiky pre stredné 

školy na Slovensku možno približne ohrani i  rokmi 1940–1960 a v tejto etape odlíši
obdobia 1940–1953 a 1953–1960. 

 Obdobie do r. 1953 je dobou faktickej dominancie Prírodovedeckej fakulty SU vo 
výchove stredoškolských u ite ov matematiky napriek zdanlivej konkurencii zo strany 
Pedagogickej fakulty SU od r. 1947. Výhoda PrírF SU v porovnaní s PedF SU spo ívala 
v tradícii – síce krátkodobej, ale v kruhoch potenciálnych záujemcov o štúdium predsa 
len existujúcej, a v ur itej vä šej miere informovanosti o obsahu a organizácii štúdia. Ur-
itú úlohu vo vä šej popularite prírodovedeckej fakulty zaiste zohrávali aj na prvý po-

h ad nepodstatné faktory: 1. Absolvovanie prírodovedeckej fakulty znamenalo v blízkej 
budúcnosti status stredoškolského profesora na vyššom stupni spolo enského rebrí ka 
než kvalifikácia u ite a pre nižšiu strednú školy z pedagogickej fakulty; 2. Kratšie štú-
dium na pedagogickej fakulte bolo pre študentov zo slabšie situovaného sociálneho pro-
stredia zjavne prijate nejšie po materiálnej stránke. 

Rozdiely v obsahu a štýle vzdelávania na oboch fakultách boli determinované hlav-
ne odborným profilom vedúcich u ite ských osobností. Prof. Hronec a prof. Kaucký mali 
v prvom rade blízko k matematickej analýze, hoci roky pôsobenia v technickom vysokom 
školstve mierne obrúsili vyhranenos  tohto záujmu. Aj alšie osobnosti – prof. Karel 
Dusl a prof. Otakar Bor vka – ktoré sa zásluhou kontaktov prof. Hronca podarilo interne 
i externe angažova  na prírodovedeckú fakultu, spadali do tejto kategórie, hoci vedecký 

rozh ad a tvorivá potencia prof. Bor vku zrete ne prevyšovali prostredie pracoviska. 

 A tak vzdelávanie posluchá ov sa vcelku dialo v duchu osved ených tradícií bez 
vä ších náznakov modernizácie, ktorá sa až v 50. rokoch za ala pomaly prejavova
v záujmoch a v prvej vedeckej tvorbe prvej generácie absolventov, ktorí zostali ako asis-
tenti na škole, a prvých posíl, ktoré prišli z iného prostredia. Ku koncu 50. rokov výu ba 
základných predmetov – matematickej analýzy, algebry a geometrie – vcelku prebiehala 
ešte stále v tradi nom duchu, ale mladí absolventi, z radov ktorých sa dop al kádrový 
stav katedry matematiky, nazna ovali v seminároch a príležitostne aj v prednáškach ná-
stup modernizácie obsahu. 

Výu ba základných predmetov v u ite skom štúdiu matematiky na fakulte prírod-
ných vied Vysokej školy pedagogickej v Bratislave v rokoch 1953–1962 sa opierala 
o najnovšie vysokoškolské u ebnice a príru ky odporú ané u ebnými plánmi a osno-
vami. Tak napr. základnou literatúrou pre matematickú analýzu boli prvé diely Jarníko-
vých u ebníc, algebra sa prednášala pod a Ko ínkových Základov algebry a analytická 
geometria sa vykladala vektorovou metódou pod a príru iek Masného a Kraemera, štú-
dium teoretickej aritmetiky pokrývala Hrušova publikácia Elementární aritmetika. Kon-
takty a spolupráca medzi katedrami matematiky na PrírF UK a FPV VŠP v ase trvania 
katedry na VŠP (1953–1959) boli minimálne. 

Modernizácia obsahu vzdelávania sa stala aktuálnou v prvej polovici 60. rokov, ke
prednášky základných predmetov v najnižších ro níkoch štúdia za ali prebera  mladí 
pracovníci po krátkej nieko koro nej prípravnej praxi. V analytickej geometrii sa ústred-
nou témou stala výstavba reálneho afinného priestoru na báze n-rozmerného vektorového 
priestoru nad po om reálnych ísel a lineárne geometrické transformácie, jadro výu by 
algebry po absolvovaní základov lineárnej algebry tvorila teória algebrických štruktúr. 
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V polovici obdobia 1960–1980, ktoré možno ozna i  za prvú etapu modernizácie obsahu 
výu by matematiky v u ite skom i odbornom štúdiu matematiky na prírodovedeckej fa-
kulte UK v Bratislave a s ur itým asovým posuvom aj na prírodovedeckej fakulte košic-
kej Univerzity P. J. Šafárika, sa k dispozícii študentom a ašpirantom dostali preklady 
oboch verzií algebrických u ebníc autorov Birkhoffa a Mac Lana. Koncepcia týchto pub-
likácií sa odrazila aj v nieko kých u ebných textoch (skriptách) vydaných na Slovensku, 
ako aj v neskoršej vysokoškolskej u ebnici Katri ák a kol: Algebra a teoretická aritmeti-
ka. Zmodernizované u ebné texty z geometrie od V. Za ka, neskôr prepracované a do- 
plnené na u ebnicu, vyšli už v 60. rokoch. Moderniza né tendencie a koncepcie boli 
zjavné aj v rozli ných vydaniach u ebných textov z matematickej analýzy a u ebníc toh-
to predmetu vydaných autormi slovenských vysokých škôl. Všetky tieto moderniza né 
kroky súviseli tesne i vo nejšie s moderniza ným procesom zasahujúcim ove a intenzív- 
nejšie, nie však celkom podložene a racionálne celé základné a stredné všeobecnovzdelá-
vacie školstvo v uvedenom ase. Revízia koncepcie na tomto stupni vzdelávania však 
nemala ma  – a, naš astie, nemala – priamy negatívny dosah na potrebné a realizované 
zmeny vo vysokoškolskej výu be. Vykonaná prestavba základov hlavných matematic-
kých predmetov u ite ského vzdelávania mala nevratný charakter a výu ba týchto pred-
metov sa už nikdy nevrátila do stavu pred rokom 1960. Podobný obraz sa naskytoval aj 
v dopl ujúcich a rozširujúcich predmetoch matematického vzdelávania budúcich u ite-
ov, akými boli napr. Pravdepodobnos  a matematická štatistika, Numerické metódy ap., 

kde sa zakomponovanie pokroku do pedagogického procesu nestretávalo s takými vyhro-
tenými kontroverznými stretmi ako v hlavných formujúcich predmetoch. 

 Tempo h adania nových moderniza ných ciest sa z pochopite ných prí in pribrzdi-
lo v 80. rokoch, ke  sa naliehavou aktuálnou úlohou stala tvorba u ebníc, do ktorých 
nebolo možné zaradi  neoverené výsledky didaktického výskumu, domnienok a volunta- 
ristických predstáv a požiadaviek. 

 O to vypuklejšie sa tieto momenty vynorili v búrlivom kvase 90. rokov po kardi-
nálnom spolo ensko-politickom zvrate rokov 1989–1990 a osobitne v alšom desa ro í, 
ke  sa naliehavou úlohou d a stala fundamentálna štrukturálna prestavba vysokého škol-
stva v duchu prijatých medzinárodných záväzkov, týkajúca sa, prirodzene, aj základných 
obsahových princípov. Rozsah koncep ných a formálno-administratívnych úkonov na as 
zatla il do úzadia seriózne nedoriešené otázky aktuálneho i perspektívneho obsahu mate- 
matického vzdelávania, ktorý inak – z poh adu formálnej skladby hlavných predmetov 
študijného programu u ite stva matematiky pre sekundárnu školu – vykazuje nadmernú 
stabilitu, ktorá za sedemdesiat rokov sledovaných v tomto príspevku nebola podstatne 
narušená. Treba si však uvedomi , že z historického poh adu je každá štruktúra vzdelá-
vania a jej obsahová nápl  jav len relatívne stabilný a zdanlivo definitívny, lebo nepretr-
žite fungujúca denná prax vyžaduje stále korekcie a zmeny a adekvátne reakcie na výskyt 
nových situácií a problémov. Búrlivý rozvoj technických prostriedkov, ktorý niektorým 
subjektom vzdelávacieho procesu zastiera podstatu, povahu a funkciu tohto procesu, nie 
je javom, ktorý by zásadne zmenil ciele a úlohy školského vzdelávania a výchovy a de-
gradoval podstatu komunika nej relácie u ite a a žiaka/študenta. Toto všetko treba ma
na pamäti pri pravidelne opakujúcej sa revízii programových dokumentov štúdia i vo 
vlastnej realiza nej innosti vo výu be.  
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5 Zhodnotenie a závery 

5.1 Zhrnutie výsledkov 

Inštitucionálna výchova u ite ov matematiky pre školy zodpovedajúce dnešným se-
kundárnym školám nižšieho i vyššieho stup a sa na území Slovenska v období 1940–
2010 rozvinula z nulového bodu na jese  r. 1939 na pestrú, bohato rozvinutú sie  vyso-
koškolských ustanovizní pokrývajúcich celé územie Slovenska v miere možno až prevy-
šujúcej rozumné potreby. Azda je tento stav pozostatkom nedávneho obdobia, ke  blíz-
kos  sídla vysokej školy bola základným sociálno-ekonomickým predpokladom roz- 
hodnutia absolventa strednej školy zo sociálne slabšej rodiny o pokuse vôbec študova  na 
vysokej škole. Historický poh ad na vznik prvej inštitúcie, organizáciu štúdia, obsah vzde- 
lávania, po etnos  a kvalitu u ite ského zboru, po tu prvých študentov, ich sociálnej 
skladby at ., pribúdanie alších škôl, kvantitatívny aj kvalitatívny rast po tu študentov, 
legislatívne zázemie v jednotlivých etapách vývoja až po dnešný stav at . by sa mohol 
zda  ohromujúci, ak by sa nebrala do úvahy skuto nos , že medzi za iatkom a dneškom 
je rozpätie troch štvrtín storo ia, v ktorých sa vývoj všetkých stránok spolo nosti vidite -
ne urýchlil. Z toho poh adu je taktiež zrejmé, že základné limitujúce podmienky realizácie 
akýchko vek zámerov a plánov tkvejú v ekonomických možnostiach štátu, ktorý legisla-
tívnymi opatreniami si vyhradzuje právo rozhodujúcim spôsobom ovplyv ova  temer 
všetky zložky existencie a innosti vysokých škôl, o však zárove  definuje aj povinnosti 
štátu podie a  sa na zabezpe ovaní materiálnej bázy života škôl vrátane ur itej miery 
starostlivosti o u ite ov a študentov. Je vždy otázne, i splnenie takých alebo onakých 
kvantitatívnych ukazovate ov, pod a ktorých sa stanovujú hlavné ekonomické kritériá 
podpory škôl, je tým najpresnejším adekvátnym vystihnutím cesty k všestrannej prosperi-
te škôl a k prospechu spolo nosti. Úspech školy, fakulty, u ite ov a študentov, ako aj 
spokojnos  dvoch posledných skupín závisí do istej miery od ich morálnych postojov, 
ktoré ovplyv ujú ich konanie neraz napriek vonkajším okolnostiam, zna ne vzdialeným 
od inite ov pozitívnej motivácie. Pokles vážnosti a spolo enského uznania u ite ského 
povolania a jeho predstavite ov je nespochybnite ným fenoménom našej spolo nosti. 
Žiadna politická garnitúra zatia  neprejavila serióznu snahu nielen rieši  tento problém, 
ale ani vážne zamyslie  sa nad ním. Napriek tomu vä šina príslušníkov u ite skej komu-
nity poci uje akúsi morálnu zaviazanos  pracova estne a stato ne s odkazom na vlastné 
svedomie a zodpovednos  za generáciu budúcich plnohodnotných ob anov vyrastajúcich 
z dnešných žiakov a študentov.  

5.2 a šie perspektívy 

Prechod na trojstup ové vysokoškolské štúdium berú dnešné generácie vysokoškol-
ských u ite ov ako nezmenite nú skuto nos , s ktorou treba uvádza  do súladu všetky 
aktivity v rámci pôsobenia na vysokej škole. Hoci vysokoškolský zákon z r. 2002 umož- 
uje organizáciu štúdia v jednom pä ro nom cykle hodnotenom ako magisterské štú- 

dium, o by v prípade u ite ského štúdia (nielen) matematiky zodpovedalo nášmu (a stre- 
doeurópskemu) predchádzajúcemu a osved enému modelu, neobjavili sa doteraz seriózne 
snahy využi  tieto ustanovenia zákona aspo  na komparatívny pokus s dnešným dvoj- 
stup ovým prístupom k u ite skej kvalifikácii. Sledovanie problému, s akou „dôslednos-
ou“ pristupujú v niektorých krajinách k dodržiavaniu uplat ovania tohto – pôvodom stre- 

dovekého, v dnešnej dobe vnímaného prevažne ako anglosaského – modelu vysokoškol-
ského štúdia, ukazuje, že sú miesta, kde prísnu záväznos  tohto modelu nerešpektujú. 

as  vysokých škôl v USA má organizáciu štúdia odlišnú od dvojstup ovej postupnosti 
bakalárske – magisterské štúdium (pozri [9]). V našich podmienkach je najvä ším prob-
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lémom uplatnenie kvalifikácie bakalár v systéme organizácie školstva. Pozoruhodné je 
riešenie na niektorých pedagogických univerzitách v Ruskej federácii: štvorro ným baka-
lárskym štúdium u ite skej kombinácie získava absolvent u ite skú kvalifikáciu pre nižší 
stupe  školskej sústavy, alším dvojro ným magisterským štúdiom získava kvalifikáciu 
u ite a pre vyšší stupe  školskej sústavy. 

Pre obvyklý systém práce v našej spolo nosti bude úspechom, ak sa podarí bez preru-
šenia absolvova  aspo  jeden vzdelávací cyklus v dnešnom systéme organizácie. Potom 
by sme mohli zhodnoti  tento systém a s rozumom a obozretnos ou pristúpi  k jeho prí-
padným korekciám. 
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KAMIENIE MILOWE W NAUCZANIU MATEMATYKI
DZIECI W POLSCE OD OSTATNICH DEKAD  

XIX STULECIA DO OSTATNICH DEKAD XX W.

STANISŁAW DOMORADZKI

Krótkie streszczenie: W referacie przestawione zostan  usilne starania o nowoczesne 
kształcenie matematyczne dzieci w wieku 7–10 lat w okresie zaborów i dwudziestolecia 
mi dzywojennego. Szczególna uwaga zostanie zwrócona na prace zapomnianych dzisiaj 
A. Jeskego (1836–1875), L. Jele skiej (1885–1961). M. Rusieckiego (1892–1956). Pokre -
lone zostanie te  zaanga owanie profesorów uniwersyteckich matematyki w kształcenie 
matematyczne dzieci młodszych, w tym S. Banacha (1892–1945). Nie zabraknie odwoła  do 
współczesnych koncepcji nauczania matematyki dzieci młodszych, m.in. koncepcji dzieci cej 
matematyki opracowanej przez E. Gruszczyk-Kolczy sk . Dostrze ona zostanie metamor-
foza roli dziesi tkowego systemu liczenia w edukacji matematycznej dzieci w Polsce 
w omawianym okresie.  

Milestones in the teaching of mathematics to children in Polish territories from the last 
decades of the nineteenth century until the end of the twentieth century. 

Short summary: In the talk, we will present persistent efforts to provide modern 
mathematical education to children aged 7–10 years in the period of the partitions and the 
two-decade interwar period. Particular attention will be paid to the works of now-forgotten 
A. Jeske (1836–1875), L. Jele ska (1885–1961), M. Rusiecki (1892–1956). We will also 
underline the commitment of university professors of mathematics to mathematical education 
of younger children, including S. Banach (1892–1945). We will refer to the modern 
conception of teaching mathematics to younger children, among others, to the concept of 
children's mathematics developed by E. Gruszczyk-Kolczy ska. We will observe the meta-
morphosis of the role of the decimal system of counting in the mathematical education of 
children in Poland in the period under discussion. 

Wst p 

W II połowie XIX w. Polski nie było na politycznej mapie Europy. Ziemie polskie podzieli 
pomi dzy sob  zaborcy: Austro-W gry, Prusy i Rosja. W Galicji – wchodz cej w skład 
Monarchii Austro-W gierskiej były najwieksze mo liwo ci rozwoju szkolnictwa i nauki, 
funkcjonowały gimnazja z polskim j zykiem wykładowym, działały dwa uniwersytety we 
Lwowie i Krakowie. Takich mo liwo ci nie było w pozostałych zaborach. Mimo to zakres 
i metody matematycznej stosowane w szkołach powszechnych zadziwiaj co skutecznie przy-
gotowywały dzieci radzenia sobie w codzienych sytuacjach. Dlatego warto przypomnie
dokonania A. Jeskego w zakresie nauczania dzieci w domu i w ówczesnych szkołach.  

Agust Jeske (1836–1875)1 – informacje biograficzne:  

Urodził si  6 wrze nia 1836 r. w Trzemesznie koło Poznania. Po uko czeniu szkoły 
redniej i uzyskaniu stypendium ufundowanego przez K. Marcinkowskiego wyjechał do 

1 A. Wachułka, A. Jeske, [w]: Słownik Biograficzny Matematyków Polskich, red. S. Domoradzki, Z. Pawli-
kowska-Bro ek, D. W glowska, PWSZ Tarnobrzeg, 2003.  
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Berlina i rozpocz ł tam studia na Wydziale Historyczno-Filologicznym Uniwersytetu 
Berli skiego. W 1865 przyjechał do Warszawy, gdzie rozpocz ł prac  literacko-peda-
gogiczn . W 1873 w wydawnictwie S. Arcta w Lublinie opublikował Augusta Jeskego 
Systematyczny kurs nauk przeznaczony do pomocy w wychowaniu domowym dzieci od lat 3 do 
15; zawierał on m.in. Arytmetyk  cz. I , Arytmetyk  cz. II. W Katalogu Biblioteki Rosyjskiej 
Akademii Nauk (najwi cej z dost pnych w sieci bibliotek) znajdujemy a  82 pozycje Jeskego. 
Dotyczyły one nauczania matematyki, geografii, gramatyki j zyka polskiego, obejmowały 
wypisy z literatury polskiej, opowiadania dla dzieci. Zmarł 27 pa dziernika 1875 w Warsza-
wie. 

Był autorem niezwykle popularnym i ch tnie czytanym, gdy  wiele jego dzieł było 
wydanych i wznawianych wiele lat po jego mierci. 

Strony: tytułowa pierwszego wydania niezwykle popularnej Arytmetyczki Jeskego (1873) 
i zamieszczona w tym podr czniku reklama jego Systematycznego Kursu Nauk. 

Oddajmy głos Autorowi „Arytmetyczki”: Nauka rachunku pocz tkowego sprawia niemałe 
kłopoty. Ma ona t  niedobr  stron , e j  rozpoczyna  mo na z punktów najrozmaitszych. 
Wszystkie one s  niby dobre, ale wsz dzie potem zjawiaj  si  trudno ci nie do zwalczenia. 
Zwykle zacz  łatwo, ale przeprowadzi  nauk  systematycznie do ko ca, to ju  sprawa nieco 
trudniejsza. eby pokaza  mistrzowstwo pedagogiczne Jeskego przytaczam jego sposób 
opracowania liczby 20.  

Jeske zaleca u ywanie „okazów” (konkretów – liczmanów, narysowanych kresek, kropek 
(te ostatnie nie oznaczj  innego przedmiotu) w nast puj cy sposób. 

Przedstawi  na okazach liczb  20! 
20 krések jestto 2-razy 10 krések. 20 składa si  zatém z ilu dziesi tków? 
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Przypomnijmy, e 10:20 oznacza tu pytanie ile razy 10 mie ci si  w 20? Zauwa my, e 
„10” nie zajmuje jeszcze centralnego miejsca w rachunkach. W czasach Jeskego posługiwano 
si  w obliczeniach kopami, tuzinami, arszynami i innymi miarami, dlatego naturalnym jest 
zalecanie zada , które dotycz  równie  innych systemów liczbowych. Na przykład: 

20 jedno ci ile dziesi tków? 
20 sztuk ile tuzinów i sztuk? 20 gr. ile pi ciogroszówek? – Kiedy za 10 sztuk owiec płaci 

gospodarz 20 rub., po ile płacił 1 sztuk ? Ile zapłacił za 3 sztuki, za 8 sztuk? – Ile ołówków 
dosta  mo na za 20 gr., je eli jedne ołówek kosztuje 4 gr.? 

Dukat w złocie ma 20 zł.; ile wynosi ½ dukata ? – ¼ dukata?  dukata? 

Przy monograficznym opracowaniu nast pnych liczb naturalnych podobnych zada  jest 
wi cej. Nie trudno zauwa y , e dziesi tka w tych czasach nie pełni centralnego miejsca 
w metodyce kształtowania poj  liczbowych. Zapewne jest to konsekwencj  tego, e zada-
niem edukacji szkolnej było wówczas przygotowanie do radzenia sobie w sytuacjach 
yciowych. A tam przy obliczeniach posługiwano si  m.in. stopami, łokciami, libr  i wieloma 

innymi miarami. Potwierdzeniem tego s  zalecenia Jeskego odno nie monograficznego 
opracowania nast pnych liczb, np. liczby 52. 
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Doda  tu trzeba, e Jeske w swojej koncepcji matematycznego kształcenia dzieci 
nawi zuje do umiej tno ci kształtowanych w edukacji domowej. Twierdzi w „Arytmetyce”: 
Dzieci przyst puj ce do nauki Arytmetyki, powinny by  obeznane z liczeniem i rozwi -
zywaniem łatwych zada  w granicach do jednej setki; to im ułatwi zrozumienie i przyswojenie 
sobie obja nie  teoretycznych i okre le …

O tym, jak nowatorsko Jeske omawia kształcenie dzieci i młodzie y mo na si  przekona
studiuj c jego Pedagogik ,obejmuj c  zasady i metody moralnego, fizycznego i naukowego 
wychowania dziatek (nakładem Ksi garni Stanisława Arcta w Lublinie, Warszawa, 1875). 
W tym podr czniku dla nauczycieli przestawił. m.in. koncepcj  naucznia arytmetyki.  

Strona tytułowa Pedagogiki Jeskego, aprobaty: Archidiecezji Warszawskiej  
i cenzury carskiej. 

We Wst pie Jeske twierdzi, e metody nauczania – tak e te stosowane w edukacji 
matematycznej – mog  by rodkami, przysposabiaj cemi do nauki i pracy po ytecznéj. 
Odwołuje si  do zalece  ksi dza Piramowicza2: aby my mieli zawsze przed oczyma jako cel 
jedyny po yteczno  w yciu i społecze stwie ludzkiém. Cel wykształcenia elementarnego 
wyło ył w słowach: Nauka elementarna ma kształci  i sposobi  na religijno-moralnych ludzi 
i u ytecznych obywateli dla kraju i społecze stwa swego.  

Ka dy, komu bliski jest wiat dziecka – zauwa a Jeske – powinien zauwa y , e dziecko 
ma skłonno  do czynno ci, przewa a u niego ch  zajmowania si wiatem najbli szym 
i branie z niego wyobra e , a tak e ch  przekształcania wszystkiego (podkre lenie S. D.3).

2 G. Piramowicz nale ał do zakonu jezuitów, pedagog, w latach 1770–1773 wykładał filozofi  w kolegium 
jezuickim we Lwowie. Działał aktywnie w Komisji Edukacji Narodowej, był sekretarzem, powołanego przez 
KEN Towarzystwa dla Ksi g Elementarnych. 
3 Doda  tu trzeba, e tez  t  Jeske sformułował pół wieku wcze niej nim J. Piaget ogłosił wiatu swoj
koncepcj  operacyjnego rozumowania, w której istotne miejsce zajmuje charakterystyka dzieci cego rozumo-
wania wła nie w zakresie wnioskowania o skutkach przekształce  (por. Piaget J.: Równowa enie struktur 
poznawczych. Centralny problem rozwoju, PWN, Warszawa, 1981, na podstawie L'équilibration des structures 
cognitives: problème central du développement, Presses universitaires de France, 1975). 
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Zauwa my i podkre lmy to, e Jeske w tej i innych swoich publikacjach odwołuje si  do 
słynnej ksi ki wspomnianego ju  G. Piramowicza (1735–1801) Powinno ci nauczyciela
(z 1787 r.), w której jej autor zauwa ył odno nie matematycznego kształcenia dzieci: Daj c 
przykłady i wiczenia w arytmetyce, zawsze ma przestawa  na tych rzeczach, na tych 
okoliczno ciach, które si  w yciu wiejskim i po miasteczkach trafiaj . Niech pisz  rejestra 
urodzajów, zbioru, płacy czeladzi, podziału na pewn  ich liczb  pewnej miary, ywno ci i tym 
podobne. […] Niech bierze od dobrych rachmistrzów dworskich wzory rachunków zbo owych 
i pieni nych, podług których by uczniowie układali owe rejestra.4  

Trzeba tu doda , e w czasach działalno ci pedagogicznej Jeskego dydaktyka niemiecka 
wyznaczała kształt edukacji w Europie, a w matematycznych kształceniu wzorowano si  na 
koncepcji K. Grube’go. Tymczasem Jeske podkre la, e chocia  w dydaktyce niemieckiej 
problemy dydaktyczne dotycz ce nauczania elementarnego zostały doskonale opracowane, to 
… cała dydaktyka i metodyka niemiecka, jest gimnastyk  rozumu, jest ci ka i jedno-stronna; 
nie mie ci w sobie piérwiastku sercowego i religijnego, nie jest zastosowana do ycia ani 
wpłyn  nie jest zdolna na całkowity rozwój człowieka.  

Je li chodzi o kształtowanie sprawno ci rachunkowych, to Jeske zastanawia si , czy jest 
przedmiot, który jest gorzej nauczany ni  rachunki: Biedne dziecko, prowadzone przez 
niedo wiadczon  matk  lub guwernantk , odrabia działania rachunkowe bez najmniejszego 
zasilania umysłu, bez wszelkiéj korzy ci ulgi dla siebie. Nast pnie Jeske: 

 podkre la rol  samodzielno ci w nauczaniu i przestrzega przed mechanicznym 
kształtowaniem umiej tno ci rachunkowych; 

  zaleca, aby po opanowaniu przez dziecko liczenia, np. do 1000 przyst powa , przede 
wszystkim do kształcenia umiej tno ci dodawania, odejmowania, mno enia i dzie-
lenia.  

Słuszno  tych zalece  ilustruje przykładem: przy dodawaniu zazwyczaj mówi si
dziecku: Dodaje si  od prawej r ki do lewej, najpierw dodaj  si  liczby w pierwszym rz dzie, 
potem w drugim, trzécim ; je eli w piérwszym rz dzie wypadnie suma 25, to 5 podpisuje si
pod tym samy rz dem a 2 dodaj  si  do drugiego rz du, etc. etc. […] nota bene: coto jest 
liczba 1, to 100, ten tysi c, to „dodawanie”, ta „suma”, ta „lewa”, ta „prawa”strona i tym 
podobne „drobnostki”, o tém dziecko najmniejszego nie ma poj cia, zreszt  przy takiém 
zało eniu mie  go nawet nie mo e. Cała tedy sztuka tego rachowania zasadza si  na 
bezmy lnym mechanizmie.  

Dalej Jeske wylicza niedostatki mechanicznej (pami ciowej) koncepcji nauczania racho-
wania. Nauczyciel, który nie umié inaczéj uczy  rachunków i dla którego mechanizm jest 
jedyn  metod  wykładu, nie jest godzien by  nauczycielem: bo albo nie pojmuje wcale celu téj 
nauki, albo té  jest za leniwy …  

Jeske przedstawia te  szczegółowe zasady kształtowania umiej tno ci rachunkowych, 
cz sto powołuj c si  na zalecenia G. Piramowicza. Spróbujmy, cytuj c Jeskego, dokładnie je 
zaprezentowa : 

4 Cytat za wydaniem: WSiP, Warszawa 1988.  
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… Zaczyna  trzeba od rzeczy unaoczniaj cych dziecku poj cie ilo ci, tj. od okazów 
i przedmiotów, które znajduj  si  w najbli szym otoczeniu. Autor podkre la rol  postrze-
gania, ogl dania, porównywania, wymy lania, przez co jego umysł staje si  twórczym 
i samodzielnym. Zaleca przygotowanie drewnianych klocków (10 albo 100), 100 patyczków 
krótkich, monet (kopiejki, dziesi tki, liczbony).  

Wa nym te  jest u ywanie kresek, kropek, krzy yków, kółek, jak równie  odwoływanie 
si  do elementów ciała ludzkiego (palce u r k, nóg,) wiata zwierz t (skrzydła, rogi), wiata 
ro lin (li cie, kwiaty, korony, kielich, owoce), miejsca zamieszkania (ko ciół, wie a, dworek, 
dom, pałac, zamek, ogród, staw, rzeka, góra, las), narz dzi i sprz tów domowych (zegar, 
no e, talerze, skrzypce, fortepian), monet, miar.  

Patyczki uwa a Jeske za prosty, dogodny i praktyczny rodek okazowy. Maj  by  wi ksze 
od zapałek, dziecko … wybornie nimi operuje i sprawia mu to przyjemno . Ka de zadanie 
ma rozwi zywa  samodzielnie według swoich przemy le , ma poprawi  pomyłki i sprawdza
za ich pomoc  poprawno  rozwi zania. Dla nauczyciela operowanie patyczkami przez 
dziecko jest wyrazem jego zaanga owania i rozumienia omawianych tre ci. Pomoce 
dydaktyczne nie polecane przez Jeskego to tak e owoce i ciastka (nie s  w stanie oprze  si
m nie widokowi tych rzeczy smacznych). 

Druga zasada w nauczaniu rachunków brzmi: korzysta  z tego co si  ju  zdobyło. Od 
przykładów konkretnych autor zaleca przechodzenie do poj , od poj  do wysnuwania 
wniosków i podkre la potrzeb  powtarzania. Dla wi kszej czytelno ci tej zasady przedsta-
wimy przykład prezentacji liczby 3, u ywaj c współczesnego j zyka: zaj cia zaczynamy od 
konkretów, 3 patyczki, 3 klocki, 3 kreski, nast pnie konkrety odsuwamy i dzieci rachuj
w pami ci: ile to 2 patyczki i 1 patyczek, 2 klocki i jeden klocek, 2 kreski i jedna kreska. 
Potem pytamy ile to jest 1 grosz i 2 grosze, 1 dzie  i 2 dni, by potem zostawi  liczby 
mianowane i zapyta  ile to jest 1 i 2, 2 i 1. Po tych pytaniach ucze  pod kierunkiem 
nauczyciela zapisuje dodawanie pisemnym 2 i 1, 1 i 1 i 1, sposobem u ywanym dzisiaj 
w pisemnym dodawaniu.  

Post powanie takie autor nazywa genetycznym … prawideł, wniosków, formułek nie 
nale y dawa  z góry, ale dziecko powinno je raczéj wykrywa  samo, drog  własnego do-
wiadczenia. Podkre lona została rola samodzielnego dochodzenia do umiej tno ci racho-

wania. Zacytujmy i pami tajmy, e my li te zostały wydrukowane w 1873 r.: Dlatego 
niewolno tu nigdy kwapi  si  nierozwa nie i nieopatrznie z podsuwaniem gotowych rzeczy: 
niewolno my le , mówi , wnioskowa  za dziecko; nie wolno utrzymywa  go ci gle w stanie 
biernym i zamienia  w papug , powtarzaj c  bezmy lnie to co widzi lub słyszy. Ju  wtedy 
Jeske zauwa ył negatywne dla uczenia matematyki jej formalne nauczanie.  

Nauka rachunków słu y  powinno praktycznym celom ycia; wszelkie zatém wiczenia 
i zagadnienia musz  dotyczy  sfery istotnych potrzeb naszych. Dalej autor szczegółowiej 
wyja nia to hasło, m.in. wskazuje szkodliwo  długich przykładów, podczas rozwi zywania 
których dziecko uczy si  pobie nie i mechanicznie. Zaleca przykłady ( wiczenia) z małymi 
liczbami. Wprawdzie, jak zauwa a autor podczas u ywania liczb du ych wprawdzie dziecko 
uczy si  mno y  i dzieli , dodawa  i odejmowa , ale przenigdy – rachowa . […] Niech si
nauczyciel rozpatrzy si  troskliwie w okolicy swojej: niech bada przemysł miejscowy, handel 
ceny produktów, ludzi stosunki, wydarzenia pouczaj ce, niech to wszystko zbiera skrz tnie 
i dzieciom natychmiast przedkłada, aby wiedziały jak sobie radzi  pó niej, i aby, co wa niej-
sza, uczyły si  zwolna rozgl da  praktycznie w okolicy i ziemi swojéj. 
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Poniewa  ilo  wszelka jestto co  umysłowego, jest produktem ducha, rachowanie jest 
wi c tak e prost  czynno ci , prostym aktem ducha; odbywa  si  przeto tylko mo e w umy le 
– sił  my lenia, czyli jak to mówimy, sposobem pami ciowym. Jeske podkre la rol  własnych 
spostrze e  i do wiadcze  dziecka do przyswojenia rachunku pami ciowego.  

Zacytujemy fragment, z którym mamy do czynienia nagminnie i dzisiaj: Nie nale y tu 
atoli zapomnina  o jednej niezmiernie wa néj maksymie nauki: aby dzieci licz c pami ciowo, 
liczyły istotnie p a m i  c i o w o, t.j. ilo ciami czyli liczbami, a nie – cyframi! jakto si
niestety zbyt cz sto przytrafia. Przez złe i opatrzne rachowanie cyframi przywykaj  dzieci 
(i starzy nawet!) do tego, e i w pami ciowym rachunku widz  tylko cyfry przed sob : licza 
wi  zupełnie tak samo jak na papierze … Je li dasz im do obliczenia ile wynosi „4 razy 333” 
to miasto liczy  praktycznie pami ciowo tak: 2 x 222 = 666, do tego +666 = 1332, to one 
b d  liczy  tak: 4 x 3=12, pisz  2, pozostaje si  1; 4 x 3 = 12 a 1 z przeniesienia = 13, pisz
3, pozostaje si  1; 4 x 312 a 1 z przeniesienia = 13, razem 1332. Licz  wi c kubek w kubek 
jak na papierze!.. Tamte rozwa aj  zadanie, rozkładaj  i ułatwiaja je sobie w my li, te za
mno  mechanicznie, bez my li bez pewno ci, słowem podług danéj formułki. Tamte dzieci s
istotnie rachmistrzami, te zaledwie automatami i niewolnikami kilku stereotypowych 
prawideł. 

Jeske uwa ał tak e, e do rachunku pisemnego (pi miennego) przechodzimy nie szybciej 
ni  dziecko b dzie w stanie pokona . Wyja niaj c kwesti  – kiedy dziecko podoła?
Odpowiada: Wtedy gdy b dziemy je wspiera  w rachunku na konkretach, przezwyci a
niepewno … Pewno  i dokładno  s  niemniéj wa nym warunkiem dobrego rachunku.  

Jeske proponuje tak e wydzielenie czasu na rachowanie. […] przyuczamy dziecko do 
spokoju i uwagi, aby wiedziało wiadomie, co liczy i jak liczy. […] je li dziecko nie jest 
w stanie zrozumie  i rozwi za  pytania naszego, trzeba mu je poda  w formie odmiennéj, 
praktyczniejszéj, bli széj wyobra ni jego, i je li si  oka e potrzeba rozwi za  samemu po 
kilka razy, póki dziecko nie wpadnie na my l nasz .

Ponadto radzi: je li pragniemy sukcesów dziecka w rachowaniu to … pozostawmy mu 
w nauce rachunków wszelk  swobod  ducha, my li i kombinacyi: niech si  rusza samo (ah! 
Ono tak tego pragnie z duszy!) […] Niech nie b dzie naszym niewolnikiem: niech do jednego 
zagadnienia dobiera kilku sposobów rozwi zania. Wielokrotnie podkre la zasad Powolnie 
a gruntownie. […] Kto téj zasady szanowa  nie umié, niech nauk  rachunków zostawi komu 
innemu. A tak e to, e […] pytania i zagadnienia powinny by  zawsze proste, jasne i, co 
najwa niejsze – wła ciwe wiekowi dziecinnemu.5

Jeske zaleca te  w edukacji matematycznej systematyczno , regularno  i powtarzal-
no ci, a tak e wi zanie nauki szkolnej z sytuacjami yciowymi ówczesnych uczniów. 
Przykładem jest sposób monograficznego opracowania liczby 1. 

a) Nauczyciel pokazuje dziecku jeden patyczek i pyta si  ile to jest patyczków, potem 
rysuje jedn  kresk  na tablicy i pyta o to samo. Dalej pokazujemy kilka patyczków, kulek 

5 Pół wieku pó niej tez  t  rozwin ł wielki polski psycholog S. Szuman w swojej Pedagogice pyta . Podstaw  jej 
opracowania była dogł bna analiza dzieci cych pyta  i odpowiedzi dorosłych akceptowanych przez dzieci. 
Szczegółowe informacje w rozprawie S. Szuman Rozwój pyta  u dziecka. Badania nad rozwojem umysłowo ci 
dziecka na tle jego pyta , w: Dzieła wybrane, tom 1, WSiP, Warszawa, 1985 (wydana po raz pierwszy w 1939 r.).
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liczmanów i pytamy czy to tak e jest jeden patyczek, jedna kulka, jeden liczman. Autor zaleca, 
aby zwraca  uwag  na słowa: kilka, wiele, du o. 

b) Nauczyciel bierze ksi k  i kładzie j  na stole. Ile razy poło ył tam ksi k . Jeden raz. 
Rysuje kresk  na tablicy. Ile razy narysowałem kresk  na tablicy.  

c) Masz na tablicy jedna kresk . Ile kresek zostanie, je li zma esz jedn  kresk . 1 kreska 
odj  jedna kreska, ile to b dzie kresek. 1 mniéj 1 ile jestto? 

d) Pewna kupcowa ma 1 łokie  płótna; ile  razy mo e sprzeda  z tego płótna 1 łokie ; ile
razy mo e sprzeda  z tego płótna 1 łokie ? – Ile  wi c razy mie ci si 6 1 łokie  w łokciu? – 
Ile  razy mie ci 1 kreska w jednej kresce? – a 1 liczbon w jednym liczbonie? – Ile  razy mie ci 
si 1 w 1? 

e) Autor wprowadza zero. Ileto czyni 1 kreska mniéj nic? – A ile czyni: nic a 1 kreska? – 
Ile czyni 1kreska mniéj nic? – Zamiast nic mówi si  tak e: zero. A zatém: ile czyni 1 a zero? – 
zero a 1? – 1 mniej zero? 

Dodatkowo zach ca do napisania na tablicy jeden. Potem nast puj  czytanie tego wyrazy 
i obja nianie, e zapisujemy go przy pomocy cyfry 1. Na koniec nastepuje propozycja zapi-
sania działa  arytmetycznych zwi zanych z liczb  1.  

Ten schemat metodyczny jest konsekwetnie powtarzany w kolejnych monograficznych 
opracowaniach liczb wraz z tworzniem w umysłach dzieci umiej tno ci rachunkowych.  

Podnie  jedn  r k  do góry! – Ile r k podniósł? – Podniósł jeszcze jedn  r k - 1 r ka 
i 1 r ka, ileto r k? – Ile masz nóg! – Ile masz nóg! […] 

Konsekwentno  zalece  metodycznych Jeskego zaczyna si  od badania relacji (nazywa je 
stosunkami) 1 do 2, nast pnie 2 do 2, za  w kolejnych monografiach do relacji 1do 3, 2 do 3, 
3 do 3 i dalej: 1 do 4, 2 do 4, 3 do 4, 4 do 4 itd.  

… stosunek 1 do 2. – (Pisz c 1 kresk  na tablicy): ileto krese? – (Dopisuj c drug
kresk ): ileto kresek? – Ile to jestjest wi c 1 keska, wi céj 1 kreska? – Czyli krócéj: 1 a 1? 

6 Tkwi, siedzi, znajduje si . Kła  nacisk na te wyrazy obja niaj c je okazami. 
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… stosunek 2 do 2 […] (Ma c 2 kreski z tabl.): ile razy zmazałem 2 kreski? – A wi c 
dwie kreski znaduj  si  czyli  m i e s z c z   s i  w 2 kr. Ile razy – 2 mie cie si  w dwóch ile 
razy? 

Rzoałó  te dwa orzechy na 2 kupki! – Ile  czyni połowa 2 orzechów – Ile czyni połowa 2 
złotych? – połowa 2 rubli? – połowa 2 lat? Matka rozdzieliła 2 jabłka mi dzy dwoje dzieci: 
po ile dostanie ka de? […] Ile razy mo na odmierzy  2 łokcie z 2 łokciepłótna? – Ile wynosi 
połowa dwóch łokci? Ile bucików trzeba do jednej p a r y? Czy jeden wół jest jest ju  jedn
par  wołów? […] Ile trzeba zapłaci  za 1 jabłko, kiedy para jabłek kosztuje 2 grosze? 

Stosunek 1 do 4. – 1 ksi ka i 1 ksi ka ileto ks.? – 2 ksi ki i 1 ks. ileto ks.? – 2 
ksi ki i 1 ks. ileto ks.? – 3 Ksi ki i 1 ks. ile to ks.? – A zatém 1 a 1, a 1, a 1 ksi ka, ileto 
ks.? – Czyli 1+1+1+1= ? 

(bior c 4 ksi ki zwolna jen  po drugiéj): ile razy wzi łem tu jedn  ksi k ? (4 razy). 
– A zatém 4 razy 1 ksi ka ile to ksi ek?  

4 ksi ki, mniej 1 ks., ileto ksi ek? 3 ks., mniéj 1 ks., ileto ks.? 2 ks., mniéj 1 ks., ileto 
ks.? 1 ks., ileto ksi ek. A zatém: 4 ks. mniéj 1 ks., mniej 1 k., mniej 1 k., mniej 1 k., ileto 
ksi ek? – Czyli 4 – 1 – 1 – 1 – 1 =? 

Ile razy mo na wzi  1 ksi k  z 4 ks.? – A zatém: 1ksi ka mie ci si  w 4 ks. ile razy? 
– Czyli 1:4=? („1 w 4 mie ci si  ile razy). 

Potem nastepuj  pytania dotycz ce miar powierzchni, pojemno ci, operacji na 
pi niadzach.  
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Ju  przy monograficznym opracowywaniu liczby 4 otrzymujemy poka n  porcj  działa
arytmetycznych,7 dzi ki koncepcji jednoczesnego ich kształtowania. 

Z podanych przykładów wynika jasno, e Jeske proponuje jednocze nie pisemne doda-
wanie, odejmowanie, mno enie, dzielenie, dzielenie z reszt .  

Uzasadnia to tak: niesłusznym jest patrzenie na nauczanie rachunków tylko na jako 
nauczenie czterech działa , reguły trzech (proporcji), ułamków. Takie spojrzenie uwa a za 

7 O trafno ci tego zało enia wiadczy to, e zaleca si  j  ju  we współcze nie opracowanej koncepcji wspoma-
gania rozwoju umysłowego wraz z edukacj  matematyczn  uzdolnionych matematycznie dzieci. Zob. O dzie-
ciach matematycznie uzdolnionych. Ksi ka dla rodziców i nauczycieli, red. E. Gruszczyk-Kolczy ska, Wydaw-
nictwo Nowa Era, Warszawa, 2012, rozdziały cz ci czwartej.
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fałszywe. Dosłownie na ka dej stronie Arytmetyczek opracowanych przez Jeskego dostrzega 
si  starania o to, aby rozszerza  wiedz  o otoczeniu i przygotowa  uczniów do radzenia sobie 
w wiecie liczb i zmian, jakie miały miejsce wraz ze zmianami w sposobach pomiaru 
wielko ci.  

Dotyczy to szczególnie podr cznika do nauki arytmetyki (trzecie wydanie, jak udało mi 
si  ustali , Arytmetyki miało miejsce w Warszawie 1873 r, dla potrzeb artykułu korzystamy 
z wydania VI (1904), opracowanego i uzupełnionego przez Zbigniewa Kami skiego (1847–
1915). W podr czniku tym podkre la, e we Francji na pocz tku wieku wprowadzono miary 
odznaczajace si  wielk  prostot  i łatwo ci  w u yciu. System ten przyj ło wiele krajów, 
m.in. Austria i Niemcy. 

Doceniaj c to Jeske dokonał uzupełnie  do wcze niej opracowanej koncepcji nauczania 
matematyki klarownie wyja nia: Uczeni zmierzyli cz  odległo ci od równika ziemskiego do 
bieguna8; st d wywnioskowali o całej tej odległo ci; podzielili ja potem na 10 milinów cz ci 
równych i jedna taka cz  przyj li za miar  długo ci; miar  t  nazwali metrem. Wymieniono 
słowa greckie dla miar 10, 100, 1000, 10 000 razy wi kszych: deko, hekto, kilo, myrya, które 
zostały dodane do wyrazu metr i slowa łaci skie: deci, centi, mili, dla oznaczenia miar 10, 
100, 1000 razy mniejszym. Cało  dopełnia informacja o tym, które miary gdzie s  u ywane 
i jak si  one nazywaj  (cz  nazw dzisiaj jest nieu ywana).9  

Powy ej podajemy jeszcze fragment z Arytmetyki Jeskego zwi zany z działaniami na 
miarach układu metrycznego. 

8 Autor proponuje wykorzysta  globus i wyja ni  wymienione poj cia, pokaza  równik i bieguny ziemi.  
9 Przeszło sto lat pó niej ustalenia A. Jeskego doceniła E. Gruszczyk-Kolczy ska (Edukacja matematyczna 
w klasie I. Ksi ka dla nauczycieli i rodziców. Cele i tre ci kształcenia, podstawy psychologiczne i pedagogiczne 
oraz opisy zaj  z dzie mi, red. E. Gruszczyk-Kolczy ska, Wydawnictwo CEBP, Kraków, 2014, s. 164 i 189), 
gdy poszukiwała metodyki zapoznawania dzieci z liczbami mianowanymi. 

Fragment dotycz cy nazw miar w systemie 
metrycznym podanym w Arytmetyce Jeskego. 
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Nie ulega w tpliwo ci, e dzi ki ustaleniom A. Jeskego wprowadzono do nauczania 
arytmetyki układ metryczny (tym samym nast piło doł czenie miar dziesi tnych). Nie 
oznacza to, e zapomniano o innych miarach, ale informacje o nich pełni  ju  rol
drugorz dn . 

Fragment Arytmetyki Jeskego z uwagami zwi zanymi z miarami rosyjskimi. 

Analizuj c pó niejsze koncepcje matematycznego kształcenia dzieci mo na stwierdzi , e 
przytoczone ustalenia pedagogiczne Jeskego stały si  podstaw  bodaj wszystkich nast pnych 
koncepcji matematycznego kształcenia dzieci. Skorelowano ze sob : kształcenie poj  liczbo-
wych uporz dkowanych poprzez system dziesi tkowy i system dziesi tkowy jako baza dla 
kształtowania sensu mierzenia i dziesi tkowej logiki jednostek pomiarowych.  

To, w jaki sposób Jeske osadził dziesi tkowy w edukacji matematycznej dzieci jest tak 
znacz ce, e mo na to uzna  za kamie  milowy matematycznego kształcenia na poziomie 
edukacji wczesnoszkolnej. Ustalenia Jeskego spowodowały edukacyjn  metamorfoz  sys-
temu dziesi tkowego – zacz to traktowa  go jako podstaw  zarówno kształtowania poj
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liczbowych i umiej tno ci rachunkowych, jak wdra ania dzieci do rozumienia sensu po-
miaru wielko ci ci głych i kształtowania umiej tno ci mierzenia.

Postaramy si  to wykaza  omawiaj c nast pne kamienie milowe historii edukacji mate-
matycznej dzieci. 

Opracowana ponad 30 lat pó niej metodyka nauczania dzieci arytmetyki i geometrii przez 
L. Jele sk  (przy współpracy z M. Rusieckim) poł czyła oba w/w skorelowane ze sob
zakresy kształcenia oparte na systemie dziesi tkowym.  

Informacje biograficzne: Ludwika W. Jele ska (1885–1961)10

Urodziła si  17 kwietnia 1885 w Warszawie w rodzinie Jana i Ludwiki z Czajewskich. 
Była siostr  Szczepana – autora bestseleru ladami Pitagorasa. W 1915 na Uniwersytecie we 
Fryburgu uzyskała stopie  doktora na podstawie pracy La construction du systèmes 
philosophique d'après saint Thomas d'Aquin (Thèse présente par Louise Jele ska à la Faculté 
des Lettres de l’Université de Fribourg. Fribourg, Suisse: Imprimerie de l’Oeuvre de Saint-
Paul, 1915). W okresie mi dzywojennym pracowała w Pa stwowym Seminarium Nauczy-
cielskim e skim im. E. Orzeszkowej w Grodnie, gdzie wykładała metodyk  nauczania 
pocz tkowego i propedeutyk  filozofii. Wspólnie z M. Rusieckim opublikowała wielokrotnie 
wznawian Metodyk arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania (1939). Po za-
ko czeniu wojny osiadła w Poznaniu, gdzie w dalszym ci gu zajmowała si  metodyk  nau-
czania matematyki w szkole powszechnej. Opublikowała ksi k Szkoła kształc ca (1945). 
Interesowała si  tak e zagadnieniami dogmatycznymi katolicyzmu; religii po wi ciła kilka 
własnych ksi ek i tłumacze  wydanych w Poznaniu przed 1939. W czasach komunizmu nie 
korzystano z jej rad.  

Zmarła 27 kwietnia 1961 w Poznaniu. 

Marian A. Rusiecki (1892–1956)11

Urodził si  23 marca 1892 w Bodzechowie koło Kielc. W 1916 uko czył Wydział 
Matematyczno-Fizyczny Uniwersytetu Kijowskiego. Przez trzy lata pracował jako nauczyciel 
w gimnazjum polskim w Kijowie, a od 1919 uczył w seminarium nauczycielskim w Bia-
łymstoku. W 1922 przeniósł si  do Warszawy, gdzie przez 16 lat pełnił obowi zki instruktora 
matematyki w Ministerstwie Wyzna  Religijnych i O wiecenia Publicznego, jednocze nie 
uczył w wielu warszawskich szkołach. W czasie okupacji brał udział w tajnym nauczaniu 
i prowadził antykwariat. Został wywieziony po Powstaniu Warszawskim, w 1945 pracował 
jako nauczyciel w wiejskiej szkole podstawowej. Po powrocie do Warszawy został redak-
torem działu matematyki w Pa stwowych Zakładach Wydawnictw Szkolnych. W latach 
1953–1956 pracował w Pa stwowym Wydawnictwie Naukowym jako redaktor, a potem jako 
doradca naukowy. Wykładał równie  metodyk  nauczania matematyki na Uniwersytecie 
Warszawskim, był współzało ycielem czasopisma dla nauczycieli Matematyka, brał udział 
w pracach komisji programowej Ministerstwa O wiaty. W 1930 zało ył i redagował wa ne 
czasopismo dla nauczania matematyki Parametr. Był autorem lub współautorem orygi-

10 W. Piotrowski, L. Jele ska, [w]: Słownik Biograficzny Matematyków Polskich, red. S. Domoradzki, Z. Pawli-
kowska-Bro ek, D. W glowska, PWSZ Tarnobrzeg, 2003. 
11 W. Piotrowski, M. Rusiecki, [w]: Słownik Biograficzny Matematyków Polskich, red. S. Domoradzki, Z. Paw-
likowska-Bro ek, D. W glowska, PWSZ Tarnobrzeg, 2003.
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nalnych podr czników szkolnych, opracowa  metodycznych, był członkiem Komisji Głównej 
Olimpiady Matematycznej. 

Zmarł 17 listopada 1956 w Warszawie. 

L. Jele ska, A. Rusiecki: Metodyka arytmetyki i geometrii w pierwszych latach nauczania, 
Pierwsze wydanie: Ksi garnia w. Wojciecha, 1939 (204 s.), powojenne wydania maj  mniej 

stron, nie ma te  informacji o wydaniu, nakładzie i pierwowzorze przedwojennym. 

Autorka wyra nie zaznaczyła: Wa nym […] poj ciem podstawowym, które dzieci musza 
zdoby  ju  w I klasie (chocia  nie w całej rozci gło ci), jest poj cie systemu dziesi t-
kowego.Zaleca wyodr bnienie dziesi tki jako grupy podstawowej. Godnym zauwa enia jest 
jej rozumienie tego wyodr bnienia: jako specjalne troskliwe wiczenie i uwypuklenie naszego 
systemu rachunkowego. Kiedy dziecko przejdzie do drugiej i trzeciej, nast pnych dziesi tek 
to według autorów samodzielnie zdob dzie poj cie powracaj cej dziesi tki jako porz d-
kuj cej liczenie. Poj cie takie to nie jest uwa ane za równoznaczne z poj ciem systemu 
dziesi tkowego, jest jego podło em (podkre lenie S.D.). Momentami przełomowymi o szcze-
gólnym znaczeniu metodycznym u Jele skiej s : Przekraczanie progu dziesi tkowego 
w dodawaniu, w odejmowaniu i dodawanie „kilkunastu”. Dziecko powinno w trakcie nauki 
krystalizowa  poj cie systemu pozycyjnego, w tym wa nej informacji, e ka da jednostka 
wy szego rz du zawiera 10 jednostek ni szego rz du.  

Opracowana przez L. Jele sk  metodyka na kolejne długie lata wyznaczyła przebieg 
sposobu kształtowania poj  i umiej tno ci matematycznych dzieci.

Równolegle wa no  układu dziesi tnego w nauczaniu podkre lili Polskiej Szkoły 
Matematycznej: S. Banach, W. Sierpi ski, W. Sto ek. W podr czniku12 napisanym przez nich 

12 Po odzyskaniu niepodległo ci przez Polsk  w listopadzie 1918 roku, szkolnictwo polskie znalazło si  w du-
ych kłopotach. Wynikały one z istnienia nie tylko ró nych typów szkół, lecz równie  z ró nych systemów 

szkolnictwa w trzech zaborach. Pierwsza reforma została przeprowadzona w latach 1919–1922. Podr czniki 
pisane przez S. Banacha z współautorami były dostosowane do przeprowadzonej Polsce reformy szkolnej braci 
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Arytmetyka i geometria dla V klasy szkoły powszechnej (Lwów – Warszawa, 1933)13 tak 
prowadzili układ dziesi tny:  

Fragment z podr cznika Arytmetyka i geometria dla V klasy szkoły powszechnej. 

J drzejewiczów z lat 1932–1933. Według tej reformy obowi zywał nast puj cy model kształcenia: Szkoła 
powszechna – 6 lat, szkoły rednie: jednolite gimnazjum – 4 lata, zró nicowane liceum – 2 lata. Była te  klasa 
VII (ko cz ca) w szkole powszechnej, zamiast I gimnazjum. 
13 S. Banach, W. Sierpi ski, W. Sto ek: Arytmetyka i geometria dla V klasy szkoły powszechnej, Lwów – War-
szawa, 1933. 
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Banach, Sierpi ski i Sto ek układ dziesi tny wprowadzaj  semantycznie. Semantyka 
podana przez wybitnych matematyków jest na dwóch poziomach, zarówno dla ucznia zdol-
nego i mniej zdolnego. Dla zdolnego słowo jakich  b dzie modelem generowany, za  dla 
mniej zdolnego mamy model izolowany, który dotyczy kulek Zauwa my, e to samo poj cie 
jest dla uczniów o ró nych poziomach mentalnych. Zaprezentowan  sytuacj  dydaktyczn
(Ł czymy kulki w dziesi tki, te zbieramy po dziesi  w setki ...) mo emy manipulowa , jak by 
tu było z pieni dzmi. 

Zwró my uwag  na tabelk , której analiza dostarczy uczniowi nazw liczb, procesu ich 
tworzenia, jak równie  w wiadomo ci niektórych z nich mo e zrodzi  si  pytanie co dalej, 
jak dalej mo emy tworzy  nast pne jednostki. Przy tej analizie wa ny jest zwi zek mi dzy 
filogenez  a ontogenez . W dobie Arystotelesa nie było mo liwo ci poznania tak du ych 
liczb, przy pomocy rzymskich znaków nie zapiszemy miliona. 

Nast pnie autorzy podr cznika w formie pisanego wyja nienia informuj , e 10 jednostek 
tworzy dziesi tk , a wi c dziesi  jednostek rz du pierwszego rz du równa si  jednostce 
drugiego rz du. 10 jednostek tworzy setk , a wi c dziesi  jednostek drugiego rz du równa si
jednostce trzeciego rz du ...

Konsekwentnie profesorowie matematyki, autorzy podr cznika semantyk  prowadz  na 
dwóch poziomach.  

P i s a n i e  l i c z b. Do zapisywania liczb u ywamy dziesi ciu znaków, zwanych cyframi:  
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, . 

dla ucznia zdolnego dla ucznia mniej zdolnego 

Przy pomocy tych znaków mo emy zapisa
ka d  liczb . 

Np. liczb  trzy tysi ce czterysta 
dwadzie cia pi  zapisujemy: 3425 

Ka da z cyfr wskazuje ilo  jednostek tego 
rz du, na którym stoi 

(licz c od r ki prawej ku lewej). A zatem 
liczba zawiera 5 jednostek, 2 dziesi tki, 4 
setki i 3 tysi ce. 

Brak jednostek jakiego  rz du oznaczamy 
cyfr  zero, umieszczaj c j  na odpowied-
nim miejscu. 

Np. w liczbie 5036 cyfra zero oznacza brak 
setek.  

C z y t a n i e  l i c z b. Liczb  odczytujemy w nast puj cy sposób: dzielimy najpierw liczb
na klasy po  t r z y  c y f r y (od prawej r ki ku lewej). 

  
dla ucznia zdolnego dla ucznia mniej zdolnego
Np. a) 15    345 
           tys. 
b) 25             276      476 
milionów        tysi cy 

Nast pnie odczytujemy ka d  klas , 
wymieniaj c jednostk  najni szego rz du 
danej klasy. 

A wi c czytamy: a) 15 tysi cy 345, b) 25 
milionów 276 tysi cy 456. 

Mo emy równie  dzieli  liczb  na klasy po 
sze  cyfr. Np.  
53               456714              712342 
bilionów       milionów 
Czytamy: 53 bilionów 456714 milionów 
712342 
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Zatem, ci wybitni matematycy Polskiej Szkoły Matematycznej pisali w ten sposób 
podr cznik, aby nauczyciele mogli uczniom otworzy wiat matematyki najbardziej adek-
watnym sposobem. Nie przedkładali matematycznej precyzji nad zrozumienie, dbali o wy-
kładow , ilustracyjn , i zadaniow  funkcje podr cznika. Ich podr czniki miały szerokie 
spektrum, daje si  wyra nie zauwa y  cz ci przeznaczone dla uczniów słabszych i zdolniej-
szych. Ucze  z takiego podr cznika mo e korzysta  samodzielnie, ale podr cznik pomaga 
istotnie nauczycielowi w jego pracy. Podane w podr czniku sytuacje dotycz ce codziennych 
do wiadcze  uczniów s  z ró nych dziedzin, co w umysłach uczniowskich mo e budzi  po-
trzeb  uj cia tych sytuacji w sposób ogólniejszy, co w konsekwencji prowadzi  mo e do 
abstrahowania.  

Podkre li  tu trzeba, e ustalenia metodyczne L. Jele skiej oraz S. Banacha, W. Sier-
pi skiego i W. Sto ka to nast pny kamie  milowy w matematycznym kształceniu dzieci na 
drodze wyznaczonej wcze niej przez A Jeskego. Ustalenia te wyznaczyły w czasach powo-
jennych miejsce i sposoby zapoznawania dzieci z dziesi tkowym systemem liczenia oraz 
korzystania z niego w działalno ci matematycznej.  

Kolejna zmiana o randze kamienia milowego w ustalaniu miejsca dziesi tkowego sys-
temu liczenia w edukacji dzieci odbyła si  na przełomie wieków XX i XXI. Jest ona kon-
sekwencj  bada  nad prawidłowo ciami kształtowania si  umiej tno ci liczenia. 

Wymieni  tu trzeba badania R. Gelmam14 oraz polskie badania zrealizowane przez 
E. Gruszczyk-Kolczy sk .15 W badaniach tych ustalono, e umiej tno  liczenia kształtuje si
w umysłach dzieci tak, jak gramatyka j zyka ojczystego. Opisano, jak dzieci odkrywaj
i przyswajaj  sobie reguły, które s  stosowane w trakcie liczenia i stosuj c je doskonal
umiej tno  liczenia. R. Gelman ustaliła, e s  to: reguła jeden do jednego, reguła nieza-
le no ci porz dkowej, reguła kardynalno ci i reguła abstrakcji. Na podstawie bada
E. Gruszczyk-Kolczy ska potwierdziła sposoby ustalania tych reguł przez dzieci i dodała 
jeszcze jedn  – dostrzeganie regularno ci dziesi tkowego systemu liczenia i korzystanie 
z nich. Odkrycie tej reguły pozwala dzieciom liczy  w coraz szerszym zakresie, jest podstaw
prawidłowego zapisywania liczb i doskonalenia umiej tno ci rachunkowych we wszystkich 
etapach edukacji szkolnej.  

E. Gruszczyk-Kolczy ska opracowała na tej podstawie edukacyjny model wspomagania 
dzieci w kształtowaniu si  liczenia w edukacji przedszkolnej i szkolnej. W ksia ce16 Eduakcja 
matematyczna w klasie I postuluje te  wydzielenie edukacji matematycznej z kształcenia 
zintegrowanego, bowiem kilkuletnia praktyka szkolna dowodzi, ze realizacja edukacji mate-
matycznej w konwencji zintegrowanego kształcenia przynosi du o szkód. Ukazuje równie
o co zadba  i czego unika , aby dzieci lubiły uczy  si  matematyki i odnosiły sukcesy 
edukacyjne, potem yciowe. Z jej bada 17 nad uzdolnieniami matematycznymi wynika, e 
dzieci w szkole trac  rado  uczenia si  matematyki i staj  si  mniej twórcze. Poni ej 
zamieszczamy fragmenty ze wspomnianej ksia ki Eduakcja matematyczna w klasie I, w któ-

14 R. Gelman: What young children know about numbers, Educational Psychologist 15(1980), 54–68, oraz 
R. Gelman i C. R. Gallistel: The child’s understanding of number, Harvard University Press, 1978. 
15 Dzieci ze specyficznymi trudno ciami w uczeniu si  matematyki, Przyczyny, diagnoza, zaj cia korekcyjno-
wyrównawcze, WSiP, Warszawa, 1992, i 13 nast pnych wyda , rozdział 2. 
16 Edukacja matematyczna w klasie I. Ksi ka dla rodziców i nauczycieli, red. E. Gruszczyk-Kolczy ska, 
Wydawca CEBP, Kraków, 2014.
17 O dzieciach matematycznie uzdolnionych. Ksi ka dla rodziców i nauczycieli, red. E. Gruszczyk-Kolczy ska, 
Wyd. Nowa Era, Warszawa, 2012, rozdział 5.
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rych autorka traktuje o wadach tradycyjnego sposobu przekraczania progu dziesi tkowego 
i o rozwi zywaniu zada  okienkowych. 

Przytoczony fragment publikacji pokazuje te , jak zmienił si  sposób przedstawiania 
problemów edukacyjnych. Nacisk poło ony jest na jest teraz umiej tne kierowanie procesem 
uczenia si  dzieci, aby zbudowały w swoim umy le okre lone poj cia i umiej tno ci matema-
tyczne. Od nauczyciela wymaga si  wi c solidnej wiedzy psychologicznej i dobrej znajo-
mo ci modeli kształtowania poj  i umiej tno ci matematycznych. Dowodem jest nast pny 
fragment ksi ki dla rodziców i nauczycieli o edukacji matematycznej dzieci. 
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Fragmenty podr cznika metodycznego E. Gruszczyk-Kolczy skiej: Edukacja matematyczna 
w klasie I. 

Zako czenie 

Zadziwiaj ce jest to, e w koncepcjach edukacyjnych A. Jeskego, L. Jele skiej oraz S. Ba-
nacha, W. Sierpi skiego i W. Sto ka odnale  mo na wiele rozwi za  metodycznych, które 
s  na miar  współczesnej wiedzy psychologicznej i pedagogicznej. Dotyczy to nie tylko roli 
dziesi tkowego systemu liczenia w edukacji matematycznej dzieci. Warto wi c si gn  do 
tych opracowa  i odczyta  je na nowo, z korzy ci  dla podniesienie poziomu edukacji mate-
matycznej.  

Warto si ga  do ródeł historycznych, korzysta  z propozycji dydaktycznych tam zawar-
tych, modyfikowa  je odczytuj c je na nowo, dostosowywa  do obecnych propozycji. Ko-
niecznym wydaje si  zapoznawanie z nimi czynnych i przyszłych nauczycieli.  
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O NĚKTERÝCH KLASICKÝCH NEROVNOSTECH

Antonín Slavík

Abstract: The text focuses on the early history of several classical inequalities,
in particular the AM-GM inequality, Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz inequality, and
Jensen’s inequality. We revisit their original proofs, and also examine the context
in which these inequalities appeared for the first time.

Úvod

Nerovnosti patří mezi nepostradatelné nástroje ve všech odvětvích moderní ma-
tematiky. K tomu, že se staly samostatným předmětem systematického studia, došlo
až v 19. století. V současnosti je každoročně publikována řada monografií a článků
věnovaných nerovnostem, existují i matematické časopisy zaměřené výhradně na
nerovnosti a jejich aplikace (např. Journal of Inequalities and Applications).

Tento příspěvek se zabývá historií některých klasických nerovností, zejména ne-
rovnosti mezi aritmetickým a geometrickým průměrem, Cauchyovy-Bunjakovského-
Schwarzovy nerovnosti a Jensenovy nerovnosti. Popíšeme, v jakém kontextu se tyto
nerovnosti poprvé objevily, jak byly dokazovány a případně zobecňovány. Informace
jsou čerpány především z původních pramenů a z přehledových prací [Fin, Roy],
které se též věnují historii některých dalších nerovností. Řadu historických pozná-
mek lze najít i v klasické monografii [HLP] nebo v mimořádně čtivě a srozumitelně
psané knize [Stl].

1. Nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým průměrem

K nejstarším známým nerovnostem patří vztah mezi aritmetickým a geometric-
kým průměrem (tzv. AG nerovnost): Pro každou n-tici nezáporných reálných čísel
x1, . . . , xn platí

n
√
x1 · · ·xn ≤ x1 + · · ·+ xn

n
, (1)

přičemž rovnost nastává pouze pro x1 = · · · = xn.

V nejjednodušším případě n = 2 má nerovnost (1) tvar

√
xy ≤ x+ y

2

nebo ekvivalentně

xy ≤
(
x+ y

2

)2
,

přičemž rovnost nastává pouze pro x = y.
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Obě tvrzení lze interpretovat geometricky:

1) Nechť AC je průměr půlkružnice, který je bodem B rozdělen na dvě části
o délkách x, y. Uvažujme pravoúhlý trojúhelník ACD, kde bod D leží na dané
půlkružnici a úsečka BD je kolmá na AC (obr. 1). Podle Eukleidovy věty
o výšce je |BD| = √xy. Protože délka BD nikdy nebude větší než poloměr
půlkružnice, platí

|BD| ≤ |AC|
2
=

x+ y

2
,

přičemž rovnost nastává, jen když B je středem AC, tj. když x = y.

2) Ze všech obdélníků, které mají obvod předepsané délky �, má největší obsah
čtverec o straně délky �/4. Skutečně, jsou-li x, y délky stran obdélníku, pak
podle AG nerovnosti platí

xy ≤
(
x+ y

2

)2
=

(
�

4

)2
a rovnost nastává, pouze když x = y = �/4.

A B C

D

x y

x y

Obr. 1: Geometrická interpretace AG nerovnosti pro n = 2

Tyto výsledky (a tedy vlastně i AG nerovnost pro n = 2) byly známy již ve
starověkém Řecku.1 Další historie AG nerovnosti je spjata až s rozvojem algebry
v 17. století, zejména s prohlubováním znalostí o řešení algebraických rovnic.2 Připo-
meňme známý vztah mezi kořeny a koeficienty libovolného normovaného polynomu:
Jestliže x1, . . . , xn jsou kořeny polynomu

P (x) = xn −A1x
n−1 +A2x

n−2 − · · ·+ (−1)nAn, (2)

tj. pokud platí P (x) = (x− x1) · · · (x− xn), pak

Ak =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1 · · ·xik , k ∈ {1, . . . , n}. (3)

1První tvrzení uvádí Pappos z Alexandrie ve 3. knize díla Synagógé. Druhé tvrzení platí v mno-
hem obecnější podobě: Ze všech n-úhelníků s předepsaným obvodem má největší obsah pravidelný
n-úhelník. Theón z Alexandrie v komentáři k Almagestu připisuje tento výsledek Zénodórovi; jedná
se o řešení tzv. izoperimetrické úlohy pro mnohoúhelníky. Pravděpodobný Zénodórův důkaz lze
najít v [Tik].

2O vývoji algebry v 17. století podrobně pojednávají [Beč, Std1].
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Koeficienty jsou tedy vcelku jednoduchými funkcemi kořenů (jedná se o tzv. ele-
mentární symetrické polynomy). Obtížnější a z praktického hlediska důležitější je
obrácený problém: Co můžeme říci o kořenech daného polynomu na základě zna-
losti jeho koeficientů? V dalším textu budeme uvažovat pouze normované polynomy
s reálnými koeficienty.

Je dobře známo, že kvadratický polynom x2−A1x+A2 má reálné kořeny x1, x2
právě tehdy, když jeho diskriminant A21− 4A2 je nezáporný, tj. když (A1/2)2 ≥ A2.
Zároveň víme, že A1 = x1 + x2 a A2 = x1x2. Odtud po úpravě plyne, že pro každá
dvě reálná čísla x1, x2 platí (

x1 + x2
2

)2
≥ x1x2,

což je speciální případ AG nerovnosti (1) pro n = 2.

François Viète se v práci De Numerosa Potestatum Resolutione3 z roku 1600
zabývá otázkou, za jakých okolností má kubická rovnice x3 −A1x

2 +A2x−A3 = 0
tři různé reálné kořeny, a bez důkazu uvádí podmínku 3 (A1/3)

2
> A2. Jako příklad

zmiňuje rovnici x3 − 6x2 + 11x − 6 = 0, která má kořeny 1, 2, 3 a danou pod-
mínku splňuje, neboť 3 (6/3)2 > 11. Thomas Harriot v knize Artis analyticae praxis
z roku 1631 upozorňuje, že Viètova podmínka není dostačující, neboť např. rovnice
x3− 6x2+11x− 12 = 0, která podmínce vyhovuje, má pouze jeden reálný kořen 4.
K tomu, aby kubická rovnice měla tři navzájem různé kladné kořeny, musí podle
Harriota dále platit (A1/3)

3
> A3, což ve výše uvedeném příkladu není splněno.4

Pokud x1, x2, x3 jsou tři různé kořeny normované kubické rovnice, pak Viètovu
a Harriotovu podmínku můžeme s využitím vztahu (3) přepsat do tvaru(

x1 + x2 + x3
3

)2
>

x1x2 + x1x3 + x2x3
3

, (4)(
x1 + x2 + x3

3

)3
> x1x2x3. (5)

Harriot dokázal, že nerovnosti (4) a (5) platí pro každá tři čísla x1, x2, x3, která
nejsou všechna shodná. Jeho důkazy jsou elementární, avšak poněkud zdlouhavé;
lze je najít v [Std2] na str. 234–6, resp. v [SG] na str. 101–103. Ze vztahu (5), který
je ekvivalentní s AG nerovností pro n = 3, pak Harriot odvodil výše zmíněnou
podmínku (A1/3)

3
> A3. Poznamenejme, že obě nerovnosti (4), (5) představují

speciální případy tzv. Maclaurinových nerovností, o kterých se zmíníme později.

3Viz též anglický překlad [Vie], str. 360.
4Harriot zemřel roku 1621. Kniha Artis analyticae praxis byla sestavena z dochovaných rukopisů

a publikována až deset let po jeho smrti, přičemž bohužel došlo k vynechání, resp. nevhodnému
přeuspořádání některých částí. O pečlivější rekonstrukci se zasloužila historička Jacqueline Stedall
v knize [Std2] z roku 2003, kde jsou Harriotovy rukopisy zároveň přeloženy do angličtiny. Pasáž
o Viètově podmínce týkající se kubických rovnic začíná na str. 229, Harriotova nová podmínka je
uvedena na str. 232. Další anglický komentovaný překlad Harriotovy práce Artis analyticae praxis
byl publikován roku 2007 v [SG].
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Isaac Newton v knize Arithematica universalis [New] z roku 1707 publikoval
bez důkazu následující pravidlo umožňující odhadnout počet komplexních kořenů
libovolného polynomu stupně n: Začne se s posloupností zlomků

n

1
,

n− 1
2

,
n− 2
3

, . . . ,
1
n

a každý zlomek kromě prvního se vydělí předchozím zlomkem. Tím vznikne po-
sloupnost n− 1 čísel

n− 1
2n

,
2(n− 2)
3(n− 1) ,

3(n− 3)
4(n− 2) , . . . ,

n− 1
2n

,

která se následně zapíší nad členy daného polynomu s mocninami xn−1, xn−2, . . . , x1.
V dalším kroku se pod každý z uvažovaných členů připíše znaménko plus nebo mínus
podle toho, zda je druhá mocnina členu násobená číslem nad ním větší nebo menší
než součin nejbližších dvou sousedních členů. Pod krajní dva členy polynomu, tj. člen
s nejvyšší mocninou a absolutní člen, se vždy napíší znaménka plus. V takto získané
posloupnosti všech znamének se nakonec spočítají případy, kdy se znaménka mění,
čímž se získá dolní odhad počtu komplexních kořenů.5 Protože u krajních členů
jsou znaménka plus, počet znaménkových změn je vždy sudý; to je v souladu se
skutečností, že polynom s reálnými koeficienty má sudý počet komplexních kořenů.

Newton celý postup demonstruje na příkladu polynomu

x3 + px2 + 3p2x− q,

kde p, q jsou libovolná kladná čísla. Z výchozí trojice zlomků 31 ,
2
2 ,
1
3 v dalším kroku

vznikne dvojice zlomků 13 ,
1
3 , které se zapíší nad prostřední dva členy polynomu:

1
3

1
3

x3 + px2 + 3p2x− q

Protože platí 13p
2x4 < 3p2x4 a 139p

4x2 > −qpx2, doplníme pod prostřední dva
členy znaménka plus a mínus. Po přidání znamének plus pod krajní členy vznikne
následující schéma:

1
3

1
3

x3 + px2 + 3p2x− q

+ − + +

Znaménka se dvakrát mění, proto bude mít uvažovaný polynom aspoň dva kom-
plexní kořeny.

5Na počítání změn znamének je založeno i pravidlo Reného Descarta z roku 1637, které umož-
ňuje odhadnout počet kladných kořenů libovolného polynomu; viz např. [Beč, Std1].
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V Newtonově postupu je potřeba uvažovat i členy s nulovými koeficienty. Napří-
klad u polynomu

x4 − 6x2 − 3x− 2
chybí kubický člen, což Newton vyznačuje hvězdičkou. Stejným postupem jako dříve
pak dospěje ke schématu

3
8

4
9

3
8

x4 ∗ −6x2 − 3x− 2
+ + + − +

a usoudí, že polynom má aspoň dva komplexní kořeny. Nakonec ještě podává upřes-
ňující návod pro případ, kdy jsou nulové dva nebo více po sobě jdoucích koeficientů;
viz např. [Roy], str. 83.

Aplikujeme-li Newtonův postup na obecný polynom zapsaný ve tvaru (2), objeví
se nad členem (−1)kAk, kde k ∈ {1, . . . , n − 1}, číslo k

k+1
n−k

n−k+1 . Znaménka plus

nebo mínus pak doplňujeme podle toho, zda platí k
k+1

n−k
n−k+1A

2
k > Ak−1Ak+1 nebo

opačná nerovnost, přičemž klademe A0 = 1.

Z Newtonova pravidla plyne, že pokud polynom (2) má pouze reálné kořeny, pak
platí

k

k + 1
n− k

n− k + 1
A2k ≥ Ak−1Ak+1, k ∈ {1, . . . , n− 1}. (6)

Jelikož je
k

k + 1
n− k

n− k + 1
=

(
n

k−1
)(

n
k+1

)(
n
k

)2 ,

dají se nerovnosti (6) přepsat do tvaru(
Ak(
n
k

))2 ≥ Ak−1(
n

k−1
) Ak+1(

n
k+1

) , k ∈ {1, . . . , n− 1},

neboli
E2k ≥ Ek−1Ek+1, k ∈ {1, . . . , n− 1}, (7)

kde E1, . . . , En definujeme předpisem

Ek =
Ak(
n
k

) = 1(
n
k

) ∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1 · · ·xik , k ∈ {1, . . . , n} (8)

a E0 = 1.

Vztahy (7) bývají označovány jako Newtonovy nerovnosti.6 Dnes víme, že z nich
snadno plyne i AG nerovnost7: Logaritmováním vztahu (7) dostaneme

logEk ≥ logEk−1 + logEk+1

2
,

6Je užitečné nahlížet na E1, . . . , En jako na funkce proměnných x1, . . . , xn, přestože tuto
závislost explicitně nevyznačujeme.

7Zdůvodnění je převzato z dvanácté kapitoly [Stl].
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což znamená, že lomená čára procházející body [k, logEk], 0 ≤ k ≤ n, je grafem
konkávní funkce (obr. 2). Nechť Lk = (logEk)/k, tj. Lk je směrnice přímky spojující
body [0, 0] = [0, logE0] a [k, logEk]. Z konkávnosti plyne

L1 ≥ L2 ≥ · · · ≥ Ln

a pomocí exponenciály ihned obdržíme následující tzv. Maclaurinovy nerovnosti:

E1 ≥ (E2) 12 ≥ · · · ≥ (En−1)
1

n−1 ≥ (En)
1
n (9)

Navíc lze dokázat, že všechny nerovnosti v (9) přecházejí v rovnost právě tehdy,
když x1 = · · · = xn. Ponecháme-li v (9) pouze krajní členy, získáme AG nerovnost,
neboť E1 = (x1 + · · ·+ xn)/n a En = x1 · · ·xn. Pro n = 3 ze vztahu (9) plyne jak
Viètova podmínka (4), tak i Harriotova podmínka (5).

1 2 3 4 5

log E1

log E2

log E3

log E4

log E5

Obr. 2: Klesající směrnice přímek spojujících body [0, 0] a [k, logEk]

O zdůvodnění Newtonova pravidla týkajícího se počtu komplexních kořenů se
pokusil Colin Maclaurin; roku 1726 zaslal viceprezidentovi Royal Society Martinu
Folkesovi dopis, ve kterém jej informoval o svých dosavadních výsledcích. Dopis
obsahuje zdůvodnění Newtonova pravidla pro polynomy druhého až čtvrtého stupně
a je stručně zakončen větou „To be continued.	 Folkesovým přičiněním byl dopis
ještě tentýž rok otištěn ve Philosophical Transactions of the Royal Society [Mac1].
Další pokusy o důkaz Newtonova pravidla pro obecné polynomy byly uveřejněny ve
stejném časopise, a to nejprve v práci George Campbella [Cam] z roku 1728, a poté
ve druhém otištěném Maclaurinově dopise Folkesovi [Mac2] z roku 1729.8

8Obsahy všech tří prací a okolnosti jejich vzniku jsou detailně popsány ve čtvrté kapitole [Std1].
Campbell a Maclaurin vedli spor ohledně prvenství, zdá se však, že ke svým objevům dospěli ne-
závisle na sobě. Edward Waring v knize [War1] (viz též anglický překlad [War2]) z roku 1782
poznamenal, že jejich důkazy Newtonova pravidla nejsou úplné. Campbell i Maclaurin dokázali, že
každá změna znaménka odpovídá dvojici komplexních kořenů, avšak nezdůvodnili, že tyto dvojice
jsou navzájem různé. Korektní odvození Newtonova pravidla pochází od Jamese Josepha Sylves-
tera, který v článku [Syl] z roku 1865 dokonce dospěl k obecnějšímu tvrzení. Moderní důkazy
Newtonových nerovností lze najít např. v [HLP, Stl, Wag]; Sylvesterovo zobecnění Newtonova
pravidla je popsáno v článku [Aco].
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Druhý dopis [Mac2] je zajímavý i tím, že obsahuje důkazy některých Maclau-
rinových nerovností (9) včetně AG nerovnosti. Obsahem lemmatu V je následující
tvrzení, o kterém Maclaurin píše, že je převzato z Eukleidových Základů: Je-li úsečka
AB rozdělena bodem P na dvě části, pak obsah obdélníku o stranách AP a PB je
maximální, právě když jsou obě části stejně dlouhé.

V dalšímu lemmatu VI pak Maclaurin tvrdí: Je-li úsečka AB rozdělena na libo-
volný počet částí AC, CD, DE, EB, pak součin jejich délek je maximální, právě
když jsou všechny části stejně dlouhé. Důkaz vypadá následovně9: Je-li bod D umís-
těn jakkoliv, E je střed DB a e je libovolný jiný bod ležící na úsečce DB, pak součin
AC ×CD×DE ×EB je větší než AC ×CD×De× eB, protože podle lemmatu V
je DE×EB větší než De× eB. Ze stejného důvodu je uvažovaný součin maximální
jen tehdy, když body C, D jsou středy úseček AD, CE, neboli když části AC, CD,
DE, EB jsou stejně dlouhé.

Přestože Maclaurin ve svých úvahách hovoří o dělení úsečky AB třemi dělicími
body C, D, E, je jasné, že jeho postup je zcela obecný a funguje pro libovolný
počet dělicích bodů. Důkaz však není zcela úplný: Maclaurin pouze ukázal, že sou-
čin délek může být maximální, jen když jsou všechny úsečky stejně dlouhé. Přitom
automaticky předpokládal, že se maxima skutečně nabývá, což je ovšem potřeba
zdůvodnit. Vybaveni znalostmi moderní matematické analýzy bychom mohli argu-
mentovat následovně: Je-li � délka úsečky AB a jsou-li x1, x2, . . . , xn−1, �−

∑n−1
i=1 xi

délky dílčích úseček, pak funkce x1 · · ·xn−1 ·
(
x−∑n−1

i=1 xi

)
je spojitá na kompaktní

množině
{x ∈ R

n−1; x1, x2, . . . , xn−1 ≥ 0, x1 + · · ·+ xn−1 ≤ �},
a tedy nabývá extrémů.

Lemma VI v Maclaurinově dopise je následováno dalšími příbuznými tvrzeními.
Lemma VII říká, že pokud je úsečka AB rozdělena na libovolný počet částí, pak
součet součinů délek všech možných dvojic je maximální, právě když jsou všechny
části stejně dlouhé. Jsou-li totiž části jako výše označeny AC, CD, DE, EB, pak
uvažovaný součin je

AC × (CD +DE + EB) + CD × (DE + EB) +DE × EB =

= AC × CB + CD ×DB +DE × EB.

Aby byl součin DE × EB maximální, musí být podle lemmatu V bod E středem
DE. Analogicky se zdůvodní, že D musí být středem CE a C středem AD.

V lemmatu VIII Maclaurin podobným způsobem ukazuje, že součet součinů délek
všech možných trojic je maximální, právě když jsou všechny části stejně dlouhé.
Nakonec v lemmatu IX píše, že přechozí úvahy lze zobecnit na součet součinů všech
možných k-tic. Poté odvozuje následující větu: Jestliže všechny kořeny rovnice

xn −A1x
n−1 +A2x

n−2 − · · ·+ (−1)nAn = 0

9Držíme se Maclaurinova zápisu a používáme stejné označení pro úsečky i jejich délky.
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jsou kladné a nejsou si rovny, pak platí(
n
r

)
nr

Ar
1 > Ar, r ∈ {2, . . . , n}. (10)

K dokázání věty stačí použít lemma IX na úsečku AB o délce � = x1 + · · · + xn,
kde x1, . . . , xn jsou kořeny dané rovnice:

Ar =
∑

1≤i1<i2<···<ir≤n

xi1 · · ·xir <
∑

1≤i1<i2<···<ir≤n

(
�

n

)r

=

(
n

r

)(
A1
n

)r

Vztah (10) lze přepsat do tvaru (A1/n)
r

> Ar/
(
n
r

)
, resp. (E1)r > Er, kde

E1, . . . , En jsou definovány pomocí (8). Vidíme, že nerovnosti (10) odpovídají Mac-
laurinovým nerovnostem (9); speciálně pro r = n tedy ze vztahu (10) plyne AG
nerovnost10

x1x2 · · ·xn <

(
x1 + · · ·+ xn

n

)n

.

Z dnešního pohledu první korektní důkaz AG nerovnosti podal Augustin Louis
Cauchy v učebnici Cours d’analyse [Cau1]11, která vychází z jeho přednášek kona-
ných na pařížské École Polytechnique. První vydání knihy z roku 1821 je tvořeno
dvanácti kapitolami, po kterých následuje devět dodatků na 174 stranách. Druhý
dodatek Sur les formules qui résultent de l’emploi du signe > ou <, et sur les
moyennes entre plusieurs quantités je věnován nerovnostem a průměrům. Cauchy
v úvodu připomíná význam symbolů <, > a podrobně rozebírá, které operace lze
s nerovnostmi provádět (sčítání a násobení nerovností, násobení číslem, umocňo-
vání, logaritmování). V další části dodatku se dostává k průměrům a píše, že prů-
měrem čísel a, a′, a′′, . . . je jistá hodnota M(a, a′, a′′, . . . ), která se nachází mezi
nejmenším a největším ze zadaných čísel. Cauchy nejprve dokáže několik vlastností
takto abstraktně definovaného průměru a teprve poté se dostává k aritmetickému
a geometrickému průměru; AG nerovnost se objevuje až v úplném závěru kapitoly.

V první části důkazu používá Cauchy matematickou indukci k ověření tvrzení
v případě, že n je mocnina dvojky; ve druhé části pak elegantním trikem výsledek
zobecní pro libovolné n ∈ N. Ukažme si jeho postup podrobněji. Místo (1) budeme
dokazovat ekvivalentní nerovnost

x1 · · ·xn ≤
(
x1 + · · ·+ xn

n

)n

. (11)

(Cauchy místo x1, x2, x3, . . . píše A, B, C, . . . ) Pro n = 2 tvrzení platí, neboť

x1x2 =

(
x1 + x2
2

)2
−
(
x1 − x2
2

)2
≤
(
x1 + x2
2

)2
. (12)

10Nerovnost je ostrá, neboť jsme předpokládali, že všechna čísla x1, . . . , xn nejsou shodná.
11Viz též komentovaný anglický překlad [BS].

konference HM 36 - text.indd   52konference HM 36 - text.indd   52 1.7.2015   11:38:221.7.2015   11:38:22



53

Pro n = 4 použijeme právě dokázanou nerovnost (12) dvakrát za sebou a dostaneme

x1x2x3x4 ≤
(
x1 + x2
2

)2(
x3 + x4
2

)2
≤
(
x1 + x2 + x3 + x4

4

)4
. (13)

Pro n = 8 nejprve aplikujeme vztah (13) a následně opět (12):

x1x2x3x4x5x6x7x8 ≤
(
x1 + x2 + x3 + x4

4

)4(
x5 + x6 + x7 + x8

4

)4
≤

≤
(
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8

8

)8
Předchozí výpočty ukazují, jak lze indukcí dokázat platnost nerovnosti (11) pro
všechna n ve tvaru 2m, kde m ∈ N0:

x1 · · ·x2m ≤
(
x1 + · · ·+ x2m

2m

)2m
(14)

Není-li n mocninou dvojky, najdeme nejmenší přirozené m takové, že 2m > n. Dále
položíme

K =
x1 + · · ·+ xn

n

a použijeme již dokázanou nerovnost (14), čímž obdržíme

x1 · · ·xnK
2m−n ≤

(
x1 + · · ·+ xn + (2m − n)K

2m

)2m
=

(
2mK

2m

)2m
= K2m.

K dokončení důkazu stačí vydělit číslem K2
m−n:

x1 · · ·xn ≤ Kn =

(
x1 + · · ·+ xn

n

)n

Právě popsaný Cauchyův důkaz je dnes považován za klasický a najdeme jej v řadě
učebnic; viz např. [Stl, Ves1].

AG nerovnost má i svou méně známou integrální variantu, kde místo konečné po-
sloupnosti čísel x1, . . . , xn vystupují funkční hodnoty spojité funkce g : [a, b]→ R

+.
Příslušné tvrzení se poprvé objevuje v práci Viktora Jakovleviče Bunjakovského
[Bou] z roku 1859; ta je věnována nerovnostem, ve kterých vystupují integrály.
Přirozenou analogií aritmetického průměru je výraz

1
b− a

∫ b

a

g(x) dx.
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Bunjakovskij se zamýšlí nad otázkou, jak by měla být definována analogie geo-
metrického průměru. Všímá si toho, že logaritmem geometrického průměru n-tice
čísel je aritmetický průměr jejich logaritmů:

log n
√
x1x2 · · ·xn =

log x1 + log x2 + · · ·+ log xn

n
(15)

V souladu s tímto pozorováním by logaritmem geometrického průměru spojité
funkce g měla být hodnota 1

b−a

∫ b
a
log g(x) dx, což vede k definici geometrického

průměru jakožto výrazu

exp

(
1

b− a

∫ b

a

log g(x) dx

)
.

Bez podrobnějšího vysvětlení pak Bunjakovskij píše, že z AG nerovnosti plyne vztah

1
b− a

∫ b

a

g(x) dx ≥ exp
(
1

b− a

∫ b

a

log g(x) dx

)
. (16)

Zřejmě má na mysli následující postup: Interval [a, b] rozdělíme pomocí bodů
a = x0 < x1 < · · · < xn = b na n stejně velkých intervalů. Použitím AG nerovnosti
a vztahu (15) na hodnoty g(x1), . . . , g(xn) dostaneme

1
b− a

n∑
i=1

g(xi)
b− a

n
=
1
n

n∑
i=1

g(xi) ≥

≥ exp
(∑n

i=1 log g(xi)
n

)
= exp

(
1

b− a

n∑
i=1

log g(xi)
b− a

n

)
,

odkud přechodem k limitě pro n → ∞ obdržíme nerovnost (16).
Z integrální verze (16) lze zpětně odvodit původní nerovnost (1): Jsou-li dána

kladná čísla x1, . . . , xn, stačí opět rozdělit interval [a, b] na n stejně velkých pod-
intervalů a definovat funkci g : [a, b] → R tak, že její hodnota uvnitř i-tého pod-
intervalu bude xi (hodnoty v krajních bodech lze volit libovolně); nerovnost (16) se
pak redukuje na vztah (1).

2. Cauchyova-Bunjakovského-Schwarzova nerovnost

V Cauchyově učebnici [Cau1] se kromě důkazu AG nerovnosti poprvé v historii
objevuje i následující nerovnost: Pro všechna reálná čísla a1, . . . , an a b1, . . . , bn platí

n∑
i=1

aibi ≤
√√√√ n∑

i=1

a2i

√√√√ n∑
i=1

b2i , (17)

přičemž rovnost nastává právě tehdy, když jeden z vektorů (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn)
je násobkem druhého.
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Chceme-li dospět k požadované nerovnosti, stačí dokázat, že(
n∑

i=1

aibi

)2
≤
(

n∑
i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
.

Tato nerovnost platí, protože(
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
−
(

n∑
i=1

aibi

)2
=

n∑
i,j=1

a2i b
2
j −

n∑
i,j=1

aibiajbj =

=
1
2

n∑
i,j=1

(a2i b
2
j + a2jb

2
i )−

n∑
i,j=1

aibiajbj =
1
2

n∑
i,j=1

(aibj − ajbi)
2 ≥ 0.

Z předchozího výpočtu zároveň plyne, že rovnost ve vztahu (17) nastane právě
tehdy, když

∑n
i,j=1(aibj − ajbi)2 = 0, neboli aibj = ajbi pro každou dvojici i, j.

Je-li aspoň jedno číslo bj nenulové, bude platit ai =
aj

bj
bi pro každé i ∈ {1, . . . , n},

a tedy (b1, . . . , bn) = λ · (a1, . . . , an) pro λ = aj

bj
; tím je důkaz dokončen.

Vzorec (
n∑

i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
−
(

n∑
i=1

aibi

)2
=
1
2

n∑
i,j=1

(aibj − ajbi)
2,

ke kterému jsme dospěli v průběhu důkazu, se nazývá Lagrangeova identita.12 Ně-
kdy se zapisuje v ekvivalentní podobě(

n∑
i=1

a2i

)(
n∑

i=1

b2i

)
−
(

n∑
i=1

aibi

)2
=

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(aibj − ajbi)
2. (18)

Cauchy místo a1, a2, a3, . . . a b1, b2, b3, . . . píše a, a′, a′′, . . . a α, α′, α′′, . . . ; Lagran-
geovu identitu (18) pak v jeho důkazu najdeme ve tvaru

(aα+a′α′+a′′α′′+ · · · )2+(aα′−a′α)2+(aα′′−a′′α)2+ · · ·+(a′α′′−a′′α′)2+ · · · =
= (a2 + a′2 + a′′2 + · · · )(α2 + α′2 + α′′2 + · · · ).

Pokud odhlédneme od tohoto poněkud těžkopádného způsobu zápisu, neliší se Cau-
chyův postup od výše uvedeného důkazu.

Je pozoruhodné, že v učebnici [Cau1] je nerovnost (17) uvedena bez jakékoliv
motivace a ve zbytku knihy není nikde zapotřebí. Cauchy ji využil až v knize [Cau2]
z roku 1829, konkrétně v dodatku Note sur la détermination approximative des
racine d’une équation algébrique ou transcendante věnovaném přibližnému řešení
algebraických a transcendentních rovnic.

Podobně jako u AG nerovnosti se integrální verze Cauchyovy nerovnosti poprvé
objevuje v Bunjakovského práci [Bou]. Autor nejprve uvádí nerovnost (17) a píše,
že je dobře známá; Cauchyovo jméno nezmiňuje.13 Poté následuje integrální tvar

12Pro n = 3 lze identitu nalézt v Lagrangeově práci [Lag] z roku 1773; Cauchy píše, že tento
speciální případ identity je užitečný při zkoumání křivosti křivek na plochách a v mechanice,
neuvádí však žádné podrobnosti.

13Bunjakovskij byl Cauchyovým studentem, v Paříži získal roku 1825 doktorát.
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nerovnosti ∫ X

x0

ϕ(x)2 dx ·
∫ X

x0

ψ(x)2 dx ≥
(∫ X

x0

ϕ(x)ψ(x) dx

)2
,

kde ϕ, ψ jsou spojité funkce definované na [x0, X]. Bunjakovskij bez dalších podrob-
ností tvrdí, že tento vztah ihned plyne z nerovnosti (17), pokud za čísla a1, . . . , an
a b1, . . . , bn dosazujeme hodnoty funkcí ϕ, ψ.

Integrální tvar Cauchyovy nerovnosti je spjat i se jménem Hermanna Amanda
Schwarze. Ten v článku [Sch] z roku 1888 věnovaném zkoumání minimálních ploch
pomocí variačního počtu uvažuje tři dvojné integrály

A =
∫ ∫

ϕ2 dx dy, B =
∫ ∫

ϕχ dx dy, C =
∫ ∫

χ2 dx dy,

přičemž se vždy integruje přes jistou oblast T ⊂ R
2. O funkcích ϕ, χ : T → R se

předpokládá, že jejich podíl není roven konstantní funkci. Potom∫ ∫
(αϕ+ βχ)2 dx dy = Aα2 + 2Bαβ + Cβ2

je kvadratická forma v proměnných α, β, která je pozitivně definitní, neboť integrál
na levé straně je s výjimkou případu α = β = 0 kladný. Odtud plyne, že diskriminant
kvadratické formy musí být záporný, tj. 4B2 − 4AC < 0.14 Z této nerovnosti pak
získáme |B| < √

A
√
C, neboli∣∣∣∣∫ ∫ ϕχ dx dy

∣∣∣∣ <
√∫ ∫

ϕ2 dx dy ·
√∫ ∫

χ2 dx dy. (19)

Pokud by některá z funkcí ϕ, χ byla násobkem druhé, pak předchozí nerovnost
zřejmě přejde v rovnost.

Cauchyova, Bunjakovského i Schwarzova nerovnost představují speciální případ
obecného tvrzení: Nechť X je libovolný reálný vektorový prostor se skalárním sou-
činem, ve kterém je norma vektoru x ∈ X je definována předpisem

‖x‖ =
√

x · x. (20)

Pak pro každou dvojici vektorů x, y ∈ X platí

|x · y| ≤ ‖x‖‖y‖, (21)

přičemž rovnost nastává pouze tehdy, když jeden z vektorů x, y je násobkem dru-
hého.15

14Diskriminantem kvadratické formy F (x, y) = ax2 + bxy+ cy2 rozumíme výraz D = b2− 4ac.
Snadno se ověří, že 4aF (x, y) = (2ax + by)2 − Dy2; z tvaru pravé strany je pak vidět, že F je
pozitivně nebo negativně definitní (v závislosti na znaménku a) jen tehdy, když D < 0.

15Nerovnost (21) je nepostradatelným nástrojem při studiu vektorových prostorů se skalárním
součinem; jejím důsledkem je například trojúhelníková nerovnost pro normu definovanou předpi-
sem (20); viz [Net, Ves2].
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Schwarzův důkaz nerovnosti (19) je pozoruhodný tím, že se dá téměř beze změny
použít k odvození obecné nerovnosti (21): Předpokládejme, že ani jeden z vektorů
x, y není násobkem druhého (jinak je tvrzení zřejmé). Pak pro každou netriviální
lineární kombinaci αx+ βy platí

0 < ‖αx+ βy‖2 = (αx+ βy) · (αx+ βy) = α2‖x‖2 + 2αβx · y + β2‖y‖2. (22)

Výraz na pravé straně tedy představuje pozitivně definitní kvadratickou formu
v proměnných α, β. Její diskriminant 4(x ·y)2−4‖x‖2‖y‖2 musí být záporný, odkud
po úpravě snadno plyne (21).

Abstraktní Cauchyovu-Bunjakovského-Schwarzovu nerovnost (21) zformuloval
John von Neumann v práci o spektrální teorii hermitovských operátorů [Neu] z roku
1929. Pracuje zde (zřejmě s ohledem na aplikace v kvantové mechanice) s komplex-
ními vektorovými prostory se skalárním součinem16 a jeho důkaz nerovnosti (21) je
proto komplikovanější.

Mírnou modifikací Schwarzovy metody dospějeme k důkazu, který je dnes chápán
jako standardní a vyskytuje se v mnoha učebnicích: Lineární kombinaci αx+βy ve
vztahu (22) nahradíme výrazem x+ βy, čímž obdržíme

0 < ‖x+ βy‖2 = (x+ βy) · (x+ βy) = ‖x‖2 + 2βx · y + β2‖y‖2.

Na pravé straně je nyní kladná kvadratická funkce v proměnné β, a proto její dis-
kriminant 4(x · y)2 − 4‖x‖2‖y‖2 musí být záporný.

3. Jensenova nerovnost

Johan Ludwig William Valdemar Jensen si při pozorném čtení Cauchyova dů-
kazu AG nerovnosti uvědomil, že stejný postup lze použít k odvození obecnějšího
tvrzení.17 Jeho článek [Jen2] z roku 1906 je významný i tím, že jde o první dobře
dostupnou práci obsahující definice konvexní a konkávní funkce18, a to v následující
podobě: Funkce f definovaná na reálném intervalu I je konvexní, resp. konkávní,
pokud platí

f(x) + f(y) ≥ 2f
(
x+ y

2

)
, resp. f(x) + f(y) ≤ 2f

(
x+ y

2

)
pro každou dvojici x, y ∈ I. Jensen uvádí řadu příkladů. Přímo z definice např. uka-
zuje, že funkce x �→ |x| je konvexní na R a x �→ xp je pro p > 1 konvexní na [0,∞),
zatímco pro p ∈ (0, 1) jde o konkávní funkci na [0,∞). Z Rolleovy věty pak odvozuje

16V tomto článku se poprvé objevuje definice abstraktního Hilbertova prostoru, tj. úplného
vektorového prostoru se skalárním součinem.

17Jensen nebyl profesionální matematik. V letech 1881–1924 pracoval jako inženýr v kodaňské
telefonní společnosti Kjobenhavns Telefonselskab a matematice se věnoval pouze ve volném čase.

18Poprvé se tyto definice spolu s důkazem Jensenovy nerovnosti objevily roku 1905 v Jensenově
dánsky psaném článku [Jen1].
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známé kritérium dávající do souvislosti konvexitu nebo konkávnost se znaménkem
druhé derivace.

Moderní definice konvexní a konkávní funkce jsou poněkud odlišné19: Funkce
f : I → R je konvexní, pokud pro každou dvojici x, y ∈ I a každé t ∈ [0, 1]
platí f(tx + (1 − t)y) ≤ tf(x) + (1 − t)f(y); definice konkávní funkce se dostane
obrácením předchozí nerovnosti. Jensenova podmínka odpovídá volbě t = 1

2 , je tedy
slabší a třídy jensenovsky konvexních, resp. konkávních funkcí jsou bohatší. Pokud
se ovšem omezíme na spojité funkce, jsou obě definice ekvivalentní20.

V dalším textu budeme předpokládat, že f : I → R je konvexní podle Jensenovy
definice. Jensen si všímá, že pro každou čtveřici hodnot x1, x2, x3, x4 ∈ I plyne
z definice nerovnost

f(x1) + f(x2) + f(x3) + f(x4) ≥ 2f
(
x1 + x2
2

)
+ 2f

(
x3 + x4
2

)
≥

≥ 4f
(
x1 + x2 + x3 + x4

4

)
.

Obecněji, pro 2m hodnot x1, . . . , x2m ∈ I obdržíme

2m∑
i=1

f(xi) ≥ 2mf

(∑2m
i=1 xi

2m

)
. (23)

Mějme nyní n-tici hodnot x1, . . . , xn ∈ I, kde n není mocninou dvojky. Najdeme
nejmenší přirozené m takové, že 2m > n, položíme

xn+1 = xn+2 = · · · = x2m =
x1 + · · ·+ xn

n

a použijeme již dokázanou nerovnost (23):

n∑
i=1

f(xi) + (2
m − n)f

(
1
n

n∑
i=1

xi

)
≥ 2mf

(∑n
i=1 xi + (2m − n) 1n

∑n
i=1 xi

2m

)
=

= 2mf

(
1
n

n∑
i=1

xi

)

Odtud po úpravě dostaneme

f

(
1
n

n∑
i=1

xi

)
≤ 1

n

n∑
i=1

f(xi).

19Viz např. [Ves1]. Funkce konvexní podle Jensenovy definice se v angličtině označují termínem
midpoint convex nebo zkráceně midconvex.

20Důkaz lze najít např. v [Sim], str. 3.
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Jsou-li n1, . . . , nm přirozená čísla a n = n1+ · · ·+nm, plyne z předchozího vztahu
nerovnost

f

(
n1x1 + n2x2 + · · ·+ nmxm

n

)
≤ n1f(x1) + n2f(x2) + · · ·+ nmf(xm)

n
. (24)

Pokud f je navíc spojitá (a tedy konvexní podle moderní definice), lze dokázat
silnější tvrzení: Pro každou m-tici kladných reálných čísel a1, . . . , am a jejich součet
a = a1 + · · ·+ am platí

f

(
a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm

a

)
≤ a1f(x1) + a2f(x2) + · · ·+ amf(xm)

a
. (25)

Jensen píše, že stačí volit posloupnost m-tic n1, . . . , nm ∈ N tak, aby

lim
n1∑m
i=1 ni

=
a1
a
, . . . , lim

nm∑m
i=1 ni

=
am
a

.

Pro každou takovou m-tici platí vztah (24) a limitním přechodem pak obdržíme
požadovanou nerovnost (25); v tomto kroku využíváme též spojitost funkce f .

Vztah (25) je dnes označován jako Jensenova nerovnost.21 Dospěl k ní Otto
Hölder již v roce 1889 v článku [Hol], a to za silnějšího předpokladu, že f má nezá-
pornou druhou derivaci. Hölderův důkaz byl komplikovanější než Jensenův a klíčo-
vou roli v něm hrála Lagrangeova věta o střední hodnotě.

Někdy se nerovnost (25) zapisuje ve tvaru

f (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm) ≤ α1f(x1) + α2f(x2) + · · ·+ αmf(xm),

kde α1, . . . , αm jsou kladná reálná čísla splňující
∑m

i=1 αi = 1. Je-li f konkávní
funkce, pak platí obrácená nerovnost

f (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm) ≥ α1f(x1) + α2f(x2) + · · ·+ αmf(xm) (26)

(pro důkaz stačí použít Jensenovu nerovnost na funkci −f , která je konvexní).

Řadu známých nerovností lze odvodit jako důsledek Jensenovy nerovnosti, kde za
f volíme vhodnou funkci. Jensen např. ukazuje, že pro konkávní funkci f(x) = log x,
x ∈ (0,∞), dostaneme použitím (26) nerovnost

log (α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm) ≥ α1 log x1 + α2 log x2 + · · ·+ αm log xm,

ze které dále plyne

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm ≥ (x1)α1(x2)α2 · · · (xm)
αm .

21Spojitost funkce f ve skutečnosti není nezbytná, stačí konvexita podle moderní definice (viz
např. [Jar], Věta 99, nebo [Sim], Proposition 1.2).
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Tento výsledek zobecňuje klasickou verzi AG nerovnosti, která odpovídá volbě
α1 = α2 = · · · = αm = 1

m .
22

Jensen dále ukazuje, že volbou funkce f(x) = x2 (která je konvexní) přejde
nerovnost (25) do tvaru (∑n

i=1 aixi

a

)2
≤
∑n

i=1 aix
2
i

a
,

neboli po úpravě (
n∑

i=1

aixi

)2
≤ a ·

n∑
i=1

aix
2
i .

Položíme-li ai = y2i , xi =
zi
yi
, obdržíme Cauchyovu nerovnost(

n∑
i=1

yizi

)2
≤
(

n∑
i=1

y2i

)
·
(

n∑
i=1

z2i

)
.

Aplikujeme-li Jensenovu nerovnost (25) na konvexní funkci f(x) = 1
x , x ∈ (0,∞),

přičemž položíme a1 = a2 = · · · = am = 1
m , dostaneme

m

x1 + x2 + · · ·+ xm
≤

1
x1
+ 1

x2
+ · · ·+ 1

xm

m

nebo ekvivalentně
m

1
x1
+ 1

x2
+ · · ·+ 1

xm

≤ x1 + x2 + · · ·+ xm

m
,

což je nerovnost mezi tzv. harmonickým průměrem a aritmetickým průměrem.

Dodejme, že v Jensenově článku [Jen] je odvozena také integrální verze Jensenovy
nerovnosti (25), a to ve tvaru

f

(∫ 1
0 a(x)g(x) dx∫ 1
0 a(x) dx

)
≤
∫ 1
0 a(x)f(g(x)) dx∫ 1

0 a(x) dx
, (27)

kde f je spojitá konvexní funkce, a je kladná integrovatelná funkce a g je integro-
vatelná. Důkaz je snadný, stačí aplikovat Jensenovu nerovnost (25) na integrální
součty, které v limitě přejdou v integrály. V závěru článku pak Jensen vyjmenovává
některé integrální nerovnosti, které lze získat jako důsledky vztahu (27). Položíme-li
např. f(x) = log x, obdržíme po úpravě∫ 1

0 a(x)g(x) dx∫ 1
0 a(x) dx

≤ exp
(∫ 1
0 a(x) log g(x) dx∫ 1

0 a(x) dx

)
,

což je zobecněná verze integrální AG nerovnosti (16).

22Uvedeným způsobem je AG nerovnost dokazována i ve známé učebnici Vojtěcha Jarníka
Diferenciálńı počet II [Jar].

konference HM 36 - text.indd   60konference HM 36 - text.indd   60 1.7.2015   11:38:241.7.2015   11:38:24



61

4. Závěr

V tomto příspěvku jsme se zaměřili pouze na nejstarší historii tří klasických ne-
rovností. Ty byly v průběhu let dále zobecňovány a objevily se i nové důkazy, které
jsou často elegantnější než původní postupy. V současnosti je např. známo více než
padesát různých důkazů AG nerovnosti; viz [BMV, Bul]. Zjistilo se také, že některé
nerovnosti jsou mezi sebou ekvivalentní v tom smyslu, že jedno tvrzení lze doká-
zat pomocí druhého a naopak. Např. AG nerovnost je ekvivalentní s Cauchyovou
nerovností nebo s tzv. Bernoulliho nerovností; podrobnosti lze najít v [Lin, Mal].

Poděkování

Děkuji Jiřímu Veselému za řadu podnětných připomínek k předchozí verzi textu
a Zdeňku Halasovi za konzultace týkající se starořecké matematiky.
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Newtonovo pravidlo pro odhad počtu komplexních kořenů [New]
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Newtonovo pravidlo pro odhad počtu komplexních kořenů (pokračování)
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Lemma V a VI v Maclaurinově dopisu Folkesovi [Mac2]
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Lemma VII a VIII v Maclaurinově dopisu Folkesovi [Mac2]
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Cauchyův důkaz AG nerovnosti [Cau1]
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Cauchyův důkaz AG nerovnosti (pokračování)
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Původní důkaz Cauchyovy nerovnosti [Cau1]
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Původní důkaz Cauchyovy nerovnosti (pokračování)
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Bunjakovského nerovnost [Bou]
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Schwarzova nerovnost s důkazem [Sch]
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Jensenova definice konvexní a konkávní funkce [Jen2]
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Původní důkaz Jensenovy nerovnosti [Jen2]
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Původní důkaz Jensenovy nerovnosti (pokračování)
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[Hol] Hölder O., Ueber einen Mittelwerthssatz, Gött. Nachr. (1889), 38–47.
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BOLA RAZ JEDNA KONFERENCIA ... 

VOJTECH BÁLINT

Abstract: In the years 1962 – 2008 there were held 30 conferences on the teaching of 
mathematics on the technical universities. The aim of this paper is to identify the reasons, 
which have lead to the disruption of that tradition.  

1 Úvod 
V roku 1962 vznikla Komise J SMF pro matematiku na vysokých školách technic-

kých, ekonomických a zem d lských, v skratke VŠTEZ. Hlavným cie om práce Komisie
bolo skvalitni  vyu ovanie matematiky na všetkých technikách, teda na vyššie spomí-
naných typoch škôl v celej eskoslovenskej republike. Za tým ú elom sa Komisia roz-
hodla usporiada  pravidelné konferencie pre u ite ov matematiky na technikách. Za 46 
rokov sa konalo 30 takých konferencií, (zatia ) posledná v roku 2008 v Lázních Bohda-
ne . Cie om tohto príspevku nie je poda  podrobný preh ad o tých konferenciách, pre-
tože k tomu sta í nahliadnu  do konferen ných Zborníkov, ale identifikova  prí iny, 
kvôli ktorým sa užito ná tradícia prerušila. Je však možné, že sa aj ukon ila, pretože je 
otázne, i bude niekedy pokra ova .  

2 Pokus o krátku analýzu    
Ide o históriu posledného polstoro ia a najmä posledných 17 rokov, po as ktorých sa 

odohrali naprosto zásadné zmeny.  

Ako už bolo spomínané, Komisia za najú innejšiu formu skvalitnenia vyu ovania 
matematiky na technikách považovala usporiadanie pravidelných konferencií. Bolo to 
logické, pretože potreba matematiky na technikách sa neustále zvyšovala, a spolu s tým 
sa na technikách zvyšoval aj po et u ite ov matematiky, ktorý v roku 1984 bol približne 
800. Po et u ite ov matematiky na základných a stredných školách bol samozrejme 
výrazne vyšší. Lenže tých 800 malo u i  vysokoškolskú matematiku a pritom ju ešte aj 
pestova , teda robi  vedu, takže to bola ve ká výzva aj pre tie vysoké školy, ktorých 
úlohou bolo vychováva  budúcich u ite ov matematiky na technikách, teda pre fakulty 
prírodovedecké a matematicko-fyzikálne. Na konferenciách o vyu ovaní matematiky na 
VŠTEZ prezentovali svoje názory a najmä metódy vyu ovania mnohé osobnosti zo 
špi kových matematických pracovísk, takže mladí, za ínajúci u itelia mali možnos  sa 
s nimi zoznámi  a zlepši  tak svoje pedagogické majstrovstvo. V roku 1980 sa konala už 
16. konferencia, teda za 18 rokov od vzniku Komisie sa konferencia VŠTEZ konala 
takmer každý rok, potom sa prešlo na pravidelný dvojro ný cyklus.  

Hlavnou témou konferencií VŠTEZ boli koncep né otázky, teda o by bolo treba 
u i  a ako by to bolo asi najlepšie u i . Obvykle odzneli síce aj prednášky o vlastných 
vedeckých výsledkoch, ale nosnou oblas ou bola metodika, pretože osnovy boli na 
všetkých technikách takmer rovnaké. Samozrejme, vo vyšších ro níkoch štúdia došlo na 
jednotlivých technikách k prirodzenej diferenciácii aj v osnovách matematiky, lebo elek-
trotechnický, strojársky a  stavebný inžinier sa museli aj špecializova , a podobne aj 
inžinier hutnícky, banícky, dopravný, ekonomický, chemicko-technologický, textilný, 
lesnícky, drevársky, po nohospodársky, ... Spolo ný matematický základ bol ale ve mi 

konference HM 36 - text.indd   79konference HM 36 - text.indd   79 1.7.2015   11:38:281.7.2015   11:38:28



80

široký, takže naozaj bolo o om hovori . Sta í nahliadnu  do SEFI Document 92.1: 
A core Curriculum in Mathematics for the European Engineer ([22]).  

V roku 1993 sa spolo ný štát rozpadol. Zotrva nos ou však pokra ovali spolo né 
problémy, a tým aj spolo né konferencie o vyu ovaní matematiky na VŠTEZ. Zásadná  
zmena nastala až po roku 1998, ke „študent sa stal nosite om balíka pe azí“ v oboch 
samostatných štátoch, v R aj v SR. Stru ne: zaviedlo sa platenie za kus, teda škola 
dostala to ko balí kov pe azí, ko ko mala študentov. Samozrejme, po formálnej stránke 
sa to nazvalo prechod na trojstup ové štúdium, aby sa zahmlila podstata. Mnohým však 
bolo ihne  jasné, kam takáto napodobenina trhového mechanizmu povedie a dali to aj 
najavo. Na problémy vyu ovania matematiky na technikách som slovenskú matematickú 
komunitu upozornil ([1]) na zjazde JSMF v Nitre v roku 2002 a znovu – a ove a dôraz-
nejšie – na alšom zjazde v roku 2005. Varovné a ve mi kritické hlasy sa však ozvali 
z mnohých zdrojov, okrem iného na konferenciách v Hejnicích 2002 (napr. [2], [13], 
[14], [16], [17]), v Jasnej 2002 ([3]), v Brne 2003 (napr. [4], [9], [21]), v Rož ave 2004 
(napr. [5], [18]), v Prahe 2010 (napr. [7], [10], [15], [20], [21]), … Ke že zjazdové ani 
konferen né zborníky obvykle nie sú masovo dostupné, uvediem tu (bez nároku na 
úplnos ) nieko ko málo z tých hlasov.  

Z pedagogického h adiska je ve mi nepríjemná skuto nos , že na fakultu sú prijatí (zo 
známych dôvodov) všetci záujemcovia. Základný problém vidíme v tom, že pregraduálna 
etapa má dva rovnocenné, ale v podstate protichodné ciele: prípravu na nástup do praxe 
a prípravu na graduované štúdium. Vzh adom k ohrani enému po tu hodín sa pod a nás 
obom cie om sú asne nedá bezo zvyšku vyhovie  (J. Doležalová a P. Kreml [12], [13]).  

Kardinálna otázka je, i sa podarí už v prvých semestroch bakalárskeho štúdia 
komplexným pôsobením všetkých zainteresovaných subjektov, t. j. predovšetkým odbo-
rových katedier, nastoli  pri výu be matematiky takú pracovnú atmosféru, ktorá by 
študentov motivovala k cie avedomej príprave na budúce aplikácie matematických zna-
lostí. Je treba presved i  študentov, ktorí asto z mnohých zdrojov po úvajú o zbyto -
nosti matematiky, že tento názor v žiadnom prípade nemôže obstá  na akejko vek 
vysokej škole technického alebo ekonomického zamerania (L. Prouza [21]).  

Dôležitý je už samotný základ, s ktorým prichádzajú študenti zo strednej školy. Tu je 
možné pozorova  dlhodobo sa zhoršujúcu úrove  stredoškolskej matematickej prípravy. 
Pritom za dobu od publikácie lánku [8] sa situácia nielen nezlepšila, ale práve naopak 
(J. Baštinec [9]).  

P ed sto lety probíhal boj … o z ízení druhé eské univerzity, a tím také o druhé místo 
vychovávající u itele. Dnes u itele matematiky v R vychovává 18 fakult … Opravdu si 
n kdo v této republice m že myslet, že všechna tato pracovišt  jsou schopna poskytovat 
kvalitní vzd lání, a kdyby tomu tak i náhodou bylo, že se ro n  „urodí“ dostate ný po et 
jejich student ? (E. Fuchs [15])  

Mimoriadne kvalitný a podrobný je rozbor stavu u ite stva v lánku [10] J. Be vá a.  

 V Európe sa za ala prednedávnom vyvíja  enormná snaha vyškoli  zna ne vä šie 
percento populácie s tzv. univerzitným vzdelaním, lebo takto vraj predbehneme Ameri-
anov, Japoncov a všetkých tých, ktorí nám strp ujú život tým, že sú chytrejší. Nedáva to 

žiaden zmysel, lebo uchádza  o univerzitný diplom by mal disponova  prinajmenšom 
nadpriemerným talentom a k tomu nemalou usilovnos ou. Graf, ktorý vyjadruje súvis IQ 
a po tu udí má približne normálne rozdelenie. Ale graf tejto funkcie mal v podstate tento 
tvar pred tisíc rokmi a takýto bude ma  aj o tisíc rokov. Aj v USA, aj v Japonsku, aj 
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v Laponsku … ba dokonca aj na Slovensku. Je samozrejme len na spolo nosti, od akého 
percentilu nahor sa rozhodne ude ova  papier o univerzitnom vzdelaní (VB [6]).  

Samostatnú kapitolu predstavuje zcela výnimo ný lánok [19] P. Pi hu, ktorý by mal 
by  citovaný celý, pretože mimoriadne výstižne charakterizuje problémy školstva v R aj 
v SR. Tento by mali všetci u itelia na všetkých stup och škôl ovláda  naspamä .   

Prejavuje sa snaha ponecha takmer celý terajší magisterský program z matematiky 
a vtesna  ho do nepomerne menšieho po tu hodín v bakalárskom programe. Ako to ale 
zvládnu  po stránke odbornosti predmetu samotného a tiež z h adiska didaktického? 
(R. Grepl [16])  

Tieto trefné riadky sú presýtené zúfalstvom a zasluhujú si podrobnejší rozbor. Ide 
o odstrašujúce osnovy (pozri [14], [17], [5]), ke  na Brnianskej technike sa pokúsili 
vtesna  obsah štyroch semestrov do jedného. Študent techniky pri 4 hodinách prednášok 
a 2 hodinách cvi enia týždenne mal za 13 týžd ov zvládnu  nasledovný obsah: 

1. Základné matematické pojmy, elementy matematickej logiky, množiny, operácie 
s množinami, funkcie, inverzná funkcia, funkcia dvoch a viac premenných, funkcia 
komplexnej premennej.  

2. Vektorové priestory, základné pojmy, báza dimenzia. Vektory a operácie s vektormi, 
lineárna kombinácia vektorov, ich závislos  a nezávislos .  

3. Matice a determinanty, sústavy lineárnych rovníc a ich riešenie. Skalárny, vektorový 
a zmiešaný sú in vektorov a ich geometrické aplikácie.  

4. Analytická geometria lineárnych a kvadratických útvarov.  
5. Diferenciálny po et funkcií jednej premennej, limita, spojitos , derivácia. Priebeh 

funkcie.  
6. Diferenciálny po et funkcií viac premenných, limita, spojitos . Smerové a parciálne 

derivácie, gradient funkcie.  
7. Derivácie vyšších rádov, totálny diferenciál, Taylorova veta. Extrémy funkcií viac 

premenných.  
8. Integrálny po et funkcií jednej premennej, neur itý integrál. Priame integra né 

metódy.  
9. Metóda per partes, substitu ná metóda, integrovanie racionálnych funkcií.  
10. Ur itý integrál a jeho aplikácie.  
11. Dvojrozmerný a viacrozmerný integrál.  
12. Transformácie viacrozmerných integrálov.  
13. Krivkový a plošný integrál.  

Ke že na pedagogických princípoch sa ni  zásadného nezmenilo, bolo jasné, že tieto 
„osnovy“ sa nemôžu udrža . Je ale pozoruhodné, že vôbec vznikli, pri om pomenovanie  
dôvodov, ktoré k ich vzniku viedli, by asi viedlo k právnym sporom ...    

Pre držite ov maturitného vysved enia zaviedol Igor Kluvánek v roku 1964 názov 
produkty povinnej školskej dochádzky (PPŠD). Problém PPŠD bol ten, že v povojnových 
rokoch nebol dostatok kvalifikovaných u ite ov, takže z aleka nie na každej základnej 
alebo strednej škole u ili skuto ní odborníci. Snom Igora Kluvánka bolo vychova  gene-
ráciu dobrých u ite ov matematiky. Tento svoj sen postupne uskuto oval až do svojho 
odchodu do Austrálie nekompromisným prístupom k vedomostiam študentov.  

Tesne pred koncom 2. tisícro ia sa Európa rozhodla, že predbehne USA. Ke že jej 
vodcovia  objavili dávno známy fakt, že k tomu bude treba dobré mozgy, v nemalej asti 
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Európy sa za ali úvahy o prechode na trojstup ové vysokoškolské štúdium. Vodcovia sa 
teda zišli v Bologni, jednom z najvä ších centier stredovekej múdrosti, a bohužia  príliš 
rýchlo sa prešlo od slov k inom, pretože návnada bola neodolate ná. Idea bola ur ite 
zaujímavá: poskytnú  ove a vä šej asti populácie vysokoškolské vzdelanie. Zabudlo sa 
pri tom na jednu dôležitú vec – vzdelanie sa v skuto nosti nikomu nedá poskytnú , dá 
sa len umožni . To je zásadný rozdiel! V stredoveku bolo vzdelanie umožnené len malej 
vybranej h stke udí a je dobre, že sa to už dávno zmenilo aj bez Bolo ských dohôd.  

 V dôsledku Bolo ských dohôd vznikla úplne nová situácia: aróma eurodotácií sa pre 
stredoeurópskych politikov stala neodolate nou. Zo školstva sa stal biznis, takže po et 
(nielen) vysokých škôl sa zmnohonásobil – v SR je ich 38, v R takmer 80 a všetky sa 
chcú nazýva  univerzitami. Už v roku 2002 som v jednom lánku napísal: „Nosite om 
balíka pe azí sa vraj má sta  študent. Možno som to pochopil nesprávne, ale v praxi to 
bude znamena , že nastane ne útostný – a možno aj bezoh adný – boj o študenta, 
univerzity sa budú predhá a  vo vytvorení o najvýhodnejšej ponuky pre študenta, o 
bude znamena  enormný pokles požiadaviek na kvalitu študenta. Jednoducho povedané – 
ak ešte nemáte vysokoškolský diplom, prosíme Vás, prihláste sa!“ Bohužia , moje 
najhoršie obavy sa naplnili vrchovatou mierou.  

Namiesto PPŠD je teda asi na ase zavies  nový názov, a to nielen pre držite ov 
maturitného vysved enia, ale aj pre držite ov vyšších, možno až najvyšších certifikátov. 
Pod a môjho názoru najvýstižnejší názov je PET-f aša. Dôvod je ten, že už stredné 
školy by mali by  do ur itej miery výberové, ale v dôsledku „financovania za kus“ 
takými nie sú, takže prijmú na štúdium aj prázdnu PET-f ašu. Aby som predišiel súdnym 
sporom kvôli názvu prázdna PET-f aša, musím doda , že nejde o dehonestovanie 
študentov. Chyba nie je v študentoch, chyba je v systéme financovania, ktorý nútil a stále 
núti školy znižova  požiadavky na vedomosti. Politikom (a najmä oligarchom, ktorí ich 
riadia) je naviac jasné, že stádu sa vládne ove a jednoduchšie, ako vzdelaným u om, 
takže nemajú záujem o skuto nú vzdelanos  širšej vrstvy. O to viac však budú o potrebe 
vzdelanosti hovori  ... 

Syndróm PET-f aše samozrejme pôsobí nielen na stredných školách, ktoré by už mali 
by  výberové, ale aj na bakalárskom stupni vysokých škôl a paradoxne – ale zákonite! – 
v ešte vä šej miere na magisterskom stupni, lebo pride ovaný balí ek pe azí je na tomto 
stupni vä ší. Balí ek na doktorandskom štúdiu je ešte vä ší, a na tzv. kon iaceho študenta 
sú balí ky dokonca dva. A ke že vstupuje do toho aj tzv. akredita ná hra, aby sa dalo 
vôbec zú astni  boja o balí ky, tak je neraz otázna aj kvalita vyšších certifikátov.  

Obzvláš  nepríjemné je, že do boja o PET-f aše sa z existen ných dôvodov zapojili aj 
špi kové univerzity. Napr. po et posluchá ov na Karlovej Univerzite v Prahe stúpol 
priam raketovo: z necelých 27 tisíc v roku 1999 až na 45 tisíc v roku 2003, na Masa-
rykovej univerzite v Brne zo 17 tisíc v roku 1999 na vyše 36 tisíc v roku 2008. Nepo-
darilo sa mi zisti  tieto ísla pre Univerzitu Komenského v Bratislave, ale ur itý obraz 
poskytne aj po et absolventov vysokých škôl na Slovensku; tento bol 15 tisíc v roku 1998 
a takmer 35 tisíc v roku 2006. Vysoká škola dopravná v Žiline ako predchodky a terajšej 
Žilinskej univerzity mala 6 tisíc posluchá ov v roku 1992, t. j. pre 15-miliónové esko-
slovensko, ale teraz pre 5-miliónové Slovensko má posluchá ov až 12 tisíc. 

 V rámci boja o PET-f aše musel po et hodín matematiky na školách výrazne pokles-
nú , ke že nie škola si vyberá žiaka, ale žiak si vyberá školu. Hlavné kritérium PET-f a-
še totiž je, že škola ni  po mne nemôže chcie , a už vôbec nie matematiku. Škola ma 
potrebuje, ke že na m a dostáva peniaze, tak o by ešte chcela.  
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Prechod na trojstup ové štúdium spôsobil, že kone ný produkt technickej univerzity, 
teda INŽINIER, absolvuje na vä šine našich techník zhruba o polovicu menej hodín 
kontaktnej výu by matematických predmetov, ako v rokoch 1970–1985 ([1], [3], [4]). To 
zákonite znamená aj menší po et u ite ov matematiky na technikách – to je už ale 
upozornenie pre fakulty matematicko-fyzikálne a prírodovedné na možnú (ne)potrebnos
ich produktov. 

Po et ú astníkov 16. konferencie VŠTEZ v roku 1980 v Banskej Bystrici bol 143, na 
18. konferencii v roku 1984 v Bratislave sa zú astnilo dokonca 162 u ite ov. Po et 
ú astníkov na 26. konferencii v roku 2000 v Lázních Bohdane  klesol na necelých 70 
a približne tento po et sa udržal až po 30. konferenciu v roku 2008. Samozrejme, dnes je 
možné aj viackrát ro ne chodi  na odborne (aj geograficky) ve mi atraktívne konferencie 
po celom svete – je to len otázka pe azí. Ove a vä ší problém však je, že stratil sa 
hlavný motív konferencie typu VŠTEZ. Ke že každá technika (a nielen technika) 
prijme na štúdium aj prázdnu PET-f ašu, lebo najmä po et študentov rozhoduje o prídele 
financií, tak požiadavky na kvalitu išli zákonite dole. Dokonca na mnohých technikách sa 
už nerobia ani prijímacie skúšky, pretože PET-f aša by sa na školu s prijíma kami možno 
ani neprihlásila. Za takéhoto stavu je zbyto né hovori  o metodike vyu ovania a jej 
zlepšovaní, lebo sú až o PET-f aše sa za ala v roku 1999 a dosiahla obrovské úspechy: 
napr. v SR kon í ro ne 600 politológov (400 z jednej fakulty) a neuverite ne ve a 
inžinierov sociálnej práce. Asi aby sa mohli stara  jeden o druhého ...  

3 Záver  
Platenie za kus považujem za hlavný dôvod, pre o sa tradícia konferencií VŠTEZ 

prerušila a (zatia ) posledná, s poradovým íslom 30, bola v roku 2008 v Lázních Boh-
dane .  

Problém. Bude niekedy 31. konferencia o vyu ovaní matematiky na VŠTEZ?  

Lebo katedra kvantitatívnych metód a hospodárskej informatiky ju pripravila pod a 
plánovaného dvojro ného cyklu na rok 2010 do Žiliny presne tak, ako to bolo aj napísané 
v Zborníku 30. konferencie. Ale záujemcov sa našlo len 14. Ni  to nemení na mojom 
presved ení, že takéto konferencie by mimoriadne pomohli najmä za ínajúcim u ite om 
matematiky na technikách. Tí starší u itelia im totiž majú odborne o poveda  a nie je 
dôvod myslie  si, že v budúcnosti to bude iná . Aj ke  – kto vie? Lebo v spolo nosti, 
kde hlavným a takmer jediným kritériom kvality je schopnos  vyrobi  zisk, môže by
všetko iná .  
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PRÍBEH ARABSKÝCH MOZAÍK 

ANNA BÁLINTOVÁ, ROD. TROJÁ KOVÁ

Abstract: This article is dedicated to Arabic mosaics which are considered to be the top of art 
in Arabic geometry. Following its history with emphasis on the period from the 16th century 
to the year 2011, when it attracted worldwide attention on the occasion of granting the Nobel 
price for chemistry – the discovery of quasicrystals. In certain Arabic mosaics, as well as in 
quasicrystals, there are methodical motives which are following particular mathematics rules, 
but are never recurring.

1  Úvod 
 Arabské mozaiky sú vedcami považované za umelecký vrchol arabskej geometrie. 

Neperiodické mozaiky arabsko-islamského umenia možno obdivova  v paláci španielskej 
Alhambry ako aj v iránskej mešite Darb-il Imam. Tieto fascinujúce mozaiky pomohli 
vedcom pochopi  atómovú štruktúru kvazikryštálov. A práve za objav kvazikryštálu 
získal v roku 2011 izraelský vedec Daniel Shechtman1 Nobelovu cenu za chémiu.2

Nobelov výbor pri ude ovaní prestížneho ocenenia ozna il kvazikryštály nasledovne: 
Fascinujúce mozaiky, ktoré sa nikdy neopakujú, podobné tým z arabského sveta, ale na 
úrovni atómov. Výbor naviac zdôraznil, že tento objav bol extrémne kontraverzný. Vedci 
totiž považovali za nemožné, aby existoval kryštál s neperiodickým usporiadaným motí-
vom atómov. Ak sa pozrieme na Shechtmanov objav kvazikryštálu z matematického 
h adiska, tak jeho revolu nos  spo ívala v pä lennej ose symetrie. Pod a dovtedajších 
poznatkov nemal kryštál s takouto symetriou existova . Teória totiž pripúš ala kryštály 2, 
3, 4 alebo 6 násobne symetrické. To znamená, že pri oto ení o patri ný zlomok kruhu 
vznikne rovnaký obrazec. Shechtman navzdory teórii, mal pred sebou difrak ný obrazec, 
ktorý sta ilo oto i  o desatinu kruhu, aby sa dokonale prekryl. A to bolo v rozpore s defi-
níciou kryštálu platnou nieko ko storo í, o vyvolalo nedôveru ba až zarytý odpor zo 
strany niektorých vedcov k tomuto prevratnému objavu. Bol to zrejme aj hlavný dôvod, 
pre o od objavu kvazikryštálu v roku 1982 musel D. Shechtman dlho a vytrvale bojova
za jeho uznanie, korunované v roku 2011 Nobelovou cenou.

2  Arabské mozaiky a kvazikryštály 
 Pôvod mozaík je historikmi umiestnený do oblasti v okolí Stredozemného mora. 

Najstaršie známe mozaiky sa objavujú už v VIII. st. p. n. l., boli vytvorené z okrúhliakov 
rôznych farieb vložených do cementu. Neskoršie (III. – I. st. p. n. l.) sa k nim pridávajú 
úlomky kamienkov, kúsky pálenej hliny, mramora a podobne. V podstate každý národ im 
vpe atil vlastnú identitu prostredníctvom materiálov, tvarov, zoskupení, farieb. Napríklad 
v Ríme dávali prednos  mramoru a sklovine, Mauri zasa najradšej používali úlomky zo 
smaltovaných tehli iek. Všeobecne arabskí tvorcovia mozaík propagovali geometrické 
tvary, ktoré považovali za posvätné. V strede mozaík ve mi asto umiest ovali 8 alebo 16 
cípu hviezdu. 

                                                
1 Daniel Shechtman, (nar. 24. Januára 1941 v Tel Avive), emeritný profesor Izraelského technologického inštitútu 
Technion v Haife. 
2 Nobelova cena za chémiu za rok 2011sa tešila vä šej pozornosti ako obvykle. Organizácia spojených národov 
vyhlásila rok 2011 za rok chémie na po es  stého výro ia udelenia Nobelovej ceny Marii Sklodowskej Curie.
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Vrcholné diela arabských majstrov môžno obdivova  v španielskej Alhambre. Jej 
palác sa za al stava  už v XII. storo í, ale rozšírený, zve adený a dokon ený do sú asnej 
podoby bol až v XVI. storo í. Je dekorovaný množstvom mozaík, ktoré sú vo vä šine 
prípadov vytvorené na základe pravidelných mnohouholníkov a následne aplikovaním 
základných geometrických transformácií, akými sú posunutie, otá anie a symetria. Pri 
podrobnom skúmaní mozaík v Alhambre bolo ur ených 17 rôznych geometrických trans-
formácií, pomocou ktorých je možné realizova  pokrytie roviny rôznymi motívmi. V pr-
vom rade je to pä  základných typov ur ených posunutím daného motívu alebo oto ením 
o 60°, 90°, 120° a 180° – bez prevrátenia základného prvku pokrytia. Ak pripustíme toto 
prevrátenie získame alších dvanás  typov pokrytia, ktoré sú charakterizované rôznym 
po tom osí symetrií: 0, 1, 2, 3, 4, 6. Takto dostávame spolu hore uvedených 17 rôznych 
rovinných pokrytí, nazývaných periodické pokrytia roviny. Môžeme ich rozlišova  aj 
pod a toho, i sa zhodujú so svojím zrkadlovým obrazom alebo nie (prvých pä  základ-
ných transformácií). Ako si možno ahko všimnú , v po te osí symetrií chýba íslo 5, 
a práve pä lenná osa symetrie nás obohatí nielen o neperiodické pokrytie roviny, ale zá-
rove  aj o kvazikryštál. Existenciu uvedených 17 transformácií dokázal v roku 1891 aj 
matematik a kryštalograf Evgraf Stepanovich Fedorov (1853–1919). 

Obr.1 Neperiodická arabská mozaika3

 Konštrukcia motívov arabských mozaík za ínala jednoduchými geometrickými 
tvarmi ako sú trojuholník, štvorec, kruh a následne boli postupne aplikované rôzne alšie 
konštrukcie v etne už spomínaných geometrických transformácií. Finálna kompozícia 
arabských mozaík asto pripomína istým spôsobom labyrint bez konca, o umoc uje ich 
povestné magické aro. Pod ahol mu aj holandský všestranný umelec a vedec Maurits 
Cornelis Escher.4 Návšteva paláca v Alhambre zásadne ovplyvnila jeho alšiu innos , 

                                                
3 Obr. 1 je prevzatý z [6]. 
4 Maurits Cornelis Escher (1898–1972), holandský umelec a vedec známy svojimi kresbami a grafikami. 
5 Obr. 2a je prevzatý z [8], obr. 2b je prevzatý z [7]. 
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po zbytok svojho života sa venoval hlavne konštrukcii rôznych teselácií, nazývaných 
dodnes escherovské. Podrobnejšie sa možno s touto problematikou zoznámi  v lánkoch 
Lucie Ilucovej Csachovej (pozri [1], [2] a [3]). Pripome me si teraz pre úplnos  aspo
definíciu teselácie: Rovinnou teseláciou sa nazýva pokrytie roviny dvojrozmernými ohra-
ni enými útvarmi bez prekrytia (pozri [3]). Najznámejšou Escherovou prácou spojenou 
s mozaikami je grafika predstavujúca príbeh jašteri ky, ktorá sa odpútala od roviny a vy-
dala sa na cestu do priestoru. 

 M. C. Escher sám o sebe povedal: Hoci nemám žiadne vzdelanie v exaktnej vede, as-
to sa mi zdá, že mám viac spolo ného s matematikmi ako s mojimi kolegami umelcami. 
Napriek jeho pocitu matematika, reakcia na tvorbu M. C. Eschera bola zo strany mate-
matikov rozporuplná. Podrobnejšie sa môžeme o tom do íta  v lánku Escher ako u itel
(pozri [3]). 

Venujme teraz svoju pozornos  kvazikryštálom, nako ko ich spojitos  s arabskými 
mozaikami je až zarážajúca (pozri [5]). Kvazikryštál, obr. 2a a 2b, je definovaný ako 
pevná látka, ktorej štruktúrne jednotky (atómy a molekuly) nie sú usporiadané periodic-
ky, ako je tomu u tradi ných kryštálov, ale ani nie sú rozmiestnené náhodne ako u amorf-
ných materiálov. Objav novej štruktúry spôsobil, že bolo potrebné predefinova  aj kryš-
tál. Sú asná definícia znie: Kryštál je akáko vek pevná látka, ktorej difrak ný diagram je 
bodový. 

Obr. 2a Motív elektronickej  
difrakcie kvazikryštálu5

Obr. 2b Atomický model 
kvazikryštálu Ag-Al5

Vrá me sa opä  k našej krá ovne – matematike s konštatovaním, že už v roku 1202 
taliansky matematik Leonardo Pisano Fibonacci predstavil prvý kvaziperiodický rad. Je-
ho konštrukciou, už nieko ko storo í pred objavom kvazikryštálu, dal odpove  na otáz-
ku: Je príroda pri stavbe pevných látok obmedzená výlu ne len na materiály amorfné 
a kryštalické? Alebo existuje možnos  usporiada  atómy na dlhú vzdialenos  pravidelne 
ale neperiodicky? Túto skuto nos  pripomenuli Jan Fikar a Tomáš Kruml vo svojom prí-
spevku Fibonacciho králikárna aneb dvacet let od objevu kvazikrystalu (pozri [4]). Prí-
klady neperiodického rovinného pokrytia predstavili v druhej polovine dvadsiateho sto-
ro ia aj alší matematici. Uve me niektorých z nich v chronologickom poradí: 1961 – 
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Wang Hao, 1966 – Robert Berger, 1971 – Raphael M. Robinson, 1974 – Roger Penrose 
(tzv. Penrosovo pokrytie), 1977 – Robert Ammann, 1996 – Karel ulík a Jaroslav Opa-
trný. 

3  Záver  
Arabské mozaiky predstavujú ve mi zaujímavý, pou ný príklad spojenia matematiky 

a umenia. A v om je pou enie? Vedci by si mali astejšie uvedomi , že niektoré základné 
pravdy môžu by  len domnienky a je ve mi potrebné ma  stále otvorenú myse  novým 
informáciám, tak ako to zdôraznila Nobelova komisia pri ude ovaní cien v roku 2011.  
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GRAMOVY MATICE A DETERMINANTY

Jindřich Bečvář

Abstract: In the first part of this article, some basic properties of Gram matrices
and determinants are described in connections to the Gram-Schmidt ortogonaliza-
tion process, QR-decomposition, solving overdetermined systems, theory of least
squares etc. In the second part, the brief history of these questions, as well as basic
information on lives and achievements of J. P. Gram and E. Schmidt are presented.

1 Úvod

Článek je věnován Gramovým maticím a determinantům a jejich souvislostem
s ortogonální projekcí, známým Gramovým-Schmidtovým ortogonalizačním proce-
sem, QR-rozkladem, aproximací, přibližným řešením soustav lineárních rovnic, které
nemají exaktní řešení, a metodou nejmenších čtverců. Přináší nejdůležitější infor-
mace o J. P. Gramovi a E. Schmidtovi, kteří svými pojednáními k rozvoji těchto
témat přispěli, a několik ukázek z jejich prací. Pojednává též o výkladu této látky
v monografii G. Kowalewského a v článku Y. K. Wonga. Volně navazuje na stať [B1]
týkající se pseudoinverzníchmatic a řešení „neřešitelných	 soustav lineárních rovnic.

2 Gramova matice, Gramův determinant

Nechť V je reálný nebo komplexní prostor se skalárním součinem, tj. vektorový
prostor nad polem F reálných, resp. komplexních čísel, na kterém je definován
skalární součin. Gramovou maticí vektorů w1, . . . , wm ∈ V nazveme matici

G(w1, . . . , wm) =

⎛⎜⎝
(w1|w1) (w1|w2) . . . (w1|wm)
(w2|w1) (w2|w2) . . . (w2|wm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(wm|w1) (wm|w2) . . . (wm|wm)

⎞⎟⎠ ,

Gramovým determinantem vektorů w1, . . . , wm nazveme determinant této matice.
Na místě ij tedy stojí v matici G(w1, . . . , wm) skalární součin i-tého a j-tého
vektoru množiny {w1, . . . , wm}.
Je-li V reálný vektorový prostor, je matice G(w1, . . . , wm) symetrická, je-li V

komplexní vektorový prostor, je matice G(w1, . . . , wm) hermitovská.

Z elementárních vlastností skalárního součinu vyplývá, že pro každé číslo a ∈ F
a každé j = 1, . . . , m je

detG(w1, . . . , awj , . . . , wm) = |a|2 · detG(w1, . . . , wm)

a pro každou permutaci P m-prvkové množiny {1, 2, . . . , m} je
detG(wP (1), . . . , wP (m)) = detG(w1, . . . , wm).

Gramova matice i Gramův determinant přirozeným způsobem souvisí s pojmem
ortogonální projekce.
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3 Ortogonální projekce

Nechť W = [w1, . . . , wm] je podprostor prostoru V a nechť v ∈ V je vektor,
který v podprostoru W neleží. Hledejme ortogonální projekci vp vektoru v na
podprostor W . Situaci naznačuje následující obrázek.
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.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
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............................................................................................................................................
........
.........

........
........
.........

v

vp

v−vp

W = [w1, . . . , wm]
........
........
.........
............
.................

.

Vektor vp je právě jediný vektor podprostoruW , pro který je vektor v−vp kolmý
na podprostor W . Jestliže je vp = a1w1 + · · · + amwm, potom je tato podmínka
ekvivalentní se souborem rovností

(v − vp|wj) = 0, j = 1, . . . , m.

Po dosazení za vp a jednoduché úpravě dostáváme rovnosti

(w1|w1)a1 + (w2|w1)a2 + · · ·+ (wm|w1)am = (v|w1) ,

(w1|w2)a1 + (w2|w2)a2 + · · ·+ (wm|w2)am = (v|w2) ,

..................................................................................

(w1|wm)a1 + (w2|wm)a2 + · · ·+ (wm|wm)am = (v|wm) .

Hledaná m-tice (a1, . . . , am) je tedy řešením soustavy lineárních rovnic, jejíž maticí
je matice transponovaná ke Gramově matici1 vektorů w1, . . . , wm a vektor pravých
stran je tvořen skalárními součiny vektoru v s vektory w1, . . . , wm.

Uvědomme si, že vektor vp ∈ W je možno vyjádřit právě jediným způsobem jako
lineární kombinaci vektorů w1, . . . , wm právě tehdy, jsou-li tyto vektory lineárně
nezávislé, resp. právě tehdy, když má výše uvedená soustava rovnic právě jediné
řešení, tj. právě tehdy, když je její matice regulární. Došli jsme k následujícímu
poznatku:

Gramova matice G(w1, . . . , wm) vektorů w1, . . . , wm je regulární právě tehdy,
když jsou tyto vektory lineárně nezávislé.2

V tomto případě je podle Cramerova pravidla pro každé j = 1, . . . , m

aj =
detGj

detG(w1, . . . , wm)
,

1 Je-li prostor V reálný, je to přímo Gramova matice G(w1, . . . , wm) vektorů w1, . . . , wm.
2 Tento fakt se snadno dokáže i přímo.
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kde Gj jematice, která zmatice G(w1, . . . , wm)T vznikne nahrazením jejího j-tého
sloupce sloupcem pravých stran uvažované soustavy rovnic.

Předpokládejme, že w1, . . . , wm jsou lineárně nezávislé vektory prostoru V . Pod-
prostor W = [w1, . . . , wm] je rovněž prostorem se skalárním součinem (ten je dán
zúžením skalárního součinu prostoru V na podprostor W ). Skalární součin je
v komplexním případě pozitivně definitní hermitovská seskvilineární forma, v reál-
ném případě pozitivně definitní symetrická bilineární forma. Její maticí vzhledem
k bázi {w1, . . . , wm} je právě Gramova matice G(w1, . . . , wm). Přejdeme-li od báze
{w1, . . . , wm} k nějaké ortonormální bázi N podprostoru W (vzhledem k té má
skalární součin jednotkovou matici E), je3

E = BT · G(w1, . . . , wm) · B,

kde B je matice přechodu od báze N k bázi {w1, . . . , wm}. Podle věty o násobení
determinantů je

1 = detBT · detG(w1, . . . , wm) · detB =
∣∣ detB ∣∣2 · detG(w1, . . . , wm).

Odtud ihned vyplývá následující výsledek.

Gramův determinant lineárně nezávislých vektorů je kladný.

Poznamenejme, že když je množina {w1, . . . , wm} ortogonální bází podpros-
toru W , je situace jednodušší. Gramova matice vektorů w1, . . . , wm je diagonální,
na diagonále stojí čtverce norem těchto vektorů. Pro každé j = 1, . . . , m je

aj =
(v|wj)
||wj ||2 .

Koeficientům a1, . . . , am se v tomto případě někdy říká Fourierovy koeficienty.
Zdůrazněme, že j-tý koeficient závisí jen na vektoru v a j-tém vektoru ortogonální
báze {w1, . . . , wm}. Zvětšíme-li podprostor W přidáním nenulového vektoru wm+1,
který je kolmý na vektory w1, . . . , wm, potom ortogonální projekce vektoru v na
podporostor [W, wm+1] bude součtem ortogonální projekce vektoru v na podpros-
tor W a vektoru

am+1wm+1 =
(v|wm+1)
||wm+1||2 · wm+1.

Na této skutečnosti se zakládá myšlenka nekonečného rozvoje. Pokud má pros-
tor V nekonečnou dimenzi a existuje v něm spočetná ortogonální podmnožina
{w1, w2, . . . } nenulových vektorů, můžeme uvažovat o projekci vp vektoru v na
podprostor W = [w1, w2, . . . ], tj. o nekonečné řadě

vp =
∞∑

j=1

ajwj , kde aj =
(v|wj)
||wj ||2 pro každé j = 1, 2, 3, . . .

Závažnou otázkou je, jaký je vztah vektoru v a jeho ortogonální projekce vp na
podprostor W pro daný prostor V , daný skalární součin a podprostor W .

3 Symbolem B značíme matici, která je komplexně sdružená s maticí B, tj. na stejných místech
těchto matic jsou navzájem komplexně sdružená čísla. V reálném případě je B = B.
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4 Gramův-Schmidtův ortogonalizační proces

Ortogonální projekci (a zejména její geometrickou představu – viz předchozí
obrázek) lze velmi snadno využít ke zdůvodnění tzv. Gramova-Schmidtova ortogo-
nalizačního procesu. Máme-li množinu {v1, . . . , vm} vektorů prostoru V , můžeme
následujícím postupem sestrojit ortogonální množinu {w1, . . . , wm} podprostoru
W = [v1, . . . , vm].

1. Nejprve položíme

w1 = v1.

2. Vektor v2 kolmo promítneme na podprostor [w1] a jako druhý vektor vezmeme
vektor

w2 = v2 − (v2|w1)
||w1||2 · w1.

3. Vektor v3 kolmo promítneme na podprostor [w1, w2] a jako třetí vektor vezmeme
vektor

w3 = v3 − (v3|w1)
||w1||2 · w1 − (v3|w2)

||w2||2 · w2 atd.

m. Nakonec vektor vm kolmo promítneme na podprostor [w1, . . . , wm−1] a jako
m-tý vektor vezmeme vektor

wm = vm − (vm|w1)
||w1||2 · w1 − · · · − (vm|wm−1)

||wm−1||2 · wm−1.

Z uvedené konstrukce4 ihned vyplývá ortogonalita vektorů {w1, . . . , wm}. Rovněž
je dobře vidět, že se vektory v1, . . . , vm snadno vyjádří jako lineární kombinace
vektorů w1, . . . , wm a naopak, vektory w1, . . . , wm jako lineární kombinace vektorů
v1, . . . , vm. Jestliže je tedy {v1, . . . , vm} bází podprostoru W , je {w1, . . . , wm}
ortogonální bází tohoto podprostoru; pokud tyto vektory normujeme, dostaneme
ortonormální bázi podprostoru W .

5 QR-rozklad

Gramův-Schmidtův proces je jednou z cest, jak dospět k tzv. QR-rozkladu5 ma-
tice na součin ortogonální a horní trojúhelníkové matice.

Nechť je dána (obecně obdélníková) matice A typu n × m s lineárně nezávis-
lými sloupci v1, v2, . . . , vm ∈ Fn. Modifikujme výše uvedený Gramův-Schmidtův
ortogonalizační proces takto: v každém kroku budeme vektor wi normovat, získáme
vektor ei, vektor vi+1 budeme promítat na podprostor generovaný ortonormální bází
{e1, e2, . . . , ei} a vyjádříme jej lineární kombinací těchto vektorů.
1. w1 = v1, e1 =

w1
||w1|| .

4 Poznamenejme, že vyjde-li vektor wj nulový pro nějaký index j, vynecháváme v dalším

výpočtu členy
(vk|wj)

||wj ||2
· wj pro k > j.

5 Též QR-faktorizace, resp. QR-dekompozice.
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Je tedy (v1|e1) = (w1|e1) = ||w1||.
Potom je v1 = (v1|e1)e1.
2. w2 = v2 − (v2|e1)e1, e2 =

w2
||w2|| .

Je tedy (v2|e2) = (w2|e2) = ||w2||.
Potom je v2 = (v2|e1)e1 + ||w2||e2 = (v2|e1)e1 + (v2|e2)e2. Atd.
m. wm = vm − (vm|e1)e1 − · · · − (vm|em−1)em−1, em =

wm

||wm|| .

Je tedy (vm|em) = (wm|em) = ||wm||.
Potom je vm = (vm|e1)e1 + · · ·+ (vm|em−1)em−1 + ||wm||em =

= (vm|e1)e1 + · · ·+ (vm|em)em.

Utvoříme-li matici Q z vektorů e1, e2, . . . , em jako sloupců, je

A = Q ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(v1|e1) (v2|e1) (v3|e1) . . . (vm|e1)
0 (v2|e2) (v3|e2) . . . (vm|e2)
0 0 (v3|e3) . . . (vm|e3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 (vm|em)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Příklad. Uveďme jednoduchý příklad QR-rozkladu, který byl získán výše uve-
deným postupem:⎛⎝ 1 1 1

0 1 0

1 0 2

⎞⎠ =
⎛⎜⎜⎝

1√
2

1√
6

− 1√
3

0 2√
6

1√
3

1√
2

− 1√
6

1√
3

⎞⎟⎟⎠ ·

⎛⎜⎜⎝
√
2 1√

2
3√
2

0
√
3√
2

− 1√
6

0 0 1√
3

⎞⎟⎟⎠ .

6 Aproximace

Ortogonální projekce vp ∈ W vektoru v ∈ V na podprostor W = [w1, . . . , wm]
je vektor, který je vektoru v ze všech vektorů podprostoru W „nejbližší	 v tomto
smyslu:

∀w ∈ W, w �= vp ||v − vp|| < ||v − w||.
K důkazu této skutečnosti stačí nahlédnout následující obrázek a užít Pýthagorovu
větu pro vyšrafovaný trojúhelník.
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Jsou-li vektory w1, . . . , wm lineárně nezávislé, můžeme pomocí Gramova deter-
minantu zjistit, „o kolik	 se vektory v a vp liší, tj. vypočítat normu (délku) vektoru
v − vp. Zřejmě je

||v − vp||2 = (v − vp
∣∣v − vp) = (v − vp

∣∣v) = (v|v)− (vp|v) =

= ||v||2 −
m∑

j=1

detGj

detG(w1, . . . , wm)
· (wj |v),

takže

||v − vp||2 · detG(w1, . . . , wm) = ||v||2 · detG(w1, . . . , wm)−
m∑

j=1

detGj · (wj |v) .

Rozvineme-li determinant matice G(v, w1, . . . , wm)T podle prvního řádku, do-
staneme rovnost

detG(v, w1, . . . , wm) = (v|v) ·detG(w1, . . . , wm) +
m∑

j=1

(−1)j ·(wj |v)·(−1)j−1 ·detGj .

Pravé strany předchozích rovností se rovnají, takže

||v − vp||2 · detG(w1, . . . , wm) = detG(v, w1, . . . , wm),

neboli

||v − vp||2 = detG(v, w1, . . . , wm)
detG(w1, . . . , wm)

.

7 Přibližné řešení soustavy lineárních rovnic

Uvažujme následující soustavu lineárních rovnic nad polem F .

w11x1 + w12x2 + · · ·+ w1mxm = v1,

w21x1 + w22x2 + · · ·+ w2mxm = v2,

.................................................... (1)

wn1x1 + wn2x2 + · · ·+ wnmxm = vn.

Sloupce rozšířené matice této soustavy zapíšeme jako vektory

w1 = (w11, w21, . . . , wn1),

w2 = (w12, w22, . . . , wn2),

.....................................

wm = (w1m, w2m, . . . , wnm),

v = (v1, v2, . . . , vn),

budeme je považovat za vektory prostoru Fn se standardním skalárním součinem.6

Definujme podprostor W prostoru Fn rovností W = [w1, w2, . . . , wm].

6 Připomeňme, že standardní skalární součin vektorů x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ F n

je definován rovností (x|y) = n
i=1 xiyi pro F = R, resp. (x|y) = n

i=1 xiyi pro F = C.
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Víme, že soustava (1) je řešitelná právě tehdy, když je sloupec pravých stran
lineární kombinací sloupců matice soustavy (tj. v ∈ W ); vektory utvořené z koefi-
cientů všech takových lineárních kombinací jsou právě všechna řešení soustavy (1).

Pokud soustava (1) není řešitelná, není sloupec pravých stran lineární kombinací
sloupců matice soustavy (tj. v /∈ W ). Vektor v nahradíme „nejbližším	 vektorem
ležícím v podprostoru W . Tímto vektorem, jak již víme, je ortogonální projekce vp

vektoru v na podprostor W . Zajímají nás však koeficienty a1, . . . , am lineární kom-
binace, kterou je vektor vp z vektorů w1, . . . , wm vyjádřen. Vektor (a1, . . . , am) dává
tzv. přibližné řešení neřešitelné soustavy (1). Tento vektor, jak jsme již viděli, je
řešením soustavy lineárních rovnic, jejíž maticí je matice G(w1, . . . , wm)T. Jsou-li
vektory w1, w2, . . . , wm lineárně nezávislé, je přibližné řešení jediné.

Příklad. Uvažujme soustavu lineárních rovnic nad polem reálných čísel:

x + y + 2z = 2,
x − y + z = 1,
2x + 3z = 2.

(2)

Soustava (2) je zjevně neřešitelná. Vyřešíme tedy soustavu lineárních rovnic s Gra-
movou maticí:

6a1 + 9a3 = 7,
2a2 + a3 = 1,

9a1 + a2 + 14a3 = 11.

Jejím řešením je lineární množina (− 13 , 0, 1) +
[
(3, 1,−2)], všechny její vektory

jsou přibližnými řešeními soustavy (2). Chceme-li najít přibližné řešení s nejmenší
normou, musíme zjistit, pro jaké k nabývá funkce(− 1

3
+ 3k

)2
+ k2 + (1− 2k)2 = 14k2 − 6k + 1 + 1

9

minimální hodnoty. Snadno zjistíme, že to nastane pro k = 3
14 . Přibližné řešení

soustavy (2) s nejmenší normou je tedy

1
42

(
13, 9, 24

)
.

Pro výpočet přibližného řešení s nejmenší normou můžeme využít Mooreovu-
Penroseovu pseudoinverzní matici (viz [B1]). K matici A soustavy rovnic (2) je
Mooreovou-Penroseovou pseudoinverzní maticí matice

A+ =
1
42

⎛⎝−2 7 5
18 −21 −3
6 0 6

⎞⎠ .

Vynásobíme-li touto maticí sloupec pravých stran soustavy (2), získáme výše uve-
dené přibližné řešení soustavy (2), které má nejmenší normu.

konference HM 36 - text.indd   95konference HM 36 - text.indd   95 1.7.2015   11:38:321.7.2015   11:38:32



96

8 Metoda nejmenších čtverců

S výše uvedenou problematikou velmi úzce souvisí základnímyšlenka tzv. metody
nejmenších čtverců. Máme-li například najít koeficienty a1, a2, . . . , an, které figurují
v lineární kombinaci

y = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn,

přičemž hodnoty proměnných veličin y, x1, x2, . . . , xn jsou postupně zjišťovány po-
zorováními (nebo měřeními), docházíme po k pozorováních, kde k je výrazně větší
než n, k soustavě rovnic

a1x11 + a2x12 + · · ·+ anx1n = y1,

a1x21 + a2x22 + · · ·+ anx2n = y2,

.............................................. (3)

a1xk1 + a2xk2 + · · ·+ anxkn = yk,

která je pravděpodobně neřešitelná. Sloupec (y1, y2, . . . , yk) pak není lineární kom-
binací sloupců matice soustavy (3). Nahradíme jej proto jeho ortogonální projekcí
yp = (z1, z2, . . . , zk) na podprostor W prostoru F k, který je generován n sloupci
matice soustavy (3). Přitom je

∀w ∈ W, w �= yp ||y − yp|| < ||y − w||.
Píšeme-li w = (w1, w2, . . . , wk), je tato podmínka ekvivalentní s nerovností

k∑
i=1

(yi − zi)
2 <

k∑
i=1

(yi − wi)
2.

Proto se hovoří o metodě nejmenších čtverců.

Širší kontext předchozích odstavců lze najít v učebnici [B2], ale i v řadě dalších
knih, viz např. [P].

9 Jørgen Pedersen Gram

Jørgen Pedersen Gram, dánský matematik a pojišťovací matematik (aktuár), se
narodil 27. června 1850 v Nustrupu (nedaleko Haderslev, vévodství Šlesvické) v rodi-
ně farmáře Pedera Jørgensena Grama. V letech 1862 až 1868 navštěvoval střední
školu (Ribr Katedralskole), pak studoval na univerzitě v Kodani, kde roku 1873
absolvoval náročné magisterské studium matematiky (na úrovni dnešního Ph.D.).
Ještě před koncem studia zveřejnil první práci v časopisu Tidsskrift for Mathematik
a roku 1874 publikoval její rozšířenou verzi pod názvem Sur quelques théorèmes
fondamentaux de l’algèbre moderne v časopisu Mathematische Annalen.

Roku 1875 se stal asistentem-výpočtářem v pojišťovací společnosti Hafnia, v níž
se postupně dostával na významnější pozice, v letech 1895 až 1910 byl jejím ve-
doucím úředníkem. V sedmdesátých a osmdesátých letech rovněž pracoval na ma-
tematickém modelu pro lesní hospodářství, který stále zdokonaloval, a své výsledky
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čas od času publikoval (1876, 1879, 1883, 1889). Jeho model lesního hospodářství
byl v praxi využíván. Roku 1884 Gram založil vlastní pojišťovací společnost Skjold,
jejímž ředitelem byl až do roku 1911. Nadále však pracoval ve společnosti Hafnia.

Aktivity pro pojišťovací společnost i vytváření matematického modelu lesního
hospodářství ho vedly zpět k teoretické matematice, zejména k pravděpodobnosti,
statistice a numerické analýze. Teoretické poznatky těchto disciplín totiž často při
svých činnostech využíval. Byl nejen vynikajícím výpočtářem, ale i tvůrčím mate-
matikem. Jeho odborné zaměření je možno vymezit následujícími hesly: pravděpo-
dobnost, matematická statistika, numerická analýza, teorie čísel, Gama funkce,
Dzeta funkce, posloupnosti ortogonálních funkcí, rozvoje funkcí v ortogonální řady,
aproximace, metoda nejmenších čtverců.

Za rozsáhlou práci Undersøgelser angaaende Maengden af Primtal under en given
Graeense7 získal Gram roku 1884 zlatou medaili Dánské akademie věd. O čtyři roky
později byl zvolen jejím čestným členem.

V letech 1910 až 1916 byl předsedou Dánské pojišťovací rady. Pravidelně před-
nášel v Dánské matematické společnosti, v letech 1883 až 1889 byl editorem ča-
sopisu Tidsskrift for Mathematik, spolupracoval s časopisem Jahrbuch über die
Fortschritte der Mathematik (referoval o pracích publikovaných v Dánsku). Přesto-
že nikdy nepůsobil na univerzitě, ovlivnil celou generaci dánských matematiků.

Roku 1879 se Gram oženil, jeho ženou se stala Dorthe Marie Sørensen, dcera
kováře. Roku 1895 ovdověl, o rok později se podruhé oženil, jeho druhou ženou
byla Emma Birgitte Hansen. Zemřel 29. dubna 1916 v Kodani, po úrazu, který mu
způsobil neopatrný cyklista. O jeho životě a díle viz [Z], [HM], [H1], [H2] a [Wa].

Jørgen Pedersen Gram získal roku 1879 titul doktora filozofie za práci Om Räk-
keudviklinger, bestemte ved Hjälp af de mindste Kvadraters Methode [G1], jejíž
německou verzi publikoval roku 1883 v časopisu Journal für die reine und ange-
wandte Mathematik pod názvem Ueber die Entwickelung reeller Functionen in Rei-
hen mittelst der Methode der kleinsten Quadrate [G2]. Tato práce sehrála důležitou
roli v teorii integrálních rovnic. Právě v ní jsou načrtnuty (ještě v nepříliš zjevné
formě) pojmy Gramova matice, Gramův determinant a ortogonalizační proces.

Gegeben sei eine Reihe von Argumenten x und zwei derselben entsprechende Rei-
hen von Grössen ox und νx. Diese Grössen werden sämmtlich als reell angenom-
men, die νx ferner positiv. In einer nach bekannten Functionen von x fortschrei-
tenden Reihe mit n Gliedern

(1.) yx = a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn

sollen dann die Coefficienten so bestimmt werden, dass die Summe
∑

x νx(ox−yx)2

ein Minimum werde.

7 Det kongelige danske Videnskabernes Selskab 2 (1884), str. 183–308. Práce bývá citována
pod názvem Investigations of the number of primes less than a given number.

konference HM 36 - text.indd   97konference HM 36 - text.indd   97 1.7.2015   11:38:321.7.2015   11:38:32



98

Mit anderen Worten, man soll die Function y so bestimmen, dass, wenn ox als
Beobachtungen, νx als zugehörige Gewichte aufgefasst werden, die Quadratsumme
der Abweichungen die kleinstmögliche werde.

Die Aufgabe führt auf n Gleichungen von der Form

(2.)
∑

x

νxXiox =
∑

x

νxXiyx (i = 1, 2, . . . n),

aus welchen man durch Einsetzen des Ausdruckes (1.) für y n Normalgleichungen
erhält. Diese können nach dem bekannten Gaussischen Verfahren aufgelöst werden;
wir schlagen aber einen anderen Weg ein.

Bezeichnet man im Allgemeinen durch

(3.) y(m)x = am1X1 + am2X2 + · · ·+ ammXm

die Function y, welche erhalten wird, wenn man nur die m ersten Glieder der Reihe
(1.) bei der Ausgleichung benutzt, und setzt man ferner der Kürze wegen

(4.)
∑

x

νxXiox = si, und
∑

x

νxXiXk = pik = pki,

so werden die Normalgleichungen für die Coefficienten von ym

(5.)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
s1 = am1p11 + am2p12 + · · ·+ ammp1m,

s2 = am1p21 + am2p22 + · · ·+ ammp2m,

..............................................................

sm = am1pm1 + am2pm2 + · · ·+ ammpmm.

Statt die Function y direct zu bestimmen, suchen wir allgemein die Differenz
y(m) − ym−1 = bm1X1 + bm2X2 + · · ·+ bmmXm, wo bmi = ami − am−1 i. Für die b
erhält man dann m − 1 Gleichungen

bm1p11 + bm2p12 + . . . + bm m−1p1m−1 + ammp1m = 0,

bm1p21 + bm2p22 + . . . + bm m−1p2m−1 + ammp2m = 0,

...........................................................................................

bm1pm−1 1 + bm2pm−1 2 + · · ·+ bm m−1pm−1m−1 + ammpm−1m = 0.

Aus diesen ergeben sich die b, wenn zuerst amm aus den Normalgleichungen (5.)
bestimmt worden ist.

Bezeichnet man mit P (m) die symmetrische Determinante
∑±p11p22 . . . pmm

und durch P
(m)
ik die dem Elemente pik entsprechende Unterdeterminante derselben,

so wird erstens

amm =

∑
i P
(m)
mi si

P (m)
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und demnächst

bm1

P
(m)
m1

=
bm2

P
(m)
m2

= · · · = bm m−1
P
(m)
m m−1

=
amm

P
(m)
mm

=

∑
i P
(m)
mi si

P (m)P (m−1) .

Wenn man die m ersten Verhältnisse resp. mit X1, X2, . . . , Xm im Zähler und
Nenner multiplicirt und addirt, kommt

y(m) − ym−1∑
i P
(m)
mi Xi

=

∑
i P
(m)
mi si

P (m)P (m−1) ,

oder ganz allgemein

(6.) y(m) − ym−1 =
∑

i P
(m)
mi si

P (m−1)P (m)
·
∑

i

P
(m)
mi Xi .

Da ferner y(1) = a11X1 =
s1

P (1)
, so wird endlich durch einfache Addition für y(n)

die folgende Formel erhalten:

(7.) y(n) =
s1 · X1
P (1)

+

∑
i P
(2)
2i si ·

∑
i P
(2)
2i Xi

P (1)P (2)
+ · · ·+

∑
i P
(n)
ni si ·

∑
i P
(n)
ni Xi

P (n−1)P (n)
.

Die Summationen sollen überall auf alle diejenigen Werthe von i erstreckt werden,
für welche die Determinanten ihre Bedeutung behalten.

Aus dieser Formel lassen sich die Coefficienten a ohne Schwierigkeit bestimmen.
([G2], str. 42–44)

O Gramově disertaci [G1] referoval v časopisu Jahrbuch über die Fortschritte
der Mathematik Wilhelm Lazarus (1825–1890), o Gramově práci [G2] Otto Stolz
(1842–1905). Oba referáty přispěly k obecnému povědomí o Gramových výsledcích.

10 Erhard Schmidt

Německý matematik Erhard Schmidt se narodil 13. ledna roku 1876 v Dorpatu
(Tartu, Jurjev, nyní Estonsko) v rodině fyziologa Alexandera Schmidta. Studoval na
německých univerzitách v Dorpatu, Berlíně a Göttingen. V Berlíně byl jeho učitelem
Hermann Amadeus Schwarz (1843–1921), v Göttingen David Hilbert (1862–1943).
Roku 1905 získal v Göttingen doktorát. Výsledky jeho disertační práce Entwick-
lung willkürlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener byly roku 1907 pub-
likovány v časopisu Mathematische Annalen (viz [S1]). Roku 1906 se Schmidt habili-
toval v Bonnu. O dva roky později získal profesorské místo na univerzitě v Curychu,
od roku 1910 působil krátce v Erlangen, od roku 1911 ve Vratislavi (Wroc�law, Bres-
lau) a pak v letech 1917 až 1950 na univerzitě v Berlíně (v období 1929 až 1930
byl rektorem). Od roku 1946 do roku 1958 byl prvním ředitelem Matematického
institutu Akademie věd Německé demokratické republiky.
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Erhard Schmidt byl členem (1918) Pruské akademie věd v Berlíně, členem (1927)
a předsedou (1927/28 a 1935/36) Deutsche Mathematiker-Vereinigung, členem
(1942) Bavorské akademie věd. Roku 1936 byl vedoucím německé delegace na Mezi-
národním kongresu matematiků v Oslo. Podílel se na založení časopisu Mathema-
tische Zeitschrift (1918), roku 1948 založil časopis Mathematische Nachrichten a po
dvě desetiletí byl jeho hlavním redaktorem.

Roku 1909 se oženil, jeho žena Berta von Bergmann však roku 1916 při narození
třetího syna zemřela. Schmidt zemřel 6. prosince 1959 v Berlíně. O jeho životě
a díle viz [R], [Di], [N] a [Pi].

Erhard Schmidt stavěl na výsledcích svých učitelů. Pracoval hlavně v teorii funk-
cí, navazoval na Hilbertovy výsledky o integrálních rovnicích, využíval Schwarzovy
metody. Věnoval se rovněž algebře, teorii potenciálu a izoperimetrickému problému.
Patřil k těm matematikům, kteří do teorie Hilbertových prostorů vnesli geometrické
představy a geometrickou terminologii; funkce, resp. posloupnosti chápal jako body
(resp. vektory) prostoru nekonečné dimenze. Jeho práce z let 1907 a 1908 měly
velký význam pro rozvoj funkcionální analýzy (ortogonalizační proces, lineární ope-
rátory a funkcionály, prostory nekonečné dimenze, prostory funkcí integrovatelných
v lebesgueovském smyslu atd.).

Ortogonalizační (přesněji řečeno ortonormalizační) proces prezentoval roku 1907
víceméně v dnešní podobě v první části třídílné práce Zur Theorie der linearen und
nichtlinearen Integralgleichungen [S1].8 Popsal jej ve třetím paragrafu Ersetzung
linear unabhängiger Funktionensysteme durch orthogonale. Uvažoval n lineárně
nezávislých spojitých reálných funkcí ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x) definovaných na
uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a s jejich pomocí vytvořil ortonormální systém funkcí

ψ1(x) =
ϕ1(x)√∫ b

a
(ϕ1(y))2dy

,

ψ2(x) =
ϕ2(x)− ψ1(x)

∫ b

a
ϕ2(z)ψ1(z)dz√∫ b

a

(
ϕ2(y)− ψ1(y)

∫ b

a
ϕ2(z)ψ1(z)dz

)2
dy

,

.....................................................................

ψn(x) =
ϕn(x)−

∑�=n−1
�=1 ψ�(x)

∫ b

a
ϕn(z)ψ�(z)dz√∫ b

a

(
ϕn(y)−

∑�=n−1
�=1 ψ�(y)

∫ b

a
ϕn(z)ψ�(z)dz

)2
dy

,

který generuje stejný prostor funkcí jako výchozí soubor ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x).

Die Funktionen ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x) bilden ferner ein normiertes und ortho-
gonales Funktionensystem d. h. genügen den Gleichungen

8 První část práce [S1] má stejný název jako Schmidtova disertace z roku 1905, z velké části je
její mírnou modifikací.
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∫ b

a

ψμ(x)ψν(x)dx = 0 oder 1,

je nachdem ν und μ verschieden oder gleich sind. ([S1], str. 443)

V poznámce pod čarou Schmidt upozornil na Gramovu práci [G2] z roku 1883,
v níž se myšlenka ortogonalizace již objevila:

Im wesentlichen dieselben Formeln sind von J. P.Gram in der Abhandlung „Ueber
die Entwickelung reeller Functionen in Reihen mittelst der Methode der kleinsten
Quadrate�, Crelles Journal Bd. 94, aufgestellt worden. ([S1], str. 442)

V závěrečné kapitole práce [S1] nazvané Über die Entwicklung willkürlicher Fuk-
tionen nach Systemen vorgeschriebener (str. 473–476) uvažoval ortonormalizační
proces aplikovaný na spočetný systém reálných funkcí ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕν(x), . . . se
spojitými druhými derivacemi na uzavřeném intervalu 〈a, b〉, pro které pro každé ν
je ϕν(a) = ϕν(b) = 0. Předpokládal, že systém funkcí ϕ′′

1(x), ϕ
′′
2(x), . . . je uzavřený

9

(abgeschlossenes), tj. že neexistuje nenulová spojitá funkce f(x), pro kterou by bylo
f(a) = f(b) = 0 a pro každé ν platila rovnost

∫ b

a

f(x)ϕ′′
ν(x) dx = 0.

Mírně modifikovaným ortogonalizačním procesem získal funkce ψ1(x), ψ2(x), . . . ,

ψν(x) =
ϕν(x)−

∑�=ν−1
�=1 ψ�(x)

∫ b

a
ϕ′

ν(z)ψ
′
�(z) dz√∫ b

a

(
ϕ′

ν(y)−
∑�=ν−1

�=1 ψ′
�(y)

∫ b

a
ϕ′

ν(z)ψ′
�(z) dz

)2
dy

, . . .

Pak dokázal, že pro každou funkci g(x) se spojitou derivací na intervalu 〈a, b〉, pro
kterou g(a) = g(b) = 0, je

g(x) =
ν=∞∑
ν=1

ψν(x)
∫ b

a

g′(y)ψ′
ν(y) dy ,

přičemž tato řada konverguje absolutně a stejnoměrně. V následujícím paragrafu
tento výsledek zobecnil: nepředpokládal nulovost funkcí v bodech a, b. Dospěl tak
k úvahám o nekonečných rozvojích spojitých funkcí.

Roku 1908 popsal Schmidt ortogonalizační proces daleko abstraktněji v práci
Über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten [S2].
Nekomplikoval přitom ortogonalizační proces normováním vektorů. V paragrafu
Die Orthogonalisierung (str. 61–62) konstruoval k daným komplexním funkcím
A1(x), A2(x), . . . , An(x) ortogonální systém funkcí (orthogonales Funktionensys-
tem)

9 Tato podmínka velice omezuje prostor funkcí, na které lze výsledek aplikovat.
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C1(x) = A1(x),

C2(x) = A2(x)− (A2;C1)||C1||2 · C1(x),

C3(x) = A3(x)− (A3;C1)||C1||2 · C1(x)− (A3;C2)||C2||2 · C2(x),

.............................................................

Cn(x) = An(x)−
�=n−1∑

�=1

(An;C�)
||C�||2 · C�(x)

a ukázal, že funkce C1(x), C2(x), . . . , Cn(x) generují stejný prostor jako funkce
A1(x), A2(x), . . . , An(x) (o nichž tentokrát nepředpokládal, že jsou lineárně nezá-
vislé). V poznámce pod čarou opět odkázal na Gramovu práci [G2] z roku 1883.
Uvedl rovněž, že nenulové funkce Ci(x) je možno normovat a že lze vyjít i od
spočetného systému funkcí A1(x), A2(x), . . .

Unsere Rekursionsformeln (20) und die an sie geknüpften Schlussfolgerungen
behalten ihre Gültigkeit, wenn die gegebene Funktionenreihe unendlich ist. Das an-
gegebene Verfahren liefert dann eine orthogonale und normirte Funktionenreihe,
welche mit der gegebenen in dem Sinne linear aequivalent ist, dass jede Funktion
der ersteren Reihe sich linear homogen mit constanten Coefficienten durch eine
endliche Anzahl der Funktionen der zweiten Reihe darstellen lässt und umgekehrt.

([S2], str. 62)

V následujícím paragrafu nazvaném Ein weiteres Kriterium linearer Abhängigkeit
(str. 62–63) Schmidt definoval Gramův determinant funkcí A1(x), A2(x), . . . , An(x)
a dokázal, že je invariantní vzhledem k lineárním transformacím, jejichž determinant
je v absolutní hodnotě roven jedné. Termín Gramův determinant nepoužil, ale opět
se odvolal na Gramovu práci [G2].

Převodem odpovídající Gramovy matice na diagonální tvar Schmidt odvodil,
že Gramův determinant je vždy nezáporný a že funkce A1(x), A2(x), . . . , An(x)
jsou lineárně nezávislé právě tehdy, když je příslušný Gramův determinant kladný.

Die Determinante (21) ist also stets reell und nie negativ. Sie ist gleich Null,
wenn die Funktionen A1(x), A2(x), . . . , An(x) linear abhängig sind und grösser
als Null, wenn sie linear unabhängig sind. ([S2], str. 63)

S ortogonalizačním procesem a Gramovými determinanty Schmidt pracoval i ve
druhé kapitole Auflösung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten,
která pojednává o homogenní soustavě lineárních rovnic

an1Z1 + an2Z2 + · · ·+ anmZm . . . ad inf. = 0 (n = 1, 2, . . . ad inf.)
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a nehomogenní soustavě lineárních rovnic, která je zapsána obdobně. Gramovy de-
terminanty využil při rozkladu dané funkce na dvě navzájem kolmé složky, z nichž
jedna leží v podprostoru generovaném funkcemi A1(x), A2(x), . . . , An(x), resp. or-
togonální bází B1(x), B2(x), . . . , Bn(x) (str. 67–68); v poznámce pod čarou znovu
odkázal na Gramovu práci [G2]. Gramovy determinanty využil i v paragrafu
Auflösung der inhomogenen linearen Gleichungen (str. 69–71).

O Schmidtově práci [S1] referoval v časopisu Jahrbuch über die Fortschritte der
Mathematik Paul Gustav Stäckel (1862–1919), o jeho práci [S2] Ernst Hellinger
(1883–1950).

Schmidtovy práce [S1] a [S2] jsou psány téměř dnešním stylem. Ve srovnání
s Gramovou statí [G2] jsou jasné a srozumitelné.

11 Gerhard Hermann Waldemar Kowalewski

Na Gramovy a Schmidtovy výsledky reagoval Gerhard Kowalewski (1876–1950)10

v prvním vydání své rozsáhlé monografie Einführung in die Determinantentheorie
einschließlich der unendlichen und der Fredholmschen Determinanten [K] z roku
1909. V 15. kapitole nazvané Wronskische und Gramsche Determinanten věnoval
pozornost Gramovým determinantům v souvislosti s lineární závislostí a nezávislostí
aritmetických vektorů a spojitých reálných, resp. spojitých komplexních funkcí. Zá-
kladní výsledky uvedl v paragrafu Gramsche Kriterium für reelle stetige Funktionen
(str. 321–325).

Wir wissen, daß m Wertsysteme⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
x11, x12, . . . , x1n

x21, x22, . . . , x2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm1, xm2, . . . , xmn

(1)

dann und nur dann linear unabhängig sind, wenn ihre Matrix den Rang m hat. . . .

Die reellen Wertsysteme (1) sind dann und nur dann linear unabhängig, wenn∥∥∥∥∥∥∥
x11, x12, . . . x1n
x21, x22, . . . x2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm1, xm2, . . . xmn

∥∥∥∥∥∥∥
2

=

∣∣∣∣∣∣∣
(x1 x1) (x1 x2) . . . (x1 xm)
(x2 x1) (x2 x2) . . . (x2 xm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(xm x1) (xm x2) . . . (xm xm)

∣∣∣∣∣∣∣
10 Kowalewski studoval v Königsbergu (Královec, Kaliningrad), Greifswaldu a Lipsku, kde

roku 1898 promoval a o rok později se habilitoval. Jako mimořádný profesor působil od roku 1901
v Greifswaldu a od roku 1904 v Bonnu, jako řádný profesor od roku 1909 na Německé technice
v Praze, od roku 1912 na Německé univerzitě v Praze, od roku 1920 na technice v Drážďanech
a v letech 1939 až 1945 opět na Německé univerzitě a Německé technice v Praze. Věnoval se hlavně
teorii transformačních grup, diferenciální geometrii, teorii aproximací a interpolací, matematické
teorii her a historii matematiky. Je autorem více než stovky odborných časopiseckých prací a více
než dvaceti učebnic, které vycházely opakovaně a byly hojně využívány na německých univerzitách
i technikách.
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positiv ist.11

Wir wollen diese Determinante die Determinante der inneren Produkte nennen
oder die Gramsche Determinante der Wertsysteme (1).

Die Determinante der inneren Produkte von m reellen Wertsystemen ist also
positiv, solange die Wertsysteme linear unabhängig sind, und verschwindet, wenn
sie linear abhängig sind. . . .

Die Determinante der inneren Produkte von m reellen stetigen Funktionen

f1(x), f2(x), . . . , fm(x) (a ≤ x ≤ b) (2)

ist positiv, solange die Funktionen linear unabhängig sind, und verschwindet, wenn
sie linear abhängig sind.

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die lineare Unabhängigkeit der
reellen stetigen Funktionen (2) lautet also∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(f1 f1) (f1 f2) . . . (f1 fm)

(f2 f1) (f2 f2) . . . (f2 fm)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(fm f1) (fm f2) . . . (fm fm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0.

Dies ist das Gramsche Kriterium. ([K], str. 321–322)

V důkazu Gramova kritéria Kowalewski využil ortonormalizační proces a od
funkcí f1(x), f2(x), . . . , fm(x) dospěl k funkcím ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕm(x):

Setzen wir

ϕ1 =
f1√
(f1 f1)

,

so wird
(ϕ1 ϕ1) = 1.

Es läßt sich nun λ so wählen, daß

(f2 + λ ϕ1 , ϕ1) = (f2 ϕ1) + λ = 0

ist. Man braucht nur
λ = − (f2 ϕ1)

zu setzen.

f̂2 = f2 + λ ϕ1 kann nicht in dem ganzen Intervall (a, b) verschwinden. Sonst
wären die Funktionen f linear abhängig. Es ist daher

(f̂2 f̂2) > 0

11 Symbolem na levé straně předchozí rovnosti je míněn součin dvou matic, které mají v řádcích
vektory x1, x2, . . . , xm, přičemž se násobí řádky s řádky. Viz [K], str. 66.
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und, wenn wir

ϕ2 =
f̂2√
(f̂2 f̂2)

setzen,
(ϕ2 ϕ2) = 1, (ϕ2 ϕ1) = 0.

Jetzt lassen sich λ, μ so wählen, daß

(f3 + λ ϕ1 + μ ϕ2 , ϕ1) = 0

und
(f3 + λ ϕ1 + μ ϕ2 , ϕ2) = 0

wird.

Diese Gleichungen reduzieren sich nämlich wegen

(ϕ1 ϕ1) = 1, (ϕ1 ϕ2) = 0, (ϕ2 ϕ2) = 1

auf
(f3 ϕ1) + λ = 0, (f3 ϕ2) + μ = 0.

f̂3 = f3+ λ ϕ1+ μ ϕ2 kann nicht durchweg Null sein, da die f linear unabhängig
sind. Daher ist

(f̂3 f̂3) > 0

und, wenn man

ϕ3 =
f̂3√
(f̂3 f̂3)

setzt,
(ϕ3 ϕ3) = 1, (ϕ3 ϕ1) = (ϕ3 ϕ2) = 0.

So kann man fortfahren. ([K], str. 323–324)

V následujícím paragrafu Komponenten einer Funktion in bezug auf m linear
unabhängige Funktionen (325–326) Kowalewski opět uvažoval výchozí systém funkcí
f1(x), f2(x), . . . , fm(x) a s ním ekvivalentní sytém ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕm(x), který
získal ortogonalizačním procesem. Dospěl k rozkladu funkce F na dvě navzájem
kolmé složky, opět využil Gramovy determinanty.

Nehmen wir irgend eine Funktion F , die in (a, b) reell und stetig ist, so läßt
sie sich in zwei Summanden zerlegen, von denen der eine sich linear durch die f
ausdrückt, während der andere zu allen f orthogonal ist . . . ([K], str. 325)

V paragrafu Wronskische Determinanten (str. 327–330) uvedl ekvivalentní pod-
mínku pro lineární závislost funkcí, v níž figuruje Wronského determinant, a zdůraz-
nil výhodnost Gramovy metody.
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Die Wronskische ist spezieller als die Gramsche Methode, weil sie sich auf Funk-
tionen bezieht, die eine gewisse Anzahl von Malen differenzierbar sind, während die
Gramsche Methode nur die Stetigkeit fordert. ([K], str. 330)

V paragrafu Gramsches Kriterium für komplexe stetige Funktionen einer reellen
Veränderlichen (330–337) Kowalewski přenesl předchozí výsledky na spojité kom-
plexní funkce. Nejprve však zavedl jejich skalární součin:

Wenn zwei komplexe stetige Funktionen in (a, b) vorliegen, so bezeichnen wir

∫ b

a

f(x) g(x) dx mit (f g),

wie wenn f und g reell wären. ([K], str. 330)

Poté zformuloval Gramovo kritérium pro spojité komplexní funkce, definoval
ortogonalitu funkcí rovností (f g) = 0 a v důkazu Gramova kritéria využil orto-
normalizační proces.

Připomněl, že výchozí funkce f1, f2, . . . , fm je možno vyjádřit lineárními kombi-
nacemi funkcí ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, které získal ortonormalizačním procesem, a naopak.
V následujícím textu se znovu zabýval ortogonální projekcí:

Jede komplexe Funktion F , die in (a, b) stetig ist, läßt sich in zwei Summanden
zerlegen, von denen der eine eine lineare Kombination der f und der andere zu
allen f orthogonal ist. ([K], str. 333)

Ortogonální projekci funkce F vyjádřil Kowalewski lineární kombinací funkcí
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm, resp. lineární kombinací funkcí f1, f2, . . . , fm; příslušnými koefi-
cienty jsou Fourierovy koeficienty, resp. podíly dvou determinantů (viz část 3).
Zdůraznil charakteristický znak ortogonální projekce:

Sie ist unter den linearen Kombinationen L der f diejenige, welche das Integral

(F − L, F − L) =
∫ b

a

(F − L)(F − L) dx

zu einem Minimum macht. ([K], str. 335)

Ortogonalizační proces Kowalewski znovu popsal v paragrafu Orthogonalisierung
linear unabhängiger Vektoren (str. 423–426), který uvedl větou:

Eine wichtige Rolle in der Schmidtschen Theorie spielt das Orthogonalisierungs-
verfahren, welches wir jetzt darlegen wollen. ([K], str. 423)

Podstatou ortogonalizace je v tomto paragrafu následující „indukční krok	:

Von den n+ 1 linear unabhängigen Vektoren

u(1), u(2), . . . , u(n), v
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seien die n ersten paarweise orthogonal. Es sei also(
u(r) u(s)

)
= 0. (r, s = 1, 2, . . . , n; r �= s)

Nach den vorhin gemachten Bemerkung läßt sich die reelle Zahl aν so wählen,
daß

u(ν) und v + aν u(ν)

zueinander orthogonal sind, daß also(
u(ν), v + aν u(ν)

)
= 0

ist. Bildet man nun den Vektor

v + a1u
(1) + a2u

(2) + · · ·+ anu(n),

so ist er zu jedem der Vektoren u(1), u(2), . . . , u(n) orthogonal. . . . ([K], str. 423–424)

Kowalewski zdůraznilmožnost ortogonalizace pro nekonečnou posloupnost funkcí
a poznamenal:

Den Übergang von dem Vektorensystem u(1), u(2), u(3), . . . zu v(1), v(2), v(3), . . .
nennt E. Schmidt den Orthogonalisierungsprozeß. ([K], str. 424)

Při výpočtu koeficientů, které svazují oba systémy vektorů, opět využil Gramovy
determinanty. Ty se ostatně objevují v jeho monografii na řadě míst.

V bibliografických poznámkách Kowalewski připomněl Gramovo pojednání [G2],
Schmidtovu disertační práci z roku 1905 a článek [S2] (viz [K], str. 543–544). Po-
zoruhodné je, že se na řadě míst Kowalewského monografie z roku 1909 objevily
odkazy na Schmidtovy výsledky z let 1905 a 1908.

Pro časopis Bulletin of the American Mathematical Society sepsal podrobnou
recenzi Kowalewského monografie [K] americký matematik Maxime Bôcher (1867–
1918), autor známé učebnice Introduction to Higher Algebra z roku 1907. Ve své
dvacetistránkové stati [Bo] věnoval pozornost jak Gramovým determinantům, tak
Kowalewského prezentaci Schmidtových výsledků. Mimo jiné uvedl:

Chapter XV (17 pages) on Wronskian and Gramian Determinants is one of the
most novel and timely in the book. ([Bo], str. 126)

Karl Otto Emil Lampe (1840–1918) stručně referoval o Kowalewského mono-
grafii [K] v časopisu Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik pouze na zá-
kladě Bôcherovy recenze.

Kowalewského monografie [K] byla velmi úspěšná. Nepřispěla však nijak zvlášť
k rychlému rozšíření poznatků o Gramových maticích a determinantech, což je pře-
kvapivé.

konference HM 36 - text.indd   107konference HM 36 - text.indd   107 1.7.2015   11:38:341.7.2015   11:38:34



108

12 Y. K. Wong

Přestože se Gramovy matice a determinanty v souvislosti s ortogonalizačním pro-
cesem a ortogonální projekcí objevily roku 1909 na řadě míst Kowalewského mono-
grafie Einführung in die Determinantentheorie . . . [K], termíny Gramova matice,
Gramův determinant a Gramův-Schmidtův ortogonalizační proces se až do poloviny
třicátých let příliš neužívaly.12

Tyto pojmy a termíny pomohl rozšířit Y. K. Wong svou prací An applica-
tion of orthogonalization process to the theory of least squares [Wo] publikovanou
roku 1935.

V její první části, která nese název Vectors, Inner Products, and Linear Indepen-
dence (str. 55–57), uvedl (z dnešního pohledu) zcela elementární poznatky lineární
algebry (sčítání vektorů, násobení vektoru skalárem, skalární součin, lineární závis-
lost a nezávislost atd.), ve druhé části Gram-Schmidt’s Orthogonalization Process
(str. 57–61) podal srozumitelný výklad ortogonalizačního procesu a připojil několik
jednoduchých důsledků. Ve třetí části Algebraic Derivation of the Normal Equa-
tions (str. 61–64) odvodil způsob nalezení přibližného řešení neřešitelné soustavy
lineárních rovnic pomocí Gramovy matice. Ve čtvrté části Matrices and Their Re-
ciprocals (str. 64–66) a v páté části Symmetric Matrices of Positive Type (str. 66–
67) vyložil základy maticového počtu (definice matice, sčítání a násobení matic,
násobení matice skalárem, inverzní matice, adjungovaná matice, pozitivně definitní
symetrická matice). V šesté části Gramian matrices (str. 67–69) zavedl pojem
Gramovy matice a ukázal některé jejich elementární vlastnosti (viz dále). V posled-
ních dvou částech, Gauss Method of Substitution (str. 69–73) a Gauss’s Method
of Substitution and its Relation to Gramian Schmidt’s Orthogonalization Process
(str. 73–75), využil předchozí poznatky k jinému pohledu na Gaussův eliminační
algoritmus (viz dále).

Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci Wong charakterizoval v následující větě,
samotný ortogonalizační proces popsal v jejím důkazu. Nejprve zavedl jednodu-
chou symboliku:

. . . we shall adopt the notation Ai = (ai1, . . . , ain), Bi = (bi1, . . . , bin), and
Ci = (ci1, . . . , cin) for i = 1, 2, . . . , r.

12 Jistými výjimkami jsou následující práce: L. Meder: Über den Zusammenhang zwischen
den Determinanten von Gram und Wronski, Monatshefte für Mathematik und Physik 21 (1910),
str. 336–343, D. R. Curtiss: Relations between the Gramian, the Wronskian, and a third determi-
nant connected with the problem of linear independence, Bulletin of the American Mathematical
Society 17 (1911), str. 462–467, K. Ogura: Generalization of Bessel’s and Gram’s inequalities and
the elliptic space of infinitely many dimensions, The Tôhoku Mathematical Journal 18 (1920),
str. 1–22, M. Picone: Sul determinante di Gram, Bollettino della Unione matematica Italiana
5 (1926), str. 81–84, H. P. Thielman: On the invariance of a generalized Gramian under the
group of linear functional transformations of the third kind, Bulletin of the American Mathemat-
ical Society 39 (1933), str. 342–343, H. P. Thielman: On the invariance of a generalized Gramian
in a Riemannian function space, American Journal of Mathematics 56 (1934), str. 438–444.
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THEOREM 5. For every set of vectors A1, . . . , Ar, there exists uniquely a set of
vectors B1, . . . , Br such that

5.1) (Bt, Bs) = 0 (t �= s).

5.2) For every t satisfying the relation 1 ≤ t ≤ r, then At is a linear combination
of B1, . . . , Bt; and Bt is a linear combination of A1, . . . , At.

5.3) B1 = A1; and for t > 1, (Bt−At) is a linear combination of B1, . . . , Bt−1,
and is also a linear combination of A1, . . . , At−1.

5.4) If t > 1, then (As, Bt) = 0 for every s < t.

5.5) (At, Bt) = (Bt, Bt) = (Bt, At) for every t. ([Wo], str. 57)

Gramovu matici Wong charakterizoval v šesté části své práce takto:

THEOREM 13. Let A1, . . . , Ar be a set of vectors, and let B1, . . . , Br be the
orthogonalized set of vectors. Then the matrix

ζ(A1, . . . , Ar) =

⎛⎝ (A1, A1) . . . (A1, Ar)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(Ar, A1) . . . (Ar, Ar)

⎞⎠ (6.1)

has the following properties:

13.1) symmetry

13.2) D[ζ(A1, . . . , Ar)] = n(B1)n(B2) · · ·n(Br),13

13.3) positiveness.

A matrix of the form (6.1) is called a Gramian matrix. ([Wo], str. 67)

V další větě Wong dokázal ekvivalenci lineární nezávislosti vektorů A1, . . . , Ar,
pozitivní definitnosti Gramovy matice těchto vektorů a nenulovosti příslušného
Gramova determinantu.

THEOREM 14. The following three assertions are equivalent:

14.1) the set A1, . . . , Ar is linearly independent;

14.2) the Gramian matrix (6.1) is properly positive;

14.3) The determinant of the Gramian matrix (6.1) is different from zero.

([Wo], str. 68)

Gramovy matice Wong využil i na dalších stránkách své práce, například při
úpravách matice soustavy lineárních rovnic na stupňovitý tvar pomocí ortogona-
lizačního procesu (v podstatě se jedná o QR-rozklad).

Zajímavé je, že Wong necitoval ani jednu z Gramových či Schmidtových prací.
Přitom svým článkem výrazně přispěl k rozšíření pojmů, ale i termínů Gramova ma-
tice, Gramův determinant a Gramův-Schmidtův ortogonalizační proces. Výslovně se

13 Symbolem D značí determinant, dále je n(X) = (X, X).
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odkazoval na výsledky Davida Hilberta a Eliakima Hastingse Moorea (1862–1932)
a na klasické učebnice Leonarda Eugena Dicksona (1874–1954), Maxima Bôchera,
Dunhama Jacksona (1888–1946) a E. H. Moorea.14

13 Závěr

Poznamenejme na závěr, že jistou ortogonalizaci uvažoval již Pierre Simon Lapla-
ce (1749–1827), francouzský matematik, fyzik a astronom, v prvním doplňku práce
Théorie analytique des probabilités [L]. Obdobný postup použil i Augustin Louis
Cauchy (1789–1857).

Gramův-Schmidtův ortogonalizační proces poutá pozornost i v současné době,
zejména v souvislosti s teorií nejmenších čtverců a s nejrůznějšími numerickými
metodami (viz např. [S], [H], [LQ], [LL], [WL], [Dr]). Rozlišován je klasický a modi-
fikovaný Gramův-Schmidtův ortogonalizační proces (viz [F]).

V té či oné podobě se Gramův-Schmidtův ortogonalizační proces vyskytuje prak-
ticky ve všech učebnicích lineární algebry a patří k základním poznatkům této dis-
ciplíny. Gramova matice a Gramův determinant se objevují spíše ve speciálních
partiích větších monografií.

Ortogonalizační proces je v německých, ale i jiných učebnicích označován větši-
nou jen jako Schmidtův,15 v učebnicích vydaných v Sovětském svazu pouze jako
ortogonalizační proces (beze jmen).16 V učebnicích psaných anglicky, italsky apod.
je většinou uváděn jako ortogonalizační proces Gramův-Schmidtův.17

14 L. E. Dickson: Modern Algebraic Theories, Chicago, 1926, L. E. Dickson: First Course in
the Theory of Equations, University of Michigan Library, 1922, M. Bôcher: Introduction to higher
algebra, New York, 1907, D. Jackson: The Theory of Approximation, AMS, 1930, E. H. Moore:
Vectors, Matrices, and Quaternions, Class lectures by R. W. Barnard, 1925–1926.

15 Viz například H. Boseck: Einführung in die Theorie der linearen Vektorräume, VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1965 (viz str. 223), M. Koecher: Lineare Algebra und
analytische Geometrie, Springer, Berlin, 1983 (viz str. 157), I. Satake: Linear Algebra, Dekker,
New York, 1975 (viz str. 115), L. Bican: Lineární algebra, SNTL, Praha, 1979 (viz str. 185).

16 Viz například I. M. Gelfand: Linejnaja algebra, 3. vydání, Nauka, Moskva, 1966 (viz str. 39),
český překlad: Nakladatelství ČSAV, Praha, 1953 (viz str. 28), A. G. Kuroš: Kurs vysšej algebry,
7. vydání, GIFML, Moskva, 1962 (viz str. 213–214), V. A. Il’in, E. G. Poznjak: Linejnaja algebra,
Nauka, Moskva, 1974, (viz str. 93), A. N. Rublev: Linejnaja algebra, Vysšaja škola, Moskva, 1968,
(viz str. 315).

17 Viz například D. S. Watkins: Fundamentals of Matrix Computations, J. Wiley & Sons,
Hoboken, New Jersey, 2010 (viz str. 223), H. Paley, P. M. Weichsel: Elements of Abstract and
Linear ALgebra, Holt, Rinehart and Winston, Inc., New York, Chicago, San Francisco, Atlanta,
Dallas, Montreal, Toronto, London, Sydney, 1972 (viz str. 466), T. S. Blyth, E. F. Robertson:
Linear Algebra, Chapman and Hall, London, 1986 (viz str. 75), C. W. Curtis: Linear Algebra. An
Introductory Approach, Springer, New York, 1974, 1984 (viz str. 124), L. Smith: Linear Algebra,
Springer, New York, 1978 (viz str. 230), G. Accascina, V. Villani: Algebra lineare, ETS Pisa,
1980 (viz str. 206), S. Mac Lane, G. Birkhoff: Algebra, Alfa, Bratislava, 1973, 1974 (viz str. 451),
G. Birkhoff, S. Mac Lane: Prehl’ad modernej algebry, Alfa, SNTL, Bratislava, Praha, 1979 (viz
str. 199). Připomeňme však i německou učebnici W. Klingenberg: Lineare Algebra und Geometrie,
Springer, Berlin, 1984 (viz str. 106), a českou učebnici L. Motl, M. Zahradník: Pěstujeme lineární
algebru, UK, Karolinum, 2003 (viz str. 65).
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[K] Kowalewski G., Einführung in die Determinantentheorie einschließlich der unendlichen
und der Fredholmschen Determinanten, Veit & Comp., Leipzig, 1909, v+550 stran, 2. vy-
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[S2] Schmidt E., Über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten,
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 25 (1908), str. 53–77.

[S] Staib J. H., An alternative to the Gram-Schmidt process, Mathematics Magazine 42
(1969), str. 203–205.

[Wa] Walker H. M., Studies in the History of Statistical Method: With Special Reference to
Certain Educational Problems, The Williams & Wilkins Company, Baillière, Baltimore,
London, Baillière, Tindal and Cox, 1929, viii+229 stran.

[WL] Wei Musheng, Liu Qiaohua, A numerically stable block modified Gram-Schmidt algo-
rithm solving stiff weighted least squares problems, Journal of Computational and Ap-
plied Mathematics 25 (2007), str. 595–619.

[Wo] Wong Y. K., An application of orthogonalization process to the theory of least squares,
Annals of Mathematical Statistics 6 (1935), str. 53–75.

[Z] Zeuthen H. G., Jørgen Pedersen Gram, in Dansk Biografisk Leksikon VIII, Copenhagen,
1936, str. 269–271.

Adresa

Doc. RNDr. Jindřich Bečvář, CSc.
Katedra didaktiky matematiky
Matematicko-fyzikální fakulta
Univerzita Karlova v Praze
Sokolovská 83
186 75 Praha 8 – Karlín
e-mail: becvar@karlin.mff.cuni.cz

konference HM 36 - text.indd   112konference HM 36 - text.indd   112 1.7.2015   11:38:341.7.2015   11:38:34



113

 „AKREDITACE“ MATEMATIKY P ED 77 LETY 

MARTINA BE VÁ OVÁ

Abstract: The paper briefly outlines key moments from the history of Faculty of Science of 
German University in Prague, especially from the history of its Mathematical Institute. It pays 
attention in historical, political and professional content to personal and professional fates of 
individual mathematicians who spent longer or shorter part of their active lives at the German 
University in Prague. It recalls the level of teaching mathematics from 1920 until 1939, i.e. in 
the period of the biggest bloom and boom of German mathematical community in Prague. 
The main goal of this paper is to give a short analysis of the preserved document titled 
Richtlinien für das Studium der Mathematik als Lehrfach an Mittelschulen (1938) and to 
introduce some remarks for thought. 

1 P írodov decká fakulta N mecké univerzity v Praze – stru ný úvod 
Od po átku 20. století se stále více ukazovalo, že filozofické fakulty, na nichž se do-

sud vyu ovaly a studovaly matematika a p írodní v dy, již nedávají dostate ný prostor 
pro jejich další rozvoj a p estávají poskytovat odpovídající vzd lávání budoucím st edo-
školským profesor m. Vzhledem k vývoji evropských univerzit a v deckých institucí 
bylo nutno vzniklou situaci urychlen ešit i u nás. Proto již na po átku 20. století podá-
vali eští i n me tí p írodov dci z univerzit v Praze návrhy na vytvo ení samostatné p í-
rodov decké fakulty. Její založení však oddálila první sv tová válka. Teprve po vzniku 

eskoslovenské republiky prob hla nová jednání, která vyústila v zákonné vládní na í-
zení . 392 Sb. ze dne 24. ervna 1920, jímž byla od školního roku 1920/1921 založena 
samostatná P írodov decká fakulta University Karlovy a samostatná Naturwissenschaft-
liche Fakultät der Deutschen Universität in Prag [P írodov decká fakulta N mecké uni-
verzity v Praze]. Jejich hlavním úkolem bylo p ipravovat st edoškolské profesory mate-
matiky, p írodních v d a farmaceuty. 

Ve dvacátých a t icátých letech 20. století byla N mecká univerzita v Praze relativn
malou, nicmén  významnou v decko-pedagogickou institucí ve st ední Evrop . Po roce 
1920 sice došlo k nezanedbatelnému nár stu po tu jejích student , sou asn  však nastala 
zm na v jejich zájmu o zam ení studia. Zatímco p ed rokem 1918 p evažovali právníci, 
po roce 1920 za ali hrát rozhodující úlohu medici. Tento trend mohl souviset s jistým 
omezením uplatn ní n mecky mluvících absolvent  v eskoslovenské státní správ . Také 
po ty student  na filozofické a p írodov decké fakult  nar staly jen pozvolna, nebo  se 
již dále nerozši ovala rozsáhlá sí  n meckých st edních škol, která byla budována od 
druhé poloviny 19. století, a tudíž nep ibýval po et systemizovaných míst st edoškol-
ských profesor . Výhled na dobrou kariéru poskytoval p edevším podnikatelský sektor, 
pr myslová výroba, soukromá léka ská a farmaceutická praxe. 

N mecká univerzita v Praze za ala ve dvacátých letech 20. století p itahovat n mecky 
mluvící studenty, kte í d íve mí ili do Berlína, Dráž an, Vídn  a Budapešti. Jedním 
z d vod  mohlo být i to, že diplomy z n meckých, rakouských i ma arských univerzit 
bylo nutno nostrifikovat, p ípadn  doplnit dalšími eskoslovenskými státními zkouškami, 
pokud jejich nositel cht l získat v eskoslovensku místo ve státní služb . Díky demo-
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kratické, multikulturní a nábožensky tolerantní atmosfé e mezivále né Prahy se N mecká 
univerzita stala p itažlivou také pro studenty židovského vyznání a demokratického 
smýšlení z Litvy, Lotyšska, Ukrajiny, Ma arska, Polska a pozd ji i N mecka. Její popu-
laritu zp sobovaly i pom rn  nízké školní poplatky, nižší životní náklady v Praze, její 
dobrá dopravní p ístupnost a zejména v hlas n kterých profesor  (nap . L. Berwald, 
R. Carnap, C. I. Cori, Ph. Frank, H. Hirsch, H. Kelsen, A. Kirpal, A. Lampa, K. Löwner, 
A. Naegle, G. A. Pick, E. G. Pringsheim, E. Schneeweis, L. Spiegel, F. Spina, 
K. M. Swoboda, M. Winternitz, W. Wostry).  

Ani N mecké univerzit  v Praze se nevyhnuly nacionální, náboženské, hospodá ské 
a sociální problémy, které vyvolávala nastupující hospodá ská krize, sílící fašismus 
a místní rozpory mezi liberálními a sociáln demokratickými skupinami (podporovanými 
i n mecky mluvícími multikulturními a židovskými kruhy) a nacionálními a antisemit-
skými skupinami. P es r zné excesy se antisemitismus na N mecké univerzit  v Praze 
prosazoval pomaleji než na jiných íšsko-n meckých a rakouských univerzitách. Ve t i-
cátých letech však za aly i mezi pražskými studenty a profesory výrazn ji sílit sympatie 
k nacismu. P esto se díky podpo e eskoslovenské vlády poda ilo na n která ádn
uprázdn ná profesorská místa jmenovat odborníky vyhnané z rasových i politických 
d vod  z N mecka. Až do Mnichova pražští profeso i židovského vyznání nemuseli uni-
verzitu opoušt t, nebo  si zde uchovávali rozhodující v tšinu liberáln  a demokraticky 
smýšlející pedagogové.  
  
 Na po átku zimního semestru 1938/1939 muselo vedení univerzity ešit otázku, jak 
„naložit“ s vyu ujícími a studenty židovského p vodu. V prosinci 1938 profesorský sbor sta-
novil pravidlo upravující zkoušky; židovští vyu ující mohli zkoušet pouze židovské studenty, 
árijští pouze árijské, pokud to dovolovalo obsazení stolice, resp. obor . Situace se však b hem 
jara 1939 nadále zhoršovala, nebo  v eskoslovenské spole nosti i na N mecké univerzit
nar staly fašizující a protižidovské tendence. Pod silným nátlakem n mecké politiky a propa-
gandy vláda tehdy ješt  samostatného eskoslovenska p ijala dne 21. ledna 1939 zvláštní 
usnesení O p íslušnících židovských ve státních službách omezující jejich zam stnávání. Dne 
27. ledna 1939 vydala na ízení o pobytu imigrant  – všechny takové osoby m ly opustit naše 
území ve lh t  jednoho až šesti m síc . Téhož dne rozhodla, že všichni vyu ující židovského 
p vodu p estanou vykonávat státní službu. Dne 10. února 1939 vyhlásila upravující na ízení 
o prozkoumání státního ob anství imigrant  a sou asn  vydala pokyn, aby ú ady zjistily 
všechny své zam stnance židovského p vodu. Starší zam stnanci m li být urychlen  penzio-
nováni, zam stnanci st edního v ku m li být posláni na dovolenou s ekatelným a mladší 
propušt ni. Ze zam stnanc  židovského p vodu mohli ve státních službách z stat jen ti nepo-
stradatelní, ale i oni museli být p eloženi na místa, kde nebudou p icházet do kontaktu s ve-
ejností. N mecká univerzita v Praze otázku vylou ení židovských koleg  vy ešila velmi ini-

ciativn , samostatn  a razantn , nebo  na po átku b ezna 1939 vylou ila ze svých ad všech-
ny pedagogy židovského p vodu. 

 Dne 2. srpna 1939 se N mecká univerzita v Praze stala rozhodnutím A. Hitlera ne-
dílnou sou ástí íšských n meckých vysokých škol a výuka na ní probíhala podle íš-
ských zákon  a pravidel až do kv tna roku 1945.1

                                                
1 O 20. a 30. letech 20. století na N mecké univerzit  v Praze viz nap . J. Havránek, Z. Pousta (red.): D jiny 
Univerzity Karlovy IV. 1918–1990, Univerzita Karlova, Karolinum, Praha, 1998. 
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2 Personální obsazení výuky matematiky 
 P i vzniku P írodov decké fakulty N mecké univerzity v Praze p ešli na tzv. „ma-

tematickou sekci“2 z Filozofické fakulty matematici, astronomové a geofyzici. Prvním 
ádným profesorem matematiky se stal Georg Alexander Pick (1859–1942), který na uni-

verzit  p ednášel již od roku 1883. Pozici prvního profesora matematiky zastával až do 
roku 1929, kdy byl penzionován. T žišt  Pickovy odborné práce spo ívalo p edevším 
v matematické analýze a geometrii.3 Místo druhého profesora nebylo obsazeno, nebo
Gerhard Hermann Waldemar Kowalewski (1876–1950) krátce p ed vznikem P írodov -
decké fakulty odešel na dráž anskou techniku.4 Na P írodov deckou fakultu p ešli také 
soukromí docenti a asistenti (L. Berwald a A. Winternitz), p evedeny sem byly veškeré 
matematické p ednášky, seminá e a proseminá e a matematická knihovna.  

  
 V zimním semestru školního roku 1919/1920 zahájil svoji pedagogickou innost 

na N mecké univerzit  v Praze Ludwig Berwald (1883–1942), který na ní byl roku 1922 
jmenován mimo ádným a roku 1927 ádným profesorem matematiky. P ednášel až do 
roku 1939, kdy byl z rasových d vod  svého místa zbaven.5 Pracoval zejména v dife-
renciální geometrii, jen n kolik jeho prací se týká jiných disciplín, v tšinou algebraic-
kých a analytických problém . 

Od po átku t etího desetiletí 20. století nar stal po et student  matematiky, zvyšoval 
se po et výb rových p ednášek, seminá  a proseminá  a rozši ovala se jejich tematická 
pestrost. Na univerzit  p sobili 2 ádní profeso i matematiky, 1 až 2 mimo ádní profe-
so i, 1 až 2 soukromí docenti, 1 asistent a 2 síly zap j ené z N mecké techniky v Praze 
na smluvní výuku deskriptivní geometrie a aplikované matematiky. Ve t icátých letech se 
zvýšil i po et asistent 6 a docent 7. 

 Po Pickov  penzionování se roku 1930 stal mimo ádným profesorem matematiky 
Karl Löwner (1893–1968), absolvent pražské n mecké univerzity. O ty i roky pozd ji 
byl jmenován ádným profesorem. P ednášel do roku 1939, kdy byl pro sv j židovský 

                                                
2 Na P írodov decké fakult  N mecké univerzity v Praze byly p ednášky rozd leny do šesti základních sekcí: 
I. Matematika, astronomie a geofyzika, II. Fyzika a chemie, III. Mineralogie a geologie, VI. Botanika a zoologie, 
V. Geografie a VI. P írodní filozofie. 
3 G. A. Pick byl dne 13. ervence 1942 transportem AAq pod íslem 824 poslán do ghetta v Terezín . Transport 
AAq tvo ilo celkem 1 000 protektorátních ob an  židovského p vodu, z nichž se konce války dožilo pouze 
51 osob. G. A. Pick zem el v Terezín  již dne 26. ervence 1942 v nedožitých  t iaosmdesáti letech. 
4 G. H. W. Kowalewski se roku 1909 stal ádným profesorem matematiky na N mecké technice v Praze, v roce 
1912 p ešel jako ádný profesor na N meckou univerzitu v Praze, kde setrval do roku 1920. Podruhé se na N -
meckou univerzitu, resp. N meckou techniku v Praze vrátil na podzim roku 1939 a vyu oval na nich až do kv t-
na 1945. G. H. W. Kowalewski byl lenem NSDAP, v kv tnu 1945 byl v Praze zat en a vyšet ován, získal však 
dobrozdání n meckých židovských v dc , ruských a francouzských matematik  a nakonec byl propušt n. V zá í 
roku 1946 odešel do N mecka a až do roku 1950 p ednášel v Regensburgu ( ezno) a Mnichov . Více viz [4]. 
5 Dne 26. íjna 1941 se L. Berwald musel jako íslo 2793/816 dostavit k Veletržnímu paláci a nastoupit do t etí-
ho transportu C, kterým bylo z Prahy deportováno 1 000 osob do ghetta v Łodži. Zahynul zde ve v ku padesáti 
devíti let dne 20. dubna 1942. Více viz [4]. 
6 O vývoji po tu asistent  viz informace v další ásti tohoto p ísp vku, viz též [4]. 
7 Soukromými docenty se ve t icátých letech 20. století stali H. Löwig, O. Varga, M. Pinl a E. Lammel. H. Lö-
wig zahájil výb rové p ednášky od letního semestru 1934/1935, O. Varga od zimního semestru 1937/1938, 
M. Pinl od letního semestru 1937/1938 a E. Lammel od zimního semestru 1938/1939. Více viz [4]. 
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p vod zbaven místa.8 V letech 1917 až 1939 uve ejnil n kolik inspirativních prací 
z geometrické teorie funkcí, teorie monotónních maticových funkcí, teorie míry na Hil-
bertových prostorech a aplikací matematiky v hydrodynamice. 

 Od roku 1914 až do roku 1934 zastával místo asistenta Matematického ústavu Fi-
lozofické, resp. P írodov decké fakulty N mecké univerzity Arthur Winternitz (1893–
1961), který byl po opakovaných snahách profesorského sboru jmenován mimo ádným 
bezplatným profesorem matematiky teprve roku 1931 (byl mu však ponechán asistentský 
plat). Od zimního semestru 1934/1935 zahájil kariéru mimo ádného profesora, kterou 
však ukon il nástup nacist .9  

Roku 1931 p ijal místo mimo ádného profesora na N mecké univerzit  v Praze 
Rudolf Carnap (1891–1970), významný logik, znalec filozofie a p írodních v d. Od zim-
ního semestru 1931/1932 do zimního semestru 1935/1936 vypisoval výb rové p ednášky 
o logice, systému v d, teorii poznání, vztahu filozofie a p írodních v d, d jinách filozofie 
a filozofických základech aritmetiky a geometrie.10

Ve dvacátých a t icátých letech 20. století p sobili na N mecké univerzit  v Praze ta-
ké pedagogové z N mecké techniky. Výb rové p ednášky z matematické analýzy, varia -
ního po tu a aplikované matematiky konal ádný profesor Paul Georg Funk (1886–1969). 
V lednu roku 1939 mu bylo p ednášení zakázáno, nebo  byl židovského p vodu.11 Zá-
kladní kurzovní p ednášky z deskriptivní geometrie vedl ádný profesor Karl Mack 
(1882–1943);12 od letního semestru 1936/1937 výuku vzhledem k Mackovu špatnému 
zdravotnímu stavu suploval jeho asistent Walter Fröhlich (1902–1942). Rozhodnutím 
profesorského sboru a Ministerstva školství a národní osv ty ji oficiáln  p evzal od zim-
ního semestru 1938/1939. V lednu roku 1939 byl však pro sv j židovský p vod zbaven 
místa.13

                                                
8 K. Löwnerovi se v íjnu 1939 poda ilo emigrovat do USA. V letech 1939 až 1944 u il na univerzit
v Louisville, v letech 1944 až 1945 p sobil na Brown University v Providence, v letech 1945 až 1951 na Syra-
cuse University a v letech 1951 až 1963 na Stanford University. Více viz [4]. 
9 V lednu roku 1939 byla Winternitzova pedagogická innost zastavena, protože byl židovského p vodu. Na ja e 
roku 1939 získal britský cestovní pas, nebo  m l eskoslovenské i britské ob anství. Vyst hoval se do Velké 
Británie a od podzimu roku 1939 za al vyu ovat na univerzit  v Oxfordu. Více viz [4]. 
10 Rudolf Carnap byl oficiáln  až do zimního semestru 1938/1939 ádným lenem profesorského sboru P írodo-
v decké fakulty N mecké univerzity v Praze, a  od letního semestru 1935/1936 byl na studijním pobytu, resp. 
studijní dovolené v USA. V zim  roku 1938 se rozhodl již do Evropy nevracet, z stal v USA, kde získal místo 
profesora filozofie na univerzit  v Chicagu. V padesátých a šedesátých letech p sobil na Princetonu a na Univer-
sity of California v Los Angeles. Více viz [4]. 
11 P. G. Funk byl dne 4. února 1945 transportem AE2 pod íslem 682 deportován do ghetta v Terezín , kde se 
do kal osvobození. V roce 1945 odešel do Rakouska. V letech 1945 až 1957 p ednášel na víde ské technice 
a univerzit . Zabýval se p edevším varia ním po tem, afinní geometrií, diferenciální geometrií ve velkém, Min-
kowskiho geometrií, teorií kontinua, kvantovou mechanikou a aplikacemi matematiky ve fyzice a technické 
praxi. Více viz [4]. 
12 K. Mack spojil s Prahou celou svou odbornou kariéru, od roku 1916 až do roku 1943 p ednášel jako mimo-
ádný, resp. ádný profesor deskriptivní geometrie na N mecké technice v Praze. Od roku 1917, po více než 

t icetiletých snahách profesor  matematiky, se deskriptivní geometrie stala ádným univerzitním p edm tem, ne 
však plnohodnotným, nebo  pro ni nebylo systemizováno místo ádného ani mimo ádného profesora. Její pravi-
delnou výuku zajiš oval práv  K. Mack, smluvn  najímaný“ pedagog z techniky. Poznamenejme, že K. Mack 
byl lenem NSDAP. Více viz [4]. 
13 W. Fröhlich byl dne 21. íjna 1941 deportován transportem B jako íslo 976 do ghetta v Łodži, kde dne 
29. listopadu 1942 zahynul. Více viz [4]. 

konference HM 36 - text.indd   116konference HM 36 - text.indd   116 1.7.2015   11:38:351.7.2015   11:38:35



117

P ipome me, že od letního semestru 1934/1935 zahájil na P írodov decké fakult
N mecké univerzity v Praze výb rové p ednášky Heinrich Löwig (1904–1995), sou-
kromý docent matematiky. Z rasových d vod  jako židovský míšenec 1. stupn  byl ve 
školním roce 1938/1939 svého práva „venia docendi“ zbaven.14 Od letního semestru 
1937/1938 byl soukromým docentem matematiky Maximilian Pinl (1897–1978), který 
musel roku 1939 jako politicky nespolehlivý své místo opustit.15

V zim  roku 1939 na matematické sekci P írodov decké fakulty N mecké univerzity 
v Praze z stali pouze mladí a nep íliš zkušení matematici Otto Varga (1909–1969)16

a Ernst Lammel (1908–1961),17 oba na pozici asistent  a soukromých docent , a Alfred 
Eduard Rössler (1903–?),18 asistent N mecké techniky, který se teprve habilitoval 
a narychlo byl pov en výukou deskriptivní a projektivní geometrie. Matematický vý-

                                                
14 H. Löwig byl od roku 1939 do roku 1943 bez ádného místa, v roce 1944 byl totáln  nasazen v kovopr -
myslu. V zá í roku 1944 byl deportován do n meckých tábor  nucených prací. V letech 1945 až 1948 nemohl 
v eskoslovensku sehnat žádnou práci odpovídající jeho kvalifikaci, nebo  byl podle tehdejších zákon  považo-
ván za nespolehlivého ob ana n mecké národnosti. V roce 1948 se mu poda ilo emigrovat do Tasmánie, kde 
získal místo profesora matematiky na univerzit  v Hobartu. V roce 1957 odešel do kanadské Alberty, kde obdr-
žel místo profesora matematiky na univerzit  v Edmontonu. V noval se zejména matematické analýze (dife-
ren ní rovnice), funkcionální analýze (teorie dimenze) a obecné algeb e (teorie grup a svaz ). Více viz [4]. 
15 M. Pinl byl na ja e roku 1939 zat en Gestapem a krátce v zn n. Byl jedním z mála n meckých matematik , 
kte í se ve ejn  rozešli s nacistickou ideologií, pat il mezi zastánce v decké spolupráce N mc  a ech . V letech 
1939 až 1944 se musel podílet na výzkumu dynamiky plyn , konstrukci raketových motor  a ízení leteckého 
provozu. Žil a pracoval v Braunschweigu (Brunswick) pod stálým policejním dozorem; byl vlastn  totáln  nasa-
zen. V lét  roku 1944 se vrátil do Prahy, kterou opustil ve sp chu v kv tnu 1945 krátce p ed p íchodem Rudé 
armády a odešel do N mecka. V roce 1946 získal místo docenta matematiky na univerzit  v Kolín  nad Rýnem 
a o dva roky pozd ji i místo ádného profesora. V letech 1949 až 1954 p ednášel jako hostující profesor na uni-
verzit  v Dacca (Pákistán). V letech 1954 až 1962 vyu oval na univerzit  v Kolín  nad Rýnem a absolvoval 
n kolik pobyt  v USA (Atlanta) a SSSR (Moskva). Od roku 1962 do roku 1967 pracoval jako hostující profesor 
na univerzit  v Münsteru. Zabýval se diferenciální geometrií, parciálními diferenciálními rovnicemi, teorií rela-
tivity a dynamikou plyn . Více viz [4]. 
16 O. Varga se v listopadu 1937 po úsp šném habilita ním ízení stal soukromým docentem matematiky na P í-
rodov decké fakult  N mecké univerzity v Praze. V letech 1937 až 1941 na ní konal základní i výb rové mate-
matické p ednášky. V roce 1940 byl podle íšských zákon  jmenován ádným docentem a p id len na P í-
rodov deckou fakultu N mecké univerzity v Praze. V lét  roku 1941 se odst hoval do Popradu, na podzim téhož 
roku odešel do Kolozsvaru, kde obdržel místo na univerzit . Roku 1942 p ešel na univerzitu do Debrecenu, kde 
p sobil jako ádný profesor až do konce svého života. V noval se zejména diferenciální geometrii a matematické 
analýze. Více viz [4]. 
17 E. Lammel pracoval na N mecké technice v Praze od roku 1928 do roku 1929 jako demonstrátor fyziky, od 
roku 1929 do roku 1930 jako pomocný asistent matematiky a od roku 1931 do roku 1940 jako ádný asistent 
matematiky. Roku 1938 se habilitoval na N mecké technice v Praze a krátce nato i na N mecké univerzit
v Praze. Od roku 1939 do roku 1940 byl asistentem a soukromým docentem na N mecké technice v Praze, kde 
suploval tém  veškerou výuku na kated e „Lehrstuhl für Mathematik II.“, která se uvolnila po Funkov  nuce-
ném odchodu. Sou asn  v letech 1939 až 1940 jako soukromý docent vypomáhal s p ednáškami a seminá i na 
N mecké univerzit  v Praze. V lét  roku 1940 byl jmenován docentem na obou pražských n meckých vysokých 
školách a roku 1943 byl ustanoven mimo ádným profesorem matematiky na N mecké technice v Praze. 
V kv tnu 1945 opustil Prahu a v lét  roku 1945 odešel do Jižní Ameriky. Roku 1950 obdržel místo profesora na 
univerzit  v Tucumanu (Argentina), kde se stal uznávaným matematikem. V noval se zejména matematické 
analýze. Poznamenejme, že E. Lammel byl lenem NSDAP. Více viz [4]. 
18 A. E. Rössler se roku 1938 habilitoval na N mecké technice v Praze a o rok pozd ji i na N mecké univerzit
v Praze. Od roku 1939 p sobil jako docent na N mecké technice v Praze a na N mecké univerzit  v Praze, kde 
p ednášel deskriptivní a projektivní geometrii. V roce 1945 odešel do N mecka a na technice v Cáchách získal 
profesuru matematiky. V noval se zejména deskriptivní, projektivní, afinní a diferenciální geometrii. Pozname-
nejme, že A. E. Rössler byl lenem NSDAP. Více viz [4]. 
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zkum, b žná výuka i výchova doktorand , spolkové aktivity, formální i neformální spo-
le enské styky byly tak ka paralyzovány.19

3 Výuka matematiky 
Ve dvacátých letech se v t íletém, ve t icátých letech v ty letém cyklu20 konaly zá-

kladní kurzovní p ednášky, které pokrývaly matematickou analýzu (diferenciální 
a integrální po et, komplexní funkce komplexní prom nné, oby ejné i parciální diferen-
ciální rovnice, varia ní po et), geometrii (deskriptivní, projektivní, analytická, diferen-
ciální, integrální, afinní a neeukleidovská), algebru (základy aritmetiky a algebry, trans-
formace, algebraické rovnice) a teorii ísel.21 Z názv  p ednášek vyplývá, že pom rn
malá pozornost byla pravd podobn  v nována moderní algeb e, logice, teorii množin 
a topologii. Zcela stranou však z stávala výuka pravd podobnosti a statistiky.22

Na po átku dvacátých let se pr m rný po et student  zapisujících si „velké kurzovní 
matematické p ednášky“ pohyboval mezi 40 až 50, postupn  nar stal až na 60. Není pro-
to p ekvapující, že profesorský sbor usiloval o z ízení t etí profesury, odd lení p ednášek 
pro chemiky a p enesení ásti „povinné výuky“ na mladé soukromé docenty. Tyto snahy 
se poda ilo realizovat ve druhé polovin  t icátých let, kdy se po et student  matematiky 
na „velkých kurzovních p ednáškách“ pohyboval mezi 23 až 86 studenty,23 v pr m ru 
jich bylo 70. Ke konci t icátých let vlivem odd lení „elementárních“ kurz  a kurz  pro 
chemiky se po et student  na „velkých p ednáškách“ ustálil kolem 45.  

Nemén  zajímavým vývojem prošla výuka seminá  a proseminá . Ve dvacátých le-
tech si je zapisovalo 11 až 33 student , v pr m ru kolem 15.24 Seminá  (resp. semi-
nární/proseminární cvi ení) byl konán v jedné nebo ve dvou paralelních skupinách, 
z nichž jedna byla ur ena pro kandidáty u itelství a za áte níky, druhá pro pokro ilé 
a talentované studenty, kte í se seznamovali i s principy v decké práce a tvorbou odbor-
ných lánk .25 Ve t icátých letech si seminá  a proseminá  zapisovalo 9 až 31 student ,26

v pr m ru kolem 20. Sou asn  došlo k jasnému odd lení a p esnému vymezení obsahu 
a cíle seminá e a proseminá e a k jednozna nému principu jejich obsazování vyu ujícími. 
Ve vedení seminá e a proseminá e se ve dvouletém cyklu st ídali ádní profeso i L. Ber-
wald a K. Löwner. Cílem proseminá e bylo procvi it a upevnit matematické znalosti 
kandidát  u itelství. Cílem seminá e bylo prohloubit a rozší it znalosti student  nad rá-
mec „základního“ studia, seznámit je s novými matematickými výsledky a p ipravit je na 
                                                
19 O historii personálního obsazení výuky matematiky na N mecké univerzit  v Praze, životních osudech 
v širším dobovém kontextu a matematickém díle jednotlivých profesor , docent , asistent  a vybraných dokto-
rand  viz [4]. 
20 O prom nách základní délky univerzitního studia viz M. Be vá ová: Zkoušky u itelské zp sobilosti (p ed 
n meckou zkušební komisí), in J. Be vá , M. Be vá ová: 35. mezinárodní konference Historie matematiky, Velké 
Mezi í í, 22. až 26. 8. 2014, Praha, Matfyzpress, 2014, 273 stran, stránkový rozsah 99–112. 
21 Úplný seznam matematických p ednášek, seminá  a proseminá  konaných na N mecké univerzit  v Praze 
v letech 1882 až 1945 je uveden v [4]. 
22 Na N mecké univerzit  v Praze nebyly tyto obory vyu ovány, byly však p ednášeny na technice. Více viz [3]. 
23 Nejmén  (23) jich bylo zapsáno v letním semestru 1933/1934 na p ednášce Differential- und Integralrech-
nung II. (L. Berwald), nejvíce (86) v zimním semestru 1932/1933 na p ednášce Elemente der Zahlentheorie
(L. Berwald). 
24 Nejmén  (11) jich bylo zapsáno v zimním a letním semestru 1920/1921 a v zimním semestru 1925/1926, nej-
více (33) v zimním semestru 1922/1923. 
25 Nejasné formální rozd lení skupin nebylo možno up esnit ani studiem katalog  poslucha . Jediné výjimky 
byly v zimním a letním semestru školního roku 1923/1924 a 1924/1925. 
26 Nejmén  (9) jich bylo zapsáno v letním semestru 1936/1937, nejvíce (31) v zimním semestru 1934/1935. 
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v deckou práci. Seminá e tedy podstatn  více odrážely odborné zájmy jednotlivých pe-
dagog .27

Zcela samostatnou kapitolou bylo studium deskriptivní geometrie.28 Ve dvacátých le-
tech si ji zapisovalo 7 až 26 student ,29 v pr m ru asi 16. Ve t icátých letech si ji vybíralo 
15 až 49 student ,30 v pr m ru kolem 39. Poznamenejme, že si ji zapisovali jednak stu-
denti matematiky, jednak studenti mineralogie, geodézie a chemie.31

Ani v našich, ani v zahrani ních archivech se nepoda ilo dohledat žádné materiály, 
které by poskytovaly bližší informace o náplni jednotlivých pražských matematických 
p ednáškových kurz . V seznamech p ednášek [2] nebyly uvád ny žádné anotace i cha-
rakteristiky obsahu p edm t . Neexistovaly žádné povinné sylaby a u ebnice,32 seznamy 
základní a rozši ující literatury, soupisy ešených i ne ešených p íklad , vzorové pro-
v rky, soubory zkušebních otázek apod. V zápisech profesorského sboru nejsou pozna-
menány žádné údaje ani u návrh  nových p edm t , ani u výb rových p ednášek. Od-
borná, obsahová a pedagogická úrove  výuky byla pln  v kompetenci jednotlivých profe-
sor  a docent , resp. „odborných sekcí“ fakulty. Nebyla vytvo ena žádná „nad ízená“ 
komise, která by posuzovala kvalifikaci pedagog  (profesor i docent  podle po tu je-

                                                
27 Ve dvacátých letech 20. století editel seminá e dostával na nákup pom cek, literatury a b žnou innost semi-
ná e státní ro ní dotaci ve výši 1 200,− K . Vedoucímu seminá e a proseminá e náležela pravidelná ro ní od-
m na. S výukou, resp. opravováním seminárních prací vypomáhal jeden asistent, který byl obvykle jmenován na 
dva školní roky. V letech 1920 až 1934 zastával místo ádného asistenta matematického ústavu A. Winternitz, 
který byl od roku 1921 soukromým docentem, od roku 1931 „neplaceným“ mimo ádným profesorem a teprve od 
roku 1934 ádn  honorovaným mimo ádným profesorem. V letech 1930 a 1931 L. Berwald a K. Löwner s ohle-
dem na po et poslucha , kte í si zapisovali seminá  a proseminá , žádali o vytvo ení nového placeného místa 
„pomocného v deckého asistenta“, které m l zastávat student vyšších ro ník  nebo „doktorand“. Po opakova-
ných urgencích a zd vodn ních profesorského sboru bylo místo z ízeno od školního roku 1931/1932. V letech 
1931 až 1934 je zastával H. Löwig, v letech 1934 až 1935 O. Dobsch a v letech 1935 až 1938 O. Varga. Pozna-
menejme, že v roce 1934 H. Löwig po odchodu A. Winternitze na místo mimo ádného profesora požádal o místo 
ádného asistenta, rozhodnutím Ministerstva školství a národní osv ty je však nezískal, a  byl doporu en profe-

sorským sborem. Zdá se, že místo asistenta z stalo neobsazeno a jeho práci p evzal pomocný asistent, nebo  dne 
9. prosince 1937 profesorský sbor navrhl, aby O. Varga byl ustanoven na místo bezplatného asistenta matema-
tického ústavu a byl mu ponechán p vodní plat pomocného asistenta. Více viz [3] a [4].
28 V letech 1920 až 1939 byl základními dvousemestrálními t íhodinovými p ednáškami z deskriptivní geometrie 
pov ován K. Mack, profesor N mecké techniky v Praze. Od letního semestru 1936/1937 jeho výuku suploval 
jeho asistent W. Fröhlich. V letech 1920/1921 až 1930/1931 byly p ednášky vypisovány pod názvem Kurs für 
geometrisches Zeichnen und darstellende Geometrie, od roku 1931/1932 pod názvem Kurs für darstellende und 
projektive Geometrie. Je pravd podobné, že se jejich obsah vícemén  nem nil. 
29 Nejmén  (7) jich bylo zapsáno v letním semestru 1925/1926, nejvíce (26) v zimním semestru 1920/1921. 
30 Nejmén  (15) jich bylo zapsáno v letním semestru 1930/1931, nejvíce (49) v zimním semestru 1932/1933. 
31 Po ty student  byly vyhledány v katalozích poslucha . Zahrnuti však byli jen ti, kte í si ádn  výuku zapsali 
a zaplatili školní poplatky, tj. ti, kte í m li právo skládat zkoušky a získat vysv d ení, resp. potvrzení o absol-
vování výuky. Ti, kte í zápis zrušili (p eškrtnutím perem, modrou nebo ervenou „ú ední pastelkou“) nebo neza-
platili školné, nebyli do souhrnu zapo ítáni. Pokud by byli zahrnuti, po ty mohly být p ibližn  o 5 až 10 vyšší. 
Poznamenejme, že studenti si mohli zapisovat libovolné p ednášky, seminá e a cvi ení, a to v libovolném po adí 
a kombinaci. Mohli však absolvovat bu  p ednášku se cvi ením, nebo pouze p ednášku, nebo jen cvi ení. Tyto 
„jemné rozdíly“ nebyly ve statistice zohledn ny; v zápisech je totiž nelze odlišit. Studenti, kte í si zapisovali 
v daném semestru alespo  jednu matematickou p ednášku nebo seminá , tvo ili obvykle 20 až 25 procent všech 
p írodov dc , nebo  pat ilo k dobrému nepsanému zvyku, že fyzici, ale i astronomové, geografové, geologové, 
chemici a biologové absolvovali alespo  dva semestry základních matematických kurz , resp. speciálních kurz
pro p írodov dce i chemiky. Vlastní matematická komunita p íliš velká nebyla, m la obvykle kolem 40 studen-
t , z nichž hlubšímu studiu matematiky (budoucí st edoškolští a vysokoškolští u itelé) se v novalo maximáln
10 až 15 poslucha . Více viz [2] a [4]. 
32 Povinná nápl  p ednášek, resp. užívání schválených u ebnic bylo na univerzitách v rakouské monarchii zru-
šeno roku 1848. 
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jich publikací, zahrani ních pobyt  apod.), kontrolovala nápl  a obsah p ednášek, se-
znamy základní i rozši ující literatury, pr b h zkoušek apod., vyjad ovala se k mate-
riálnímu, prostorovému i technickému vybavení pracovišt . Kontrolní mechanismy byly 
v rukou univerzity, fakulty, resp. komisí tvo ených leny profesorského sboru. Zpochyb-
n ní pravomocí a akademických svobod byla velmi citlivou záležitostí a profesorský sbor 
na n  otev en  nelib  reagoval. Výše uvedené kontroly (dnes zcela b žné) nebyly v bec 
myslitelné; zdá se, že ú ady ani nenapadly (alespo  v „matematické sekci“ se o nich ne-
poda ilo dohledat žádné doklady). 

4 P epis dokumentu 
P i studiu zápis  ze zasedání profesorského sboru P írodov decké fakulty N mecké 

univerzity v Praze v letech 1920/1921 až 1938/1939 se poda ilo nalézt ojedin lý doku-
ment, který objas uje „studijní“ plán a povinnosti kandidát  u itelství matematiky na 
st edních školách. Jedná se o nepodepsaný materiál nazvaný Richtlinien für das Studium 
der Mathematik als Lehrfach an Mittelschulen, který byl sepsán dne 27. ledna 1938 jako 
reakce profesorského sboru, resp. profesor  matematiky na dopis Ministerstva školství 
a národní osv ty požadující specifikaci studijních podmínek a povinností a obsahu zkou-
šek v souvislosti s p ipravovanou školskou reformou.33 Profeso i matematiky žádosti mi-
nisterstva vyhov li. Rozhodn  však nelze íci, že by tak inili ochotn  a aktivn .34 Teh-
dejší „akreditace“ celé výuky univerzitní matematiky m la dv  a tvrt strany (strojopis 
zkráceného formátu A4). V následujících ádcích uvedeme úplné zn ní dokumentu:35

Der mathematische Vorlesungsplan gibt dem Hörer die Möglichkeit, sich innerhalb 
seiner ersten vier Studiensemester die für die erste Staatsprüfung erforderlichen Kennt-
nisse anzueignen und innerhalb von sieben Studiensemestern die Kenntnisse zu erwerben, 
welche in der zweiten Staatsprüfung verlangt werden. 

Zu den einführenden Vorlesungen werden in der Regel Uebungen abgehalten. Es 
kann den Studierenden nicht dringend genug geraten werden, sich rege und aktiv an die-
sen zu beteiligen, da die rein aufnehmende Tätigkeit des Besuchs einer Vorlesung nicht 
hinreicht, um den darin behandelten Gegenstand sich voll zu eigen zu machen. 

Neben den Vorlesungen, welche alle Studierenden der Mathematik hören sollen, wer-
den für fortgeschrittenere Hörer Sondervorlesungen gehalten, welche dem Hörer die 
Möglichkeit geben, sich in Spezialgebieten, für welche er besonderes Interesse hat, tiefer 
gehende Kenntnisse anzueignen. In der Regel wird das Thema der für die zweite Staats-

                                                
33 V zápisu profesorského sboru ze dne 27. ledna 1938 je uvedeno: Anlässlich der künftigen Neuauflage der 
Sammlungen der Ges. u. Verordn. für die Universität und für die Prüfungsordnung für Lehramt an Mittelschulen 
werden eine Reihe von Abänderungsvorschlägen seitens des Dekanates und der Mitglieder des Kollegiums vor-
gelegt. ([1], Protokoll der III. Sitzung des Professorenkollegiums der Naturwissenschaftlichen Fakultät am Don-
nerstag den 27. Jänner 1938 …, str. 1) 
Reforma nebyla uvedena v život v d sledku nacistické okupace eskoslovenska. 
34 V [1] se dochovaly podobné dokumenty týkající se p ípravy st edoškolských profesor  fyziky – matematiky 
(2 strany formátu A4; vypracovány byly fyziky) a fyziky – chemie (2 strany formátu A4; vypracovány byly 
fyziky a chemiky). Obsahují doporu ený pr b h studia (8 semestr ), tj. seznam p ednášek, seminá , proseminá-

 a laboratorních cvi ení. Naprosto samoz ejmou sou ástí aprobace fyzika – chemie byl požadavek studia zá-
klad  diferenciálního a integrálního po tu (v rozsahu alespo  2 semestr ). 
35 Srovnejme citovaný dokument se sou asnými akreditacemi jednotlivých studijních obor , fakult a vysokých 
škol, které obnášejí stohy materiál  o výšce n kolika desítek centimetr .  
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prüfung bestimmten Hausarbeit einer von dem Studierenden gehörten Spezialvorlesung 
entnommen. 

Die Studierenden werden nachdrücklich auch auf die mathematischen Sondervorle-
sungen an der Deutschen Technischen Hochschule in Prag aufmerksam gemacht, welche 
insbesondere Fragen der angewandten Mathematik sowie der Geometrie behandeln. 

1. Staatsprüfung. 

In den ersten zwei Studiensemestern ist eine Vorlesung über Differential- und Integ-
ralrechnung zu hören, innerhalb der vier ersten Studiensemester einführende Vorlesun-
gen über Algebra und analytische Geometrie. Die Mathematikstudierenden, welche nicht 
darstellende Geometrie als zweites Hauptfach haben, besuchen den viersemestrigen Uni-
versitätskursus über darstellende Geometrie und projektive Geometrie. Alle genannten 
Vorlesungen setzen nur die Kenntnis der Mittelschullehrstoffs voraus. 

An die Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung schliesst sich ein zwei-
semestriges Proseminar an, dessen erfolgreicher Besuch Voraussetzung für die Zulas-
sung zur ersten Staatsprüfung ist. Die Aufnahme in das Proseminar erfolgt auf Grund 
einer Prüfung, welche eine gründliche Kenntnis der Differential- und Integralrechnung 
erweisen soll. Den Studierenden, welche darstellende Geometrie als zweites Hauptfach 
haben und ihre ersten vier Studiensemester and der Brünner Technischen Hochschule 
verbracht haben, kann der Besuch des Proseminars erlassen werden, falls sie ein Zeugnis 
über den erfolgreichen Besuch von mathematischen Uebungen beibringen. Dieses muss 
den ausdrücklichen Vermerk tragen, dass es einem Proseminarzeugnisse gleichwertig ist. 

2. Staatsprüfung. 

Anschliessend an die Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung wird ein 
drei- bis vier-semestriger Kurs über Analysis gehalten, der die Aufgabe hat, den Studie-
renden einen allgemeinen Ueberblick über die verschiedenen von der Infinitesimalrech-
nung abzweigenden analytischen Disziplinen insbesondere die Theorie der Differential-
gleichungen, die für die Anwendungen besonders wichtigen Kapitel der Theorie der reel-
len Funktionen, Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderlichen (Funktio-
nentheorie), sowie die Variationsrechnung geben. 

Zur Einführung in die Geometrie ist je eine Vorlesung über Differentialgeometrie, ü-
ber die Grundlagen der Geometrie sowie über die Nicht-Euklidische Geometrie zu hören. 

Ausserdem ist der Besuch einer Vorlesung über Zahlentheorie und einer über höhere 
Algebra erforderlich. 

Voraussetzung für die Ablegung der zweiten Staatsprüfung ist der erfolgreiche Besuch 
eines mathematischen Seminars in zwei Semestern. Die Aufnahme erfolgt auf Grund des 
erfolgreichen Besuchs eines Proseminars oder eines gleichwertigen Zeugnisses der 
Brünner Technischen Hochschule.36

                                                
36 Dokument p iložený do složky Sitzungsprotokoll im Studienjahr 1937/1938 (viz [1]). 
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První ty i odstavce popisují délku studia, organizaci státních zkoušek a pravidlo pro 
zapo ítání studia na technice. Další dva odstavce specifikují požadavky k první státní 
zkoušce a velmi neur it  nazna ují rozsah požadovaných znalostí. Poslední ty i odstav-
ce p inášejí obdobné informace o druhé státní zkoušce. 

První stránka dokumentu Richtlinien für das Studium der Mathematik als Lehrfach an 
Mittelschulen (1938) 
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5 Pár slov záv rem 
První i druhá eskoslovenská republika si vážila kvalitních a odborn  fundovaných 

vysokoškolských pedagog  bez ohledu na jejich národnost, vyznání, sociální p vod i 
politickou p íslušnost. Profesorská jmenovací ízení nebyla jednoduchá, místa byla obsa-
zována na základ  konkurzu, v n mž byla hodnocena odborná úrove  uchaze , jejich 
dosavadní v decké výsledky, pedagogické a organiza ní schopnosti a zkušenosti.37 Není 
divu, že profesorský post byl spojen s relativn  dobrým platem a zna nou spole enskou 
prestiží.  

  
D kanát, rektorát, ministerstvo a státní správa nezat žovaly profesory zbyte nou ad-

ministrativou, a  stížnosti na její nár st nalezneme prakticky ve všech dobách v zápisech 
ze zasedání profesorského sboru, dopisech ministerstvu, osobních vzpomínkách a pam -
tech. Dávaly pedagogickému sboru d v ru a ponechávaly mu tém  naprostou svobodu 
ve výuce (co, jak, kdy, v jakém rozsahu a podle eho vyu ovat, zda a jakým zp sobem 
zve ej ovat studijní materiály a požadavky k díl ím i státním zkouškám). To však roz-
hodn  neznamená, že by p íprava nap íklad budoucích st edoškolských profesor  mate-
matiky i matematik  nebyla kvalitní. Dá se íci, že opak je pravdou, jak ukazují domácí 
i klauzurní práce, protokoly o ústních zkouškách u itelské zp sobilosti, resp. protokoly 
o doktorských zkouškách a vlastní doktorské práce.38  

Zcela samoz ejmá byla svoboda v deckého bádání a p sobení na studenty, dokto-
randy i asistenty.39 Výzkum (alespo  v matematice) nebyl v tehdejší dob  svazován ná-
vratností vynaložených finan ních prost edk , aplikovatelností výsledk , v decko-vý-
zkumnými plány, tematickými okruhy grantových agentur, výzkumnými zám ry a pro-
jekty jednotlivých institucí. P esto (anebo práv  proto) na matematické sekci P írodov -
decké fakulty N mecké univerzity v Praze probíhala bádání velmi úsp šn .  

Míra této svobody nebyla již nikdy po roce 1939. Nesouviselo to jen s vále nými udá-
lostmi a následnými politickými p evraty, ale pravd podobn  s celkovou prom nou naší 
spole nosti (všeobecný nár st ned v ry a kontroly, bujení administrativy a jejího aparátu, 
likvidace židovské komunity za války, odsun n mecké komunity z povále ného esko-
slovenska, rozbití tém  všech struktur eskoslovenské spole nosti po roce 1948, zm na 
pohledu spole nosti na vysokoškolské pedagogy, resp. u itele v bec, nar stající masifi-
kace vyššího vzd lávání a s ní spojený p irozený a nutný úpadek vzd lanosti, úbytek sku-
te ných odborn  zdatných a moráln  pevných pedagog ). 

                                                
37 Konkurz byl vícestup ový − zpráva konkurzní komise tvo ené nejmén  t emi zvolenými leny profesorského 
sboru, hlasování celého profesorského sboru (vyžadovalo se obvykle 2/3 kladných hlas ), výb r tzv. terna (troji-
ce nejúsp šn jších kandidát ), prozkoumání všech materiál  „terna“ na ministerstvu školství, doporu ení nejlep-
šího kandidáta prezidentovi a následné prezidentské jmenování. Podobn  náro né bylo i habilita ní ízení, které 
p inášelo post soukromého docenta, neposkytovalo však „definitivu“ a dostate né hmotné zajišt ní. O n co 
snadn jší bylo konkurzní ízení na místo asistenta, kterého si vybíral p íslušný profesor, jeho volbu doporu oval 
profesorský sbor a schvalovalo ministerstvo (prov ovalo odbornost na základ  hodnocení profesorského sboru, 
od poloviny 30. letech prošet ovalo i loajalitu k eskoslovensku a zjiš ovalo p ípadnou aktivitu ve fašistických 
stranách). 
38 Více viz [4], kde jsou samostatné kapitoly o doktorátech z matematiky z let 1882 až 1945, resp. o zkouškách 
u itelské zp sobilosti z matematiky v kombinaci s jiným aproba ním p edm tem, které se konaly p ed n mec-
kou zkušební komisí v letech 1882 až 1945. 
39 Pevn  formulovány byly jen požadavky na minimální délku studia, požadavky k první a druhé státní zkoušce 
(u matematiky byl stanoven jen všeobecný rámec základních znalostí student ). 
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KRUHOVÁ INVERZE V NEWTONOV  OPTICE 

PAVEL BOHÁ

Abstract: The foundation of the modern circular geometry is widely connected with the 
famous Swiss geometer Jakob Steiner, who allegedly discovered the circle inversion
around 1824, although it has not been mentioned in his published works. In this paper we 
show that practically the same planar mapping has been used more than hundred years 
before Steiner as seen in the Opticks by Isaac Newton. 

1 Úvod 
Zobrazení kruhové inverze, jakožto základní kámen kruhové geometrie, p edstavuje 

jeden z nejcenn jších nástroj  planimetrie v bec. Není však zcela jednoduché, a snad ani 
možné, dopátrat se jednozna né odpov di na otázku, komu soudobá geometrie vd í 
za její objev. Prvopo átky kruhové inverze lze vypátrat už v díle staro eckého geometra 
a astronoma Apollónia z Pergy (cca 262 p . n. l. až cca 190 p . n. l.).1 Jeho práce však 
upadla v zapomn ní, v tšina publikací (nap . [1], [2], [3]) tak v této souvislosti zmi uje 
až jméno slavného švýcarského geometra Jakoba Steinera (1796–1863), který m l kruho-
vou inverzi objevit kolem roku 1824. A koliv v jeho uve ejn ných textech není toto 
zobrazení explicitn  uvedeno, zdá se být bez pochyby, že princip kruhové inverze znal 
a využíval p i objevování a dokazovaní rozli ných výsledk  projektivní geometrie ([2]). 
Mnohé prameny (nap . [2] i [3]) ovšem druhým dechem dodávají, že kruhovou inverzi 
objevilo nezávisle na sob  více geometr , nap . Germinal Pierre Dandelin (1794–1847), 
Giusto Bellavitis (1803–1880), Luigi Cremona (1830–1903) i jiní. 

V tomto lánku si neklademe za cíl vnést sv tlo do otázky prvotního autorství objevu 
kruhové inverze. Namísto toho ukážeme, že prakticky totožné zobrazení bylo ješt
p ed svým znovuzrozením v 19. století využíváno v geometrické optice, kde dodnes se-
hrává klí ovou roli p i vysv tlení funkce i t ch nejjednodušších optických p ístroj , a ko-
liv patrn  žádná b žn  dostupná publikace, kam až znalost autora sahá, na tuto skute nost 
neupozor uje. Naše tvrzení o využití kruhové inverze doložíme v ásti 4 eským p ekla-
dem pasáže z Newtonovy Optiky, ve které je doty né zobrazení elegantn  popsáno.  

2 Kruhová inverze 
Uve me nejprve moderní definici kruhové inver-

ze na rozší ené (Möbiov ) rovin , tedy rovin  dopl-
n né o jeden nevlastní bod  ([1]). Uvažujme jeden 
(vlastní) bod  roviny a libovolné reálné íslo . 
Zobrazení, které bodu  p i adí nevlastní bod  a 
naopak nevlastnímu bodu  bod  a které každý 
bod  roviny r zný od  i  zobrazí na bod 
polop ímky  tak, že platí 

,  (1) 

se nazývá kruhová inverze se st edem  a koeficientem .  
                                                           

1 Kónika [Kuželose ky], Kniha šestá, Tvrzení 13 a 14. 

Obr. 1: Zobrazení bodu A kruhovou inverzí
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Na obr. 1 je nazna en b žný postup konstrukce bodu  pro známou polohu bodu 
p i kruhové inverzi se st edem  a koeficientem , jenž hraje roli polom ru samo-
družné kružnice  se st edem .2 Správnost nastín ného postupu lze ov it využitím 
Eukleidovy v ty o odv sn  trojúhelníku , p ípadn  p ímo pomocí podobnosti 
vyzna ených trojúhelník , , podle které 

 neboli . 

Dodejme, že takto zavedené bijektivní zobrazení z ejm  p evádí vnit ek samodružné 
kružnice na její vn jšek a naopak. Mén  triviální, avšak zásadní vlastností kruhové inver-
ze je, že kružnice a p ímky (tzv. zobecn né kružnice) zobrazuje op t na kružnice a p ím-
ky3, jedná se tak o speciální p ípad kruhového zobrazení. 

3 Kruhová inverze v optice 
Za jednu ze základních a snad nejznám jších rovnic klasické geometrické optiky lze 

považovat tzv. zobrazovací rovnici kulového zrcadla, p ípadn tenké o ky, též Descarte-
sovu i Gaussovu (zobrazovací) rovnici, obvykle psanou v podob

 neboli . (2) 

V našem lánku ji budeme uvažovat pro duté ku-
lové zrcadlo (obr. 2), kdy totiž práv  v uvedeném 
tvaru (v reálné situaci pouze p ibližn ) udává závis-
lost mezi vzdáleností  zobrazovaného (bodo-
vého) p edm tu  od vrcholu  zrcadla umíst ného 
na optickou osu p ed zrcadlem s obrazovou vzdá-
leností  jeho obrazu  p i známé ohniskové 
vzdálenosti  ohniska  od vrcholu . Vzdále-
nost  je kladná pro (skute ný, tedy reálný4) obraz 
vzniklý p ed zrcadlem a záporná pro (myšlený, ne-
reálný, zdánlivý) obraz vzniklý za zrcadlem. Ohni-
sková vzdálenost  je polovinou polom ru  kulové plochy tvo ící odrazivý povrch 
zrcadla, tedy , viz nap . [4]. 

Na obr. 2 je nastín na obvyklá paprsková konstrukce zobrazení bodového p edm tu 
dutým kulovým zrcadlem, jejíž p esný popis ani správnost zde nebudeme ov ovat (obojí 
lze nalézt nap . v [5]). Za povšimnutí snad stojí, že konstruk ní roli od daného kulového 
zrcadla (na rozdíl od b žného školského postupu) p ejímá p ímka , pro niž se pak výsle-
dek ídí práv  rovnicemi (2). 

Souvislost rovnic (2) se zavedenou kruhovou inverzí pochopíme, když je upravíme 
do podoby, jež se v sou asných u ebnicích optiky uvádí jen zcela výjime n .  

                                                           

2 Dopl me, že body  a  vystupují v definici kruhové inverze symetricky, je proto lhostejné, který z nich 
považujeme za obraz a který za vzor p i daném zobrazení. Tuto vlastnost má každé zobrazení, které složeno 
samo se sebou dává identitu a které pak nazýváme involutorní. 
3 Na p ímku se zobrazí jedin  zobecn ná kružnice procházející st edem . 
4 Tj. takový, který je možné zobrazit na stínítko. 

Obr. 2: Optické zobrazení bodu A dutým kulo-
vým zrcadlem 
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Ozna me  a  (nenulové a kone né) vzdálenosti vzoru  a ob-
razu  od ohniska  zrcadla v tomto po adí a po ítejme5

, 

odkud dosazením za sou in  ze druhé rovnice uvedené v (2) dostaneme 

,  tedy kone n . (3) 

Poslední rovnice bývá v literatu e uvád na jako Newtonova (ohnisková) zobrazovací rov-
nice (kulového zrcadla, resp. tenké o ky). Porovnáním s rovnicí (1) se ukazuje, že zo-
brazení kulovým zrcadlem (resp. model zobrazení daný rovnicemi (2)) realizuje kruho-
vou inverzi (ve st edovém ezu doty né sféry) se st edem v ohnisku  zrcadla a koefici-
entem rovným ohniskové vzdálenosti  zrcadla (tudíž odpovídající samodružná kružnice 
má dvakrát menší polom r než je polom r c zrcadla). Uv domme si, že zobrazení neko-
ne n  vzdáleného bodu do ohniska a naopak lze chápat jako limitní d sledek jak rov-
nic (2), tak i ekvivalentní rovnice (3). Jediným rozdílem optického zobrazení a kruhové 
inverze tak je, že zobrazované objekty se pochopiteln  umis ují vždy p ed zrcadlo. 

4 Kruhová inverze v Newtonov  Optice 
Rovnice (3) nese jméno proslulého anglického fyzika, matematika a filosofa Isaaca 

Newtona (1643–1727), jednoho ze dvou tv rc kalkulu, jenž je mnohými považován 
za nejv tšího fyzika, jaký kdy žil. Isaac Newton za svého života publikoval dv  zcela 
zásadní v decké práce, první jsou slavné Philosophiæ Naturalis Principia Mathema-
tica [Matematické základy p írodní filosofie] (1687) psané latinsky a druhou potom 
Opticks [Optika] (1704) ([6]) publikovaná nejprve anglicky. Práv  druhá zmín ná 
monografie obsahuje ve své úvodní ásti i pozoruhodnou slovní formulaci zobrazo-
vací rovnice (3) jako sou ást komentá e k šestému axiomu. Tuto formulaci nyní uve-
deme v doslovném eském p ekladu. Má podobu následující v ty: 

Nech  je odrazivý povrch libovolné sféry, 
jejímž st edem je . Rozpulte libovolný její polom r 
( ekn me ) bodem , a pokud na tomto polom ru6

po téže stran  v i bodu  vezmete body  a , tak, že 
,  a  jsou spojit  úm rné7 a bod  je ohniskem8

dopadajících paprsk , bod  musí být ohniskem t ch 
odražených (obr. 3). 

Klí ový vztah spojité úm rnosti jistých t í veli in9

bychom dnes popsali tak, že t i délky vyjmenovaných 

                                                           

5 Ob ísla  i  jsou bu  sou asn  kladná, nebo záporná, jak bude z ejmé z postupu výpo tu sou i-
nu . Lze v n m tedy absolutní hodnoty nahradit kulatými závorkami. Tato skute nost rovn ž zna í, že zob-
razovaný p edm t  i jeho obraz  se vždy nacházejí na téže stran  od ohniska  dutého kulového zrcadla. 
6 Zde ve významu p ímky procházející st edem doty né sféry. 
7 V originále „continual Proportionals“.  
8 V originále použité „focus“ však neodkazuje na ohnisko zrcadla, jímž je zde bod . Význam termínu podle vý-
kladu, který p eložené pasáži p edchází, odpovídá bodu, z n hož se paprsky rozbíhají, zdroj resp. vzor, p ípadn
se k n mu sbíhají, a je proto možné zde pozorovat ostrý, fokusovaný, obraz. 
9 S konceptem spojit  úm rných veli in se lze mimo Eukleidovy Stoicheia [Základy] setkat jen vzácn . 

Obr. 3: K Newtonov  slovní formulaci 
rovnice pro zobrazení dutým kulovým 
zrcadlem
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úse ek tvo í v uvedeném po adí t i po sob  jdoucí leny jisté geometrické posloupnosti, 
jinými slovy, že délka prost ední úse ky  je rovna geometrickému pr m ru délek 
úse ek  a , tedy 

 neboli  , 

což je d íve zmín ná Newtonova zobrazovací rovnice. Dodejme, že p iložený obrázek je 
vcelku podobný tomu, jakým i Newton ilustroval sv j text. V naší verzi je však na rozdíl 
od originálu vyzna ena nejen standardní paprsková konstrukce, ale i „te nová“ konstruk-
ce obrazu p i kruhové inverzi. Takto dopln ný obrázek dává tušit, že ob  konstrukce ve-
dou ke stejnému výsledku. 

5 Záv r 
V tomto lánku jsme prokázali, že historie zobrazení kruhové inverze je ješt  o n co 

spletit jší, než napovídá citovaná literatura. Nic se však nem ní na tom, že po átky mo-
derní kruhové geometrie spadají do první poloviny 19. století, nebo  zobrazení používané 
v optice, by  tak ka totožné s kruhovou inverzí, slouží tam ke zcela jinému a veskrze 
fyzikálnímu ú elu. I p esto se autor tohoto p ísp vku domnívá, že by si vyšet ovaná sou-
vislost elementární geometrické optiky se základním zobrazením kruhové geometrie za-
sloužila nejen v u ebnicích p inejmenším poznámku pod arou. 
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METODA WSPÓŁRZ DNYCH W GEOMETRII 
RZUTOWEJ  

DANUTA CIESIELSKA, ZDZISŁAW POGODA

Abstract: First, we briefly present the most important facts about the history of 
projective geometry and its analytical methods. Then we analyse the contents of some 
polish textbooks published in the XIX century for the use of projective methods. We pay 
special attention to the lithographed textbooks by F. Mertens (see [10]) and W. Zaj cz-
kowski (see [14], [15]). 

1 Wprowadzenie 
Geometria rzutowa jako samodzielna dziedzina naukowa wykrystalizowała si  w pierw-

szej połowie XIX wieku. Jednak pierwsze twierdzenia, które mo na zaliczy  do geometrii 
rzutowej pojawiły si  ju  w staro ytno ci. W znanym dziele Pappusa Synagoge z IV wieku 
naszej ery znajdujemy twierdzenie – nazwane pó niej jego imieniem – które stało si  jednym 
z fundamentalnych faktów geometrii rzutowej. Nie ma precyzyjnych informacji o wcze -
niejszych twierdzeniach podobnego typu, cho  staro ytni Grecy interesowali si  teori
perspektywy i optyk . Praktycznie wszystkie informacje na ten temat pochodz  z drugiej r ki; 
nie zachowały si adne ródła dotycz ce teorii perspektywy czy optyki z tamtych czasów. 
Komentatorzy twierdz  jednak, e Euklides i Apoloniusz interesowali si  tymi problemami. 
Trzeba było czeka  tysi c lat, aby zacz to si  dokładniej przygl da  teorii perspektywy, która 
stała si  pó niej ródłem twierdze  geometrii rzutowej. Najpierw problemami perspektywy 
zainteresowali si  arty ci. Pierwszy z poprawn  perspektyw  fresk wykonał około 1420 roku 
Filippo Brunelleschi (1377–1446), a pierwsze teoretyczne podstawy opisał Leon Battista 
Alberti (1404–1472) w dziele Della pittura z 1436 roku (por. [1]). Istotny wkład mieli tak e 
Albrecht Dürer (1471–1528) i Leonardo da Vinci. Ten ostatni jest autorem pierwszego 
rysunku anamorficznego, czyli, co stało si  jasne znacznie pó niej, wykorzystania rzutowania 
ogólniejszego ni  perspektywa. Artyst , który dał formalne podstawy teorii anamorfizmów,
był Jean François Niceron (1613–1646). Jego La Perspective Curieuse (por. [11]) opubli-
kowana w 1638 roku była pierwsz  ksi k , w której poruszono temat tworzenia obrazów 
anamorficznych. Rok pó niej ukazuje si Brouillon project d'une atteinte aux événements des 
rencontres d'un cone avec un plan Girarda Desarguesa (1591–1661) (por. [1]), gdzie 
znajdujemy ju  elementy geometrii rzutowej z fundamentalnym twierdzeniem nosz cym dzi
jego imi . Desargues rozwa a punkty w niesko czono ci i prost  w niesko czono ci, cho
niektóry historycy uwa aj , e prosta w niesko czono ci pojawia si  znacznie pó niej, 
dopiero w 1822 roku formalnie wprowadzona przez Ponceleta. Desargues jest pierwszym, 
który traktuje parabol , hiperbol  i elips  jako obrazy tego samego obiektu w przek-
ształceniach nazywanych obecnie rzutowymi; rozró nia je w zale no ci od liczby punktów 
w niesko czono ci. Nale y zwróci  uwag , e idea punktu w niesko czono ci pojawia si
u Keplera (1571–1630) w rozprawie z 1604 roku Astronomiae pars optica. (por. [1]). Dzieło 
to ma w tytule Ad Vitellionem paralipomena, quibus astronomiae pars optica traditur, czyli 
Dopełnienia do Witelona. Kepler wyra nie darzył szacunkiem Witelona (1230–1280), 
jednego z pierwszych matematyków zwi zanych z Polsk , który wyra nie zaznaczył si
w europejskiej nauce jako autor dzieła Perspectivorum libri decem. Kepler i Desargues 
zakładali, e proste równoległe maj  wspólny punkt w niesko czono ci, a proste w takiej 
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sytuacji przypominaj  okr gi – z obu stron zmierzaj  do tego samego punktu w niesko -
czono ci. Do obu uczonych doł czył Blaise Pascal, który w 1640 roku rozpowszechnił plakat 
z twierdzeniem o sze ciok cie wpisanym w sto kow . Essay pour les coniques został wydru-
kowany w 50 egzemplarzach i miał by  rozdany zainteresowanym uczonym. 

Pod koniec trzydziestych lat XVII wieku matematycy francuscy René Descartes oraz 
Pierre de Fermat niezale nie zaproponowali zastosowanie metod analitycznych do opisu 
obiektów algebraicznych. Ich rozwa ania dotyczyły przede wszystkim tych krzywych, 
które zyskały zapis algebraiczny. Metoda ta przyczyniła si  do ogromnego post pu w ba-
daniu krzywych, a na szczególn  uwag  zasługuj  tu wyniki Isaaca Newtona oraz Leon-
harda Eulera. Zastosowanie metody do opisu fizycznych i mechanicznych zagadnie  dały 
podstawy rachunku ró niczkowego i całkowego. Metoda analityczna zacz ła szybko 
odnosi  sukcesy; metody rzutowe nie zyskały uznania. Trzeba było czeka  blisko 200 lat, 
aby przypomniano sobie o wynikach matematyków siedemnastowiecznych. Niemałe zas-
ługi miał Gaspard Monge (1746–1818), ale tak naprawd  geometri  rzutow  rozwijali 
jego uczniowie: Victor Poncelet (1788–1867), Charles Brianchon (1783–1864), Michel 
Chasles (1793–1880), Joseph Gergonne (1771–1859), Lazare Carnot (1753–1823). Doł -
czyli do nich August Ferdinand Möbius (1790–1868) i Julius Plücker (1801–1868), któ-
rzy wprowadzili do geometrii rzutowej metod  analityczn  oraz Karl Georg Christian 
von Staudt (1798–1867). Möbius, którego nazwisko kojarzone jest przede wszystkim 
z jednostronn  wst g , jest autorem wielu oryginalnych prac i ksi ek. Do najsłynniej-
szych nale y Der barycentrische Calcül (1827). Mo na tam znale  mi dzy innymi 
współrz dne barycentryczne i współrz dne jednorodne. To dzi ki metodzie współrz d-
nych krzywe algebraiczne zostały opisane za pomoc  jednorodnego wielomianu. Julius 
Plücker zaproponował podobne rozwi zanie do opisu poło enia prostych w przestrzeni. 
Karl von Staudt w dziele Geometrie der Lage (1847) zaprezentował pierwsz  aksjoma-
tyk  geometrii rzutowej, tam równie  po raz pierwszy została u yta metoda czworok ta 
zupełnego do uzyskania punktu harmonicznego z danymi trzema współliniowymi punk-
tami. Staudt zauwa ył tak e, e uzyskana w ten sposób konfiguracja punktów i prostych 
jest niezmiennikiem przekształce  rzutowych.  

Wprowadzone współrz dne oraz znane ju  metody obliczania wyznaczników pozwo-
liły na skuteczne zastosowanie metod algebraicznych zarówno w opisie obiektów geo-
metrii rzutowej, jak i dowodzenia twierdze . W szczególno ci twierdzenie Bézouta 
o liczbie punktów wspólnych dwóch krzywych zyskało przejrzyst  form  w wersji rzu-
towej. Przeniesienie problemów zwi zanych z obiektami opisanymi równaniami alge-
braicznymi z przestrzeni afinicznej do rzutowej, dokonane przez wprowadzenie współ-
rz dnych jednorodnych, znakomicie upraszcza wiele problemów klasyfikacyjnych.  

2 Polskie akcenty 

2.1 Kraków i Mertens 

Matematycy polscy nie prowadzili intensywnych bada  w zakresie geometrii rzu-
towej. W XIX wieku nie powstały oryginalne prace z tej dziedziny. Tematyka rzutowa 
pojawia si  przede wszystkim w podr cznikach oraz litografowanych notatkach z wykła-
dów zwykle zatytułowanych ‘geometria analityczna’. Na uwag  zasługuj  tu opracowa-
nia wykładów Franciszka Mertensa (1847–1927) – o wykładzie wspomniano w pracy [3]. 
Mertens kojarzony jest głownie z analiz  i analityczn  teori  liczb. Pracuj c jednak na 
Uniwersytecie Jagiello skim w latach 1865–1884 prowadził ró norodne wykłady w tym 
wykład z geometrii analitycznej. Wykłady te zostały opublikowane w wersji litogra-
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ficznej w 1882 roku1; w notatkach brak informacji o jakichkolwiek ródłach, z których 
korzystał Mertens. Napisane s  jasnym zwi złym j zykiem i z punktu widzenia mate-
matyka pierwszej dekady XXI wieku s  klasyczne z pewnymi akcentami nowoczesno-
ci. Natomiast w czasach, w których powstały, nale ały do bardzo nowoczesnych. 

Elementy geometrii rzutowej pojawiaj  si  ju  w rozdziale czwartymi praktycznie s
obecne do ko ca, czyli do rozdziału XII wł cznie. Oto tytuły rozdziałów z Wykładów 
Mertensa: I Geometrya analit: w płaszczy nie, II O wyznacznikach i ich zastosowaniu do 
rozwi zania m równa  z n niewiadomymi, III Linie algebraiczne pierwszego rz du, 
IV Zastosowania geometryczne – Podział harmoniczny,  

Rysunek 1 Podział harmoniczny (czwórka harmoniczna punktów) 

Rysunek 2 Czworobok zupełny 

                                                          
1 Notatki pochodz  z Biblioteki c. k. Seminarium Matematycznego w Krakowie, podr cznik nosi numer Bib-
lioteki Instytutu Matematyki UJ 216/234.
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V O własno ciach projektywnych utworów zasadniczych jednego rozmiaru,  

Rysunek 3 Twierdzenie Pappusa 

Rysunek 4 Klasyfikacja utworów inwolutywnych 

VI O kolinearnem powinowactwie dwóch systemów płaskich, VII Powinowactwo 
odwrotne dwóch systemów płaskich; system biegunowy płaski, VIII Formy kwadratowe, 
IX Jeszcze kilka słów o systemie biegunowym płaskim, X Roztrz nienie najogólniejszego 
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zrównania drugiego rz du, jako zrównania, elipsy, hiperboli, lub paraboli, XI O niek-
tórych własno ci krzywych drugiego rz du, XII Utwory powstałe przez przeci cie dwóch 
wi zek projektywnych nieperspektywnych, i przez wzajemne rzucenie na siebie dwóch 
szeregów punktowych projektywnych nieperspektywnych. – Szereg punktowy drugiego 
rz du. – Wi zka promieniowa drugiego rz du. 

Rysunek 5 Twierdzenia Pascala, wersje 
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Rysunek 6 Twierdzenia Pascala, fragment 

Rysunek 7 Twierdzenie Pascala II 

Mertens dowodzi, u ywaj c metody współrz dnych oraz wykonuj c obliczenia od-
powiednich wyznaczników, wszystkie standardowe twierdzenia geometrii rzutowej i, jak 
wida  z opisu tytułów rozdziałów, wykład ma charakter rzutowy.  

2.2 Lwów i Zaj czkowski 

Wykład Władysława Zaj czkowskiego z geometrii analitycznej oraz sporz dzone na 
jego podstawie notatki zostały opisane w pracy [2]. Teraz postaramy si  porówna  wy-
kład ten z opisanym powy ej wykładem Mertensa. Na pierwszy rzut oka w notatkach do 
wykładu Władysława Zaj czkowskiego (por. [14] i [15]) metody rzutowe nie s  wyeks-
ponowane. Wczytuj c si  jednak w tekst2 dostrzegamy równie  wpływ geometrii rzuto-
wej. Zobaczmy, jak wygl daj  tytuły poszczególnych rozdziałów cz ci pierwszej pod-
r cznika: I Współrz dne punktu, II Miejsce geometryczne równania. Równanie miejsca 

                                                          
2 Notatki wydano w formie dwóch zeszytów. Dost pne nam zeszyty pochodz  ze zbiorów Włady-
sława Kretkowskiego i nosz  numery K 963/I oraz K 963/II. 
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geometrycznego. III O płaszczy nie i o linii prostej na płaszczy nie. IV O płaszczy nie 
(Ci g dalszy).  

Rysunek 8 Twierdzenie Desarguesa, fragment

Rysunek 9 Twierdzenie Desarguesa

V O punkcie. Równanie punktu.  
IX O rednicach sprz onych krzywych rz du drugiego.  
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Rysunek 10 Osie pot gowe i rodki jednokładno ci 

X Równania krzywych rz du drugiego we współrz dnych trójk tnych.  

Rysunek 11 Twierdzenie Brianchona 
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Rysunek 12 Twierdzenie Brianchona – fragment 

Rysunek 13 Zasada dwoisto ci 
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VI O linii prostej. Równania linii prostej. VII O liniach krzywych rz du drugiego. 
VIII O stycznych linii krzywych rz du 2. 

Rysunek 14 Biegun i biegunowa 

XI O powierzchniach rz du drugiego. XII O inszych własno ciach powierzchni rz du 
drugiego.  

Gdy zagł bimy si  w poszczególne rozdziały, zauwa ymy natychmiast elementy 
geometrii rzutowej. I tak w rozdziale czwartym o niewiele mówi cym tytule „O płasz-
czy nie” ju  sam podtytuł „Współrz dne czworo cienne w przestrzeni, a trójk tne na 
płaszczy nie” wprowadza nas w teori  współrz dnych jednorodnych, które s  ju  kon-
sekwentnie wykorzystywane dalej. W rozdziale pi tym pojawia si  zasada dwoisto ci. 
W rozdziale ósmym spotykamy poj cie bieguna i biegunowej. W wykładzie znajdujemy 
wszystkie klasyczne twierdzenia geometrii rzutowej. Ka dy rozdział ko czy si wicze-
niami, czego nie ma u Mertensa. Cz  druga wykładu Zaj czkowskiego po wi cona jest 
teorii krzywych algebraicznych W dwóch rozdziałach autor przedstawia ró ne własno ci 
krzywych algebraicznych oraz ich zastosowania, mi dzy innymi do konstrukcji geomet-
rycznych. Warto zwróci  uwag  na fakt opublikowania przez Zaj czkowskiego w 1884 
roku w Warszawie ksi ek: zatytułowanej Gieometryja analityczna (por. [16]), maj cej 
cisły zwi zek z prowadzonymi przez niego wykładami oraz Zasady algebry wy széj

(por. [13]), w które równie  stosowane s  metody współrz dnych rzutowych. 

3 Uwagi ko cowe 
Pierwszy podr cznik z geometrii rzutowej w j zyku polskim pojawił si  1902 roku (por. 
[9]). Była to Geometrya rzutowa tworów pierwiastkowych Alfonsa Lewenberga. Nie ma 
w nim jednak metod analitycznych. Autor przedstawia wykład geometrii syntetycznej. 
Metody analityczne geometrii rzutowej znajdujemy w podr cznikach geometrii anali-
tycznej. Chcieli my zwróci  uwag  na fakt, i  metody rzutowe były obecne w polskich 
podr cznikach, zanim pojawił si  podr cznik po wi cony specjalnie geometrii rzutowej. 
Czytelnik miał okazj  zapozna  si  z podstawowymi faktami tej dziedziny w uj ciu prze-
de wszystkim analitycznym. Wykład Mertensa ma charakter zdecydowanie rzutowy. Za-
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j czkowski sporo miejsca po wi ca krzywym algebraicznym, a druga cz  wykładu do-
tyczy geometrii przestrzennej. W niniejszym artykule nie mo na było, ze wzgl du na 
ograniczenia ilo ciowe, dokona  pełnej i drobiazgowej analizy podr czników pod k tem 
wykorzystania analitycznych metod rzutowych. Bardziej szczegółowa analiza, równie
innych podr czników, zostanie przedstawiona w kolejnych opracowaniach. 
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TEORIE PRAVD PODOBNOSTI A MRAVNÍ 
ZÁLEŽITOSTI DLE JAKOBA BERNOULLIHO 

HELENA DURNOVÁ

Abstract: Jacob Bernoulli’s Ars Conjectandi (1713) is a key work in the history of pro-
bability theory. This contribution points out some aspects of the fourth part of his book, 
which is devoted to applications of probability theory that Bernoulli had explained in the 
previous three sections.  

1 Úvodem: n které práce o historii teorie pravd podobnosti 
V tšinou se uvádí, že teorie pravd podobnosti se zrodila na základ  vým ny dopis  mezi 

Blaisem Pascalem (1623–1662) a Pierrem de Fermatem (1607/1608–1665).1 Tímto obdobím 
za íná také klasická kniha o historii teorie pravd podobnosti z pera Isaaca Todhuntera (viz 
[8]) z roku 1865. O rozší ení a prohloubení Todhunterova díla se pom rn  nedávno zasloužil 
dánský matematik Anders Hald (viz [4]), který podotýká, že první poznámky, které nám svým 
stylem p ipomínají dnešní teorii pravd podobnosti, se za aly objevovat v dílech italských ma-
tematik  již b hem 15. a 16. století a týkaly se p edevším úlohy o rozd lení sázky mezi hrá e 
hazardní hry v p ípad , že partie z n jakého d vodu nemohly být dohrány. Tomuto problému 
se v novali Luca Pacioli (1445–1517), Niccolò Fontana (1499–1557), zvaný Tartaglia, a Ge-
ro-lamo Cardano (1501–1576). Posledn  jmenovaný strávil hazardními hrami nezanedbatelné 
množství asu a práv  od n j pochází následující citát, který ukazuje, že k otázkám mravním 
nem la teorie pravd podobnosti nikdy daleko: 

Základním principem veškerých hazardních her je jednoduše rovnost podmínek, což se tý-
ká nap íklad protihrá , pen z, situace, krabice s kostkami a samotných kostek. Pokud se 
v n jaké mí e odchýlíte od rovnosti ve prosp ch protihrá , jste pošetilý, pokud ve prosp ch 
sv j, jste nespravedlivý. ([4], str. 33)  

Úlohami o rozd lení sázky se p ed Jakobem Bernoullim zabývali zejména již zmín ní 
Blaise Pascal a Pierre de Fermat, a také Christiaan Huygens (1629–1695) v knize De ratioci-
niis in ludo aleae (O výpo tech v hazardní h e) publikované roku 1657 (viz [6]). Bernoulli 
dosavadní poznatky ve své knize shrnul a navíc ve tvrté ásti svého díla, které je v nován 
tento krátký p ísp vek, nabídl zp sob, jak je prakticky aplikovat. 

2 Jakob Bernoulli (1654–1705): stru ný životopis2

Jakob Bernoulli spolu se svým mladším bratrem Johanem (1667–1748) pat í k první 
generaci matematik  z rodu Bernoulli . Známé jsou zejména jeho výsledky v oblasti ma-
tematické analýzy a spolu s bratrem Johanem je považován za zakladatele varia ního 

                                                          

1 Podle p esv d ivého výkladu n meckého historika matematiky Klause Barnera (viz [2]) se Fermat narodil v ro-
ce 1607 nebo 1608.  Více informací v etn  odkaz  na etné Barnerovy publikace na toto téma, najdou tená i 
také v n mecké verzi Wikipedie (heslo Pierre de Fermat). Vzhledem k tomu, že pro tento lánek není Fermatovo 
datum narození podstatné, bližší informace zde neuvádím, podobn  jako neuvádím zdroje pro všeobecn  známé 
údaje o letech narození jednotlivých matematik . 
2 V této ásti erpám zejména z poznámek k n meckému vydání Ars Conjectandi z roku 1899 (viz [1]).  
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po tu. Díky svým v deckým úsp ch m, z nichž v tomto p ísp vku p ipomeneme jeho 
dílo v teorii pravd podobnosti, se v roce 1699 stal lenem pa ížské Akademie v d.  

Jakob Bernoulli se za al otázkami z teorie pravd podobnosti zabývat již v letech 1679 
až 1685, p i emž vydání Ars Conjectandi bylo oznámeno v Histoire del’Académie des 
sciences de Paris v roce 1705 a v Journal de Scavans v roce 1706 (viz [1, str. 141]). Dílo 
však z stalo nevydáno celých osm let po smrti autora, nebo  jak Jakob v bratr Johan, tak 
jeho synovec Nikolas se k vydání díla nem li. Nikolas se odvolával na své dosud nevelké 
zkušenosti a z toho plynoucí nedostate nou erudici, kterou by k vydání takového díla po-
t eboval. Navíc sám vydal práci, v níž ukázal využití po tu pravd podobnosti v otázkách 
práva. Nakonec se však v roce 1713 odhodlal tém  dokon ené dílo svého strýce vydat. 

3 Ars Conjectandi – Um ní odhadu (1713) 
Ian Hacking (viz [3]) tvrdí, že název díla Jakoba Bernoulliho z ejm  odkazuje na starší dí-

lo o logice, Ars Cogitandi. Podle jeho interpretace je zjevné, že um ní odhadu (ars con-
jectandi) nastupuje tam, kde um ní myslet (ars cogitandi) kon í (viz [3, str. 145]). Bernoulli-
ho Ars Conjectandi je rozd leno na p t ástí, z nichž poslední je p ílohou k výkladu p edcho-
zích ty  kapitol. První ást obsahuje komentovaný výklad díla Christiaana Huygense a do 
eštiny ji z latiny p eložil Karel Ma ák (viz [6]). Sestává z Huygensových tvrzení a Ber-

noulliho poznámek, které tvo í p ibližn  t etinu této ásti spisku. Jejím tématem je p edevším 
otázka d lení sázky p i nedokon ených partiích hazardních her. Druhý díl Bernoulliho díla 
zpracovala ve své diplomové práci Pavla Klusá ková (viz [5]). Z dnešního hlediska je pozoru-
hodné, že obsahuje kombinatorické kategorie permutace, kombinace a variace jak s opaková-
ním i bez opakování bez v tších odchylek od dnešní klasifikace, a  jsou uvedeny pod jinými 
názvy. Ve t etím díle Bernoulli ukazuje použití vzorc  z dílu p edchozího na p íkladech r z-
ných hazardních her. Tyto p íklady na sebe áste n  navazují a problém p edstavuje práv  po-
užití r zných her, jejichž pravidla jsou dnešnímu b žnému tená i málo známá. tvrtý díl je 
v nován užití d íve vyložené teorie a podrobn ji se mu v nuji v samostatném oddíle. Relativ-
n  samostatnou p ílohu k Ars Conjectandi p edstavuje pom rn  dlouhý dopis p íteli, jehož 
délka odpovídá délce tvrté kapitoly a v n mž se Bernoulli zabývá využitím teorie pravd po-
dobnosti p i tenise. 

3.1 Ars Conjectandi, díl 4: užití vyložené teorie 

Celý název tohoto dílu zní Užití d íve vyložené nauky ve vztazích ob anských, mrav-
ních a hospodá ských. Je rozd len do p ti kapitol: 

I.  Úvodní poznámky o jistot , pravd podobnosti, nutnosti a náhodnosti v cí [jev ]. 
II.  Jistota a domn nka. Um ní odhadu. D vody pro d kaz domn nky. N které k tomu 

p íslušné v ty. 
III.  R zné druhy dokazování; odhad jejich váhy pro výpo et pravd podobnosti jev .  
IV.  O dvou zp sobech, jimiž lze ur it po et p ípad . Co se dá odvodit od zp sobu, jímž 

bylo pozorování vedeno. Hlavní problémy s tím spojené a další záležitosti. 
V.  ešení p edchozího problému. 

Významný podíl zaujímá v této ásti filosofický rozbor situace. tvrtá ást Ars Con-
jectandi za íná rozborem významu pojm  souvisejících s pravd podobností. Zde najde-
me Bernoulliho definici pravd podobnosti: „Pravd podobnost je stupe  jistoty a liší se od 
úplné jistoty tak, jako se ást liší od celku.“ (viz též [7], str. 133) P itom ze dvou jev  je 
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pravd podobn jší ten, jehož pravd podobnost je ur ena v tším dílem jistoty.3 Jako možné
lze podle Bernoulliho ozna it takové jevy, jejichž pravd podobnost je ( e eno dnešním 
slovníkem) nenulová. 

Moráln  jisté jsou dle Bernoulliho takové jevy, jejichž pravd podobnost se blíží jisto-
t , zatímco jako moráln  nemožné ozna ujeme ty jevy, jejichž pravd podobnost je rovna 
tomu, co jevu moráln  jistému chybí do jistoty, tedy nap íklad: je-li moráln  jistý jev, je-
hož pravd podobnost je 0,999, pak jako moráln  nemožný ozna ujeme jev, jehož pravd -
podobnost je 0,001. Volbu ísla 0,999, potažmo 0,001, Bernoulli nezd vod uje. 

U jev  nutných lze rozlišit více druh . Nutnost jejich nastoupení m že být fyzikální 
(ho ení, zatm ní M síce), hypotetická (jako d sledek n jakého jevu musí nastat jiný), i 
dohodnutá (pokud se hrá i dohodnou, že padne-li jednomu z nich šestka, vyhrává, pak 
musí vyhrát, pokud mu šestka padne). 

Náhodné je to, co nemusí být dnes ani v budoucnu a co nemuselo být ani v minulosti. 
V tomto smyslu, podotýká Bernoulli, není po así náhodné, nebo  závisí na d jích v atmo-
sfé e. Z tohoto pohledu není po así o nic více náhodné než to, zda nastane i nenastane 
zatm ní M síce. Je tedy vid t, že to, co se nám jako náhodné jeví, ve skute ností v bec 
náhodné není. 

Št stí a sm la, to jsou podle Bernoulliho pojmy, které vyjad ují to dobré nebo špatné, 
co se nám stane, ale pouze v ur itých p ípadech. O št stí hovo íme v p ípad , že je vyso-
ce nepravd podobné, že se nám stane dobrá v c, zatímco o sm le mluvíme, je-li vysoce 
nepravd podobné, že se nám stane špatná v c.  

Ve druhé kapitole tohoto dílu Bernoulli vysv tluje, kdy a jak lze pravd podobnost ur-
it. Zejména nelze ur it pravd podobnost jev , o nichž s jistotou víme, zda nastanou i 

nenastanou. Bernoulli uvádí jako p íklad zatm ní M síce: není možné, aby astronom ekl, 
že b hem n jakého úpl ku b hem roku nastane i nenastane zatm ní, protože ví (a tedy 
nedomnívá se), b hem kterého úpl ku k zatm ní M síce dojde. K ur ení pravd podob-
nosti pak nesta í jen jeden zp sob d kazu; navíc musíme vzít v úvahu nejen ty skute -
nosti, které hovo í ve prosp ch naší domn nky, nýbrž také skute nosti, které hovo í proti 
naší domn nce. K d kazu všeobecných v cí lze použít všeobecné d vody, avšak k vyslo-
vení domn nky o individuálních skute nostech je pot eba p edložit d vody individuální. 
U v cí pochybných a nejistých je pak pot eba po kat, až se více rozjasní. N kdy však, 
íká Bernoulli, je t eba konat; tehdy vybíráme to, co je vhodn jší a bezpe n jší.  

V této souvislosti je zajímavé sledovat, jak se Bernoulli vyrovnává s pojmem pravd -
podobnosti. Je t eba mít na pam ti, že práv Ars Conjectandi je jedním z prvních pokus
pravd podobnost exaktn  popsat. Proto také uvádí Bernoulli p íklady ze života: m žeme-
li si vybrat, zda vysko íme z ho ícího domu ze st echy domu i z okna v prvním pat e, co 
si vybereme? Jak podotýká Bernoulli, ani jedno není bez rizika, ale výskok z prvního pat-
ra se jeví na první pohled jako výhodn jší. Není tedy p ekvapující, že dále Bernoulli 
v souvislosti s výpo ty pravd podobnosti varuje p ed p ece ováním jednotlivých vliv . 

                                                          

3 Zde Bernoulli podotýká, že jako pravd podobné v b žné e i ozna ujeme jevy, jejichž pravd podobnost je 
výrazn  v tší než jedna polovina, zatímco jako nepravd podobné ozna ujeme ty jevy, jejichž pravd podobnost 
je naopak výrazn  menší než jedna polovina. 
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Podle Bernoulliho je navíc d ležité si uv domit, že lidské iny nelze hodnotit pouze 
podle úsp šnosti, nebo  to, co se jevilo jako pošetilé, m že vyústit v úsp ch a naopak. 

Ve t etí kapitole Bernoulli rozebírá možné zp soby dokazování, a to na základ  slov-
ního rozboru konkrétních situací. Za íná také propojovat váhu jednotlivých d kaz  a et-
nost jejich výskytu s celkovou pravd podobností. V tom pokra uje také v kapitole tvrté 
a páté, ímž se dostává k formulaci zákona velkých ísel, který byl klí ový k tomu, aby 
bylo možné dát výsledky etných pozorování do souvislosti s o ekávanou pravd podob-
ností. 

4 Záv r 
Klasická práce Jakoba Bernoulliho, historie matematiky pomáhá p i výuce osv tlit 

n které základní pojmy a p ispívá k jejich lepšímu pochopení. tvrtá ást Bernoulliho 
Ars Conjectandi umožní dnešnímu tená i nahlédnout do úvah o povaze pravd podob-
nosti a snad i osv tlit, v em se uvažování v ostatních oblastech matematiky liší od uva-
žování v teorii pravd podobnosti. 
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FERMATOVA METODA MAXIM A MINIM 

ANNA KALOUSOVÁ

Abstract: In the 17th century, the problems related to differential and integral calculus (such 
as properties of the tangent and the center of gravity, or the rectification and quadrature of 
curve) were studied by the then leading mathematicians. They used some methods that 
preceeded the methods of Newton and Leibniz. One of the most important mathematicians of 
that epoch, Pierre de Fermat, is considered to be a co-founder of analytic geometry, 
differential and integral calculus, number theory and probability theory. In this paper, we 
describe Fermat's method of maxima and minima. 

1 Úvod 
V 17. století se mnoho velkých matematik  zajímalo o úlohy, které dnes ešíme uži-

tím diferenciálního a integrálního po tu, jako je t eba konstrukce te ny ke k ivce, hledání 
t žišt  obrazce nebo t lesa, délka k ivky, obsah plochy ohrani ené n jakými k ivkami 
apod. Užívali metody, z nichž mnohé už dnes neznáme, ale které byly d ležité práv  pro 
vytvo ení diferenciálního a integrálního po tu.  

Pierre de Fermat pat il k nejv tším matematik m této doby, i když vystudoval právo 
a ne matematiku. Ta pro n j byla jen zábavou. P esto vytvá el nebo spoluvytvá el adu 
nových matematických obor  (analytická geometrie, teorie pravd podobnosti, teorie í-
sel, …). Metodu maxim a minim používal nejen k nalezení maxim i minim algebraic-
kých výraz , ale také nap . ke konstrukci te en ke k ivkám, k výpo tu t žišt  parabolic-
kého konoidu a k hledání inflexních bod  k ivky. 

2 Pierre de Fermat 

2.1 Život 

Pierre de Fermat se narodil v Beaumont-de-Lomagne (département Tarn-et-Garonne), 
jeho otcem byl Dominique Fermat, zámožný obchodník s k žemi. Totožnost matky stej-
n  jako p esné datum narození Pierra de Fermata neznáme. Dominique Fermat byl totiž 
dvakrát ženat, nejprve s Françoise Cazeneuve (alespo  do roku 1603), poté s Claire de 
Long (oženil se p ed rokem 1607), a v obou manželstvích se narodili synové pok t ní 
Pierre. Jeden z nich (pravd podobn  ten starší) v d tském v ku zem el.  

Fermat studoval právo v Toulouse, potom v Orléans, kde v roce 1631 získal titul ba-
kalá e ob anského práva. Mezitím žil ur itý as v Bordeaux, kde se stýkal s v dci a práv-
níky z okruhu Jeana d’Espagneta, presidenta Parlement de Bordeaux a p ítele Françoise 
Vièta, a jeho syna Étienna, s nímž ho pojil zájem o matematiku. Seznámil se zde také 
s matematikem Jeanem de Beaugrandem. V roce 1631 se usadil v Toulouse, kde si koupil 
ú ad soudního rady; od té doby se psal de Fermat. V tomtéž roce se oženil se svou vzdá-
lenou sest enicí Louisou de Long, m li 7 d tí. V zam stnání prošel obvyklým postupem, 
p sobil nejprve v ob anskoprávním senátu, poté ve vyšet ovacím, trestním a nakonec byl 
jmenován do velkého senátu (Grande Chambre). V roce 1642 se stal také lenem edikto-
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vého senátu (Chambre de l'Édit1) sídlícího v Castres. T i dny p ed smrtí zde vynesl po-
slední rozsudek. Zem el 12. ledna 1655. 

2.2 V decká práce  

Fermat byl velmi vzd laný, ovládal šest jazyk  (francouzštinu, okcitánštinu2, špan l-
štinu, italštinu, latinu a e tinu), psal latinské básn , zajímal se o filologii, o fyziku 
a hlavn  miloval matematiku. Je známý p edevším díky své Velké (n kdy nazývané 
Poslední) v t , jejíž d kaz trápil matematiky n kolik století. Díky své profesi byl finan -
n  dostate n  zajišt n, matematika byla zábavou, které se v noval ve volných chvílích. 
Své výsledky tém  nikdy nepublikoval, psal je jen jako poznámky na okraji stránek 
knih, které etl, nebo v dopisech významným matematik m (Marin Mersenne, Gilles Per-
sonne de Roberval, Jean de Beaugrand, Étienne Pascal, pozd ji i Blaise Pascal, René 
Descartes, Pierre de Carcavi, John Wallis, Christiaan Huygens, ...), ve kterých je nabádal, 
aby vy ešili problém, jehož ešení on už znal. O jeho matematickém vzd lání nejsou 
zprávy, b hem svého pobytu v Bordeaux však ur it  do hloubky studoval dílo Françoise 
Vièta (1540–1603).  

Po Fermatov  smrti vydal roku 1670 jeho syn Samuel Diophantovu Aritmetiku
dopln nou otcovými poznámkami a v roce 1679 sérii lánk  a výb r z korespondence 
pod názvem Varia opera mathematica. V roce 1843 bylo rozhodnuto, že budou vykou-
peny všechny Fermatovy rukopisy, které se poda í dohledat, a bude vydáno kompletní 
Fermatovo dílo. Ale i to se zkomplikovalo, n které získané rukopisy byly prodány sou-
kromým sb ratel m. Nakonec se v roce 1881 Paul Tannery a Charles Henry pustili do 
vyhledávání Fermatových rukopis ; ty, které se jim poda ilo shromáždit, vydali v letech 
1891–1912. V t etím díle p ipojili i p eklady latinsky psaných Fermatových d l do fran-
couzštiny. 

Oblast Fermatových matematických zájm  byla velmi široká. Velký vliv na n j m l 
François Viète, od n hož p evzal nejen zna ení, ale také myšlenku, že lze pomocí algebry 
ešit problémy z geometrie. V roce 1636, když se pokoušel rekonstruovat ztracený Apo-

lloni v spis Plane loci, vytvo il systém analytické geometrie podobný tomu, který 
p edstavil René Descartes (1596–1650) v Geometrii vydané v roce 1637. V roce 1654 se 
na Fermata obrátil Blaise Pascal (1623–1662) s problémem, jak rozd lit výhru mezi hrá-
e, když hra musela být p ed asn  ukon ena. Diskusí o tomto problému položili základy 

teorii pravd podobnosti. Fermat se zabýval také teorií ísel, ale v této oblasti z stal ve 
svém zkoumání osamocen. Pro jeho sou asníky toto téma nebylo zajímavé. Možná práv
proto jsou dnes s Fermatovým jménem spojeny práv  pojmy z teorie ísel (Fermatova 
ísla, Malá Fermatova v ta, Velká Fermatova v ta, ...). Nemohl opominout ani velké 

téma oné doby, tedy otázky související s diferenciálním po tem, k jejichž ešení používal 
metodu maxim a minim.  

                                                          

1 Tyto senáty existovaly ve Francii v 17. století. Sestávaly ze stejného po tu katolík  a reformovaných. Jejich 
úkolem bylo dbát na dodržování práv hugenot , která jim zaru oval Edikt nantský (vydaný roku 1598 
Jind ichem IV.). Chambres de l'Édit byly zrušeny v roce 1669 Ludvíkem XIV. 
2 Okcitánština (francouzsky occitan, resp. langue d’oc) je románský jazyk používaný v jižní Francii a p ilehlých 
územích ve Špan lsku, Monaku a Itálii. Ve st edov ku se v jižní Francii používalo slovo oc pro vyjád ení ano, 
zatímco ve Francii severní se používalo slovo oil (pozd ji se zm nilo na dnes používané oui). Z toho pocházelo 
ozna ení t chto jazyk langue d’oc, resp. langue d’oil. Okcitánie (tedy oblast, ve které se hovo ilo okcitánsky) 
byla k francouzskému království p ipojena ve 13. století po k ížové výprav  proti albigenským (katar m). Dnes 
se jeden z region  na jihu Francie jmenuje Languedoc-Roussillon. 
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3 Metoda maxim a minim 

3.1 P edstavení metody  

Fermat ve [2] vysv tluje svou metodu takto: Nech a je n jaká neznámá, která má 
jednu, dv i t i dimense. Vyjád í se množství v a (dnes bychom ekli, že máme funkci 
prom nné a), které maximalizujeme nebo minimalizujeme pomocí výraz , které mohou 
být libovolného stupn . Nahradíme prom nnou a výrazem a + e (ne íká, jestli je e kladné 
nebo záporné), dosadíme a získaný výraz prohlásíme za adekvální p edchozímu. Fermat 
nevysv tluje, co tento pojem znamená, jen se odvolává na Diofanta, který jej také použil. 
V tšinou se interpretuje jako do asná rovnost. Dnes bychom pravd podobn ekli, že se 
rovnají limity t chto výraz  pro e jdoucí k nule. Z obou stran (adekvality) odstraníme 
spole né výrazy. Všechny výrazy na obou stranách (adekvality) te  obsahují e v r zných 
mocninách. Vyd líme je e nebo mocninou e tak, aby se v n kterých výrazech už e nevy-
skytovalo. Odstraníme ty výrazy, které stále ješt  obsahují e. ešením poslední rovnice 
získáme hodnotu neznámé a, která dává maximum nebo minimum.  

Následuje p íklad. Nech  je p ímka (mín no úse ka) AC rozd lena v bod E tak, aby 
sou in | | | |AE EC  byl maximální. Položme | |AC b  a ozna me a délku jedné z ástí. 

Délka druhé pak bude b a  a sou in obou ástí, jehož maximum hledáme, bude 2.ba a
Nech  je nyní délka první ásti rovna ,a e  délka 
druhé potom bude b a e   a sou in obou ástí 

2 22 .ba a be ae e     To musí být adekvální p edchozímu (tj. 2ba a ). Když odstraníme 
spole né výrazy (tedy 2ba a ), máme be  adekvální 22 .ae e  Po vyd lení e získáme b
adekvální 2 .a e  Odstraníme e a vyjde b adekvální 2 .a  Sou in bude maximální, jestliže 

.
2

b
a   Fermat na záv r dodává, že nelze najít obecn jší metodu3. Podobným zp sobem 

hledá v [4] bod B na úse ce AC takový, že je maximální sou in 2| | | |AB BC . 

3.2 Nalezení te ny ke k ivce  

Fermat používá metodu maxim a minim též k nalezení te en k r zným k ivkám. V [2] 
popisuje postup, jak nalézt te nu k parabole. Podobným zp sobem konstruuje také te nu 
k elipse v [4] a ke kisoid , Nikomédov  konchoid  a cykloid  v [6]. 

Popíšeme zde konstrukci te ny k parabole. M jme parabolu s vrcholem D, na ní 
bod B, kterým vedeme te nu. Ta nech  protíná osu paraboly v bod E. Z bodu B spustíme 
kolmici k ose paraboly, pr se ík ozna íme C. Na úse ce BE zvolíme v blízkém okolí 
bodu B libovoln 4 bod O, z n j op t spustíme kolmici k ose paraboly, pr se ík s osou 
ozna íme I. Z definice paraboly je z ejmé, že 2| | | |CD BC . Protože bod O leží vn

paraboly, z ejm  platí 2| | | |DI OI , a tedy 
2

2

| | | |

| | | |

CD BC

DI OI
 . Z podobnosti trojúhelník BCE

                                                          

3 Il est impossible de donner une méthode plus générale. Podobná vyjád ení najdeme u Fermata ast ji. To je 
možná jeden z d vod , pro  Descartes pozd ji napsal: Monsieur Fermat est Gascon, moi pas. (Pan Fermat je 
Gaskon c, já ne.) Ozna ením Gaskon c cht l vyjád it, že Fermat je chvastoun. 
4 Fermat píše: Si l’on prend sur la droite BE un point quelconque O … Neklade tedy podmínku na blízkost bod
B a O ani na polohu bodu O na úse ce BE. Pokud by bod O ležel na opa né polop ímce, úvahy by byly podobné, 
jen bychom museli položit |CI| = – e. Požadavek na blízkost bod B a OFermat ml ky p edpokládá.  
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a OIE plyne, že 
2 2

2 2

| | | |

| | | |

BC CE

OI IE
 , a dosazením do p edchozí nerovnosti získáme 

2

2

| | | |

| | | |

CD CE

DI IE
 . Položme | | ,CD d | |CE a  a | |CI e . Potom | | ,DI d e  | |IE a e 

a když dosadíme do p edchozí nerovnice, je 
2

2 2 2

d a

d e a e ae


  
. Ob  strany nerovnice vy-

násobíme spole ným jmenovatelem a získáme 
2 2 2 22da de dae da a e    . Nyní položíme 

ob  strany nerovnosti sob  adekvální, odstra-
níme spole né výrazy (tedy da²) a vyd líme e. 
Získáme 2de a  adekvální 2da . Odstraníme 
výraz s e (tedy de) a zbude nám 2 2a da , ne-

boli 2a d  (p ípad, že 0a  , Fermat ani nezmi uje). Vzdálenost pr se íku te ny s osou 
paraboly (bod E) od bodu C je tedy dvojnásobkem vzdálenosti bodu C od vrcholu 
paraboly D. Te na k parabole je ur ena bodem dotyku B a bodem E.  

3.3 Další použití metody maxim a minim  

V [3] Fermat používá metodu maxim a minim k nalezení t žišt  parabolického 
konoidu. V [5] hledá kužel s maximálním povrchem, který je vepsaný do dané koule. 
Podobnou úlohu, totiž nalezení válce s maximálním povrchem, který je vepsaný do dané 
koule, eší v [7]. V [6] používá tuto metodu k ur ení inflexního bodu (podle Fermata 
bodu, kde se „m ní zak ivení”5) k ivky. Tvrdí, že te na k dané k ivce v tomto bod  svírá 
se svislou osou (kartézského sou adného systému, v obvyklém zna ení je to osa y) 
nejmenší úhel ze všech te en vedených body nad, resp. pod inflexním bodem6 (tedy 
v jistém okolí inflexního bodu). Toto je z ejm  pravda (pro diferencovatelné funkce), 
když se rostoucí funkce v inflexním bod  m ní (s rostoucím x) z konvexní na konkávní, 
resp. když se klesající funkce v tomto bod  m ní z konkávní na konvexní. P íkladem 
m že být funkce sin .y x  V opa ném p ípad  (nap . 3y x ) je naopak (pokud uva-
žujeme ostrý úhel) tento úhel maximální. Fermat sám ukazuje jen zp sob hledání 
inflexního bodu u klesající funkce, která se m ní z konkávní na konvexní. Uvádí, že 
nepopisuje všechny p ípady, jenom ukazuje zp sob hledání inflexního bodu.7

4 Spory kolem metody maxim a minim 
Když byla v roce 1637 vydána Descartesova Geometrie, vyjád il Fermat údiv nad tím, 

že v ní není nic o metod  maxim a minim. Oznámil bez d kazu pravidlo pro ešení 
problém  touto metodou (viz [2]). Descartes byl zasažen na citlivém míst . Uplatnil 
Fermatovo pravidlo na hledání nejdelší úse ky ze všech, které vedou z pevn  zvoleného 
bodu do bodu na k ivce v ásti, která je konvexní vzhledem k tomu pevnému bodu, 
a dostal absurdní výsledek. Z toho vyvodil, že Fermatova metoda je nep esná. Fermata se 
                                                          

5 Fermat píše: Soit la courbe AHFG dont la courbure change par exemple au point H …
6 A pokra uje: Menez la tangente HB, l'ordonnée HC; l'angle HBC sera le minimum entre tous ceux que la 
tangente fait avec l'axe ACD, qu'elle soit au-dessous ou au-desus du point H, comme il est facile de le 
démontrer.
7 Nous ne poursuivons pas tous les cas, nous indiquons seulement le mode de recherche, les formes des courbes 
variant indéfiniment.
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zastal Roberval, který odpov d l, že se nejedná o maximum ve smyslu, jak je používá 
Fermat. Vzplanula válka slov, ve které m l své zastánce jak Fermat, tak Descartes. Spor 
pozd ji popsal nap . Jean-Marie Duhamel (1797–1872) v [1].  

Fermat na Descartesovy výhrady reagoval tím, že znovu (a p esn ji) popsal svou me-
todu v [8]. Tentokrát nepoužívá pojem adekvality a píše, že na metodu, jak hledat mini-
mum a maximum, p išel p i studiu Viètova díla. Minima a maxima jsou totiž jedine ná8

(v následujícím smyslu). Nech  (spojitá) funkce f nabývá v bod a svého maxima M. 
Rovnice ( )f x M má v ur itém okolí bodu a jediné ešení, totiž a. Pro hodnotu Z 
„o málo“ menší než M je rovnice ( )f x Z „dvojzna ná“ (ambiguë), nebo  existují body 
b a  a ,c a  ve kterých ( ) ( ) .f b f c Z    

Následuje p íklad uvedený v 3.1. Jak rozd lit úse ku AC v bod E tak, aby sou in 
| | | |AE EC  byl maximální? P ipome me, že jsme položili | |AC b  a | |AE a , sou in 

je tedy 2.ba a  Maximum je rovno 
2

4

b
 a nastává pro .

2

b
a   Když chceme úse ku AC

rozd lit v bod E tak, aby sou in byl roven kladnému Z, které je menší než 
2

4

b
, dostá-

váme na úse ce AC dva r zné body, které spl ují tuto podmínku. Ozna me a, resp. e 
vzdálenosti t chto bod  od bodu A. Platí, že 2 2ba a Z be e    , tedy 2 2ba be a e   , 
a po vyd lení a e  získáme b a e   (p ipome me, že a e ). Zvolíme-li hodnotu v tší 

než Z (ale menší než 
2

4

b
), budou se ísla a a e lišit mén  než v p edchozím p ípad . ím 

v tší bude hodnota sou inu, tím menší bude rozdíl a e , až pro maximum bude nulový 

(protože maximum je jedine né), tedy 
2

b
a e  . 

V dalším p íkladu hledáme na úse ce AC bod E tak, aby sou in 2| | | |AE EC  byl 

maximální. Položíme-li | | ,AE a | |AC b , maximalizujeme výraz 2 2 3( )a b a a b a   . 
Podobn  jako v p edchozím p ípad  platí, že pro hodnotu menší, než je ta maximální, 
existují na úse ce AC dva body, ve kterých je 2 3a b a  rovno této hodnot . Vzdálenosti 
t chto bod  od bodu A zase ozna íme a a e. Platí 2 3 2 3a b a e b e   , a tedy 

2 2 3 3a b e b a e   . Po vyd lení a e  získáme 2 2ab eb a ae e    . Položíme a e  (ma-
ximum je jedine né) a získáme 22 3ba a , neboli 2 3b a .  

Protože a i e jsou neznámé hodnoty, nic nebrání tomu, abychom vzdálenost druhého 
bodu od A ozna ili a e  namísto e, tím bude rozdíl vzdáleností (kterým je t eba d lit) 
roven e. Vše je ukázáno na p íkladu maximalizace výrazu 2 3b a a . Pro kladné íslo 
menší, než je maximum, existují ísla a a a e , pro které je výraz 2 3b a a  (lépe 

2 3b x x ) roven tomuto íslu. Platí tedy, že 2 2 3 3 2 2 2 33 3b a b e a e a e ae b a a       . Od-
stran ním stejných výraz  ( 2 3b a a ) z obou stran rovnosti získáme 2 3 2 23 3b e e a e ae   . 
Každý len nyní obsahuje n jakou mocninu ísla e. Tímto íslem vyd líme ob  strany 
rovnosti. Máme 2 2 23 3b e a ae   . Abychom našli maximum (které je jedine né), polo-

                                                          

8 Les maxima et minima sont en effet uniques et singuliers, comme le dit Pappus et comme le savaient déjà les 
anciens, …
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žíme 0e  . Získáme 2 23b a , odkud m žeme vyjád it a. Tím je vlastn  zd vodn n po-
stup popisovaný d íve. Navíc není t eba používat trochu nejasný a pochyby vzbuzující 
pojem adekvality. 

5 Záv r 
I v pozd jší dob  si n kte í matematici kladli otázku, jak moc si Fermat uv domoval, 

co vlastn  jeho metoda znamená. Jeho postup se nápadn  podobá tomu, co používáme 
dnes. Sta í si p edstavit, že všude napíšeme limitu pro e jdoucí k nule. N kte í dosp li 
k názoru, že Fermat vynalezl diferenciální po et d íve než Newton a Leibniz, jiní usou-
dili, že tak daleko Fermat nedosp l. Tato metoda však jist  p isp la k rozvoji úvah o ne-
kone n  malých veli inách, úvah, které k vytvo ení diferenciálního po tu vedly. 
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[7] Fermat P. de: Problème envoyé au R. P. Mersenne, Oeuvres de Fermat publiées par les 
soins de MM. Paul Tannery et Charles Henry, tome III. Gauthier-Villars et fils, Paris, 
1896, str. 148–149. 

[8] Fermat P. de: Méthode du maximum et minimum, Oeuvres de Fermat publiées par les 
soins de MM. Paul Tannery et Charles Henry, tome III. Gauthier-Villars et fils, Paris, 
1896, str. 131–136. 
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MIKULÁŠ KUSÁNSKÝ A KVADRATURA 
KRUHU 

LIBOR KOUDELA

Abstract: Nicholas of Cusa often used mathematics to approach rationally the domain of 
transcendental principles. He also wrote several purely mathematical works devoted 
mostly to the solution of the old-standing problem of quadrature of the circle in terms of 
the doctrine of coincidentia oppositorum (coincidence of opposites). His attempts to 
square the circle were criticized by Regiomontanus, who used thorough numerical 
calculations to disprove Cusanus’ results. The Regiomontanus-Cusanus controversy 
illustrates a profound change in mathematical thought of the late Middle Ages. 

1 Úvod 
V roce 1533 vyšla v Norimberku kniha De triangulis omnimodis [5], která p edstavuje 

mezník v historii trigonometrie. Její autor Johannes Müller z Königsbergu (1436–1476), 
znám jší pozd ji jako Regiomontanus, ji napsal již v roce 1464. Norimberské vydání p i-
pravil n mecký polyhistor Johannes Schöner (1477–1547), který k uvedené knize p ipojil 
obsáhlý dodatek tvo ený n kterými dalšími spisy z Regiomontanovy poz stalosti. Tento 
apendix tvo í ty i kratší matematické spisy Mikuláše Kusánského (1401–1464) a jejich 
kritika sepsaná Regiomontanem, která sestává z n kolika odd lených ástí lišících se 
formou. 

Mikuláš Kusánský ve svých filosoficko-teologických dílech používal matematické 
p edstavy jako prost edek vyššího poznání. Intelektuální imaginace a meditace o pro-
m n  geometrických objekt  v nekone nu umož ují podle Kusána p ekonávat omezení 
sv ta vnímaného smysly. S tím je spojena p edstava splývání protiklad  (coincidentia 
oppositorum), p eklenování rozdílu mezi jevy, jež jsou na materiální úrovni neslu itelné. 
Typickým p íkladem je meditace o prom n  oblouku kružnice v p ímku (tedy minima-
lizace k ivosti) p i neomezeném zv tšování polom ru, popisovaná v prvním Kusánov
významném filosofickém spise De docta ignorantia z roku 1440. 

Kusánus je rovn ž autorem n kolika ist  matematických spis , v novaných p evážn
pokus m o vy ešení kvadratury kruhu aplikováním výše uvedených myšlenek.1 Tyto spi-
sy byly napsány v období 1445–1459. N které z nich se dostaly do rukou Georga von 
Peuerbacha (1423–1461), významného víde ského matematika a astronoma, od n hož 
p ešly do vlastnictví jeho žáka Regiomontana. Ten, patrn  na Peuerbachovu žádost, poz-
d ji v noval zna né úsilí ov ení platnosti Kusánových záv r  [6, str. 76]. V relativn
krátkém období na p elomu ervna a ervence 1464 je podrobil d kladnému rozboru, 
jehož záv ry pak byly spolu s Kusánovými texty p ipojeny k Schönerovu vydání Regio-
montanova st žejního díla De triangulis omnimodis.  

                                                          

1 N mecký p eklad Kusánových matematických spis  s komentá em J. E. Hofmanna vyšel roku 1952 (viz [4]). 
V eské literatu e v noval Kusánovu matematickému dílu pozornost Ji í Fiala, který se v lánku [3] zabýval 
Kusánovým p ístupem k ešení kvadratury kruhu v širším kontextu. 
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P íloha obsahuje následující Kusánovy texty: Quadratura circuli (str. 5–9, napsaná 
patrn  v období 1451–52), Dialogus de circuli quadratura (str. 10–12, z roku 1457, má 
formu dialogu mezi Mikulášem Kusánským a Paolem Toscanellim), k n mu je p iložena 
Toscanelliho odpov Magister Paulus ad Nicolaum Cusanum Cardinalem (str. 13–14), 
po níž následuje Kusánova reakce Declaratio rectilineationis curvae (str. 14–15) a nako-
nec nedatované De una recti curvique mensura (str. 16–21, napsané z ejm  1457). 

2 Kusánovy pokusy o provedení kvadratury kruhu 

2.1 Arkufikace úse ky v Quadratura circuli

Již od starov ku bylo známo, že sestrojit tverec, který má stejný obsah jako daný 
kruh (tedy provést kvadraturu kruhu), znamená totéž jako sestrojit úse ku, která má 
stejnou délku jako daná kružnice (tedy kružnici rektifikovat). V prvním z uvedených 
spis  popisuje Kusánus úlohu, která je v jistém smyslu obrácená k problému rektifikace: 
jde o nalezení kružnice, jež má stejnou délku jako daná úse ka (Cantor [1, str. 192] 
nazývá takovou úlohu arkufikací úse ky).  

Obr. 1. Konstrukce kružnice stejné délky, jako má daná úse ka AB

Základní myšlenka spo ívá v tom, že kruh a trojúhelník tvo í v jistém smyslu 
extrémy. Uvažujeme-li posloupnost pravidelných n-úhelník  se stejným obvodem, stojí 
trojúhelník na jejím po átku (n = 3), zatímco kruh chápaný jako mnohoúhelník s neko-
ne ným po tem vrchol  na jejím konci. Rozdíl polom r  opsané a vepsané kružnice je 
v p ípad  trojúhelníku nejv tší a sou et nejmenší; v p ípad  kruhu ob  kružnice splývají 
a rozdíl jejich polom r  je roven nule, zatímco jejich sou et je nejv tší. V Kusánov  po-
jetí se limitní p echod od pravidelného n-úhelníka k izoperimetrickému kruhu realizuje 
jednoduchou geometrickou konstrukcí. 

Sestrojíme rovnostranný trojúhelník CDE, jehož obvod bude rovný délce dané úse ky 
AB (obr. 1).2 Na úse ce CD vyzna íme body I a K tak, aby |IK| = (1/4) |AB| a aby úse ky 

                                                          

2 Používám v tšinou stejné zna ení bod , jaké je v p vodním textu, pouze malá písmena nahrazuji v souladu se 
sou asnými konvencemi velkými. K odlišnému zna ení se uchyluji tehdy, když jsou v p vodním textu duplicitní 
symboly nebo jsou body ozna ovány dvojicemi písmen. 
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CD a IK m ly spole ný st ed. Úse ka IK nech  je stranou tverce IKML. Kružnice opsaná 
tomuto tverci bude mít polom r NO a kružnice vepsaná polom r NG. Kružnice vepsaná 
trojúhelníku CDE bude mít polom r FG a kružnice opsaná polom r FH, p i emž bod G
bude st edem úse ky FH. Body F, G, H, které jsou zopakovány na obr. 1 vpravo, vedeme 
kolmice na úse ku FH. Sestrojíme úse ku TV a na ní body P a U tak, aby úse ky TV
a FH byly rovnob žné, aby body T, V ležely na sestrojených kolmicích a aby délka VP
byla rovna polom ru kružnice vepsané tverci ( i jinému pravidelnému n-úhelníku) 
a délka VU  polom ru kružnice opsané. 

Z bodu G vedeme (polo)p ímku procházející bodem P a z bodu H (polo)p ímku 
procházející bodem U; jejich pr se ík ozna íme Q. Bodem Q vedeme rovnob žn  s FH
úse ku SR, jejíž st ed je Z, p i emž S leží na HT a R na FV. Kružnice se st edem R pro-
cházející bodem Q pak bude mít podle Kusána délku rovnou délce dané úse ky AB. 

Ozna íme-li polom r kružnice vepsané a kružnice opsané pravidelnému n-úhelníku 
symboly nr , resp. nR , a polom r hledaného izoperimetrického kruhu r, spo ívá hlavní 

nesnáz Kusánova postupu v p edpokladu, že  

.
3

3

3 n

nn

rR

rr

rR

rr








Pro n = 4, což odpovídá výše uvedené konstrukci, vychází hodnota 15149,3 ; s rostou-
cím n by se výsledek více blížil skute né hodnot . 

2.2 Rektifikace kružnice v Dialogus de circuli quadratura

V textu Dialogus de circuli quadratura je výklad metody kvadratury kruhu 
prezentován ve form  dialogu mezi kardinálem sv. Petra Mikulášem [Kusánským], 
biskupem brixenským, a Paolem [Toscanellim], léka em florentským. V textu je rozve-
dena metoda popsaná ve starším Kusánov  spise De mathematicis complementis; na 
Paolovu žádost o bližší vysv tlení kvadratury kruhu p ináší Mikuláš následující kon-
strukci. 

Obr. 2. Rektifikace kružnice BCDE

Kolem bodu A opíšeme kružnici procházející body B, C, D, E, p i emž úse ky BD
a CE jsou navzájem kolmé. Sestrojíme dále t tivu BC a kolem bodu A opíšeme další 
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kružnici, jejíž pr m r je roven sou tu polom ru první kružnice a délky t tivy BC, tedy 
|FG| = |AB| + |BC|. Druhé kružnici vepíšeme rovnostranný trojúhelník IKL. Mikuláš tvrdí, 
že obvod trojúhelníka IKL je roven délce kružnice BCDE. 

Podle Hofmanna [4, str. 240] není dialog úplnou fikcí, ale reflektuje skute né ná-
mitky, které proti uvedenému ešení vznesl Toscanelli. V textu Mikuláš z ejm  nazna uje 
d kaz pomocí reductio ad absurdum, když tvrdí, že nahradíme-li bod C bodem N ležícím 
pod ním (obr. 2 vpravo), dostaneme hodnotu menší než hledaný pr m r, zatímco bod M
ležící nad bodem C vede na hodnotu v tší, takže abychom dostali pr m r v tší kružnice, 
musíme k AB p ipojit skute n  t tivu BC, což však, jak dokázal pozd ji Regiomontanus, 
neodpovídá skute nosti. 

3 Regiomontanova kritika 
Regiomontanova reakce na Kusánovy postupy má áste n  rovn ž formu dialogu, 

který se odehrává mezi Aristofilem, žákem a stoupencem Kusánovým, a Kritiem, jeho 
u itelem. Aristofilos v úvodu dialogu p ináší nadšen  zprávu o vy ešení prastarého prob-
lému kvadratury kruhu. Chvíli nechává Kritia hádat, komu se poda ilo úlohu vy ešit. 
Posléze Aristofilos prozrazuje, že jde o Mikuláše Kusánského, a popisuje výše uvedenou 
Kusánovu metodu (viz obr. 2).   

Kritias si nejprve vyjas uje provedení celé konstrukce. Je-li dán kruh BCDE a jeho 

polom r AB, pak je známa i t tiva BC,3 nebo
22

2 ABBC   (podle Pythagorovy v ty; 

Kritias/Regiomontanus odkazuje na její zn ní v tvrzení 47 první knihy Eukleidových 
Základ ).  

Tím je ur en i pr m r v tší kružnice FJGL, která je opsána trojúhelníku IKL. Rovn ž 

jeho strana IL je tím pádem známa, nebo
22

)3/4( ILJL  . (Kritias na tomto míst

demonstruje svou po etní zb hlost: Vezmeme-li t tivu IJ, která je stranou pravidelného 
šestiúhelníka vepsaného v tší kružnici, je podle tvrzení 15 tvrté knihy Základ  z ejm

JLIJ 2  a odtud 
22

4 IJJL  . Úhel LIJ  je pravý, takže 
222

JLILIJ  . Je tedy 
22

3 IJIL   a 
2222

)3/4( ILJLILIJ  .) Vezmeme-li pak úse ku, jejíž délka je 

rovna trojnásobku délky úse ky IL, budeme mít, platí-li Kusán v záv r, úse ku rovnou 
délce kružnice BCDE. Známe-li délku obvodu kruhu, je snadné p ejít ke tverci stejného 
obsahu: nejprve na základ  tvrzení I Archimédovy knihy M ení kruhu sestrojíme 
pravoúhlý trojúhelník s jednou odv snou rovnou obvodu kruhu a druhou rovnou jeho 
polom ru. Pomocí tvrzení 14 druhé knihy Základ  pak snadno p em níme tento troj-
úhelník na tverec a kvadratura kruhu bude dokon ena. 

Pak však dialog dosp je k zásadní otázce, zda Kusánovo tvrzení je pravdivé. Kritias 
se nejprve zdráhá dát jasnou odpov , uznává výjime nost Kusánovy osobnosti a jeho 
hluboké znalosti filosofie. Aristofilos p ipouští, že ani on sám neví, jak uvedené tvrzení 
dokázat. Kritias poté p istupuje k vysv tlení, jak je možné p i ov ování platnosti 
postupovat nejen v tomto, ale i v dalších podobných p ípadech. Jeho postup je založen na 
numerickém ov ení a opírá se o tvrzení III spisu M ení kruhu, které stanovuje meze pro 

                                                          

3  Regiomontan v dialog je dopln n novým obrázkem s odlišným zna ením. Zde zachovávám zna ení z obr. 2, 
nebo  popsaná metoda je stejná jako v Kusánov  textu. 
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pom r obvodu kruhu a jeho pr m ru na 3
71

10
 a 3

7

1
. Stejné meze platí pro pom r poloviny 

obvodu a polom ru. Zvolíme-li |AB| = 497 (jednotek délky), bude délka p lkružnice v tší 
než 1561 a celá kružnice bude mít délku v tší než 3122.  

Nyní je 009247
2 AB  a 018494

2 BC . Toto íslo není druhou mocninou žádného 

p irozeného ísla, spokojíme se proto s tím, že |BC| < 703. Pak je |AB| + |BC| < 1200, 

a tedy 0004401
2 JL . Odebereme-li z této hodnoty její jednu tvrtinu, dostaneme odhad 

druhé mocniny strany IL, tj. 0000801
2 IL  a |IL| < 1040. Obvod uvažovaného rovno-

stranného trojúhelníka tedy nem že být v tší než 3 x 1040 = 3120. Avšak kružnice 
BCDE, jak bylo e eno, je delší než 3122, a není tedy rovna obvodu trojúhelníku IKL. 

Aristofilos jen váhav  p ipouští platnost Kritiovy argumentace, nechce v it, že by se 
osobnost Kusánova formátu mohla mýlit. 

Aristofilos: Troufáš si tedy popírat tento [Kusán v] záv r?
Kritias: Vpravd  netroufám, spíše cítím povinnost. 

Na tomto míst  Kritias sv j vlastní podíl snižuje a do pop edí staví autoritu starých. 

Kritias: ... žádní sta í geomet i a aritmetikové, jejichž jsem já novodobým mluv ím, 
nevyslovují takový druh záv r . A tedy ne mn , ale jim p isu  to, co nazveš t eba 
nelítostnou debatou nad cizí myšlenkou, anebo t eba sladkým pátráním po jakékoli 
pravd . [5, str. 27] 

Po dialogu následuje text, který tvo í teoretický základ Regiomontanova postupu. Jde 
o t ináct úvodních tvrzení (preambulae), které mají samostatný význam. Jedenáct z nich 
se týká vlastností veli in ur ených pomocí mezí (p íkladem jsou Archimédovy meze pro 
pom r obvodu kruhu a jeho pr m ru). Dvanáctá preambula uvádí zásadní koncep ní 
východisko: 

P icházejíce blíže k prvotnímu p edm tu našeho zkoumání, tvrdíme jist , že kružnice 
je stejného druhu jako každá jiná linie, a mezi žádnými liniemi, a  p ímými i r zn
zak ivenými, není specifického rozdílu. [5, str. 37] 

Regiomontanus opírá své p esv d ení o kinematické pojetí. Linie je generována 
pohybem bodu, jehož dráha m že být p ímá nebo zak ivená. Stejn  tak plocha je 
generována pohybem linie a t leso pohybem plochy. V komentá i k možnosti porovnávat 
délky se Regiomontanus dovolává jednak Archiméda, který na r zných místech svého 
díla porovnává délky úse ek a oblouk , a jednak Ptolemaia (s odkazem na Alma-
gest VI, 7). Má-li se v bec hovo it o pom ru dvou veli in (jako je obvod a pr m r 
kruhu), musí jít o veli iny stejného druhu. Jako p vodce p evládajícího p esv d ení 
o nemožnosti porovnávat rovné a k ivé linie uvádí Regiomontanus Aristotela (s odkazem 
na Kategorie4) a jeho skepsi k možnosti provést kvadraturu kruhu. Avšak tato nemožnost 
podle Regiomontana nikterak nevyplývá z toho, že by rovné a k ivé áry byly r zného 
druhu. 
                                                          

4 O kvadratu e kruhu pojednává ást VII, 7b. 
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Poslední (t inácté) tvrzení této ásti textu opakuje meze pom ru obvodu kruhu k jeho 
pr m ru stanovené Archimédem. Regiomontan v komentá  obsahuje obhajobu nume-
rické metody a oprávn nosti porovnávat délky úse ek pomocí íselných pom r . Z toho, 
že pom r ani jeho povahu (soum itelnost i nesoum itelnost délek) neznáme, nem -
žeme vyvozovat, že pom r v bec neexistuje. K jeho vyjád ení m žeme používat dvojice 
mezí, což lze aplikovat obecn . Regiomontanus zde p edjímá budoucí p ístup k ešení 
problému rektifikace i dalších problém  i analytické zkoumání geometrických úloh. 
Zbývající ást textu je pak v nována d kladnému numerickému ov ování dalších Kusá-
nových výsledk , vycházejícímu z výše uvedených princip . 

4 Záv r 
P esv d ení o nemožnosti porovnávat délky rovných a zak ivených linií, jehož ko eny 

nacházel Regiomontanus u Aristotela, p etrvávalo v matematice do jisté míry až do 
17. století, kdy byly provedeny první úsp šné rektifikace. Historie kvadratury kruhu v ob-
dobí, které následovalo, je p edevším historií postupného zp es ování numerických apro-
ximací ísla  , p i n mž d ležitou roli hrálo užití konvergentních íselných ad. Kusán v 
imaginativní p ístup k ešení geometrických úloh obsahuje prvky, které jsou matematice 
cizí. Regiomontanus usiluje o o išt ní matematiky, o návrat k jasnosti starov ké geo-
metrie, a je v tomto smyslu skute ným d dicem antické matematiky. De Bernart 
[2, str. 66] v této souvislosti vyzdvihuje Regiomontan v rigorózní p ístup a jeho pevné 
me-todologické ukotvení. 
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BENOIT MANDELBROT A JEHO FRAKTÁLNA 
GEOMETRIA 

KATARÍNA MÉSZÁROSOVÁ

Abstract: In the 70's of the 20th century Benoit Mandelbrot presented his new view on the 
world. Mandelbrot's unusual ability of geometrical imagination has allowed him to solve 
mathematical problems with a non-traditional geometric approach. He has formulated the 
basics of the fractal geometry. The fast development of the computer industry has immedi-
ately allowed the dynamic breakthrough in the fractal geometry, especially its large applica-
tions in the different areas of science, technology and arts. 

1 Úvod 
Z oho pramenila úžasná Mandelbrotova schopnos  vidie  v rôznorodých oblastiach 

spolo né rysy a zákonitosti, ktoré nikto iný nevidel a akali na svoje znovuzrodenie tak-
mer celé storo ie? V tomto lánku zameriame našu pozornos  na korene, z ktorých vyras-
tala osobnos  Benoita Mandelbrota. Spomenieme najdôležitejšie osobnosti a okolnosti, 
ktoré formovali jeho nezvy ajnú tvorivos , z ktorej erpal v celom svojom plodnom 
vedeckom živote. Hlavným zdrojom informácií bude Mandelbrotova autobiografia Frak-
talista. Rebelem ve v de [1] (The Fractalist. Memoir of a Scientific Maverick). Benoit 
Mandelbrot zomrel v roku 2010 tesne pred poslednou revíziou autobiografie. Knihu 
vydala jeho manželka Aliette Mandelbrotová v roku 2012. 

2  Benoit B. Mandelbrot: Fraktalista. Rebelem ve v de 
Ozna enie rebel nosím s hrdos ou. Žil som ako individualista a ako individualista 

zamýš am aj zomrie . Rebelantom som za al by  vo chvíli, ke  som sa stal dospelým. Na 
osamelú dráhu ma nasmerovalo moje rozhodnutie v mladosti. ([1], str. 93) 

Môže geometria splni  to, o s ubuje grécky kore  tohto slova – pravdivo mera  celú 
Zem so všetkou jej nespútanou prírodou? ([1], str. 9) Táto otázka bola mottom Mandel-
brotovej mnohoro nej práce na prvej teórii drsnosti, ktorá sa neskôr stala jednou zo 
zložiek krásy. ([1], str. 9) Dnes môžeme poveda , že odpove  je áno a je skrytá 
v Mandelbrotovom celoživotnom diele, ktoré nazval fraktálna geometria. 

2.1 Detstvo v Po sku 

Benoit B. Mandelbrot sa narodil 20. 11. 1924 vo Varšave. V jeho rodine, ktorá 
pochádzala z Litvy, sa miešali židovské a ruské tradície. Vä šina dedi ného majetku 
mojich predkov pozostávala zo zbierky ve mi ohmataných kníh. Našou rodinnou tradíciou 
bolo nedba  na hmotný majetok a uctieva  namiesto toho diela mysli. ([1], str. 19) Benoit 
Mandelbrot vyrastal v prostredí, ktoré sa dalo ozna i  za príbytok matematiky. Na 
rodinnej ve eri vo Varšave v roku 1930 boli aj významní matematici: Arnaud Denjoy 
a Paul Montel. estným hos om na rodinnej ve eri bol Jacques Hadamard, pravde-
podobne najvä ší francúzsky matematik tej doby. ([1], str. 23) Benoit ho považoval za 
svojho duchovného praotca. Benoitov otec bol od svojho brata Szolema o 16 rokov starší. 
Aby pomohol svojim súrodencom, musel opusti  štúdiá a ís  do u enia. Obetavo živil 
rodinu rôznym obchodovaním, ale jeho nenaplnenou túžbou bolo sta  sa vynálezcom, no 
získal len jeden patent. Benoitova matka bola zubárka, spomína na u: V dobe ke  sa ešte 
anestézia bežne nepoužívala, bola zubárova poves  najviac závislá na rýchlosti trhania 
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zubov a ja sa dobre pamätám na matkinu silnú prava ku a vypracovaný biceps. ([1], 
str. 28) 

Strýc Loterman vyu oval Benoita Mandelbrota doma, až kým nenastúpil do 3. ro níka 
v škole. Benoit spomína: Ma  láskavého u ite a bolo báje né, ale strýkova neskúsenos
spolu s absenciou akejko vek organizácie a vyu ovacích metód ma poznamenali na celý 
život. Poh dal mechanickým u ením, dokonca aj abecedou a násobilkou, oboje mi do
dnes robia problémy. Rozprával mi príbehy z antiky a cvi il môj mozog k nezávislosti 
a tvorivosti. Neustále sme hrali šach. Jeho domácnos , rovnako ako otcova, bola plná 
máp, ja som ich študoval a zapamätával som si ich. Kto vie, možno mi šach a mapy 
vypestovali intuíciu, ktorá sa neskôr, ke  už som bol vedcom, stala mojím najdôležitejším 
nástrojom. Strýcove vyu ovanie bolo prvou fázou môjho zvláštneho vzdelávania, ktoré 
katastrofy 20. storo ia postrkovali sem a tam a vyvolávali striedanie krátkych normál-
nych období s obdobiami chaosu. ... Medzery v mojom vzdelávaní naš astie neboli nako-
niec také osudné, ako by sa dalo o akáva . ([1], str. 39) 

Vo svojich spomienkach Mandelbrot asto podrobne opisuje aj politickú a hos-
podársku atmosféru, spomína: Moji racionálni a rázni rodi ia pozorne sledovali udalosti 
v Nemecku a v Rusku a dospeli k názoru, že naše vyhliadky v Po sku sú chmúrne. Po sko 
nebola zem, ktorú moji rodi ia chceli pre svojich synov. ([1], str. 46 a 48) Benoit mal 
o rok mladšieho brata Leóna. Benoitov strýko Szolem bol uznávaným matematikom vo 
Francúzsku. V roku 1931 nasledoval Benoitov otec Szolema do Paríža a o 5 rokov za ním 
prišla aj jeho rodina. Nikto neovplyvnil životnú a vedeckú dráhu Benoita Mandelbrota 
tak významne ako jeho strýko Szolem. Po emigrácii Mandelbrotovcov do Francúzska sa 
Benoitova matka musela vzda  svojej zubárskej praxe. 

2.2 Mlados  vo Francúzsku 

Po príchode do Francúzska nastúpili Benoit aj León do miestnej základnej 
chlap enskej školy. Neskôr študoval Benoit na parížskom lýceu a v ase vojny na lýceu 
v Tulle, kde sa Mandelbrotovci skrývali kvôli bezpe nosti. Mandelbrot na toto obdobie 
spomína: Dôležitejšia ako škola bola pre m a knižnica. Ako neformálna knižnica slúžilo 
tiež katolícke kníhkupectvo. ... Do ruky sa mi dostalo aj nieko ko zastaraných kníh 
o matematike. V každej z nich žiarilo množstvo ilustrácií rôznych geometrických tvarov, 
o neskoršie u ebnice z princípu vynechávali. Z týchto starých kníh som si v hlave zosta-

vil celú plejádu tvarov, o mi potom nesmierne pomohlo v zime roku 1944, ke  som sa 
pripravoval na ve mi ažké skúšky z matematiky na Lyceé du Parc v Lyone. ([1], str. 70) 

Vyššia stredná škola college (študenti medzi 12 a 18 rokom) kon ila bakalárskou 
skúškou, ktorá bola formálne prijímacou skúškou do univerzitného systému. Benoit 
Mandelbrot ju absolvoval ako prvý v histórii školy s vyznamenaním – summa cum laude. 
Jeden z dôsledkov mojej brilantne zloženej skúšky prišiel okamžite a jednozna ne: zvýšila 
sa naša šanca na prežitie. Bolo to nové eso v ruke a záležalo len na tom, ako nám pomôže 
v zapadnutom Tulle. ([1], str. 71) 

Po as okupácie v rokoch 1940–42 bol život Mandelbrotovcov stále nebezpe nejší. 
Vä šina židovských rodín v Tulle sa držala pospolu, ale Mandelbrotovci, verní inštinktu 
kona  iná  ako ostatní, sa rozhodli, že bude najlepšie sa rozdeli : synovia pôjdu spolu 
a rodi ia inam. V tom ase sa objavil lovek „Anjel“, pravdepodobne rabín, ktorého 
Benoitov otec presved oval, aby pomohol jeho staršiemu synovi, lebo je ve mi nadaný. 
Benoit a León sa ukrývali ako u ni u nástrojára v Périgueux v blízkosti Tulle. Neskôr 
našli úto isko v Lyceé du Parc v Lyone. Tam vyu oval profesor matematiky pán Coisard. 
Benoit spomína: Na tabu u vždy napísal ve mi dlhú úlohu, formulovanú jazykom algebry 
alebo analytickej geometrie, zostavenú tak, aby na jej riešenie boli potrebné absurdne 
zložité výpo ty. Môj vnútorný hlas tú úlohu preformuloval do jazyka geometrie. Opieral 
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som sa o zastarané u ebnice v ktorých bolo vždy ove a viac obrázkov ako v knihách sú-
asných. V nich som sa zoznámil s rozsiahlym súborom ve mi špecializovaných geo-

metrických útvarov všetkého druhu. Dokázal som ich okamžite rozpozna , aj vtedy ke  sa 
obliekali do analytického hávu, ktorý bol cudzí tak mne ako aj, myslím, ich vlastnej 
podstate. Za al som vždy rýchlym ná rtkom. ... Požadovaná algebra sa dala vždy doplni
neskôr. Beznádejne ažké problémy integrálneho po tu sa tak dali redukova  na známe 
tvary, v aka ktorým bolo riešenie jednoduché. ([1], str. 82) Bolo to v zime roku 1944 
ke  Benoit Mandelbrot stretáva lásku svojho rozumu – geometriu. Zistil, že jeho talent 
myslie  prostredníctvom geometrických tvarov je prenikavý a spo ahlivý. V roku 1973 sa 
Mandelbrot stretol so svojím bývalým profesorom Coisardom a on mu prezradil, ako sa 
márne snažil po ve eroch a víkendoch vyh ada  takú úlohu, ktorá sa nedá na po kanie 
„geometrizova “. Nepodarilo sa mu to. 

Odkia  sa vo mne také nadanie vzalo? Nedajú sa oddeli  gény od výchovy, ale ur ité 
náznaky existujú. Szolem žil dvojaký život – matematika vo všedný de  a maliara v ne-
de u. Ja miešam matematiku a výtvarné umenie každý de . Môj talent pre tvary dozrel 
v aka všetkým komplikáciám, ktoré poznamenali moje detstvo a mlados , a keby som sa 
vtedy nau il rutinne zaobchádza  so vzorcami, mohlo by to môj dar poškodi . … Doba 
strávená na lýceu v Lyone mala na môj život mimoriadne hlboký a trvalý vplyv. ([1], 
str. 8384) 

Na jese  roku 1944 prestúpil Mandelbrot na Lyceé Luis-le-Grand v Paríži, aby sa 
pripravil na prijímacie skúšky na École Normale Supérieure a na École Polytechnique. 
Obidve prijímacie skúšky boli úmyselne ve mi ažké, aby priemer nad 16 bodov z 20 
obvykle zvládol len ten najlepší. Vtedy sa hovorilo, že rekord ustanovil okolo roku 1885 
Jacques Hadamard, dedkov najváženejší hos  na pamätnej rodinnej ve eri vo Varšave 
a môj duchovný vzor. ([1], str. 97) Mandelbrot dosiahol na prijímacích skúškach na École 
Polytechnique 19,75 bodu. U ite  matematiky z lýcea sa ho pýtal, ako sa mu podarilo tak 
rýchlo vypo íta  trojný integrál. Mandelbtot odpovedal: Videl som, že je to objem gule. 
Najprv sa ale musia zmeni  dané súradnice na iné, ako to pod a m a nazna ovala 
vnútorná geometria úlohy. ([1], str. 97) Benoit Mandelbrot prospel na obidvoch školách 
a musel sa rozhodnú . Vybral si École Polytechnique, kde bol dlho jedným z mála 
zahrani ných študentov. By  zahrani ným študentom, ktorý sa nemusel bif ova , mi 
ohromne vyhovovalo. V aka tomu som získal skvelé vzdelanie v rámci širšieho u ebného 
programu matematických vied, rozhodne to bolo viac ako som potreboval v alšej fáze 
môjho života, v postavení postgraduálneho študenta na kalifornskom Caltechu. ([1], 
str. 118) 

Medzi u ite mi matematiky na École Polytechnique boli aj Gaston Julia a Paul Lévy. 
Obaja Mandelbrota silne ovplyvnili. Ke  som zavádzal pojmy Juliova množina a Lévyho 
proces vyvolávalo to len prázdne poh ady, dnes sa však pri štúdiu fraktálov používajú 
dennodenne. ([1], str. 119) V  roku 1917 Gaston Julia vydal prácu Mémoire sur l´ite-
ration des fonctions rationnelles. Bourbakiho škola považovala knihu za príliš konkrétnu 
a kvôli tomu bolo jeho dielo tridsa  rokov prehliadané. Súbežne s Gastonom Juliom 
skúmal iterácie racionálnych funkcií aj Pierre Fatou. Vtedy by som si nedokázal pred-
stavi , že o 30 rokov neskôr práve tento odbor vzkriesim novými otázkami, ktoré v om 
prebudia iskru a zaistia mu zaslúženú slávu. ([1], str. 120) Mandelbrot ich nie len vzkrie-
sil, ale geniálne odhalil ich krásu.  

2.3 Štúdium v USA 

V roku 1947 profesor aplikovanej matematiky Roger Brard navrhol Mandelbrotovi, 
aby sa zaoberal mechanikou tekutín a aby išiel na Caltech v Pasadene (predmestí Los 
Angeles) študova  k Theodorovi von Kármánovi. Kármán bol kúzelník, ktorý presne 
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vedel, ako nájs  takú matematiku, ktorá by zvládla vysokú mieru zložitosti. ([1], str. 122) 
Ke  prišiel Mandelbrot na Caltech, akalo ho sklamanie, Kármán externe pôsobil 
v Paríži. Problematika turbulentného prúdenia za ínala odha ova  svoju komplikovanos . 
K výskumu dynamiky tekutín neskôr prispela teória chaosu, v aka nej sa Mandelbrot 
k tomuto odboru neskôr vrátil, aby mu pomohol vyvinú  koncept takzvaných multifrak-
tálov. Prednášky zo štatistickej fyziky a termodynamiky viedol Richard Chase Tolman. 
Mandelbrot o om píše: Možnos  získa  vedomosti od skúseného majstra ovplyvnila moju 
prácu po vä šinu alšieho života a obohatila moju diplomovú prácu. ([1], str. 127) Téma 
diplomovej práce sa týkala teórie vrtule, zadával ju Frank E. Marble. Na Caltechu chcel 
Mandelbrot robi  aj doktorát u Paca Axela Lagerstroma, ale po návšteve Kármána sa ich 
vz ah nato ko zhoršil, že Caltech opustil bez doktorátu. 

2.4 Spä  vo Francúzsku. Dizerta ná práca. 

V roku 1950 ako mladý študent matematiky h adal Benoit Mandelbrot vhodnú tému 
pre doktorskú dizertáciu na Parížskej univerzite (Sorbonne). Szolem navrhol Benoitovi, 
aby si ako tému dizerta nej práce zobral Juliovu a Fatouovu teóriu, ktorej sa dnes hovorí 
kvadratická dynamika. Snažil som sa zo všetkých síl, ale rýchlo som to vzdal. Vyrovna  sa 
s kvadratickou dynamikou sa mi podarilo až po tridsiatich rokoch rozvažovania, a objavil 
som v nej najznámejší symbol – Mandelbrotovu množinu. ([1], str. 149) Dizerta ná práca 
Mandelbrota mala nakoniec dve asti. Prvá sa týkala všeobecného zákona frekvencie 
výskytu slov, ktorý objavil lingvista G. K. Zipf. Druhá as  sa týkala štatistickej 
termodynamiky. Mandelbrot spomína: V roku 1952 sa na takúto kombináciu pozeralo 
ako na nie o neuvážene výstredné, navyše prvá as  pojednávala o predmete, ktorý ešte 
neexistoval a pritom mojím hlavným cie om bolo vysvetli  Zipfov zákon. ([1], str. 150) 
V tom ase boli štipendiá pre postgraduálnych študentov skromné, a tak za al Benoit 
Mandelbrot pracova  pre Philips Elektronics. Poradil mu to otec, ktorý oskoro na to 
(v roku 1951) zomrel na rakovinu. 

2.5 Postdoktorandské turné 

Postdoktoradské turné za ínal Mandelbrot na MIT v Cambridgi. Potom pokra oval 
u Johna von Neumanna na IAS v Princetone (1953–1954). Nie je možné vymenova
všetky ve ké osobnosti, ktoré Mandelbrota ovplyvnili. V jeho autobiografii, ktorá má 319 
strán, je približne 112 mien osobností, vedcov, politikov, kolegov. O mnohých Mandel-
brot hovorí s ve kou úctou, v akou alebo láskou. V roku 1954 sa vracia do Paríža a tam 
spoznáva svoju manželku Aliette. Nasledovalo ve ké ženevské turné a v roku 1957 
nespokojný a netrpezlivý rebelant za ína „skuto ný“ pracovný život vysokoškolského 
u ite a v Lille a Paríži. Ten však trval len do roku 1958, ke  prijal miesto u IBM 
Reasech v USA. 

V tomto období za ína plodná fáza Mandelbrotovho života, v ktorej ho akali naj-
vä šie zázraky objavovania fraktálov. Benoit Mandelbrot pracoval v IBM 35 rokov 
a zárove  pôsobil na Yale a Harvarde. 

3 Mandelbrotova fraktálna geometria 
Už v 19. storo í sa matematici za ali zaobera  ve mi lenitými útvarmi. Vznikali 

konštrukcie „podivných“ útvarov, ako napríklad v roku 1883 Cantorovo diskontinum, 1890 
Peanova krivka, 1904 Kochova krivka, 1918 Juliove množiny. Tieto konštrukcie boli 
niektorými matematikmi prijímané s odporom, boli považované za patologické a nazývané 
matematické „monštrá“. Ale Mandelbrot odhalil ich tajomstvo a ukázal, že logika viedla 
matematikov bližšie ku skuto nosti, než sami tušili. Matematické „monštrá“ sú vlastne limity 
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postupností množín, ktoré sa vyzna ujú opakovaním toho istého vzoru v stále menšom 
merítku (v kontraktívnom zobrazení). Táto vlastnos  nazývaná samopodobnos  (selfsimi-
larity) je jedným z ústredných pojmov fraktálnej geometrie. Neskôr za pomoci po íta ovej 
grafiky Mandelbrot ukázal, že práce starších matematikov sú zdrojom nových revolu ných 
prístupov a najkrajších fraktálov, aké dnes poznáme. Ich krása je synergiou krásy, ktorú 
môžeme vidie , a krásy, ktorú pocítime pri pochopení podstaty nekone ného itera ného 
procesu ich generovania. 

Najdôležitejšou charakteristikou fraktálov je ich fraktálna dimenzia. Fraktál je množina, 
ktorej Hausdorffova dimenzia je ostro vä šia ako jej dimenzia topologická. [5] (Felix 
Hausdorff, 1868–1942). Pojem fractal vytvoril Mandelbrot z latinského slova fractus. Preto je 
asto nie celkom správne zamie aný za pojem „zlomkový“. Fraktálna dimenzia nemusí by

necelo íselná. Medzi fraktálmi sú aj množiny s celo íselnou dimenziou. A práve tie sú 
najzaujímavejšie. Napríklad rovinné krivky ako Peanova krivka, alebo Mandelbrotova 
množina majú fraktálnu dimenziu 2.  

Problematika dimenzie v praxi skrýva ešte jednu zaujímavos . Body, priamky, roviny, 
úse ky, krivky, rovinné útvary (napr. štvorec, trojuholník) a priestorové objekty, telesá (napr. 
kocka, gu a) používame len ako geometrické modely, aproximujúce skuto né objekty s vä -
šou alebo menšou presnos ou. Mandelbrot vo svojej knihe Fraktály: Tvar, náhoda a dimen-
ze [2] hovorí o fyzikálnej dimenzii, ktorá má pragmatický a teda subjektívny základ. Je vecou 
stup a rozlíšenia. Ako príklad Mandelbrot uvádza klbko nití o priemere 10 cm. Ni  má 
priemer 1 mm. Pri stupni rozlíšenia 10 m je klbko bod dimenzie nula. Pri stupni rozlíšenia 
10 cm je to gu a s dimenziou 3. Pri stupni rozlíšenia 10 mm je to množina nití, teda 
jednorozmerný útvar. Pri stupni rozlíšenia 0,1 mm sa každá ni  stáva valcom, takže za ne by
opä  trojrozmerná. Pri rozlíšení 0,01 mm sa každý valec rozpadne na vlákna a všetko sa stane 
zase jednorozmerným. A na ve mi nízkej úrovni sa klbko stane súborom bodových atómov 
a všetko sa stane opä  nularozmerným. A tak alej, hodnota dimenzie neprestane skáka . Jej 
íselná hodnota závisí na vz ahu medzi objektom a jeho pozorovate om. ([2], str. 18) 

Mandelbrot skompletizoval svoje dovtedajšie vedecké výsledky pomerne v pokro ilom 
veku. Až v roku 1975 vydal knihu Les Objects fractals: Forme, hasard et dimension.
Mandelbrotovu množinu objavil až vo svojich 55 rokoch. V roku 1982 vydal svoju najsláv-
nejšiu knihu The Fractal Geometry of Nature. 

3.1 Fraktálna dimenzia krajinných prvkov 

Môj otec bol blázon do máp. Nau il som sa od neho íta  v mapách skôr ako som vedel 
íta  a písa . Jedným z najúžasnejších rysov fraktálov je, že nám umož ujú napodob ova

prírodu. ([1], str. 220) Mandelbrot si všimol, že aj v prírode sú mnohé tvary viac menej 
invariantné vo i zmene merítka.  

Krajina chápaná ako komplexný systém je predmetom záujmu rôznych vedeckých oblastí 
a záujmových skupín. Terminologická jasnos  a presnos  je nevyhnutnou podmienkou inter-
disciplinárnej spolupráce. Charakter reliéfu je rozhodujúci pri typizácii krajiny, vytvára 
základnú tvárnos  krajiny, na ktorú sa viažu ostatné prvky a javy. ([3], str. 113) Fraktálna 
dimenzia umož uje kvantifikova  a porovnáva lenitos  rôznych kriviek i drsnos  rôznych 
plôch. V prípade presne samopodobných (strictly self-similar) množín môžeme fraktálnu 
dimenziu vypo íta  pomocou vzorca, ale krajinné prvky vyskytujúce sa v prírode bývajú iba 
štatisticky samopodobné (aj to vä šinou len v troch úrovniach rôznych kontrakcií). Ako ur i
fraktálnu dimenziu pre štruktúru, ktorá nie je ani samopodobná a nie je ani „slušnou“ 
krivkou, naopak je „divoká”? V praxi je ve mi asto používaná v takýchto prípadoch mriež-
ková (box-counting) metóda. [5] Skúmaný útvar pokrývame vhodným pokrytím, v závislosti 
od jeho topologickej dimenzie. Tvar boxov býva naj astejšie štvorec alebo kocka. Následne 
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s ítame po et boxov potrebných na pokrytie skúmaného útvaru. V druhom kroku postup 
zopakujeme, pri om zmenšíme ve kos boxov. 

Ur enie fraktálnej dimenzie terénu je vhodným doplnkom (kvantifikáciou) zaužívanej 
typologickej klasifikácie krajiny. ([3], str. 121, obr. . 1.) 

Obrázok . 1: Typológia krajiny doplnená o fraktálnu dimenziu D = 2,37. [4] 

4 Záver 

Keby sme do mapy zakreslili životnú pú  Benoita Mandelbrota a zoh adnili by sme 
všetky oblasti vedy, techniky a umenia, do ktorých zasiahla fraktálna geometria, výsledná 
krivka by mala vysokú fraktálnu dimenziu. 
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ZOBECNĚNÉ LIMITY

Ivan Netuka

Abstract: This note deals with generalizations of the classical notion of a limit
to (some) divergent sequences of real numbers. The method of arithmetic means
provides an example of such an extension of the traditional definition. More gene-
rally, for an infinite matrix A, the so-called A-limitable sequences are introduced,
and the Toeplitz-Silverman theorem is recalled as a sample result concerning matrix
transformations of sequences.

Another type of generalized limit is the Banach limit, which arises from the
Hahn-Banach theorem. Sequences on which all Banach limits coincide are called al-
most convergent sequences. This notion, introduced by G. G. Lorentz, continues to
be a subject of active investigation today. The relationship between almost conver-
gent sequences and special matrix transformations is also discussed. The exposition
is accompanied by comments on the historical development of the subject, basic
references to the results discussed, and key sources for the extensive mathematical
field of summability theory. Finally, the unusual life story of G. G. Lorentz is briefly
summarized.

1. Konvergentní posloupnosti

Nejprve připomeňme jednu z prvních definic ze základů matematické analýzy.
Říkáme, že posloupnost {xn} reálných čísel je konvergentní, jestliže existuje číslo
s s touto vlastností: pro každé ε > 0 existuje k ∈ N takové, že pro každé n ∈ N,
n ≥ k, platí

|xn − s| ≤ ε.

Číslo s je určeno jednoznačně. Nazývá se limita posloupnosti {xn} a užívá se
pro ni označení s = limn→∞ xn. Posloupnost, která není konvergentní, se nazývá
divergentní. Každá konvergentní posloupnost je zřejmě omezená a limita posloup-
nosti s nezápornými členy je nezáporná. Jestliže všechny členy posloupnosti {xn}
jsou rovny 1, potom limn→∞ xn = 1. Limita je invariantní vůči posuvu. Podrobněji:
jestliže pro posloupnost x = {xn} definujeme

S : {x1, x2, . . . } 
→ {x2, x3, . . . } := Sx,

potom se limity posloupností Sx a x rovnají. Tedy limita posloupnosti nezávisí na
konečně mnoha členech. Snadno se dokáže, že limita součtu dvou konvergentních
posloupností je rovna součtu limit a limita násobku konvergentní posloupnosti je
rovna násobku limity.

Označme m lineární prostor všech omezených posloupností reálných čísel a c
lineární podprostor všech konvergentních posloupností. Potom má zobrazení

l : x 
→ lim
n→∞

xn, x = {xn} ∈ c,
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tyto vlastnosti:

• l je lineární funkcionál, tj.

l(ax+ by) = al(x) + bl(y), x, y ∈ c, a, b ∈ R,

• l je nezáporný funkcionál, tj. l(x) ≥ 0 pro každé x = {xn} ∈ c takové, že
xn ≥ 0, n ∈ N,

• l(Sx) = l(x) pro každé x ∈ c,

• l(x) = 1 pro x = {1, 1, . . . }.
Zřejmě c �= m, např. posloupnost {1, 0, 1, 0, . . . } /∈ c.

2. Metoda aritmetických průměrů

Pro posloupnost {xn} reálných čísel definujeme posloupnost aritmetických prů-
měrů rovností

yn :=
1
n

n∑
j=1

xj , n ∈ N.

Není těžké dokázat toto tvrzení:1 Je-li {xn} konvergentní posloupnost, potom je
{yn} konvergentní posloupnost a limn→∞ yn = limn→∞ xn. Pokud je posloupnost
{yn} konvergentní, pak se posloupnost {xn} nazývá (C, 1)-limitovatelná2 a číslo
limn→∞ yn, označované jako (C, 1)-limn→∞ xn, se nazývá (C, 1)-limita posloupnosti
{xn}.

1 Tvrzení je spojováno se jménem A.-L. Cauchyho (1821); viz [79], str. 72. Regularizující vlast-
nost aritmetických průměrů se uplatnila při vyšetřování speciálních řad u G. Leibnize (1713),
D. Bernoulliho (1777), J. I. Raabeho (1836) a G. Frobenia (1880). Metoda aritmetických prů-
měrů umožňuje přiřadit „limitu� i některým divergentním posloupnostem nebo, pokud pracujeme
s částečnými součty, „součet� některým divergentním řadám. Teorie limitovacích metod (u řad:
sčítacích metod) má dlouhou historii; viz např. [21], [27], [32], [36], [62], [79], [80], [86]. V mo-
nografii [86] zaujímá seznam literatury (sázený hustě petitem) 106 stran. V MathSciNet je pod
heslem divergent series uvedeno 9132 položek, heslo Banach limit poskytuje 218 položek a almost
convergence 286 položek (viz odst. 4 a 6).

2 Označení (C, 1) souvisí se jménem E. Cesàra. V roce 1890 publikoval práci o součinu řad
a zobecněnou limitu založenou na aritmetických průměrech definoval explicitně. (Uvažoval i ite-
rované aritmetické průměry, pak se mluví o metodě (C, α).) Cesàrovy limitovací metody jsou
studovány zevrubně např. v [6], [14], [27], [45], [83], [86]. V základech matematické analýzy se
metoda cesàrovských průměrů vyskytuje alespoň ve dvou souvislostech. Dokazuje se tato věta:
Nechť

∑∞
n=1 an je konvergentní řada se součtem a,

∑∞
n=1 bn je konvergetní řada se součtem b

a nechť
∑∞

n=1 cn je Cauchyův součin těchto řad. Potom posloupnost {sn} částečných součtů řady∑∞
n=1 cn je (C, 1)-limitovatelná a platí (C, 1)-limn→∞ sn = ab; viz [80], str. 496. Prominentní

postavení (C, 1)-metody mezi limitovacími metodami souvisí s Fourierovými řadami. V roce 1876
sestrojil P. Du Bois-Reymond spojitou 2π-periodickou funkci, jejíž Fourierova řada diverguje ale-
spoň v jednom bodě. V roce 1904 dokázal L. Fejér, že pro každou spojitou 2π-periodickou funkci f
a každý bod x ∈ R je posloupnost {sn(x)} částečných součtů Fourierovy řady funkce f v bodě x

(C, 1)-limitovatelná a (C, 1)-limn→∞ sn(x) = f(x). Odtud plyne: pokud Fourierova řada funkce f

v bodě x konverguje, pak má „správný� součet f(x).
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Jestliže x = {1, 0, 1, 0, . . . }, pak y2n = 1
2 , y2n−1 = n

2n−1 , n ∈ N, tedy platí
(C, 1)-limn→∞ xn = limn→∞ yn = 1

2 , přitom posloupnost {xn} je divergentní.
Na množině Ω posloupností sestávajících z 0 a 1 lze přirozeným způsobem defino-

vat pravděpodobnost a na základě zákona velkých čísel odvodit,3 že skoro všechny
posloupnosti z Ω (tj. všechny až na množinu pravděpodobnosti 0) jsou (C, 1)-limi-
tovatelné k (C, 1)-limitě 12 .

Přechod od {xn} k {yn} si lze představit jako maticovou transformaci:

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
y1
y2
y3
y4
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1, 0, 0, . . .
1
2 ,

1
2 , 0, 0, . . .

1
3 ,

1
3 ,

1
3 , 0, 0, . . .

1
4 ,

1
4 ,

1
4 ,

1
4 , 0, 0, . . .

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

x1
x2
x3
x4
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (1)

3. Maticové limitovací metody

Nechť A = (ajk)∞j,k=1 je nekonečná matice reálných čísel a nechť x = {xn} je
posloupnost reálných čísel. Definujeme

Aj(x) :=
∞∑

k=1

ajkxk, (2)

pokud řada konverguje. Říkáme, že posloupnost x = {xn} je A-konvergentní, jestliže
řada v (2) konverguje pro každé j ∈ N a posloupnost {Aj(x)} je konvergentní (někdy
se říká, že posloupnost x je A-limitovatelná ).4 Číslo limj→∞ Aj(x) se nazývá A-li-
mita posloupnosti x a značí A-limn→∞ xn.

Matice A = (ajk)∞j,k=1 se nazývá regulární matice, jestliže zachovává konvergenci
a zachovává limitu, tedy jestliže každá konvergentní posloupnost {xn} je A-kon-
vergentní a A-limn→∞ xn = limn→∞ xn.

Věta. Matice A je regulární matice, právě když 5

3 Výsledek je dokázán v [12].
4 Cesàrova metoda je prototypem maticových limitovacích metod. Často se mluvívá o sčítacích

metodách (summability methods), neboť historicky vzato sloužily většinou jako nástroj k přiřazo-
vání „součtu� divergentním řadám. Sčítací metodou se tak samozřejmě rozumí limitovací metoda
aplikovaná na částečné součty řady. Označme cA množinu všech A-limitovatelných posloupností
(obor konvergence matice A). A. Wilansky v [83] na str. 3 uvádí: By a historical accident sequences
in cA are called A-summable instead of more reasonable A-limitable. V literatuře je vyšetřováno
velké množství různých limitovacích metod (maticových i jiného typu); viz např. [6], [7], [8], [14],
[24], [27], [45], [54], [57], [58], [60], [75], [86]. Např. v monografii [86] lze nalézt na str. 307–308
seznam 98 metod.

5 Věta pochází od L. L. Silvermana a O. Toeplitze z roku 1911. Je považována za počátek obecné
teorie A-limitovacích metod. Do té doby se matematici soustřeďovali na konkrétní, speciální matice
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• sup {∑∞
k=1 |ajk| : j ∈ N} < ∞,

• pro každé k ∈ N platí limj→∞ ajk = 0,

• limj→∞
∑∞

k=1 ajk = 1.

S příkladem regulární matice jsme se již setkali u metody aritmetických průměrů.

Pro regulární matici A tedy A-limita představuje zobecněnou limitu, která může
existovat pro určité divergentní posloupnosti.

Nabízí se přirozená otázka: jsou všechny omezené posloupnosti A-limitovatelné
pro vhodnou regulární matici A? Odpověď je negativní:6 je-li A regulární matice,
potom existuje posloupnost x se členy 0 nebo 1 taková, že x není A-konvergentní.
V tomto smyslu je regulární maticová limitovací metoda vhodná pro některé, ale
ne všechny, omezené posloupnosti.

4. Banachova limita

Na první pohled se může zdát pozoruhodné, že existuje zobecnění klasické li-
mity známé pro prostor c konvergentních posloupností přiřazující „limitu	 každé
posloupnosti z prostoru m omezených posloupností s reálnými členy.

Nechť L : m → R je zobrazení s těmito vlastnostmi:

• L je lineární funkcionál,

• L je nezáporný funkcionál,

• L je invariantní vůči posuvu, tj. L(Sx) = L(x) pro každé x ∈ m,

• L(x) = 1 pro x = {1, 1, 1, . . . }.

Funkcionál L se nazývá Banachova limita.7 Uvedené podmínky představují při-
rozené požadavky, které by pojem zobecněné limity měl splňovat. Přitom podmínka

A = (ajk)∞j,k=1. Původní důkaz užívá prostředky elementární analýzy (někdy se mluví o metodách
„hard analysis�) a není snadný. Za určitý senzační průlom se považuje elegantní důkaz, který
S. Banach zařadil do monografie [3], str. 90. Je založen na metodách funkcionální analýzy (někdy
se mluví o metodách „soft analysis�); důkaz lze nalézt např. v [49], str. 96. Banachův přístup
odstartoval široce rozvinutý program užití metod funkcionální analýzy v problematice limitovacích
metod; viz např. [5], [6], [24], [34], [41], [42], [45], [65], [81], [82], [83].

6 Výsledek pochází od H. Steinhause z roku 1909. Steinhausův důkaz je uveden v [14]. Ele-
gantní důkaz založený na vlastnostech spojitosti funkcí 1. Baireovy třídy lze nalézt v [11]; viz
[49], str. 96. V [55] je dokázáno, že pro každou regulární matici A existuje posloupnost sestáva-
jící z 0 a 1 neobsahující žádnou trojici za sebou jdoucích 0 nebo za sebou jdoucích 1, která není
A-limitovatelná.

7 Abstraktní analýze se dostalo širokého uznání mj. díky řešení řady problémů, které pochá-
zejí z klasické matematické analýzy. V monografii [3], str. 29–34, aplikoval S. Banach Hahnovu-
Banachovu větu na důkaz existence zobecnění integrálu definovaného pro všechny omezené reálné
funkce, konečně aditivní míry definované na všech podmnožinách R a limity v∞ pro všechny ome-
zené funkce definované na [0,∞). Jako důsledek dokázal existenci zobecněné limity pro všechny
omezené posloupnosti reálných čísel, později nazývané Banachova limita. Nerovnosti (3) byly již
dříve dokázány S. Mazurem; viz [3], str. 34. Poznamenejme, že požadavek invariance vůči posuvu
nabízí zobecnění pro jiné druhy transformací na posloupnostech; viz např. [16], [19], [52], [63], [69],
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L(Sx) = L(x), x ∈ m, (invariance vůči posuvu) ukazuje, že na hodnotu L(x) nemá
vliv konečný počet členů.

Připomeňme nejprve definici lim inf a lim sup:

lim inf
n→∞

xn := lim
k→∞

inf {xn : n ≥ k},

lim sup
n→∞

xn := lim
k→∞

sup {xn : n ≥ k}.

Všimněme si, že posloupnost {xn} reálných čísel je konvergentní, právě když
lim infn→∞ xn = lim supn→∞ xn a tato společná hodnota je konečná. Pro posloup-
nost {xn} se pak tato společná hodnota rovná limn→∞ xn.

Nechť L je Banachova limita. Dokážeme, že

lim inf
n→∞

xn ≤ L(x) ≤ lim sup
n→∞

xn, x = {xn} ∈ m . (3)

Odtud dostaneme, že L(x) = limn→∞ xn pro každou posloupnost x = {xn} ∈ c,
takže Banachova limita je skutečně zobecněním klasického pojmu limity.

Dokážeme první nerovnost v (3). Nejprve dokážeme nerovnost

inf {xn : n ∈ N} ≤ L(x), x = {xn} ∈ m. (4)

Pro ε > 0 zvolíme j ∈ N takové, že

inf {xn : n ∈ N} ≤ xj ≤ inf {xn : n ∈ N}+ ε .

Potom xn + ε − xj ≥ 0 pro všechna n ∈ N, tudíž

L(x) + ε ≥ xj ≥ inf {xn : n ∈ N} .

Odtud plyne (4). Protože L je invariantní vůči posuvu, platí pro každé k ∈ N

inf {xn : n ≥ k} ≤ L(x) ,

takže
lim inf
n→∞

xn ≤ L(x) .

Podobně se dokáže druhá nerovnost z (3).

Vidíme, že každá Banachova limita je nezáporné lineární rozšíření funkcionálu
l : x 
→ limn→∞ xn z podprostoru c na prostor m, které je invariantní vůči posuvu.

Stojíme před dvěma důležitými otázkami:

• existuje Banachova limita?
• je Banachova limita určena jednoznačně?

[70], [76]. Banachova limita je intenzivně studovaným tématem až do dnešních dnů; namátkou
uveďme [1], [22], [26], [33], [53], [71], [76], [77], [84], [85]. Četné výsledky z pohledu geometrie Ba-
nachových prostorů (zejména týkající se extremálních bodů konvexní množiny všech Banachových
limit) lze nalézt např. v [2], [56], [71], [72], [76], [78]. Matematiky dlouhodobě zajímá, jak souvisí
Banachova limita s maticovými limitovacími metodami. Viz např. [15], [20], [22], [45], [54], [68],
[73], [84].
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Určitě se všechny Banachovy limity shodují na posloupnosti x = {1, 0, 1, . . . }.
Platí totiž 1 = L(x+Sx) = L(x) +L(Sx) = 2L(x), tudíž L(x) = 1

2 pro každou Ba-
nachovu limitu L. Obecněji, jak ukážeme v odst. 6, pro každou (C, 1)-konvergentní
posloupnost x = {xn} a každou Banachovu limitu L platí L(x) = (C, 1)-limn→∞ xn.

Patrně stojí za zmínku, proč jsme v odst. 1 nezdůraznili, že pro konvergentní
posloupnosti je limita součinu rovna součinu limit. Analogie totiž neplatí pro žádnou
Banachovu limitu L. Je-li např. x = {1, 0, 1, 0, . . . } a y = {0, 1, 0, 1, . . . }, pak platí
1
2 = L(x) = L(Sx) = L(y), tudíž L(x) · L(y) = 1

4 a L(x · y) = L(0) = 0. Požadovat
na přirozeném zobecnění limity multiplikativitu možné není.

5. Existence Banachovy limity

Problém existence Banachovy limity spočívá v důkazu existence rozšíření lineár-
ního funkcionálu

l : x 
→ lim
n→∞

xn, x = {xn} ∈ c

na lineární funkcionál L definovaný na celém prostoru m, přičemž rozšíření má být
nezáporné a invariantní vůči posuvu.

Klíčem8 k takovému rozšíření je

Hahnova-Banachova věta.9 Nechť X je lineární prostor nad R a p : X → R

je funkcionál splňující

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), p(ax) = ap(x), x, y ∈ X, a ≥ 0. (5)

Nechť Y je lineární podprostor prostoru X a f : Y → R je lineární funkcionál,
pro nějž f ≤ p na Y .

Potom existuje lineární funkcionál F : X → R takový, že F|Y = f a F ≤ p na
X. Platí −p(−x) ≤ F (x) ≤ p(x), x ∈ X.

Pro další úvahy se nám bude hodit tento

8 Tradičně se existence Banachovy limity dokazuje pomocí Hahnovy-Banachovy věty. Existují
však i jiné přístupy, založené např. na Tichonovově větě o kompaktnosti topologického součinu či na
pojmu slabé∗ kompaktnosti; různé důkazy lze nalézt v [1], [5], [16], [43], [77]. Metody nestandardní
analýzy byly při zkoumání existence zobecněné limity uplatněny v [64]. Měli bychom poznamenat,
že důkazy existence se v té či jiné formě opírají o axiom výběru a v tomto smyslu je Banachova
limita zcela vzdálena jakémukoli „konstruktivnímu� přístupu.

9 Hahnova-Banachova věta je pilířem lineární funkcionální analýzy. Historicky je cesta k této
větě složitá a je zejména spojena se jmény F. Riesze, E. Hellyho, H. Hahna a S. Banacha. Dokonale
ilustruje, jak abstraktní matematické výsledky vyrůstají z podhoubí studia konkrétních problémů.
Zde se omezíme pouze na odkazy na základní práce, které se historii i různým aspektům Hahnovy-
Banachovy věty věnují; viz [9], [10], [17], [23], [28], [29], [31], [32], str. 403, [36], str. 1090, [44],
[46], [47], [48], [50], [61], [67], [74]. V monografii [61], str. 40, A. Pietsch napsal k opomíjené roli
E. Hellyho na cestě za větou v literatuře spojovanou jen se jmény Hahna a Banacha toto: In
recognition of Helly’s merits it would be fair to speak of the Helly-Hahn-Banach theorem. But,
I am afraid that this proposal comes too late. As an ersatz, let us pause for standing ovation.
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Dodatek.10 Nechť x0 ∈ X \ Y . Definujme

α := sup {f(y)− p(y − x0) : y ∈ Y } ,
β := inf {p(y + x0)− f(y) : y ∈ Y } .

Potom α ≤ β a pro každé γ ∈ [α, β] existuje lineární funkcionál F : X → R takový,
že F|Y = f , F ≤ p na X a F (x0) = γ.

Pro důkaz existence Banachovy limity budeme Hahnovu-Banachovu větu apliko-
vat v situaci X = m, Y = c, f = l (limita) a

p : x 
→ lim sup
n→∞

1
n

(
x1 + · · ·+ xn

)
, x = {xn} ∈ m. (6)

Jestliže x = {xn} ∈ c, je

l(x) = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

1
n

(
x1 + · · ·+ xn

)
= p(x) .

Z vlastností lim sup plyne, že p splňuje (5).

Nechť L : m → R je lineární funkcionál takový, že L|c = l a L ≤ p na m. Potom

−p(−x) ≤ L(x) ≤ p(x), x ∈ m .

Je-li x = {xn} ∈ m, xn ≥ 0 pro všechna n ∈ N, pak

−p(−x) = lim inf
n→∞

1
n

(
x1 + · · ·+ xn

) ≥ 0 ,

tudíž L(x) ≥ 0. Pro každé x ∈ m je

L(x)− L(Sx) = L(x − Sx) ≤ p(x − Sx) = lim sup
n→∞

1
n

(
x1 − xn+1

)
= 0 ,

neboli L(x) ≤ L(Sx). Protože

−L(x) = L(−x) ≤ L(S(−x)) = −L(Sx) ,

platí L(x) ≥ L(Sx), tudíž L(Sx) = L(x).

Zároveň jsme ukázali, že existuje Banachova limita L taková, že

L(x) = (C, 1) - lim
n→∞

xn (7)

pro každou (C, 1)-konvergentní posloupnost.

Zatím však není zřejmé, zda rovnost (7) platí pro všechny Banachovy limity.
Dostáváme se tak k zásadní otázce: na kterých posloupnostech hodnoty všech Ba-
nachových limit splývají?

Ještě jedna poznámka. S ohledem na nerovnosti (3) by se zdálo, že by stačilo
zvolit jako „kontrolní	 funkcionál p : x 
→ lim supn→∞ xn, x = {xn} ∈ m. Takový
funkcionál splňuje podmínky (5) a tedy Hahnovu-Banachovu větu lze aplikovat.
Selhal by však důkaz invariance vůči posuvu.

10 Podstatná část důkazu věty i dodatku je uvedena v odst. 8.
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6. Skoro konvergentní posloupnosti

Volba „kontrolního	 funkcionálu p z (6) dává existenci Banachovy limity, ale
neříká nic o všech Banachových limitách. Budeme proto uvažovat jiný „kontrolní	
funkcionál.11 Pro x = {xn} ∈ m definujeme

q(x) := inf
{
lim sup

n→∞
1
k

k∑
j=1

xrj+n

}
,

kde infimum se bere přes všechna k ∈ N a r1, . . . , rk ∈ N. Potom12

q(x) ≤ lim sup
n→∞

xn ,

q(x+ y) ≤ q(x) + q(y), q(ax) = aq(x), x, y ∈ m, a ≥ 0 .

Pomocí dodatku k Hahnově-Banachově větě se dokáže, že pro každou Banachovu
limitu L̃ platí −q(−x) ≤ L̃(x) ≤ q(x), x ∈ m. Nyní se Hahnova-Banachova věta
aplikuje na X = m, Y = c, f = l (limita) a p = q a dokáže se, že každé rozšíření
funkcionálu l s „kontrolou	 q splňuje požadavky z definice Banachovy limity.

Vyjádření „kontroly	 q lze zjednodušit,13 platí totiž

q(x) = lim
n→∞

{
sup
1
n

k+n∑
j=k+1

xj : k ∈ N

}
.

Odtud plyne následující výsledek.

Věta.14 Nechť x = {xn} ∈ m, s ∈ R. Potom hodnoty všech Banachových limit
na x splývají a rovnají se s, právě když

lim
n→∞

1
n

(
xk+1 + · · ·+ xk+n

)
= s (8)

stejnoměrně vzhledem ke k ∈ N.

Podrobněji: ke každému ε > 0 existuje r ∈ N takové, že pro všechna n ≥ r
a všechna k ∈ N platí ∣∣∣ 1

n

(
xk+1 + · · ·+ xk+n

)− s
∣∣∣ ≤ ε .

11 Funkcionál tohoto typu pochází od S. Banacha; viz [3], str. 30.
12 Podrobnosti k důkazu vlastností funkcionálu q lze nalézt např. v [24], str. 64–68. V literatuře

se pro důkaz existence Banachovy limity užívají i jiné funkcionály; viz např. [45], str. 39, [73], [77],
[86], str. 12.

13 Toto přehlednější vyjádření funkcionálu q je odvozeno v [76].
14 Výsledek pochází od G. G. Lorentze ještě z doby jeho pobytu v Leningradu; viz [37]. Zá-

sadní význam pro studium skoro konvergentních posloupností má Lorentzova práce [38]. Podrobné
hodnocení Lorentzova přínosu k limitovacím metodám lze nalézt v příspěvku „G. G. Lorentz and
the theory of summability� uveřejněném v [40], str. 41–57. Další informace lze nalézt v příspěvku
„My autobiography� (G. G. Lorentz) zahrnutém do [40], str. xvii–xxv. Viz také [39], [51].
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Omezené posloupnosti, na nichž hodnoty všech Banachových limit splývají, se
nazývají skoro konvergentní posloupnosti.15 Lineární prostor všech skoro konver-
gentních posloupností se značí ĉ. Z (8) je ihned vidět, že např. posloupnost

{1, 00, 111, 0000, 11111, . . . }

není skoro konvergentní. Máme tedy c ⊂ ĉ ⊂ m a c �= ĉ �= m. Je známo, že ĉ je
neseparabilní uzavřený podprostor prostoru m, který je invariantní vůči posuvu,
tj. pro x ∈ ĉ je Sx ∈ ĉ. Všimněme si, že každá skoro konvergentní posloupnost je
(C, 1)-limitovatelná.

Z pohledu teorie pravděpodobnosti (viz závěr odst. 2) skoro žádná posloupnost
sestávající z 0 a 1 není skoro konvergentní.16 Z tohoto hlediska není, narozdíl od
(C, 1)-limitovací metody, pojem zobecněné limity založený na „skoro konvergenci	
efektivní.

7. Banachova limita a maticové limitovací metody

Na skoro konvergentních posloupnostech se (podle definice) hodnoty všech Ba-
nachových limit rovnají. Pro x = {xn} ∈ ĉ definujeme f -limn→∞ xn jako L(x) pro
libovolnou Banachovu limitu L.

Nyní nás zajímá souvislost pojmu skoro konvergentní posloupnosti s maticovými
limitovacími metodami.

Pro matici A označme cA množinu všech omezených posloupností, které jsou
A-limitovatelné (cA se nazývá obor A-konvergence). Můžeme se ptát, zda existuje
regulární matice A taková, že ĉ = cA a zda f -limn→∞ xn = A-limn→∞ xn. Odpo-
věď je negativní. Dokonce se ví,17 že ĉ není průnikem oborů konvergence žádného
spočetného systému regulárních matic.

V této souvislosti je zajímavá tato otázka: jak vypadají matice A, pro něž je
každá skoro konvergentní posloupnost A-limitovatelná?

Budeme říkat, že matice A = (ajk)∞j,k=1 je silně regulární,
18 jestliže platí ĉ ⊂ cA.

15 Lorentzův původní termín byl „absolutně konvergentní posloupnost�; viz [37]. Termín „skoro
konvergentní� (almost convergent) pochází z Lorentzovy průkopnické práce [38]. Podrobný výklad
o ĉ je obsažen v [45], str. 42–46. Skoro konvergentním posloupnostem se dostalo pozornosti ze
strany řady matematiků. Viz např. [35], [45], [84], [85], kde lze nalézt další odkazy.

16 Výsledek je dokázán v [12].
17 Toto jsou výsledky z [38]. Tamtéž jsou vyšetřovány vztahy maticových limitovacích me-

tod a skoro konvergentních posloupností. Je mj. dokázána inkluze ĉ ⊂ cA pro všechny konkrétní
„rozumné� maticové metody (např. (C, α), Eulerova metoda).

18 Tento pojem zavedl G. G. Lorentz v [38]. Studium skoro konvergentních posloupností a silně
regulárních matice je předmětem matematického bádání do současnosti; viz např. [5], [25], [45],
str. 50–54, [84], [85].

konference HM 36 - text.indd   171konference HM 36 - text.indd   171 1.7.2015   11:39:381.7.2015   11:39:38



172

Věta.19 Regulární matice A = (ajk)∞j,k=1 je silně regulární, právě když

lim
j→∞

∞∑
k=1

|ajk − aj,k+1| = 0 . (9)

Pokud platí rovnost (9), je f-limn→∞ xn = A-limn→∞ xn pro každou posloupnost
x = {xn} ∈ ĉ.

Např. matice z (1) pro (C, 1)-limitovatelné posloupnosti je silně regulární matice,
neboť

∞∑
k=1

|ajk − aj,k+1| = 1
j
, j ∈ N ,

tudíž platí (9). Poznamenejme, že existují20 regulární matice A, pro něž cA ⊂ ĉ,
tedy všechny skoro konvergentní posloupnosti nejsou A-limitovatelné.

Pro charakterizaci ĉ pomocí maticových limitovacích metod je důležité následu-
jící tvrzení21 (pozitivní matice znamená, že její prvky jsou nezáporné).

Lemma. Nechť x = {xn} ∈ m. Potom existují pozitivní silně regulární matice
A1, A2 takové, že

sup {L(x) : L Banachova limita} = A1- lim
n→∞

xn ,

inf {L(x) : L Banachova limita} = A2- lim
n→∞

xn .

Na základě tohoto lemmatu lze dokázat následující výsledek.

Věta.22 Nechť x = {xn} ∈ m a s ∈ R. Potom f-limn→∞ xn = s, právě když
A-limn→∞ xn = s pro každou pozitivní silně regulární matici. Jinak řečeno,

ĉ =
⋂

{cA : A pozitivní silně regulární matice} .

19 Věta představuje jeden ze stěžejních výsledků práce [38].
20 Lorentz v [38] mluví o metodě F a o F -limitě (v textu užíváme dnes běžnější označení

f -lim, které pochází od P. Durana z roku 1972). Z [38] citujeme: In spite of the fact that the
method F contains certain regular matrix method . . . it is fairly weak. We shall show that it
is contained in every „reasonable� matrix method. Almost convergence is a generalization of

ordinary convergence. From this point of view the method F seems to be rather akin to the ordinary
convergence than to commonly used matrix methods. We shall therefore designate methods which
sum all almost convergent sequences as strongly regular.

21 Výsledek pochází z práce [18].
22 Charakteristika je dokázána v [18], kde lze nalézt další příbuzné výsledky.
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8. K důkazu Hahnovy-Banachovy věty

Budeme užívat značení z odst. 5. První krok v důkazu Hahnovy-Banachovy věty
spočívá (pro x0 /∈ Y ) v rozšíření lineárního funkcionálu f z Y na lineární obal
Ỹ := Lin(Y ∪{x0}). Každý prvek z Ỹ lze jednoznačně vyjádřit v tvaru y+ax0, kde
y ∈ Y a a ∈ R.

Pro každé dva body y1, y2 ∈ Y platí podle (5)

f(y1) + f(y2) = f(y1 + y2) ≤ p(y1 + y2) ≤ p(y1 − x0) + p(x0 + y2) ,

neboli
f(y1)− p(y1 − x0) ≤ p(y2 + x0)− f(y2), y1, y2 ∈ Y .

Položíme-li
α := sup {f(y)− p(y − x0) : y ∈ Y } ,

β := inf {p(y + x0)− f(y) : y ∈ Y } ,

platí α ≤ β. Zvolme γ ∈ [α, β]. Potom

f(y)− γ ≤ f(y)− α ≤ p(y − x0), y ∈ Y , (10)

f(y) + γ ≤ f(y) + β ≤ p(y + x0), y ∈ Y . (11)

Definujme
f̃(y + ax0) = f(y) + aγ, y ∈ Y, a ∈ R.

Potom f̃ = f na Y , f̃(x0) = γ a zřejmě f̃ je lineární funkcionál na Ỹ . Je-li ã > 0,
pak z (10) dostáváme (dosadíme y/ã za y)

(1/ã)f(y)− γ ≤ p(y/ã − x0)

a z (11) dostáváme (dosadíme y/ã za y)

(1/ã)f(y) + γ ≤ p(y/ã+ x0) .

Vidíme, že pro každé ã > 0 a každé y ∈ Y je

f(y)− ãγ ≤ p(y − ãx0) ,

f(y) + ãγ ≤ p(y + ãx0) .

Odtud plyne pro každé y ∈ Y a každé a ∈ R

f̃(y + ax0) = f(y) + aγ ≤ p(y + ax0) .

(pro a > 0 jsme uvažovali ã = a, pro a < 0, jsme uvažovali ã = −a).
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Je-li Ỹ = X, je f̃ kýžené rozšíření. Pokud Ỹ �= X, můžeme uvedeným postu-
pem zkonstruovat další rozšíření a mohlo by se zdát, že výsledný funkcionál F lze
získat matematickou indukcí. Pro obecně „velký	 prostor X to možné není a je
třeba užít některý z mocných množinově-teoretických nástrojů,23 jako jsou (podle
osobní preference) např. transfinitní indukce, Zornovo lemma či Hausdorffův princip
maximality.

Poznamenejme, že pokud X je normovaný lineární prostor na R a f : Y → R je
spojitý lineární funkcionál, potom existuje spojitý lineární funkcionál F : X → R

takový, že F|Y = f a ||F || = ||f ||.24 To plyne z naší algebraické verze Hahnovy-
Banachovy věty, pokud se definuje

p(x) := ||f || · ||x||, x ∈ X .

9. G. G. Lorentz (1910–2006)

G. G. Lorentz sehrál důležitou roli v rozvoji matematické analýzy 20. století.
Zasáhl takřka do všech jejích oblastí. Jmenujme např. prostory funkcí, reálnou,
funkcionální a numerickou analýzu, teorii aproximace, interpolační metody, sčíta-
telnost.

Jeho životní dráha25 odráží hořká období dějin 20. století. Je svědectvím o ne-
zdolnosti lidského ducha, o vnitřní síle, odvaze i charakterové integritě.

Georg (Jurij) Rudolfovič Lorenc se narodil v Sankt Petěrburgu v roce 1910. Jeho
otec26 měl německé kořeny, matka pocházela z rozvětvené ruské rodiny šlechtického
původu. V roce 1913 se rodina přestěhovala do Armaviru na Severním Kavkazu.
Revoluční doba a občanská válka zřetelně poznamenaly tamější život. V letech 1919
až 1922 se rodina uchýlila na statek poblíž Soči, později se přestěhovala do Tbilisi.
Tam Georg nejprve navštěvoval ruskou školu, v letech 1924 až 1926 studoval na
německé střední škole, kde si osvojil vynikající znalost němčiny (doma se mluvilo
rusky). V roce 1926 se stal posluchačem tbiliské techniky, po dvou letech přešel na
Mechanicko-matematickou fakultu Leningradské univerzity.27 Tam působili mate-
matici zvučných jmén a navzdory mocenským zásahům matematická úroveň byla

23 Viz např. [3], str. 29, [13], str. 82, [30], str. 212, [66], str. 56. Ekvivalence axiomu výběru,
Hausdorffova principu maximality, Zornova lemmatu a věty o dobrém uspořádání je dokázana
v [30], str. 14. V [3] se uvažují výhradně lineární prostory nad tělesem reálných čísel. Zobecnění
Hahnovy-Banachovy věty pro případ lineárních prostorů nad tělesem komplexních čísel se obvykle
připisuje H. F. Bohenblustovi, A. Sobczykovi a G. S. Sukhomlinovi; viz [66], str. 375. Priorita
pražského matematika H. Lowiga je široce opomíjena; viz [4].

24 Připomeňme definici normy funkcionálu: ||f || := sup {|f(x)| : x ∈ X, ||x|| ≤ 1}.
25 Zde se soustředíme jen na životní osudy. Informace jsme čerpali zejména z [40], [51], [59].

Hodnocení matematického díla je zachyceno např. v [39], [40], [51] a [59].
26 Otec pracoval pro státní železnice. V roce 1906 odmítl účast na potlačení stávky železničářů

nedaleko Sankt Petěrburgu, kde pracoval, z veřejných služeb musel odejít a působil v kavkazské
oblasti, kde většina železnic byla v soukromých rukou.

27 Podrobná zpráva o situaci fakulty je v příspěvku G. G. Lorentz: A Report on the University
of Leningrad; viz [40], str. 3–16.
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velice dobrá. Direktivní řízení však nepřálo čisté matematice, patrný byl povinný
důraz na aplikace. Například teorie reálných funkcí byla považována za reakcionář-
skou disciplínu, komplexní funkce za progresivní. Když G. R. Lorenc28 v roce 1931
ukončil studium, z 26 absolventů bylo jen 6 matematiků, ostatní studovali praktič-
těji orientovanou mechaniku. V letech 1930 až 1933 nastaly zlé časy. Matematické
společnosti v Leningradě i Moskvě byly rozpuštěny, vynikající osobnosti byly nahra-
zeny politicky oddanými osobami. Lorenc se nemohl stát aspirantem,29 získal místo
asistenta na univerzitě a později také na pedagogickém institutu. Úvazek 20 hodin
týdně neposkytoval příliš času na vědeckou činnost. Lorenc neměl školitele, do sepi-
sování kandidátské práce30 se vrhl bez vedení. V roce 1936 získal vědeckou hodnost
kandidáta věd31 na základě práce o Bernsteinových polynomech. V témže roce byl
jmenován docentem a na obou leningradských školách působil do roku 1942. V se-
minářích se vzdělával v topologii a funkcionální analýze, publikoval několik prací
z klasické analýzy věnovaných speciálním polynomům a sčítatelnosti. Na konci tři-
cátých let začal pracovat na učebnici funkcionální analýzy, kterou však v důsledku
tíživých událostí nikdy nedokončil.

V roce 1937 byl Lorencův otec v Tbilisi zatčen na základě falešného obvinění
a odsouzen k osmi letům vězení. O rok později zahynul v gulagu. Mimořádně kruté
časy pro Lorence nastaly v letech 1941 až 1942 v době blokády Leningradu. Unik-
nout z Němci obleženého města bylo krajně nesnadné, životní podmínky ve městě
byly kritické. Lorenc a jeho žena se nakonec s několika kolegy vydali v dubnu 1942
přes stále ještě zamrzlé Ladožské jezero a po týdny trvající anabázi se dostali do
Kislovodsku na Severním Kavkazu. V srpnu 1942 sovětská armáda bez boje opus-
tila Kislovodsk. Němečtí okupanti zaregistrovali Lorence a jeho ženu jako etnické
Němce. Obrat ve válečné situaci po bitvě u Stalingradu znamenal ústup německých
vojsk a Lorencovi opustili v početné skupině uprchlíků v lednu 1943 Kislovodsk.
Po strastiplné cestě se dostali do uprchlického tábora v polské Toruni. Lorenc kon-
taktoval profesora K. Knoppa z univerzity v Tübingenu a zaslal mu do časopisu
Mathematische Zeitschrift dva články. Profesoři K. Knopp a W. Süss měli zásluhu
na tom, že se Lorenc, jeho žena a syn dostali v roce 1944 do Tübingenu, naštěstí
do oblasti vzdálené sovětskému dosahu a vlivu.

V Tübingenu získal doktorát z matematiky a habilitoval se, spolupracoval s ně-
meckým matematikem E. Kamkem. Po válce však francouzské okupační autority,
kterým připadla správa zóny, do níž patřil i Tübingen, pohlížely na Lorence jako na
nežádoucího cizince, pravděpodobně sovětského občana a tudíž mu hrozilo, že bude
deportován zpět do rodné vlasti. Proto se v roce 1946, zatím bez rodiny,32 přemís-
til do americké okupační zóny. V Heidelbergu mu americký důstojník z úřadu pro

28 V obavě z možného prozrazení jeho leningradské identity se od roku 1946 psal jako Georg
Gunter Lorentz (později užíval G. G. Lorentz).

29 Dnes bychom řekli, že nebyl přijat na Ph.D. studium.
30 Zhruba odpovídá Ph.D. disertaci.
31 Přibližně lze srovnat s akademickým titulem Ph.D.
32 Zatímco syn Rudolf se narodil „na cestě� z Ruska do Německa, jeho čtyři sestry (Mary,

Irene, Olga a Katherine) se narodily v Tübingenu.
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uprchlíky vydal dokument jako občanovi bez státní příslušnosti.33 G. G. Lorentz
působil jako docent tři semestry ve Frankfurtu, často se však vracel do Tübingenu.
Do roku 1948 publikoval dvacítku prací.

Blízkost sovětské okupační zóny a situace poválečného Německa přiměly Loren-
tzovu rodinu k úvahám o emigraci. Roku 1949 G. G. Lorentz přijal stipendium od
Lady Davis Foundation a přesídlil s rodinou do kanadského Toronta. Na tamější
univerzitě začínal sice jako asistent (instructor), mohl se však věnovat matematice,
i když za cenu velmi skromných podmínek pro celou rodinu. V roce 1953 získal
místo profesora na Wayne State University v Detroitu v USA. V letech 1958 až
1968 působil na Syracuse University. Poslední akademický post přijal na University
of Texas v Austinu, kde setrval až do svého penzionování v roce 1980. Matematiku
ani pak neopustil. V letech 1980 až 1993 publikoval třicítku prací.34

G. G. Lorentz je autorem či spoluautorem šesti monografií a 130 vědeckých
článků. Byl vědcem vynikajících kvalit, řada z jeho sedmnácti Ph.D. studentů zís-
kala mezinárodní reputaci. Ovlivnil výrazně vývoj a směřování matematiky v mi-
nulém století. Jeho „tři životy	 (Rusko/Sovětský svaz, Německo, Kanada/USA)
poskytují nevšední příběh. Smutný příběh, naštěstí s dobrým koncem.
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PODIVNÁ TVÁ  GEOMETRIE 
U JANA CARAMUELA Z LOBKOVIC 

MIROSLAVA OTAVOVÁ

Abstract: Juan Caramuel Lobkowitz (1606–1682) contributed to development of 
mathematics especially by formal construction of combinatorics and numeration systems. 
In his work Mathesis biceps (1667) Caramuel solves philosophical issues of nature of 
mathematical disciplines as well and tries to establish their axiomatic foundations. He 
brings simultaneously the wide scale of surprising practical applications. 

1 Zm na paradigmatu v 17. století    
Evropa 17. století nebyla prostorem idylickým. Vnit ní rozpory k es anské civilizace 

a krize spole enských institucí neschopných ešit nahromad né problémy vyústily do 
vleklých boj  t icetileté války. V domí nutnosti zvládnout situaci spojovalo všechny 
velké osobnosti té doby (viz [7]) a projevovalo se nejen v oblasti politické, ale i filo-
sofické. P edpoklad provázanosti sv ta vyžadoval celostní p ístup, a tedy nalezení 
universálního nástroje uchopení skute nosti, který by byl zp sobilý ji objektivn  popsat, 
racionálním zp sobem formulovat a ešit vzniklé otázky. 

Je z ejmé, že této ambici mohly dostát jen formální disciplíny, a proto bylo t eba 
oprostit v decké poznání od dosavadních metafyzických princip  ve prosp ch matema-
tiky a vytvo it nový adekvátní jazyk v dy. Zkoumání jazyka m lo v evropském prostoru 
již dlouhou tradici, p stovalo se na universitách v podob  spekulativní gramatiky již od 
13. století. Vkladem barokního období pak byla inspirace st edov kou hebrejskou kaba-
lou (viz [5]), jež ve své podstat  nese myšlenku paralelismu jazyka a stvo eného universa 
a otev ela tehdy cestu k tvorb  um lého jazyka. 

Matematika se stává oním hledaným svorníkem, zárukou universality a pravdivosti 
poznání a p ebírá vlastn  roli, kterou v p edchozím období hrála teologie. Její nov  kon-
stituované odv tví, kombinatorika, pak koresponduje s principem kompozicionality, z n -
hož novov ká v da vychází. Všechny zmín né aspekty lze ilustrovat na díle Jana Cara-
muela z Lobkovic a naopak, Caramuelovu nezvykle širokému pojetí matematiky nelze 
porozum t mimo kontext doby.  

2 Matematika a jazyk u Jana Caramuela z Lobkovic  
Jan Caramuel z Lobkovic byl typickým kosmopolitním intelektuálem barokní doby. 

Narodil se v Madridu roku 1606 do rodiny s eskými ko eny (po matce byl Lobkovic), 
studoval filosofii a teologii na slavných špan lských universitách v Alcale a Salamance, 
doktorát teologie získal v nizozemské Lovani. Již jako student vstoupil do cisterciáckého 
ádu, své nadání a v deckou erudici proto uplat oval i v církevní sfé e. Upozornil na sebe 

výjime nou schopností logické argumentace také v politicky choulostivých otázkách 
a stal se opatem v n meckém Disibodenbergu. Brzy následovalo pozvání císa e Ferdi-
nanda III., který využil Caramuelova diplomatického umu p i dojednání mírové smlouvy 
na Vestfálském kongresu. V Praze pak strávil Caramuel celou dekádu jako generální vi-
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ká  pražského arcibiskupa kardinála Harracha. V roce 1657 byl papežem ustanoven jako 
biskup Satrijsko-Campagneské diecéze v jižní Itálii. Caramuel v hrob dodnes najdeme 
v katedrále v jeho posledním p sobišti ve Vigevanu.  

Obr. 1: Kombinatorická analýza vztah  mezi úhly trojúhelníka 

Caramuel však nebyl jen církevním hodnostá em. Matematické nadání se u n j proje-
vovalo již v d tském v ku a podporoval je jeho otec, který p ed odchodem do Špan lska 
byl na pražském dvo e Rudolfa II. císa ským matematikem. Zájem o matematiku u Ca-
ramuela provázela fascinace židovskou kabalou, jež byla tolerována a do jisté míry p s-
tována v Alcale. Kabalistický pohled na sv t formoval jeho vlastní myšlení a umož oval 
mu nacházet nové souvislosti a analogie i v dalších odlišných kontextech. K tomu p istu-
povalo vynikající Caramuelovo jazykové vybavení. Krom  obvyklých národních jazyk
zemí, kde žil, a latiny s e tinou, b žných u vzd lanc  té doby, znal hebrejštinu, arabštinu 
a ínštinu (viz [6]). To mu poskytovalo dostatek srovnávacího materiálu, aby mohl 
studovat jazyk jako abstraktní strukturu prost edky matematiky. 
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Prvním Caramuelovým p ísp vkem k problematice um lých jazyk  byla ješt  v dob
studií v Lovani komentovaná edice renesan ního textu Steganographiae [1] z indexu za-
kázaných knih, kterou tím rehabilitoval v o ích sou asník  a interpretoval jako teorii šif-
rování. V pr b hu pražského p sobení vydal rozsáhlý spis Theologia rationalis [2], 
v n mž v kapitole Grammatica audax (Odvážná mluvnice) p edstavuje sv j metafyzický 
dialekt, um lý jazyk obohacený novými slovy, která generuje postupným vkládáním r z-
ných samohlásek do stejného základu, a formální definicí jim pak p i azuje významy. 
Kombinatorické metody Caramuela provázejí po celou dobu jeho intelektuální práce. 
Rozvíjí je postupn  podle pot eb zvoleného tématu, p esv d ení o jejich relevanci a obec-
nosti je pro n j evidentním základem poznatelnosti sv ta.  

3 Speculatio a Praxis 
Systematický výklad kombinatoriky (viz [7]) je obsažen až v Caramuelov  soubor-

ném matematickém spisu Mathesis biceps vetus et nova [3] a Mathesis nova [4], jejž 
vydal jako biskup ve své vlastní tiskárn  v Campanii v roce 1667, resp. 1669. Jde o ency-
klopedické dílo, úhrnem více než 1700 stran foliového formátu. Klí em k pochopení 
autorova zám ru je název – Nauka stará a nová o dvou hlavách. Vágní slovo nauka 
nazna uje velmi široké pojetí matematiky. Každý pojem je prezentován v historických 
souvislostech, autor propojuje staré a nové, uvádí citace literatury k tématu. Adjektivum
biceps je alegorickým vyjád ením nároku, kterému má matematika dostát – být univer-
sálním nástrojem poznání jakéhokoli jevu ve sv t . Odpov  v podob  krásné rytiny 
nabízí titulní list. On mi dv ma hlavami matematiky jsou Speculatio a Praxis, v dnešním 
jazyce Teorie a Aplikace. Oba aspekty se skute n  vzájemn  dopl ují v celém textu. 

Obr. 2: Kombinatorický d kaz správnosti aristotelské nauky o živlech 

Kapitola v novaná geometrii nap . za íná filosofickými otázkami o povaze základních 
pojm  jako jsou bod, k ivka, plocha, t leso. Caramuel zná názory presokratik , referuje 
o aporiích Zénóna Elejského tak, jak jsou zachovány v citaci Aristotela ve Fyzice, a pak 
sám p edkládá své argumenty a definice. Je p ízna né, že se tak d je v odstavci nazva-
ném De notitiis Speculativis, quae requiruntur ante praxim. Aby se vyhnul paradox m 
kontinua a mohl budovat konsistentní teorii (dnešní terminologií e eno, o ekává spln ní 
axiomu aditivity míry), bod (punctum geometricum) definuje jako initium quantitatis, 
které je indivisibile, tj. nemá ásti, a nemá délku (longitudo). K ivka (linea) se proto ne-
skládá z jednotlivých bod , ale je fluxus puncti, plynutím bodu a má délku. Odlišný statut 
však mají bod (punctum practicum), k ivka atd. v geodézii, která je prot jškem teoretické 
geometrie na úrovni Praxis. 
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Ve druhém svazku Mathesis nova získává Caramuel po vybudování kombinatoric-
kých pojm  nové prost edky pro studium geometrie. Uve me tabulku (viz obr. 1), která 
p ehledn  zachycuje zkoumání vztah  mezi vnit ními úhly trojúhelníka. Rozlišíme-li t i 
základní možnosti – úhel ostrý, pravý a tupý, tabulka obsahuje 27 variací 3. t ídy s opa-
kováním. Ve 2., resp. 3. sloupci najdeme vyhodnocení logického soudu, kdy ze znalosti 
úhlu A iníme záv r o B, resp. ze znalosti A, B usuzujeme na C. 

Stejný p ístup volí Caramuel i v situaci, kdy postuluje, že matematickými argumenty 
dokáže správnost Aristotelovy nauky o ty ech elementech neboli živlech. P ipomene 
nejd íve živlovou nauku presokratika Empedoklea z 5. století p . Kr. o 4 ko enech, pak 
srovnává Aristotelovu reduktivní koncepci 4 prvk  látkové povahy (vzduch, ohe , voda, 
zem ) s pozd jším u ením o kvintesenci (aithér). Rozhodnutí o správném po tu prvk
op t p inese princip kompozicionality a kombinatorika. Prvky vznikají jako kombinace 
(tj. dvojice) 4 primárních kvalit (teplé, studené, vlhké, suché). Po et kombinací 2. t ídy ze 
4 prvk  je 6 (viz obr. 2), tj. tyto kombinace jsou myslitelné (intelligibile). První 
a poslední jsou však nemožné in re. Na této aplikaci kombinatoriky ve filosofii je však 
nejvíc p ekvapivé její za azení do kapitoly Geometria specialis.  
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TIBOR NEUBRUNN A SLOVENSKÁ ŠKOLA TEÓRIE MIERY

Beloslav Riečan

Abstract: This paper contains core ideas of Tibor Neubrunn’s works on measure
theory. These publications and his extensive pedagogical and reviewal work became
one of pillars of Slovak school of measure theory. In the end we present one of
remarkable results of this school – Šipoš integral.

Úvod

Práce z teórie miery a integrálu patria medzi prvé vedecké články Tibora Neu-
brunna. Je to dosť pochopiteľné, keď vezmeme do úvahy, že v r. 1950 vyšla prelomová
monografia Paula R. Halmosa, Measure theory. Ale už v r. 1952 vyšiel jej ruský pre-
klad, ktorý nám bol všeobecne dostupný. Stal sa okrem iného základom prednášky
Ladislava Mišíka pre tretiakov na vtedajšej Prírodovedeckej fakulte UK v školskom
roku 1955/56. Prof. Mišík prednášal na Univerzite Komenského ako externista, keď
kmeňovo pôsobil na Strojníckej fakulte Slovenskej vysokej školy technickej (SVŠT).
Keď si Univerzita Komenského zrušila externistov, premiestnili sme sa na čele s Ti-
borom na SVŠT na v tom čase vzniknuvší Mišíkov seminár z teórie miery. Tento
sa pravidelne konal v knižnici Štefana Schwarza. Zúčastňovali sa ho popri Tibo-
rovi a šiestich vysokoškolákoch z PF UK aj pracovníci SVŠT na čele s legendárnou
trojicou Ladislav Mišík, Igor Kluvánek, Marko Švec.

1. Konštrukcia miery

Konštrukcia miery z objemu je veľmi populárna, pravdepodobne po Halmoso-
vej expozícii v spomínanej monografii. Objem je tam definovaný ako nezáporná
funkcia na systéme všetkých kompaktných množín. Druhou motiváciou je systém
kompaktných intervalov na reálnej osi. To je problematika zaujímavá tak z hľadiska
vedeckého (napr. teória pravdepodobnosti) ako aj z hľadiska didaktického.

Tibor Neubrunn vo svojej práci [4] zaujal stanovisko abstraktné. Jeho objem je
definovaný na danom systéme podmnožín abstraktného priestoru. Svoje výsledky
prezentoval potom v trochu rozšírenej forme v monografiách [12], [13] a [14].

Daná je teda množina X. Objemom budeme rozumieť nezápornú funkciu

λ : E → [0,∞),

kde E je systém podmnožín množiny X uzavretý k zjednoteniam, t.j.

A,B ∈ E =⇒ A ∪B ∈ E ,

a obsahujúci prázdnu množinu ∅. Pritom predpokladáme, že
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E ⊂ F =⇒ λ(E) ≤ λ(F ),

λ(E ∪ F ) ≤ λ(E) + λ(F ),

E ∩ F = ∅ =⇒ λ(E ∪ F ) = λ(E) + λ(F ).

V Neubrunnovej teórii je daná dvojica systémov (A,V) podmnožín množiny X
spĺňajúca nasledujúce podmienky:

(i) ∅ ∈ A ∩ V,
(ii) A1, A2 ∈ A =⇒ A1 ∪A2 ∈ A,

Vn ∈ V (n = 1, 2, . . . ) =⇒ ⋃∞
n=1 Vn ∈ V,

(iii) A ∈ A, V1, V2 ∈ V, A ⊂ V1 ∪ V2,

=⇒ existujú A1, A2 ∈ A, A1 ⊂ V1, A2 ⊂ V2, A = A1 ∪A2,

(iv) A ∈ A, A ⊂ ⋃∞
i=1 Vi, Vi ∈ V (i = 1, 2, . . . )

=⇒ A ⊂ ⋃n
i=1 Vi pre nejaké n,

(v) A ∈ A, V ∈ V =⇒ V ∩A
′ ∈ V,

(vi) A ∈ A, V ∈ V =⇒ V
′ ∩A ∈ A.

Príkladom takej dvojice je systém A všetkých kompaktných, resp. systém V
všetkých otvorených podmnožín daného Hausdorffovho topologického priestoru X.
Hlavný výsledok článku je nasledujúca veta.

Veta 1.1. Existuje miera μ̄ na σ(A ∪ V), ktoré je rozšírením objemu λ : A → R.
Pritom

μ̄(F ) = sup{μ(E ∩ F ); E ∈ σ(A)},
μ je zúžením na σ(A) vonkajšej miery μ�,

μ�(E) = inf{λ�(V ); E ⊂ V ∈ V},
λ�(V ) = sup{λ(A); V ⊃ A ∈ A}.

Dôsledok 1.2. Nech X je Hausdorffov topologický priestor, A je systém všetkých
kompaktných množín, λ je objem na A. Potom μ : σ(A)→ R je regulárna Borelova
miera.

Pritom regulárnosť znamená

μ(A) = inf{μ(U); U ∈ V} = sup{μ(C); C ∈ A}.

Regulárnosťou sa zaoberá aj práca [2]. Tu sa uvažuje miera μ : (X,S) → [0,∞)
a miera ν(f) =

∫
E

fdμ, kde f ≥ 0 a X je topologický priestor.
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Veta 1.3. Ak
μ(E) = sup{μ(C); E ⊃ C, C kompaktná},

tak aj
ν(E) = sup{ν(C); E ⊃ C, C kompaktná}.

Podmienka ν(E) =
∫
E
fdμ súvisí s pojmom absolútnej spojitosti miery ν vzhľa-

dom na mieru μ (označenie ν << μ), t.j. s implikáciou μ(E) = 0 =⇒ ν(E) = 0).
V článku [11] sa využíva pojem (CCC) (countable chain condition).

Definícia 1.4. Funkcia ν : S → [0,∞] spĺňa podmienku (CCC), ak neexistuje
nespočítateľný systém E ⊂ S navzájom disjunktných množín taký, že

ν(E) > 0, E ∈ E .

Veta 1.5. Nech (X,S, μ) je priestor so σ- konečnou mierou μ spĺňajúcou podmienku
(CCC). Potom miera ν : S → [0,∞] je absolútne spojitá vzhľadom na μ vtedy a len
vtedy, keď existuje taká merateľná funkcia f , že

ν(E) =
∫
E

fdμ

pre všetky E ∈ S.

Veta 1.6. Nech (X,S, μ) je priestor so σ-konečnou mierou. Nech ν : S → [0,∞]
spĺňa podmienku (CCC). Potom ν << μ vtedy a len vtedy, keď existuje taká
merateľná funkcia f na X, že

ν(E) =
∫
E

fdμ

pre všetky E ∈ S.

2. Ideály

Slovo ideál má svoju symboliku. Ale v našej teórii má aj matematický význam.
Mimochodom T. Neubrunn ho pôvodne nepoužíval (pozri [7]), hovoril o systéme
nulových množín.

Definícia 2.1. Nech (X,S) je merateľný priestor, N ⊂ S. Systém N nazveme
ideálom, ak

(i) E,F ∈ N =⇒ E ∪ F ∈ N ,

(ii) E ∈ N , F ∈ S, F ⊂ E =⇒ F ∈ N .
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Ideál N sa nazýva σ-ideálom, ak platí
(iii) En ∈ N (n = 1, 2, . . . ) =⇒ ⋃∞

n=1En ∈ N .

Aj v tomto všeobecnejšom tvare sa uplatňuje vlastnosť (CCC). V [7] je dokázané
o.i. nasledujúce tvrdenie.

Veta 2.2. Nech (X,S) je merateľný priestor, M ⊂ S je σ-ideál a systém S \ M
neobsahuje nespočítateľne veľa navzájom disjunktných množín,M� ⊂ S je σ-ideál,
ktorý nie je súčasťou systému M. Potom existuje taká množina A ∈ S \ M, že
A ∈ M� a

E ⊂ X \A, E ∈ M� =⇒ E ∈ M.

Pravdaže, tvrdenia uvedeného typu sa dajú bezprostredne aplikovať na tvrdenia
z teórie miery.

Veta 2.3. Nech (X,S,m) je priestor s úplnou mierou (t.j. E ∈ S, m(E) = 0,
F ⊂ E =⇒ F ∈ S). Nech m� je miera na S, ktorá nie je absolútne spojitá podľa m.
Potom existuje A ∈ S,m�(A) = 0,m(A) > 0 a

E ⊂ X \A, m�(E) = 0 =⇒ m(E) = 0.

Je pozoruhodné, že niektoré tvrdenia z [7] sa dajú použiť v teórii P. R. Halmosa
a L. J. Savagea aplikujúcej Radonovu-Nikodymovu vetu v teórii postačujúcich šta-
tistík.

Ďalšie výsledky transformujúce tvrdenia teórie miery do teórie množín sú v mo-
nografiách [12], [13] a [14]. Pre jednoduchosť predpokladajme, že X ∈ S. Vezmime
napr. Lebesgueovu vetu, ktorá pracuje s dvoma mierami μ, ν : S → [0,∞], z ktorých
jedna je konečná. Potom existujú také miery ν1, ν2 : S → [0,∞], že

ν = ν1 + ν2,

pričom ν1 << μ a ν2⊥μ, (t.j. existujú také A,B ∈ S, že X = A ∪ B, A ∩ B = ∅
a μ(E ∩A) = ν2(E ∩B) pre všetky E ∈ S).

Definícia 2.4. Nech M, N ⊂ S sú σ-ideály. Hovoríme, že M, N sú singulárne
(píšemeM⊥N ), ak existujú také A, B, že

X = A ∪B, A ∩B = ∅

a
E ∩A ∈ M, E ∩B ∈ N
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pre všetky E ∈ S.

Absolútnu spojitosť mier možno sformulovať inklúziou σ-ideálov N ⊂ M. Ak
totiž μ, ν sú miery,

N = {A ∈ S; μ(A) = 0},
M = {A ∈ S; ν(A) = 0},

potom ν << μ práve vtedy, keď N ⊂ M.

Veta 2.5. Nech (X,S) je merateľný priestor,M,N ⊂ S sú σ-ideály, pričom

M\N spĺňa (CCC),
t.j. neobsahuje nespočítateľne veľa navzájom disjunktných prvkov. Potom existuje
taká množina F ∈ M, že pre σ-ideály

N1 = {E ∈ S;E ∩ F ∈ M}, N2 = {E ∈ S;E \ F ∈ M}

platí
N1 ⊂ M, N2⊥M.

Klasickú Lebesgueovu vetu dostaneme pomocou vyššie uvedených volieb σ-ideálov
N ,M a definícií

ν1(E) = ν(E ∩ F ), ν2(E) = ν(E \ F ).

3. Malé množiny

Myšlienka nahradiť množiny nulovej miery daným σ-ideálom sa ukázala byť uži-
točnou, a preto aj populárnou. Ale nezahŕňa onú „ε-ovú vojnu	. Vieme, že v kon-
vergenčných otázkach potrebujeme vedieť, kedy má nejaká množina „malú	 mieru,
teda kedy je malá.

Definícia 3.1. Nech (X,S) je merateľný priestor a (Nn)∞n=1 je postupnosť systémov
množínNn ⊂ S (n = 1, 2, ...). Budeme hovoriť, že (Nn)∞n=1 je systém malých množín
na S (stručne malý systém), ak sú splnené nasledujúce podmienky:

(i) ∅ ∈ Nn pre n = 1, 2, ...,

(ii) pre každé n existuje taká postupnosť (ki) prirodzených čísel, že∞⋃
i=1

Ei ∈ Nn, ak Ei ∈ Nki
pre i = 1, 2, ...,

(iii) ak E ∈ Nn, F ⊂ E,F ∈ S, tak F ∈ Nn,
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(iv) Nn ⊃ Nn+1 pre n = 1, 2, ...,

(v) ak E ∈ Nn, F ∈ ⋂∞
m=1Nm, tak E ∪ F ∈ Nn.

Príklad 3.2. Nech m : S → [0,∞) je miera, Nn = {E ∈ S; m(E) < 1
n}. Potom

(Nn)∞n=1 je systém malých množín.

Je príznačné, že Tibor Neubrunn sa zasadil za teóriu systémov malých množín
hneď po jej vzniku. Jeho obľúbenou témou bola absolútna spojitosť.

Ak μ, ν sú miery na S, tak ν << μ, ak

∀ε > 0 ∃ δ > 0 : E ∈ S, μ(E) < δ =⇒ ν(E) < ε.

Tento pojem možno transformovať do malých systémov.

Definícia 3.3. Nech (Nn)∞n=1, (Mn)∞n=1 sú malé systémy. Píšeme

(Nn)∞n=1 <<ε (Mn)∞n=1, ak ∀n ∃m :Mm ⊂ Nn.

Príklad 3.4. Nech μ, ν : S → [0,∞) sú miery,

Mn =

{
E ∈ S; μ(E) < 1

n

}
, Nn =

{
E ∈ S; ν(E) < 1

n

}
.

Potom (Nn)∞n=1 <<ε (Mn)∞n=1 znamená, že

∀n ∃m : μ(E) < 1
m
=⇒ ν(E) <

1
n
.

Inak formulované

∀ε > 0 ∃ δ > 0 : μ(E) < δ =⇒ ν(E) < ε.

Veta 3.5. Nech (Nn)∞n=1, (Mn)∞n=1 sú malé systémy. Potom

(Nn)
∞
n=1 << (Mn)

∞
n=1 =⇒

∞⋂
n=1

Nn ⊃
∞⋂

n=1

Mn.

Opačná implikácia platí pre tzv. spojitý systém (Nn)∞n=1.

Definícia 3.6. Malý systém (Nn)∞n=1 je polospojitý zhora, ak

(Bi ∈ S, Bi ↘ B, ∃ io, Bi /∈ Nio) =⇒ B /∈
∞⋂

n=1

Nn.
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Pojem spojitého malého systému odpovedá pojmu funkcie polospojitej zhora:

Bi ↘ B =⇒ μ(Bi)↘ 0.

A skutočne platí (pozri [10]):

Veta 3.7. Nech (Nn)∞n=1, (Mn)∞n=1 sú malé systémy na S, pričom (Nn)∞n=1 je po-
lospojitý zhora. Potom

(Nn)
∞
n=1 << (Mn)

∞
n=1 ⇐⇒

∞⋂
n=1

Nn ⊃
∞⋂

n=1

Mn.

Videli sme, že zatiaľ čo nulové množiny môžu byť definované jednoznačne, pojem
množiny „malej	 miery má fuzzy charakter. Je zaujímavé, že pojem fuzzy množiny
a pojem množiny malej miery (opísaný matematicky tzv. malými systémami) boli
zavedené nezávisle na sebe a temer súčasne. Hoci axiomatické systémy sú v oboch
teóriach dosť rôzne, pojem malého systému môže byť skúmaný z hľadiska fuzzy
množín.

4. Submiery

Submiery sa k nám dostali najprv prostredníctvom prác I. Dobrakova (pozri [1]).
Aj keď teóriu submier možno budovať na všeobecnejších štruktúrach, ostaneme
v klasickom ponímaní.

Definícia 4.1. Nech S je σ-algebra podmnožín množiny X. Funkcia m : S → R je
submiera, ak spĺňa nasledujúce podmienky:

1. m(∅) = 0,
2. ak A ⊂ ⋃n

i=1Ai, tak m(A) ≤ Σn
i=1m(Ai),

3. ak Ai ↘ ∅, tak limi→∞ m(Ai) = 0.

Definícia 4.2. Postupnosť (Nn)∞n=1 a submiera m : S → R sú ekvivalentné, ak
platí

(i) ∀ε > 0 ∃n ∈ N : A ∈ Nn =⇒ m(A) < ε,

(ii) ∀n ∈ N ∃ ε > 0 : m(A) < ε =⇒ A ∈ Nn.

V [14] je dokázané nasledujúce tvrdenie.

Veta 4.3. K ľubovoľnej submiere m : S → R existuje malý systém (Nn)∞n=1 ekviva-
lentný s tou submierou. A naopak, k ľubovoľnému malému systému (Nn)∞n=1 existuje
submiera m : S → R s ním ekvivalentná.
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Logickým vyústením slovenskej školy teórie integrálu je Šipošov integrál ([15],
[16], [17]), ktorý skonštruoval Neubrunnov žiak Ján Šipoš. Tento integrál bol po-
užitý v Kahnemannovej a Tverského ekonomickej koncepcii, za ktorú bol Kahne-
mann odmenený Nobelovou cenou. Pritom Šipošov integrál je určitou alternatívou
Choquetovho integrálu. Pravdaže, vznikli nezávisle na sebe a Šipošov integrál má
svoje symetrické osobitosti.

Odteraz budeme predpokladať, že je daný priestor (X,S), kde S je σ-algebra.
Definícia 4.4. Funkcia μ : S → R je kapacita, ak

(i) μ(∅) = 0,
(ii) A ⊂ B =⇒ μ(A) ≤ μ(B).

Definícia 4.5. Nezáporná funkcia f : X → [0,∞) je integrovateľná v zmysle
Choqueta, ak existuje

(C)
∫

fdμ =
∫ ∞

0
μ(f−1[0, t))dt.

A teraz uvedieme Šipošovu konštrukciu. Nech F je konečná množina reálnych
čísel,

F = {bk, bk−1, ..., b1, b0, a0, a1, ..., an},
pričom

bk < bk−1 < · · · < b1 < b0 = 0 = a0 < a1 < · · · < an,

a nech f : X → R je merateľná funkcia. Nech F je systém všetkých takých mno-
žín F . Položme

SF (f) = Σ
n
i=1(ai − ai−1)μ(Ai) + Σ

n
i=1(bi − bi−1)μ(Bi),

kde
Ai = {x ∈ X; f(x) ≥ ai}, i = 0, 1, ..., n,

Bj = {x ∈ X; f(x) ≤ bj}, j = 0, 1, ..., k.

Definícia 4.6. Funkcia f : X → R je integrovateľná v zmysle Šipoša, ak existuje

(S)
∫

fdμ = lim
F∈F

SF (f).

Pravdaže, ak je funkcia f nezáporná, tak je integrovateľná v zmysle Šipoša vtedy
a len vtedy, keď je integrovateľná v zmysle Choqueta.
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Záver

Prof. RNDr. Tibor Neubrunn, DrSc. (2. 8. 1929 až 21. 11. 1990), pôsobil na
Univerzite Komenského 37 rokov (1953–1990) s jednoročnými prerušeniami na Uni-
verzite v Bagdade 1967/68 a na Univerzite v St. Salvadore v Brazílii 1972/73. Hoci
vynikal jemnou povahou, a to tak ako učiteľ, ako aj ako vedecký pracovník, ostala
po ňom výrazná vedecká stopa. Stalo sa to v troch smeroch: prvým bola teória
miery, druhým teória reálnych funkcií, tretím teória kvantových štruktúr.

Predložená práce je prvým pokusom o zhodnotenie vedeckého prínosu Tibora
Neubrunna v oblasti teórii miery a jej aplikácií. Ale je tu aj pedagogický odkaz,
ktorého pozoruhodným výsledkom je Šipošov integrál.
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HANS SCHNEIDER (1927–2014) 

MARTINA ŠT PÁNOVÁ

Abstract: Hans Schneider, leading linear algebraist of the 20th century, who was one of 
the founders of the International Linear Algebra Society and the editor-in-chief of the 
prestigious journal Linear Algebra and Its Applications, died in 2014. 

1 Životní osudy 

1.1 Z Rakouska p es eskoslovensko a Polsko do Nizozemí1

Hans Schneider se narodil 24. ledna 1927 ve Vídni jako jediné dít  dvou zuba . Za-
tímco jeho matka Isabella Schneider (1897–1967), rozená Saphir, pocházela rovn ž 
z Vídn , otec Hugo Schneider (1897–1967) se narodil v slezském pohrani ním m st
Karviná a do Vídn  odešel za gymnaziálním studiem. Rodi e se vzali v roce 1922, kdy 
oba ukon ili svá studia zubního léka ství. Otec si poté ve Vídni otev el úsp šnou sou-
kromou stomatologickou praxi, matka pracovala pro m stské dentální centrum ošet ující 
školní d ti. 

Rodi e Hanse Schneidera se nehlásili k žádnému náboženství, podle nacistických ra-
sových zákon  však byli považováni za Židy. Z tohoto d vodu byl poklidný život rodiny 
nenávratn  p etržen v b eznu 1938 anšlusem Rakouska nacistickým N meckem. Tou do-
bou zbývaly rodin  poslední t i m síce spole ného pobytu ve Vídni. V prvních týdnech 
od anexe se zdálo, že b žné denní innosti tehdy jedenáctiletého Hanse se p echodem pod 
nacistickou nadvládu p íliš nezm ní. Otec Hugo se zpo átku neobával ani o svou profesní 
dráhu. V d l sice, že ztratí n které své nežidovské pacienty, ale sou asn  v il, že do 
svého registru získá n které pacienty židovské, kte í dosud navšt vovali zuba e nežidov-
ského, a bude tak i nadále provozovat svou praxi. V následujících t ech m sících však 
pochopil, jak moc se mýlil. Jednoho dne mu totiž mladý muž v uniform  SA sd lil, že je 
také zuba  a že od té chvíle pat í jedna ze dvou Schneiderových ordinací jemu. Hugo 
Schneider si velmi rychle uv domil, že pro Židy již není v Rakousku bezpe no, a p esto-
že byl, dle pozd jších vzpomínek syna Hanse, velmi opatrným lov kem, rozhodl se pro 
riskantní út k rodiny ze zem . Problém nebyl s opušt ním Rakouska, obtížné bylo nalézt 
zemi, která by je p ijala. V ervnu 1938 rodina odjela vlakem do eskoslovenska, kam 
vstoupila ilegáln  po podplacení eského pohrani níka, a pobývala u jednoho z otcových 
bratr  v Karviné, otcov  rodišti. Ze t í p vodn  hmotn  i spole ensky dob e postavených 
lidí se tak velmi rychle stali uprchlíci, lidé bez jakýchkoliv nad jí do budoucnosti a bez 
spole enského uznání.  

Na konci zá í 1938 byla podepsána Mnichovská dohoda, na jejímž základ  bylo m sto 
Karviná p ipojeno k Polsku. Trojice se tak ocitla ilegáln  v další zemi. Ješt  p edtím se 
rodi e rozhodli, s v domím, že své jediné dít  již možná nikdy neuvidí, zajistit pro Hanse 
místo na kvakerské internátní škole založené pro d ti n meckých a rakouských uprchlík
                                                          

1 Informace z paragraf  1.1 a 1.2 byly p evážn  p evzaty z publikovaných vzpomínek Hanse Schneidera, které 
byly nazvány March 1938–August 1940: A Personal History of My Family During 30 Turbulent Months [2] 
a sepsány kolem roku 2000. 
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v nizozemském Eerde. S cílem získat pro Hanse povolení ke vstupu do Nizozemí 
a k docházce na zmín nou školu, psala jeho matka prosebné dopisy adresované do rukou 
Jacoba Costera-Lucase, lena nizozemského výboru pro pomoc zahrani ním d tem. Hans 
Schneider o t chto dopisech tak ka celý život nev d l, n které z nich se k n mu dostaly, 
až když mu bylo tém  osmdesát let. Citujme útržky z t chto dopis  (Hans Schneider je 
p eložil z n m iny do angli tiny, viz [2]). 

Dear Mrs. Coster, please don’t be angry I ask you to speed up the matter. Our situa-
tion here is so uncertain that I hardly know whether an acceptance that occurs only after 
a few weeks would still find us here. We are here completely depend on our relatives who 
themselves do not know how their situation will develop in the next few weeks. That is 
why we would be so glad to know that our child has reached safety. 

Should this matter be delayed for some time despite our kind efforts then it would help 
us greatly if you knew of a Dutch family in Poland (in Warsaw or elsewhere) who would 
be ready to keep Hansl until his departure.  

[24. íjna 1938, Karviná, Polsko] 

We received an order to leave this country within 48 hours. This order was then 
changed; we may stay until November 9. It would be our great good fortune if the matter 
of Hansl were settled by then. ... We are infinitely grateful to you for your efforts and 
I wish I could prove this to you some day. 

[29. íjna 1938] 

First of all my heartfelt thanks. I can hardly express in words how happy and grateful 
we are that Hansl has been granted an entry permit … Hansl was intensely looking for-
ward to his getting out of here and it must have been a big disappointment to him … 

[9. listopadu 1938] 

Hans Schneider musel odjet kv li získání víza do Varšavy a poté se m l p esunout do 
Holandska, aniž by vstoupil na území N mecka. Znamenalo to odlet t nejd íve z Varšavy 
do Prahy a odtud p ímým letem do Amsterdamu. Letadlo do Prahy však kv li nep ízni 
po así nevzlétlo a odlet dalším spojem by znamenal desetidenní ekání na následující let 
do Amsterdamu, což však nebylo možné, protože žádný hotel by neubytoval osobu bez 
doklad . Bylo tedy nutné nalézt zp sob, jak pose kat ve Varšav . Hugo Schneider, jenž 
svého syna ve Varšav  doprovázel, proto oslovil prvního seriózn  vypadajícího muže, 
kterého potkal na ulici, a poprosil ho o pomoc. Ten je poslal na n mecké velvyslanectví, 
kde mohl Hans do asn  pobývat s jednou n meckou rodinou. Pozd ji se ukázalo, že muž, 
který je na ambasádu odkázal, byl polský policista pracující pro resort pov ený deportací 
ilegálních cizinc . Hans Schneider s odstupem n kolika desetiletí vyjád il názor, že ob
instituce byly ve skute nosti protinacisticky zam eny.  

1.2 Shledání v Británii 

Z Varšavy do Amsterdamu odlet l Hans pravd podobn  17. listopadu 1938. Rodi e 
žijící v Karviné byli v té dob  udáni ú ad m a m li být dle p edpis  posláni do N mecka. 
Našt stí se již pon kolikáté ocitli v blízkosti lidí nejednajících dle oficiálních regulí. 
Místní policie jim umožnila b hem následujících ty iadvaceti hodin uprchnout do pol-
ského vnitrozemí, kde žili se vzdálenými p íbuznými a ekali na jakákoliv víza – a  brit-
ská nebo americká. V dubnu roku 1939 byl Hugo Schneider za azen mezi ty icet ra-
kouských zuba , kterým byl umožn n vstup do Británie. Z Polska odjeli na lodi 
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a prvních n kolik m síc  žili v Londýn . Vzhledem k tlaku uprchlických organizací na 
rozptýlení ute enc  do ostatních ástí zem  se Schneiderovi odst hovali do Edinburghu. 
Mezitím Hans opustil Nizozemí a 11. srpna 1939 rovn ž vstoupil na britské území. Pouhé 
t i týdny p ed vypuknutím druhé sv tové války, po tak ka roce osam ní, se setkal s rodi i 
práv  v Edinburghu.  

P ežití všech len  rodiny a jejich op tovné shledání ve Skotsku považoval Hans 
Schneider s odstupem let za š astnou souhru n kolika náhod a také odvahy jeho otce 
podstoupit nejistý út k z Rakouska. Jak uvedl, v kritickém období let 1938 a 1939 si jako 
dít  nep ipoušt l, že by se s rodi i již nikdy nevid l. Na druhé stran  si dodate n  uv -
domil, že jeho rodi e jist  museli být takovou myšlenkou neustále pronásledováni. 
O událostech p ed rokem 1939 se v rodin  již nikdy nemluvilo. Kolem roku 2000 Hans 
Schneider napsal (viz [2]): 

I used to remark “I was born in Edinburgh at the age of 12”, a joke with serious con-
tent. Until I reached my late sixties, I claimed that I had no recollection whatsoever of the 
first eleven years of my life – and believed it; my prenatal existence was hard to admit 
and remains shadowy in spite of a conscious effort to recapture it. 

Podotkn me ješt , že rodina, u níž pobýval Hans s rodi i v Karviné, takové št stí 
nem la. Bratr Huga Schneidera se spolu s manželkou a malým synem stali ob tmi 
holokaustu. 

Bohužel ani štastné shledání v Edinburghu nebylo definitivní š astnou te kou za 
m síci plnými strachu, nebylo za átkem nového spole ného života. Hugo Schneider, jenž 
musel složit nové zkoušky ze stomatologie, aby mohl op t vykonávat svou profesi, byl 
ozna en britským soudem za p íslušníka nep átelského státu (“friendly enemy alien”), 
stejn  jako všichni ostatní n me tí a rakouští muži-uprchlíci žijící v Edinburghu. 
Úsp chy postupujícího N mecka byly totiž asto p ipisovány n meckým vyzv da m, 
údajn  p estrojeným za uprchlíky. V roce 1940 byl Hugo Schneider internován na Isle of 
Man. Isabella Schneider, která se již nesnažila vrátit ke karié e zubní léka ky, musela 
opustit Edinburgh a spolu s t emi i ty mi dalšími ženami obdobného osudu bydlela 
v jediném pokoji ve m st  Glasgow. Tehdy t ináctiletý Hans mohl vzhledem ke svému 
v ku (pod šestnáct let) z stat v Edinburghu. Pobýval p itom u jedné svobodné ženy, která 
p ijala do domácnosti n kolik rakouských a ma arských d tí, které p ijely na britské 
ostrovy bez rodi . Hans navšt voval, aniž by zpo átku um l jediné slovo anglicky,2

George Watson’s Boy’s College, jednu z nejlepších edinburských škol, a studium se stalo 
hlavní náplní jeho života. B hem krátké doby se stal nejlepším studentem matematiky ve 
t íd  a do konce života byl vd ný za kvalitní vzd lání, které se mu tehdy dostalo.  

Z internace byl Hugo Schneider propušt n díky své prosp šné profesi mezi prvními, 
a to v srpnu 1940. Následn  si v Edinburghu vybudoval ordinaci, a tak kone n  za al 
spole ný život rodiny Schneider  v Británii. Edinburgh se pozd ji stal pro oba Hansovy 
rodi e místem jejich skonu. Tak jako se oba narodili ve stejném roce (1897), tak také 
téhož roku (1967) zem eli. 

I na sklonku života Hans Schneider stále poci oval vd k Británii za její odhodlání 
bojovat proti Hitlerovi. Ve svých vzpomínkách o prožité válce napsal (viz [2]): 
                                                          

2 Poznamenejme, že Hans Schneider nikdy neum l esky. 
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For a teenager, this was an exciting time; though I was an avid leader of newspapers, 
I did not realize the full horror of it until the war was over.

1.3 Povále ná léta v Evrop

Po absolvování st ední školy se Hans Schneider p ihlásil k vysokoškolskému studiu 
na University of Edinburgh, které ukon il s vyznamenáním roku 1948. Ješt  p ed 
absolutoriem se 6. ledna 1948, ve svých dvaceti letech, oženil s Miriam Wieck 
(nar. 1925) a v témže roce se jim narodilo první dít , dcera Barbara Anne (více informací 
o žen  Miriam, o slavné hudební rodin , z níž pochází, a o d tech manžel  Schneidero-
vých viz samostatná pasáž níže).  

Hans Schneider za al nejprve pracovat pro edinburskou Royal Observatory, odkud 
byl však v roce 1950, tj. b hem prvních dvou let, propušt n poté, co rozbil nový, špi ko-
vý p ístroj. Po této zkušenosti se navrátil ke studiu matematiky na University of Edin-
burgh, kde mu byl školitelem b hem doktorského studia Alexander Craig Aitken (1895–
1967), spoluautor jedné z prvních monografií o teorii matic.3 Aitkenovo vedení diserta ní 
práce však bylo vícemén  formální, protože se dvojice tém  nestýkala. Hans Schneider 
p i r zných p íležitostech rád opakoval, že dostal od svého školitele v podstat  jen jednu 
radu, a to v podob  stru né odpov di na vznesený odborný dotaz: “Read Frobenius!” 
Byla to pouhá dv  slova, která však velkou m rou ovlivnila odborné sm rování Hanse 
Schneidera v jeho celém profesním život , který byl zasv cen lineární algeb e (více 
viz dále). Vedle Aitkena byl Schneider, dle svých slov, v po átcích své kariéry nejvíce 
ovlivn n Helmutem Wielandtem (1910–1986), Aleksandrem Markovi em Ostrovskim 
(1893–1986), Alstonem Scottem Householderem (1904–1993) a nejvíce ze všech Olgou 
Taussky-Todd (1904–1993), roda kou z Olomouce. 

Hans Schneider byl b hem doktorského studia pod asovým tlakem, který vyplýval 
z o ekávaného narození dalšího potomka. Diserta ní práci Matrices with non-negative 
elements tak napsal za pouhých osmnáct m síc . Po její obhajob  v roce 1952 získal mís-
to na Queen’s University of Belfast v Severním Irsku. S výjimkou ro ního p sobení na 
Washington State University zde z stal až do roku 1959, kdy se rodina, tehdy již s t emi 
d tmi ve v ku jedenáct, dev t a sedm let, p est hovala do zámo í. 

1.4 University of Wisconsin v Madisonu 

Po jedenácti letech (1927–1938) prožitých v poklidu v Rakousku, po n kolika 
bou livých m sících strávených postupn  v eskoslovensku, Polsku a Nizozemí út kem 
p ed Hitlerem a po dvaceti letech (1939–1959) sbírání životních zkušeností ve Spojeném 
království, se novým domovem Hanse Schneidera staly Spojené státy americké, 
konkrétn  m sto Madison ve stát  Wisconsin.4 Prozra me již nyní, že nové akademické 
p sobišt  na University of Wisconsin bylo sou asn  Schneiderovým trvalým pracovišt m 
posledním. Na univerzit  postupn  p sobil v roli odborného asistenta (1959–1961), 
docenta (1961–1965) a profesora (1965–1988).5 Následn  byl titulován James Joseph 
Sylvester Professor (1988–1993) a po oficiálním „odchodu do d chodu“6 v roce 1993 
James Joseph Sylvester Emeritus Professor.  
                                                          

3 Turnbull H. W, Aitken A. C.: An Introduction to the Theory of Canonical Matrices, Blackie&Son, Ltd., Lon-
don, Glasgow, Bombay, 1932; další vydání: 1945, 1948, 1950, 1952; reprint: Dover, New York, 1961, 2005. 
4 Jako svou státní p íslušnost uvád l Hans Schneider USA a UK. 
5 V druhé polovin  šedesátých let zastával dva roky pozici vedoucího katedry matematiky. 
6 Na univerzit  v Madisonu vyu oval ješt  na podzim roku 1998,  se školou z stal pevn  spjat až do smrti. 

konference HM 36 - text.indd   200konference HM 36 - text.indd   200 1.7.2015   11:39:461.7.2015   11:39:46



201

Hans chose the name of Sylvester for his named professorship, because of Sylvester’s 
immense contributions to matrix theory, invariant theory, and algebra in general. As you 
know Sylvester is one of the principal originators, possibly the principal originator, 
of linear algebra and it was he who introduced the word “matrix” in the mathematical 
literature and it is the word “matrix” that is on Hans’ Wisconsin license plate. 

(viz [4], str. 3–16) 

Na p elomu jara a léta roku 2014, s v domím blížící se smrti, Hans Schneider napsal 
a na své webové stránce vystavil sv j vlastní nekrolog nazvaný Last Words of Hans 
Schneider [3]. V n m správn  odhadl p ibližnou dobu svého skonu, v míst  neznámého 
p esného data úmrtí ponechal t i te ky: 

This obituary was written by Hans, who is terminally ill but still alive, as of May 31, 
2014. 

Hans Schneider, a research mathematician who devoted much of his academic life to 
the revival of the classical field of linear algebra (aka matrix theory), died on ... aged 87.

Hans Schneider zem el na následky rakoviny jícnu dne 28. íjna 2014, t i m síce p ed 
svými osmaosmdesátými narozeninami.7

2 Rodinné zázemí, zájmy 

2.1 Manželka Miriam  

Manželka Miriam se narodila roku 1925 v n meckém Königsbergu do slavné hudební 
rodiny. Její rodi e, Hedwig (rozená Hulisch) a Kurt Wieck, byli zakladatelé populárního 
hudebního t lesa Königsberger Streichquartett. Protože Hedwig Wieck byla Židovka, 
postihl Miriam podobný osud jako jejího budoucího manžela. V roce 1939 byla jedním 
z p ibližn  tisíce d tí, které byly zachrán ny díky humanitární pomoci zvané Kin-
dertransport. Wieckovi získali volné místo na t chto transportech d tí ve vlacích i na 
lodích do Británie pouze pro jediné dít . Ze svých dvou d tí vybrali rad ji starší Miriam 
než mladšího Michaela, nebo  v d li, že „adoptivní“ rodiny z finan ních d vod  (nižší 
výdaje na vzd lání) rad ji p ijmou d v átko než chlapce. Miriam odjela v lét  roku 1939. 
Ve Skotsku se poznala s Hansem Schneiderem. Pracovala jako houslistka, hrála v Hallé 
Orchestra pod slavným dirigentem Johnem Barbirollim (1899–1970). Ve své hudební 
karié e pokra ovala i po odchodu do zámo í, stala se lenkou Madison Symphony Or-
chestra a v novala se rovn ž výuce hry na housle. Její bratr Michael (nar. 1928) p ežil 
pobyt v koncentra ním tábo e. Stal se známým n meckým houslistou (koncertní mistr 
v Stuttgarter Kammerorchester). V roce 1989 publikoval vzpomínkovou knihu Zeugnis 
vom Untergang Königsbergs, která byla p eložena do ruštiny a angli tiny (A Childhood 
under Hitler and Stalin: Memoirs of a “Certified Jew”) a stala se bestsellerem. 

2.2 D ti Barbara Anne, Peter John, Michael Hugo  

Ve své matematicko-hudebn  založené rodin  vychovali Miriam a Hans Schneiderovi 
t i d ti. Nejstarší Barbara Anne (nar. 1948) šla ve své profesi nejd íve ve šlép jích matky, 
profesionáln  hrála na housle v Calgary Philharmonic Orchestra, pozd ji se vydala na 

                                                          

7 K „mrazivému“ odhadu vlastní smrti ješt  dodejme jednu citaci z nekrologu [3]: The 19th meeting of the Soci-
ety will take place [was held] in Korea in August 2014.
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dráhu v deckou, pracovala na Faculty of Communication and Culture na University of 
Calgary (studium mezilidské komunikace, schizofrenie apod.). Zajímavé je, že rovn ž 
její manžel Daryl Caswell zvládl propojit dv  profese. Vystudoval inženýrství a hudbu, 
což ho p irozen  nasm rovalo k problematice akustiky. P sobil na Faculty of Engineer-
ing na University of Calgary a zárove  hrál v Calgary Philharmonic Orchestra i Red 
Deer Symphony Orchestra (hra na roh). Jejich d tmi jsou David a Daniel. 

Peter John (nar. 1950), druhé dít  Schneiderových, se stal filmovým a divadelním 
producentem. Byl vedoucím po adatelem Olympic Arts Festival konaného p i olympij-
ských hrách v Los Angeles (1984). Znám je p edevším jako první prezident spole nosti 
Walt Disney Feature Animation, pod jeho vedením vznikla ada celove erních animova-
ných film  ov n ených cenami (Oscar, Zlatý glóbus). S jeho jménem jsou spjaty nap í-
klad filmy Malá mo ská víla, Kráska a zví e, Aladin i Lví král. Pozd ji založil vlastní 
produk ní spole nost a podílel se nap íklad na realizaci filmu Sestra v akci s Whoopi 
Goldberg v hlavní roli. S manželkou Hope vychoval Peter d ti Hannah a Rebeccu. 

Nejmladší Michael Hugo (nar. 1952) se stal matematikem, n kolik lánk  sepsal i se 
svým otcem. S ženou Laurie mají dv  hudebn  nadané d ti, Carson Rose a Kurta. 

2.3 Zájmy  

Vedle matematiky uvedl Hans Schneider mezi svými zájmy p edevším hudbu (operu), 
cestování a také procházky p i úpl ku naboso po Lanikai Beach. 

3 Akademická dráha 

3.1 Cesta k lineární algeb e 

Jak již bylo e eno, odborné zam ení Hanse Schneidera bylo ovlivn no jeho školite-
lem Aitkenem a „rozkazem“ íst práce Georga Ferdinanda Frobenia (1849–1917). Pod-
statnou roli pro rozhodnutí v novat se naplno lineární algeb e sehrála p íhoda z doby, kdy 
se Hans Schneider ucházel o místo na univerzit  ve Wisconsinu. Tou dobou místní uni-
verzitu navštívil jeden slavný ruský algebraik, který, jak se Hans Schneider dozv d l, 
ekl jednomu z len  p ijímací komise, že znalost lineární algebry je o ekávána od kaž-

dého matematika, ale není to disciplína k výzkumu. Hans Schneider byl p esto na místo 
v deckého pracovníka p ijat a tato historka ho ovlivnila natolik, že se odhodlal v novat 
své úsilí „obhajob “ v té dob  nep íliš velebené lineární algebry. Jeho neúnavná innost 
v oboru mu vynesla dokonce p ezdívku Mr. Linear Algebra. 

Ješt  dodejme, že University of Wisconsin byla (a i ve t etím tisíciletí stále je) školou 
s významnou tradicí v lineární algeb e. Mezi d ležité osobnosti oboru p sobící na 
univerzit  pat il nap íklad Cyrus Colton MacDuffee (1895–1961). 

3.2 Celoživotní oddanost lineární algeb e 

Hans Schneider napsal okolo sto sedmdesáti odborných prací, a to s p ibližn  osmde-
sáti spoluautory.8 Poslední lánek publikoval pouze n kolik m síc  p ed smrtí. Jméno 
Hanse Schneidera je neodmysliteln  spjato p edevším s Perronovou-Frobeniovou teorií 
pro nezáporné matice. Schneiderovy teoretické znalosti v tomto oboru poskytly základy 

                                                          

8 Seznam v tšiny prací v etn  jejich sken  ( i sken  úvodních stránek) je dostupný z [1]. Poznamenejme ješt , 
že mezi Schneiderovými spoluautory figuruje eský matematik Miroslav Fiedler. 
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pro vybudování systému vyhledávání internetových stránek pomocí celosv tov  známého 
Googlu. O svém vztahu k uvedené teorii proslovil roku 1997 p ednášku Why I love 
Perron-Frobenius, jejíž jednotlivé ásti se nazývají nap íklad Why I fell in love, Why will 
P-F live 200 years? i Why I stayed married to Perron-Frobenius.9 Jeho další odborné 
zam ení vystihl kolega Richard A. Brualdi t mito slovy (viz [4], str. 4): 

The different areas of linear algebra to which he has made fundamental contributions 
are almost too numerous to mention: nonnegative matrices, M-matrices, norms, numeri-
cal ranges, combinatorial and graph-theoretic matrix theory,10 Jordan and spectral the-
ory, inertia and stability theory, matrix scalings, cone preserving maps, matrix polytopes, 
etc. This is phenomenal record. At times, Hans strayed and thought he was a ring theorist 
or a semi-group theorist, but he got back on track before long.

Celosv tov  známá je Schneiderova editorská innost. V roce 1972 p evzal od Alana 
Hoffmana (nar. 1924) pozici hlavního editora asopisu Linear Algebra and Its Applica-
tions. V uvedeném roce vycházel asopis po ty i roky a skomíral. Když Hans Schneider 
po dlouhých ty iceti letech (roku 2012) z funkce odcházel, jednalo se již o celosv tov
uznávané, impaktované periodikum nejvyšší kvality, které každoro n  p ijímalo okolo 
1200 p ísp vk  a publikovalo p ibližn  5000 stran. Hans Schneider byl rovn ž editorem 
asopis Linear and Multilinear Algebra, The Electronic Journal of Linear Algebra, 

SIAM Journal Algebraic and Discrete Methods a sebraných prací Helmuta Wielandta.  

V roce 1987 založil spolu s n kolika kolegy mezinárodní spole nost Matrix Group, ze 
které se o t i roky pozd ji etablovala známá International Linear Algebra Society (ILAS). 
Dnes má spole enství p ibližn ty i sta len  ve více než dvaceti zemích sv ta 
a publikuje dva asopisy. 

Pospolitost lineárních algebraik  po celém sv t  podporoval Hans Schneider i svými 
astými cestami mimo území USA. Jeho profese jej zavedla nap íklad do Atén, Bad Kis-

singenu, Dunedinu, Haify, Chemnitzu, Lisabonu, Moskvy, Oxfordu, Rotterdamu, Šang-
haje, Toronta, Valencie i rodné Vídn . Krom  výše uvedeného pobytu na Washington 
State University byl na dlouhodobých stážích na mnoha dalších univerzitách po celém 
sv t , jmenujme alespo Israel Institute of Technology ve m st  Haifa, Universität 
Würzburg a University of Toronto.  

Jak sám p iznal, výuka základních kurz  pro vysokoškolské studenty ho p íliš 
nenapl ovala. O to více se v noval svým doktorand m, kterých odvedl (všechny na 
University of Wisconsin) v letech 1963 až 2000 celkem sedmnáct.11  

Od roku 1993 je nepravideln  (p ibližn  jednou za t i roky) ud lováno ocen ní Hans 
Schneider Prize za mimo ádné výsledky v lineární algeb e, resp. za celoživotní p ínos 
této disciplín . Jedním ze t í laureát  ceny z roku 1993 byl eský matematik Miroslav 
Fiedler (nar. 1926). 

                                                          

9 Více viz http://www.math.wisc.edu/hans/talks.html.
10 Hans Schneider se (p edevším s Danielem Hershkowitzem) v rámci této problematiky v noval studiu souvis-
lostí mezi ur itými posloupnostmi zavedenými v teorii graf  a tzv. Weyrovou charakteristikou definovanou e í 
teorie matic v osmdesátých letech 19. století eským matematikem Eduardem Weyrem (1852–1903). 
11 Seznam jejich jmen a názv  diserta ních prací viz http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu/id.php?id=8295.  
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4 Ohlédnutí za vlastním životem 

Místo záv ru citujme slova, která Hans Schneider dopsal ke svým vzpomínkám [2] 
v ervnu 2014: 

I am writing this coda as I am sitting on the porch of our beautiful home as my life is end-
ing for I have terminal cancer. I’ve had a good life with a loving wife of 66 years and three 
children we can be proud of. Thinking of the turbulent years described above, I strongly re-
ject the term “holocaust survivor” as applied to me. It’s an insult to those millions who were 
murdered and to the millions who died fighting Hitler’s tyranny. It is a word properly applied 
to a person who suffered deportation and the horrors of the camps and yet survived. Call me 
a person who escaped the holocaust if you wish. The same applies to my wife Miriam who 
was born in Koenigsberg and left Germany on a Kinderstransport in July 1939. 

Finally, my deepest regret is that I failed to tell my parents how much I owe them. 
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BOLZANOVA MATEMATICKÁ VYLEPŠENÍ 

JAN ZEMAN

Abstract: In this text we mention some of the improvements of Euclid's Elements, that 
Bernard Bolzano proposed in his book On the mathematical method. We introduce 
briefly his personality and connect his vision of geometry without figures to the mathe-
matics at the end of the 19th century. 

1 Úvod 
Bolzanova sta O matematické metod  [1] byla vydána v eském p ekladu Marty Vla-

sákové v roce 2012. P eklad vycházel z n meckého vydání Jana Berga Von der mathe-
matischen Lehrart. Sou ástí svazku je studie p ekladatelky, týkající se hlavn  zasazení 
Bolzanova díla do d jin logiky, díky které kniha dob e rozši uje také sou asnou eskou 
literaturu, v nující se Bolzanovskému výzkumu. 

Bolzano za al psát tento sv j text kolem roku 1833 jako úvod k zamýšlenému roz-
sáhlému spisu O veli inách (Grössenlehre), který ale nikdy nedokon il. Nejprve v tomto 
úvodu shrnul sv j logický systém, známý z jeho V dosloví, poté ho použil k prokázání 
možných zlepšení metody, která je užita v Eukleidových Základech [2]. V této práci by-
chom n která jeho vylepšení cht li p edstavit a nahlédnout tendence, které Bolzano v ma-
tematice odhalil a které propukly naplno na konci 19. století.  

2 Kontext 
Nejprve stru n  p edstavme osobnost Bernarda Bolzana (1781–1848), významného 

pražského matematika, filosofa a teologa (podrobn ji viz [3, str. 11nn]). Narodil se do ro-
diny Bernarda Pompeia Bolzana, p vodem z Itálie, a Marie Cecilie, rozené Maurerové, 
z pražské n mecké rodiny; n m ina byla také jeho mate ským jazykem. Od mládí byl 
chatrného zdraví, což výrazn  ovlivnilo jeho životní osudy. 

V roce 1796 Bernard Bolzano nastoupil na pražskou univerzitu. Nejprve absolvoval 
povinné t íleté studium filosofie, b hem n hož se již projevilo jeho matematické nadání, 
v noval se i fyzice i astronomii. V souvislosti s výchovou své mladší sestry, která mu 
však brzy zem ela, se též zajímal o pedagogiku. P ed definitivním rozhodnutím pro stu-
dium teologie v noval ješt  jeden akademický rok dalšímu vzd lávání ve vyšší matema-
tice, ale také ve filosofii, fyzice a chemii. Poté nastoupil na teologii, kterou dokon il v ro-
ce 1804. Ve stejném roce získal na univerzit  místo u itele náboženství, k n muž se 
pojila povinnost promlouvat každý týden k akademické mládeži. Tyto jeho tzv. exhorty 
(z nichž ást vyšla tiskem) se staly hojn  navšt vovanými a univerzitní prostory nesta ily 
pro poslucha e. Jeho v hlas jako duchovního kazatele dosáhl i daleko za hranice Prahy 
na eský venkov. 

Jelikož Bolzano neu il podle p edepsané u ebnice, byl z místa propušt n a nemohl 
publikovat ani se ú astnit univerzitního života. V té dob  mu též zem el bratr Petr Eduard 
a z p vodn  dvanácti lenné rodiny zbyl jen on a bratr Jan. Bernard Bolzano se p esunul 
z Prahy do T chobuzi, kde napsal svá nejv tší díla, V dosloví, Paradoxy nekone na
a Athanasii, a kde také za al psát sv j spis O veli inách v etn  jeho úvodu O matema-
tické metod . Své poslední dny pak prožil v dom  svého bratra v Celetné ulici, kde má 
dnes pam tní desku.  
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3 O matematické metod

3.1 Logický systém 

Uve me nyní stru n  p ehled n kolika základních termín , které nám budou sloužit 
k nazna ení použité metody výstavby logiky.  

V tou o sob  (objektivní v tou) Bolzano rozumí nikoli v tu gramatickou, ale její 
smysl, který musí být bu  pravdivý nebo nepravdivý. Pravda o sob  je pravdivá v ta 
o sob . Myšlená v ta (subjektivní v ta) je pak uchopením v ty o sob  v rozumu myslící 
bytosti. P edstava o sob  je ást v ty o sob , která sama není v tou o sob , tj. která nemá 
pravdivostní hodnotu. P edstava m že být bu jednoduchá, nebo m že být složená
z dalších p edstav, které tvo í obsah p vodní p edstavy. Nap . p edstava rovnostranný 
trojúhelník (viz [1, str. 25]) obsahuje mj. tyto p edstavy: rovnost, strana, t i, úhel. 
Nemén  podstatné je, v jakém vzájemném vztahu tyto pod azené p edstavy jsou. P íkla-
dem m že být p edstava ty úhelníku se shodnými stranami a r znými úhly oproti p ed-
stav ty úhelníku se shodnými úhly a r znými stranami, kde ob  p edstavy mají sice 
tentýž obsah, ale jiný význam. P edm tem p edstavy je to, co je p edstavou p edstavo-
váno, co pod ni spadá. Nap . p edstava (reálný) ko en rovnice 013 x  má za p edm t 
íslo 1, p edstava planety slune ní soustavy má za p edm ty Merkura, Venuši, Zemi, 

Mars, Jupitera, Saturna, Urana a Neptuna, které tvo í rozsah p edstavy. P edstava však 
m že být dle definice i neexistující (bezp edm tná), nap . pojem kulatý ty úhelník nebo 
racionální ko en rovnice 122 x  (viz [1, str. 27]). Názor je taková p edstava, která je 
jednoduchá a má jediný p edm t. Pojem je potom taková p edstava, která není názorem. 

istá pojmová v ta je taková v ta, která obsahuje pouze pojmy. 
Z výše uvedeného je tedy z ejmé, že Bolzano sám používá p vodn  matematické 

metody i pro výstavbu logiky. V knize O matematické metod  je v této v ci uvedeno jen 
to nejzákladn jší. Podrobn ji je logický systém vybudován v díle V dosloví. 

3.2 Metodologická vylepšení Základ

Bernard Bolzano již v úvodní poznámce potvrzuje kvality Základ  a p iznává hodnotu 
systému d kaz . Ty jsou pro konkrétní v tu provedeny vždy pomocí v t, které jsou do-
kázány d íve. Pozitivn  hodnotí, že d kaz je uveden d sledn  po každém tvrzení a že tyto 
d kazy nejsou neúplné, ale opravdu rigorózní, prost ednictvím p ivedení tvrzení 
k evidenci – obstarání názoru. V p ípad  geometrie to znamená v tšinou doplnit obrazec 
do n jakého rozsáhlejšího obrazce, ze kterého bude tvrzení patrné. 

První jeho námitkou je, že se Eukleides nezabývá dostate n  d sledn  samotnými zá-
klady geometrie. Práv  u základních pojm  v dy navrhuje Bolzano nespoléhat se jen na 
intuici, ale provád t d sledný pojmový rozbor, což odd lí výklad p ísn  v decký 
od výkladu pouze populárního. V p ípad  geometrie jde o pojmy jako bod, prostor, veli-
ina, které m ly v u ebnicích jen vágní definici (viz [1, str. 43]). P itom ihned p ichází 

s nabízející se výtkou, pro  by vlastn  m l lov k objas ovat, co je všem beztak jasné, 
a odpovídá, že krom  jasnosti se musí matematika snažit i o z etelnost, tedy prokázání 
toho, z kterých díl ích pojm  si nový pojem nev domky skládáme.  

Nap íklad p i výkladu tverce se matematik nesmí spokojit jen s konstatováním, že 
nakreslený obraz je tverec, ale vždy musí p ivést pojem ke z etelnosti definicí, že tve-
rec je ty úhelník, který má všechny strany stejn  dlouhé a všechny úhly shodné. Pokud 
toto není možné, je nutné se spokojit s objasn ním pojmu. Nabízejícím se prost edkem 
k tomu je sepsání v t, ve kterých se daný pojem vyskytuje, pod sebe, ímž bude jeho vý-
znam patrný tak, že na jeho míst  nem že být myšlen žádný jiný pojem.  
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Krom  povinnosti objasnit každý nový pojem Bolzano požaduje, aby byl objasn n 
i každý nový matematický znak, který pro jejich ozna ení používáme. Jako p íklad uvádí 

mocniny a ptá se, co nás oprav uje používat znaky n

m
n aaa ,,0   (viz [1, str. 41]). Mocnina 

ísla má p ece úpln  jiný význam. Ani ze symbolu +, který odpovídá slovu plus, nekon-
struuje matematik pojem s ítání. 

Od pojm  p echází Bolzano k analýze d kaz , které musí vycházet z istých pojmo-
vých pravd. V tomto však doporu uje, aby se matematikové v novali spíše objevování, 
pokud k d sledné analýze objektivních souvislostí nejsou p irozen  talentovaní. V p ípa-
d  Eukleida by to znamenalo pr zkum možnosti, že také nap . postuláty možná stojí na 
dalších tvrzeních, která je t eba dokázat a kterých mohou být možná i stovky 
(viz [1, str. 61]). I postuláty mají být dokazovány (tedy má být dokázáno, že ostatní v ty 
dané teorie bez nich nelze vyvodit). D kaz by m l v p ísn  v deckém výkladu vycházet 
z istých pojmových pravd. 

Tématem, které následuje, je správné po adí pravd. To by m lo spl ovat dv  pravidla 
(viz [1, str. 60]): 

1. Jednodušší pravda p edchází složit jší. 
2. P i stejném stupni složitosti objektivn jší p edchází konkrétn jší.  

Složitost je zde mín na v tom kvantitativním smyslu, z kolika dalších p edstav 
se pravda skládá. Jako p íklad Bolzano uvádí v tu o obsazích podobných mnohoúhelník
(mají se k sob  jako druhé mocniny jejich stran), která by m la být uvedena p ed toutéž 
v tou pouze pro trojúhelníky. Dalším p íkladem je binomická v ta (viz [1, str. 60])  

        32
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na níž chce Bolzano demonstrovat p ípad, kdy v ta sice platí pro n reálné i celé, ale v ta 
pro n celé je jednodušší (v tom smyslu, že je složena z mén  dalších v t a pojm ) než 
tatáž v ta pro n reálné, a proto by m la tato v ta pro n celé být uvedena p ed v tou pro n
reálné. T etím p íkladem v této v ci je konstrukce rovnostranného trojúhelníka. To, že 
existuje bod C nad úse kou AB, který má od obou bod A a B stejnou vzdálenost AB (viz 
[1, str. 51] a [2, str. 47]), je p edpokladem pro to, že se dv  kružnice se st edy v bodech A
a B a polom rem AB v tomto bod C protnou. Nikoliv naopak, jak by se zdálo, že bod C
existuje, protože se kružnice protly. Vlastnosti prostoru (existence tohoto bodu C) tak 
musejí ve výkladu p edcházet konstrukci.  

Bolzano tvrdí, že ve správném po adí se objektivní souvislost mezi pravdami ukáže 
tená i naprosto p irozen . Jako p íklad, kdy je objektivní souvislost mezi pravdami 

v rozporu s po adím, v jakém pravdy poznáváme, uvádí gravita ní zákon. To je istá 
pojmová pravda, o které se každý rozumný lov k zákonit  dozví na základ  zkušenosti, 
totiž poznáním zemské tíže (viz [1, str. 35]). P i výkladu v dy, pokud se má usilovat 
o objektivitu, je nutné, aby pravda práv  vyslovovaná vyplývala z pravd d íve zmín -
ných, nebo aby obsahovala pouze pojmy d íve definované. V n kterých p ípadech je toto 
správné uspo ádání v Základech porušeno. 

Bolzano následn  formuluje hypotézu, že názor možná není v geometrii v bec nutný 
a že celou geometrii lze vyvodit z axiom  pouze pomocí ur ité množiny odvozovacích 
pravidel (viz [1, str. 56]). Názor totiž selhává v kontaktu s nekone nem, což dokládá jím 
definovaná funkce, která je na celém intervalu spojitá, ale p esto nemá v žádném bod
derivaci. To bylo v matematice jeho doby nep edstavitelné. D kazy pomocí evidence 
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a názoru, které jsou u Eukleida pro geometrii klí ové, by tak plnily jen pomocnou funkci. 
Všechny v ty ur ité teorie by mohly být odvoditelné z ur ité množiny postulát  pomocí 
n kolika odvozovacích pravidel, logických operací. Toto by navíc mohlo být aplikováno 
na jakoukoli jinou v du (viz [1, str. 48]).  

Na konci 19. století se požadavek nové axiomatizace geometrie (a v souvislosti s pa-
radoxy teorie množin i celé matematiky) jevil již jako nutnost. Geometrie má být vytvo-
ena pouze na základ  logiky, názor tém  nebude pot eba, to, co uvidíme na papí e, ne-

bude geometrický objekt, ale pouze demonstrace jeho vlastností (viz [4, str. 55]). Tento 
p ístup umožní obejít spory a dokázat vzájemnou nezávislost, úplnost a bezespornost 
systému axiom . Po Davidu Hilbertovi (1862–1943), který takto axiomatizoval p ede-
vším aritmetiku a geometrii, aplikovali ve dvacátém století jiní v dci stejný mechanismus 
i na biologii a genetiku. Bez p ímé návaznosti se tak uplat ují zde zmín ná Bolzanova 
vylepšení Eukleidovy axiomaticko-deduktivní metody.

4 Záv r 
Geometrie bez názoru, navržená Bolzanem, bude aktuální na konci 19. století. Má 

však za následek to, p ed ím varoval Henri Poincaré (viz [5, str. 31]), že dokonalé is-
toty dosáhne matematika jen za cenu vzdálení se od skute nosti. Dle Petra Vop nky jsme 
i Bolzana navykli nahlížet z hlediska vít zství matematického formalismu. Byla však 
možná i jiná východiska (viz [6, str. 60]).  

V dlouhodob jší perspektiv  budeme hledat spojení matematického formalismu konce 
19. století s myšlenkami Bernarda Bolzana. Další možností je prozkoumání d vod , které 
k zájmu o Bolzanovu osobnost vedly Martina Jaška, objevitele zmín né nederivovatelné 
spojité funkce v Bolzanov  poz stalosti. 
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