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Pro matematickou analyzu byla prvni polovina 19. stoleti obdobim snah
0 vybudovani pevnych zakladii. Mezi nejpozoruhodnégj$i osobnosti
(nejen) vtomto ohledu patiil Bernard Bolzano (1781-1848), ktery
usiloval o systematické vybudovani celé matematiky vcetné nauky
0 funkcich zcela od zakladdi, od logiky a teorie redlnych Ccisel.
Z didaktického hlediska je zajimava Bolzanova snaha o dukazy
matematickych tvrzeni, ktera se zdaji byt na prvni pohled ziejma
z geometrické intuice. To je zvlast’ aktualni v dnesni dobé, kdy se i ve
vyuce stale vice pouziva geometricky software, ktery na jednu stranu
poskytuje nazornou piedstavu o grafech riznych funkci a dalSich
objektech, ale zaroven mize vést k mylnym zavéram.

Jak uvidime v pfednasce, uvedenou problematikou se Bolzano zabyval jiz ve své praci Rein analytischer
Beweis des Lehrsatz, dass zwischen jeder zwey Werthen, die ein entgegensetzes Resultat gewdhren,
wenigstens eine reele Wurzel der Gleichung liege z roku 1817, kde mj. jako prvni podal definici
spojitosti funkce v dnesnim smyslu a analyticky dikaz véty z nazvu spisu, ktera se dnes oznacuje jako
veta o mezihodnoté a ktera tvrdi: Jestlize funkce spojita v uzavieném intervalu nabyva v krajnich bodech
tohoto intervalu hodnot rizného znaménka, pak je tato funkce aspoii v jednom vnitinim bod¢ daného
intervalu rovna nule. Zatimco Augustin Louis Cauchy (1789-1857), se v prvnim ze svych dikazi véty
0 mezihodnoté, podaném ve spise Cours d’ Analyse De L'Ecole Royale Polytechnique z roku 1821,
spokojil s konstatovanim, ze je ziejmé, Ze kiivka, ktera je grafem spojité funkce, protne jednou nebo
vicekrat vodorovnou piimku y = c, kde ¢ je mezihodnota mezi funkénimi hodnotami v krajnich bodech
daného intervalu, Bolzano upozorfioval na to, Ze geometricka intuice muze vést k chybnym zaveérim
a vétu je tieba analyticky dokéazat.

Jak dnes vime, pro funkce definované na mnoziné racionalnich ¢isel véta o mezihodnoté neplati. Pro
realnou funkci realné proménné jeji dikaz vyuziva Gplnosti mnoziny realnych ¢isel. Bolzantv dikaz
zroku 1817, kdy struktura realnych cCisel jeS$té nebyla exaktné zkonstruovana, proto jesté neni
stoprocentni. Nicméné v pozdé&jsim spise Reine Zahlenlehre z pocatku 30. let 19. stoleti, a tedy dlouho
pred Dedekindem, Weierstrassem, Mérayem a Cantorem, Bolzano realna ¢isla vybudoval a nasledné
vyuzil ve spise Functionenlehre ze stejného obdobi. Oba tyto spisy byly soucasti rozsahlého dila
Grossenlehre, které bohuzel zustalo jen v rukopise a znovu objeveno bylo az ve 20. stoleti.

Ve Functionenlehre Bolzano dokazuje fadu dalsich vét, jejichz dikaz je
zalozen na vlastnostech mnoziny realnych ¢isel, mj. véty 0znacované dnes
jako Bolzanova-Cauchyova podminka pro existenci limity posloupnosti,
Weierstrassovy véty existenci maximalni a minimalni hodnoty pro funkci,
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ktera je spojitd na omezené a uzaviené mnoziné, existenci infima zdola | ~  ©un

omezené mnoziny aj. Kromé toho Bolzano uvadi mnoho ptiklada spojitych
funkci, které maji pfekvapiveé nenazorné vlastnosti a nuti ¢tenare Si nazor

opravovat a vyostfovat. Asi nejpozoruhodnéjsi je priklad spojité funkce,
ktera neni monotonni na zadném intervalu a v Zadném bodé nema derivaci.

V ptrednasce se rovnéz zminime 0 vztahu Bernarda Bolzana a Augustina
Louise Cauchyho (1881—1848), ktery pobyval v Cechach v letech 1833 az
1836 a jehoz si Bolzano jako matematika velice vazil.

FUNCTIONESLENMNE

BERNARD BOLZANOS
SCHRIFTEN

FONCTIONENSLEN R



