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Pokus o propojeni matematiky, metodiky a historie
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Razné pohledy

Razné pohledy na soustavu linedrnich rovnic

m Soustavy linedrnich rovnic na zakladni a stfedni Skole:

— specidlni pripady, malé soustavy 2 x 2, 3 x 3

vétsinou jediné reSeni

metoda: dosazovaci, scitaci, srovnavaci, ...

postupna eliminace nezndmych

matice, determinanty, Gaussiv algoritmus,
Cramerovo pravidlo, ...
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Razné pohledy

Razné pohledy na soustavu linedrnich rovnic

m Soustavy linedrnich rovnic na zakladni a stfedni Skole:

— specidlni pripady, malé soustavy 2 x 2, 3 x 3

vétsinou jediné reSeni

metoda: dosazovaci, scitaci, srovnavaci, ...

postupna eliminace nezndmych

matice, determinanty, Gaussiv algoritmus,
Cramerovo pravidlo, ...

m Problémy:

— soustavy vétsiho poctu ,hodné zavislych® rovnic
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Razné pohledy

m Soustavy linedrnich rovnic na (nékterych) vysokych Skolach:
— teorie resici v pIné obecnosti vSechny pripady
— v rdmci prednasky Linedrni algebra nebo Matematika

— vektorové prostory, linedrni kombinace, linearni zavislost
a nezavislost, dimenze prostoru, matice, hodnost matice,
elementdrni Gpravy matic, determinanty, ...
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Razné pohledy

m Soustavy linedrnich rovnic na (nékterych) vysokych Skolach:
— teorie resici v pIné obecnosti vSechny pripady
— v rdmci prednasky Linedrni algebra nebo Matematika

— vektorové prostory, linedrni kombinace, linearni zavislost
a nezavislost, dimenze prostoru, matice, hodnost matice,
elementdrni Gpravy matic, determinanty, ...

m Odpovédi na otazky:
1. fesitelnost

2. tvar mnoziny vsech feseni

3. metody nalezeni mnoziny vSech feSeni
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Razné pohledy

m Soustava n linedrnich rovnic o m neznamych:

amxi1+ ...+ anmXm = by
Znamé veli¢iny: ajj, bj € R (Q, C, T — komutativni téleso)
Neznamé veli¢iny: x; € R (Q, C, T)

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha




Razné pohledy

m Soustava n linedrnich rovnic o m neznamych:

amxi1+ ...+ anmXm = by
Znamé veli¢iny: ajj, bj € R (Q, C, T — komutativni téleso)

Neznamé veli¢iny: x; € R (Q, C, T)

m Matice soustavy — A, rozsifend matice — (A|b):

ailr ... dlm a1 . dlm b1
A= AB) = [ oo

an1 anm dnl apm bn

typ n X m typ n x (m+1)
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Razné pohledy

m Vyfesit soustavu linearnich rovnic:
— najit vSechny m-tice (x, ..., Xxm), které ji ,vyhovuji*

— soustava resitelnd, soustava neresitelna
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Razné pohledy

m Jiné zapisy soustavy n linedrnich rovnic o m neznamych:

m
E a,-jxj-:b,-, izl,...,n,
Jj=1

A-x=b, A-xT=pT.
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Razné pohledy

m Jiné zapisy soustavy n linedrnich rovnic o m neznamych:

m
Za,-pg:b,-, izl,...,n,
j=1
A-x=b, A-xT=pT.

m Jiné chapani soustavy linedrnich rovnic:
— skalarni soucin
— linedrni zobrazeni A : R™ — R”
— linedrni formy

— geometrické pohledy
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Gausslv eliminacni algoritmus

m Gaussiv eliminacni algoritmus:

— metoda, kterad vzdy vede k cili
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Gausslv eliminacni algoritmus

m Gaussiv eliminacni algoritmus:

— metoda, kterad vzdy vede k cili

m Postup:
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Gausslv eliminacni algoritmus

m Gaussiv eliminacni algoritmus:
— metoda, kterad vzdy vede k cili

m Postup:

1. Rozsifenou matici soustavy (A|b) typu n x (m+ 1)
prevedeme radkovymi elementdrnimi Gpravami na tzv.
stupriovity tvar typu k x (m+1) .
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Gausslv eliminacni algoritmus

m Gaussiv eliminacni algoritmus:
— metoda, kterad vzdy vede k cili
m Postup:

1. Rozsifenou matici soustavy (A|b) typu n x (m+ 1)
prevedeme radkovymi elementdrnimi Gpravami na tzv.
stupriovity tvar typu k x (m+1) .

2. Zjistime, zda je soustava reSitelnd nebo nefesitelna. Pokud
ano, je dimenze feseni rovha m — k.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Gausslv eliminacni algoritmus

m Gaussiv eliminacni algoritmus:

— metoda, kterad vzdy vede k cili

m Postup:

1. Rozsifenou matici soustavy (A|b) typu n x (m+ 1)
prevedeme radkovymi elementdrnimi Gpravami na tzv.
stupriovity tvar typu k x (m+1) .

2. Zjistime, zda je soustava reSitelnd nebo nefesitelna. Pokud
ano, je dimenze feseni rovha m — k.

3. Najdeme libovolné FeSeni soustavy nehomogenni a m — k
linedrné nezavislych reseni odpovidajici soustavy homogenni.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Gausslv eliminacni algoritmus

m Gaussiv eliminacni algoritmus:

— metoda, kterad vzdy vede k cili

m Postup:

1. Rozsifenou matici soustavy (A|b) typu n x (m+ 1)
prevedeme radkovymi elementdrnimi Gpravami na tzv.
stupriovity tvar typu k x (m+1) .

2. Zjistime, zda je soustava reSitelnd nebo nefesitelna. Pokud
ano, je dimenze feseni rovha m — k.

3. Najdeme libovolné FeSeni soustavy nehomogenni a m — k
linedrné nezavislych reseni odpovidajici soustavy homogenni.

m Priklad: m=7, k=4, m—k=3
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

* | ok | k% | x| %

¥ | X | ¥ | *
¥ | X | ¥ | *

| x| | %

fakulta UK, Pra
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

* | ok | k% | x| %

¥ | X | ¥ | *
¥ | X | ¥ | *

| x| | %
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

do| ok | ok | ok | kx| x| x| %
do| ok | ok | k[ ok | ok ||k

Y * * *

* | * *

o 4

Vypocteme jedno feseni soustavy nehomogenni:
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

do| ok | ok | ok | kx| x| x| %
do| ok | ok | k[ ok | ok ||k

Y * * *

* | * *

o 4

Vypocteme jedno feseni soustavy nehomogenni:

ERERENIIENN
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

do| ok | ok | ok | kx| x| x| %
do| ok | ok | k[ ok | ok ||k
Y * * *
* | * *
oy ¥

Vypocteme jedno feseni soustavy nehomogenni:

ERERENIIENN

Vypocteme m — k linedrné nezavislych reseni odpovidajici
homogenni soustavy (nesmime zapomenout nahradit sloupec
pravych stran nulami):
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

do| ok | ok | ok | kx| x| x| %
do| ok | ok | k[ ok | ok ||k
Y * * *
* | * *
oy ¥

Vypocteme jedno feseni soustavy nehomogenni:

ERERENIIENN

Vypocteme m — k linedrné nezavislych reseni odpovidajici
homogenni soustavy (nesmime zapomenout nahradit sloupec
pravych stran nulami):

x | ok | % 1| 0 % 0
* * * 0 1| % 0
* 0| 0] = 1
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sdv eliminaéni algoritmus

Historie:
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Historie:

m Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Historie:

m Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik

m Algoritmus Fang Ccheng
— Tiou dang suan $u [Matematika v deviti knihach]

— Gausslv algoritmus objeven ve staré Ciné kolem roku 0
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Historie:

m Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik

m Algoritmus Fang Ccheng
— Tiou dang suan $u [Matematika v deviti knihach]

— Gausslv algoritmus objeven ve staré Ciné kolem roku 0
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Historie:

m Carl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik
m Algoritmus Fang Ccheng
— Tiou dang suan $u [Matematika v deviti knihach]

— Gausslv algoritmus objeven ve staré Ciné kolem roku 0

aiixi+ -+ ainxn = b1

anl | ... ani aiil 0 |...... 0 a1l
/
an2 | ... a2 dai2 0 |...... dro d12
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

s

m Zndzornovani Cisel pomoci tycinek na pocetni desce
(jiz v 5. stoleti pf. Kr.)
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

s

m Zndzornovani Cisel pomoci tycinek na pocetni desce
(jiz v 5. stoleti pf. Kr.)

m Objev zdpornych Cisel (kolem roku 0):

— zachovani platnosti algoritmu
— kladna cisla — ¢eng — Cervené tycinky
— zaporna Cisla — fu — Cerné tycinky

— zaporna Cisla se vSak nesméla objevit ve vysledku
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

J. Becvar

s

Zndazornovani Cisel pomoci tycinek na pocetni desce
(jiz v 5. stoleti pf. Kr.)

Objev zépornych cisel (kolem roku 0):

zachovani platnosti algoritmu

kladna Cisla — ¢eng — Cervené tycinky

zaporna Cisla — fu — ¢erné tycinky

zaporna Cisla se vSak nesméla objevit ve vysledku

Priklad: Dvéma snoplim z dobré Grody, tfrem z pridmérné,
Ctyfem ze Spatné se do 1 tou nedostava jeden snop

z primérné, jeden ze Spatné, jeden z dobré Grody. Kolik zrni
ziskame z jednoho snopu dobré, primérné, Spatné Grody?
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Priklad vede na nasledujici soustavu linearnich rovnic:

2x+ y =1
3y+ z=1
X + 4z =1
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Priklad vede na nasledujici soustavu linearnich rovnic:

2x+ y =1
3y+ z=1
X + 4z =1

Koeficienty se zaznamenaji na pocetni desce do ,,matice” a ta se

upravuje:
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Priklad vede na nasledujici soustavu linearnich rovnic:

2x+ y =1
3y+ z=1
X + 4z =1
Koeficienty se zaznamenaji na pocetni desce do ,,matice” a ta se
upravuje:
1 2 2 2 2 2
311 311 11371 31301 311
1 8|1 8 |1 24 | 1 25 |1
1111 2111 111 3 (11 4 |11
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

Priklad vede na nasledujici soustavu linearnich rovnic:

2x+ y =1
3y+ z=1
X + 4z =1
Koeficienty se zaznamenaji na pocetni desce do ,,matice” a ta se
upravuje:
1 2 2 2 2 2
311 311 11371 31301 311
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Mala filozoficka avaha o h’feSeni rovnic
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Mala filozoficka avaha o h’feSeni rovnic

Rovnice s jednou nezndmou se nejlépe resi s jednou zndmou.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Mala filozoficka avaha o h’feSeni rovnic

Rovnice s jednou nezndmou se nejlépe resi s jednou zndmou.

Bud se nezndm43 stane zndmou, nebo se zndm3 stane
znadméjsi.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Mala filozoficka avaha o h’feSeni rovnic

Rovnice s jednou nezndmou se nejlépe resi s jednou zndmou.
Bud se nezndma stane zndmou, nebo se zndma stane
znadméjsi.

PFi dobré taktice je vSe poznatelné.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Mala filozoficka avaha o h’feSeni rovnic

Rovnice s jednou nezndmou se nejlépe resi s jednou zndmou.
Bud se nezndma stane zndmou, nebo se zndma stane
znadméjsi.

PFi dobré taktice je vSe poznatelné.

Pokud se vSak z nezndmé nestane zndma a ze znamé znaméjsi,
muze byt vinna nevina té znamé a z viny a vina je kocovina.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Mala filozoficka avaha o h’feSeni rovnic

Rovnice s jednou nezndmou se nejlépe resi s jednou zndmou.
Bud se nezndma stane zndmou, nebo se zndma stane
znadméjsi.

PFi dobré taktice je vSe poznatelné.

Pokud se vSak z nezndmé nestane zndma a ze znamé znaméjsi,
muze byt vinna nevina té znamé a z viny a vina je kocovina.

v

Zakon. Cim je zndma zndméjsi, tim je nezndma nezndméjsi.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Mala filozoficka avaha o h’feSeni rovnic

Rovnice s jednou nezndmou se nejlépe resi s jednou zndmou.
Bud se nezndma stane zndmou, nebo se zndma stane
znadméjsi.

PFi dobré taktice je vSe poznatelné.

Pokud se vSak z nezndmé nestane zndma a ze znamé znaméjsi,
muze byt vinna nevina té znamé a z viny a vina je kocovina.

vrvs

Zakon. Cim je zndma zndméjsi, tim je nezndma nezndméjsi.

V teorii miry ma tento zakon jinou formulaci.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Mala filozoficka avaha o h’feSeni rovnic

Rovnice s jednou nezndmou se nejlépe resi s jednou zndmou.
Bud se nezndma stane zndmou, nebo se zndma stane
znadméjsi.

PFi dobré taktice je vSe poznatelné.

Pokud se vSak z nezndmé nestane zndma a ze znamé znaméjsi,
muze byt vinna nevina té znamé a z viny a vina je kocovina.
Zakon. Cim je zndma zndméjsi, tim je nezndma nezndméjsi.
V teorii miry ma tento zakon jinou formulaci.

Zakon. Mira pristupnosti zndmé je pfimo imérnd mire
nepristupnosti neznamé.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Teorie FeSeni soustav vice rovnic
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Teorie FeSeni soustav vice rovnic

s vice nezndmymi s jednou zndmou vznikne jednoduchym
zobecnénim a prenesenim vysledk( z teorie feSeni jedné
rovnice s jednou nezndmou s jednou zndmou.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Teorie FeSeni soustav vice rovnic

s vice nezndmymi s jednou zndmou vznikne jednoduchym
zobecnénim a prenesenim vysledk( z teorie feSeni jedné
rovnice s jednou nezndmou s jednou zndmou.

Prenechavam tuto problematiku posluchaciim.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Teorie FesSeni soustav dvou rovnic

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Linearni algebra



Gaussuv eliminaéni algoritmus

m Teorie Feseni soustav dvou rovnic
s dvéma neznamymi s dvéma znamymi je podstatné slozitéjsi
a pro nedostatek ¢asu a mista se vymyka této predndsce.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

J. Becvar

Teorie Feseni soustav dvou rovnic
s dvéma neznamymi s dvéma znamymi je podstatné slozitéjsi
a pro nedostatek ¢asu a mista se vymyka této predndsce.

Zalezi totiz nejen na vazbach uvazovanych nezndmych,
ale zejména na vztazich zminénych znamych.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

J. Becvar

Teorie Feseni soustav dvou rovnic
s dvéma neznamymi s dvéma znamymi je podstatné slozitéjsi
a pro nedostatek ¢asu a mista se vymyka této predndsce.

Zalezi totiz nejen na vazbach uvazovanych nezndmych,
ale zejména na vztazich zminénych znamych.

DalSi neméné podstatnou véci je nejen to, v jakych tvarech se
vyskytuji nezndmé, ale zejména jaké tvary maji znamé.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

J. Becvar

Teorie Feseni soustav dvou rovnic
s dvéma neznamymi s dvéma znamymi je podstatné slozitéjsi
a pro nedostatek ¢asu a mista se vymyka této predndsce.

Zalezi totiz nejen na vazbach uvazovanych nezndmych,
ale zejména na vztazich zminénych znamych.

DalSi neméné podstatnou véci je nejen to, v jakych tvarech se
vyskytuji nezndmé, ale zejména jaké tvary maji znamé.

Jednou z nejdulezitéjSich véci jsou samoziejmé vSestranné
schopnosti h'fesitele pfi Gpravach neznamych i znamych.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

J. Becvar

Teorie Feseni soustav dvou rovnic

s dvéma neznamymi s dvéma znamymi je podstatné slozitéjsi
a pro nedostatek ¢asu a mista se vymyka této predndsce.
Zalezi totiz nejen na vazbach uvazovanych nezndmych,

ale zejména na vztazich zminénych znamych.

DalSi neméné podstatnou véci je nejen to, v jakych tvarech se
vyskytuji nezndmé, ale zejména jaké tvary maji znamé.
Jednou z nejdulezitéjSich véci jsou samoziejmé vSestranné
schopnosti h'fesitele pfi Gpravach neznamych i znamych.
Doporucuji vSem posluchaciim, aby problematiku soustav
rovnic fesili (experi)mentalné.
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Gaussuv eliminaéni algoritmus

J. Becvar

Teorie Feseni soustav dvou rovnic
s dvéma neznamymi s dvéma znamymi je podstatné slozitéjsi
a pro nedostatek ¢asu a mista se vymyka této predndsce.

Zalezi totiz nejen na vazbach uvazovanych nezndmych,
ale zejména na vztazich zminénych znamych.

DalSi neméné podstatnou véci je nejen to, v jakych tvarech se
vyskytuji nezndmé, ale zejména jaké tvary maji znamé.

Jednou z nejdulezitéjSich véci jsou samoziejmé vSestranné
schopnosti h'fesitele pfi Gpravach neznamych i znamych.

Doporucuji vSem posluchaciim, aby problematiku soustav
rovnic fesili (experi)mentalné.

Vyzkum problematiky Feseni soustav n rovnic pro vétsi n
nardzi na problémy, nebot nejsou lidi.
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Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo: Je-li A regularni matice fadu n nad
télesem T, pak ma soustava A - x = b jediné feSeni

det A det A,
X1 = — e Xp = —
YT detA " detA
kde matice A; vznikne z matice A zadménou i-tého sloupce za

sloupec b.
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Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo: Je-li A regularni matice fadu n nad
télesem T, pak ma soustava A - x = b jediné feSeni

det A det A,
X1 = e Xp =
YT detA " detA
kde matice A; vznikne z matice A zadménou i-tého sloupce za

sloupec b.

Obecnéjsi formulace: Necht A je ¢tvercova matice ¥adu n nad
komutativnim okruhem R. Je-li (x1,...,x,) FeSenim soustavy
A - x = b, potom je

detA - -x; =detA;, ..., detA-x, =detA,,
kde matice A; ...

J. Beévar Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Cramerovo pravidlo

Dukaz: Je-li (xi,...,x,) feSenim, potom je:

X1 by

anl ... ann Xn b,

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha




Cramerovo pravidlo

Dukaz: Je-li (xi,...,x,) feSenim, potom je:

a1 ain X1 by
anl --- amn Xn b,
Pro kazdé i =1,...,n je tedy:
1 X1 0 b .
ai ain 0 X 0 ail 1 - din
anl ... apn S a b, : a
0 - Xn 1 nl n nn
i-ty sloupec i-ty sloupec
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Cramerovo pravidlo

Dukaz: Je-li (xi,...,x,) feSenim, potom je:

a1 ain X1 by
anl --- amn Xn b,
Pro kazdé i =1,...,n je tedy:
x1 0 b
ai ain 0 X 0 ail - 1 - din
anl ... apn S a b, : a
0 - Xn 1 nl n nn
i-ty sloupec i-ty sloupec

Nyni uzijeme vétu o nasobeni determinanti:
det A - x; = det A;
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Cramerovo pravidlo

Dukaz: Je-li (xi,...,x,) feSenim, potom je:

a1 ain X1 by
anl --- amn Xn b,
Pro kazdé i =1,...,n je tedy:
x1 0 b
ai ain 0 X 0 ail - 1 - din
anl ... apn S a b, : a
0 - Xn 1 nl n nn
i-ty sloupec i-ty sloupec

Nyni uzijeme vétu o nasobeni determinanti:
det A - x; = det A;

J. Becvar Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Linearni algebra



Cramerovo pravidlo

Pracujeme-li nad télesem T a je-li A reguldrni matice, pak je

det A;

Xi:m proi:1,...,n.

J. Becvar Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Linearni algebra



Cramerovo pravidlo

Pracujeme-li nad télesem T a je-li A reguldrni matice, pak je
det A;

Xj = ——

" detA
Priklady: Nad komutativnim okruhem Z4 = {0, 1,2, 3}

proi=1,...,n.
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Cramerovo pravidlo

Pracujeme-li nad télesem T a je-li A reguldrni matice, pak je
det A;

X; =
" detA
Priklady: Nad komutativnim okruhem Z4 = {0, 1,2, 3}

proi=1,...,n.

— Soustava

x+3y =3, prejde v soustavu 2x =1,
X+ y=2, 2y =3,

ktera nema reseni.
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Cramerovo pravidlo

Pracujeme-li nad télesem T a je-li A reguldrni matice, pak je

det A; .
Xi:detA proi=1,...,n.
Priklady: Nad komutativnim okruhem Z4 = {0, 1,2, 3}
— Soustava
x+3y =3, prejde v soustavu 2x =1,
x+ y=2, 2y =3,
kterd nema reseni.
— Soustava
x+3y=1, prejde v soustavu 2x =0,
x+ y=3, 2y =2,

kterd ma reseni (0, 1), (0,3),(2,1),(2,3).
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Cramerovo pravidlo

Pracujeme-li nad télesem T a je-li A reguldrni matice, pak je

det A; .
Xi:detA proi=1,...,n.
Priklady: Nad komutativnim okruhem Z4 = {0, 1,2, 3}
— Soustava
x+3y =3, prejde v soustavu 2x =1,
x+ y=2, 2y =3,
kterd nema reseni.
— Soustava
x+3y=1, prejde v soustavu 2x =0,
x+ y=3, 2y =2,

kterd ma reseni (0, 1), (0,3),(2,1),(2,3).

Pozor! Pivodni soustavé vyhovuji pouze feseni (0,3), (2,1).

J. Becvar Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Cramerovo pravidlo

Historie:

m Gabriel Cramer (1704-1752), Svycarsky matematik
Introduction & I'analyse des lignes courbes algébriques (1750)

— vrcholné dilo teorie algebraickych krivek
— Problém: najit rovnici kuzeloseCky dané péti body

ax? +2bxy + cy? + 2dx +2ey + f =0

(X1>Y1) y ot (X57)/5)
— Apendix: Cramerovo pravidlo, pojem determinantu

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Cramerovo pravidlo

Historie:
m Gabriel Cramer (1704-1752), Svycarsky matematik
Introduction & I'analyse des lignes courbes algébriques (1750)
— vrcholné dilo teorie algebraickych krivek
— Problém: najit rovnici kuzeloseCky dané péti body

ax? +2bxy + cy? + 2dx +2ey + f =0

(X1>Y1) y ot (X57)/5)
— Apendix: Cramerovo pravidlo, pojem determinantu

m Diusledky:

— zrod teorie determinant(

— bouflivy rozvoj a Gspésnost této teorie v 19. stoleti

— snahy o uvedeni determinantl na stredni Skoly

— ve Francii bylo koncem 19. stoleti Cramerovo pravidlo
hlavnim tématem statnich zkousek z matematiky

J. Becvar Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Cramerovo pravidlo

m Carl Benjamin Boyer (1906-1976), americky historik
matematiky
Colin Maclaurin and Cramer’s Rule (1966)

— upozornil na to, ze Cramerovo pravidlo bylo publikovano
jiz roku 1748 a uzivano jiz od roku 1729
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Cramerovo pravidlo

m Carl Benjamin Boyer (1906-1976), americky historik
matematiky

Colin Maclaurin and Cramer’s Rule (1966)

— upozornil na to, ze Cramerovo pravidlo bylo publikovano
jiz roku 1748 a uzivano jiz od roku 1729

m Colin Maclaurin (1698-1746), anglicky matematik
Treatise of Algebra (1748)

J. Becvar
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Cramerovo pravidlo

m Carl Benjamin Boyer (1906-1976), americky historik

matematiky
Colin Maclaurin and Cramer’s Rule (1966)

— upozornil na to, ze Cramerovo pravidlo bylo publikovano
jiz roku 1748 a uzivano jiz od roku 1729

m Colin Maclaurin (1698-1746), anglicky matematik
Treatise of Algebra (1748)

m Bruce A. Hedman
An Earlier Date for “Cramer’s Rule” (1999)

— opis ¢asti Maclaurinovy Algebry z roku 1729 témér shodny
s jeho pozdéjsi ucebnici
— potvrzeni Boyerova nazoru

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Frobeniova véta

Frobeniova véta

Frobeniova véta: Soustava A - x = b je feSitelnd pravé tehdy,

je-li hodnost rozsifené matice rovna hodnosti matice soustavy, tj.
r(Alb) = r(A) .

To nastane pravé tehdy, je-li sloupec b pravych stran linedrni

kombinaci sloupcti matice A.
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Frobeniova véta

Frobeniova véta

Frobeniova véta: Soustava A - x = b je feSitelnd pravé tehdy,

je-li hodnost rozsifené matice rovna hodnosti matice soustavy, tj
r(Alb) = r(A) .

To nastane pravé tehdy, je-li sloupec b pravych stran linedrni
kombinaci sloupcti matice A.

Dukaz: Soustavu A - x = b zapiSme takto:

ai a1

aim by
a1 a» am by
a4+ | et T =]
anl an2 dnm bn

J. Becvar
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Frobeniova véta

Frobeniova véta

Frobeniova véta: Soustava A - x = b je feSitelnd pravé tehdy,

je-li hodnost rozsifené matice rovna hodnosti matice soustavy, tj
r(Alb) = r(A) .

To nastane pravé tehdy, je-li sloupec b pravych stran linedrni
kombinaci sloupcti matice A.

Dukaz: Soustavu A - x = b zapiSme takto:

ai a1

aim by
a1 a» am by
a4+ | et T =]
anl an2 dnm bn

Quod erat demonstrandum.

J. Becvar

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Frobeniova véta

m Poznamky:
— zviditelnéni podstaty tvrzeni véty i jejiho dikazu
— pripomina orientalni geometrické diikazy:
obrazek a pokyn ,,Divej se!*
— dobre definované pojmy: linedrni kombinace, linearni

zavislost a nezavislost, matice, hodnost matice, ...

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Frobeniova véta

Historie:

m Az do 19. stoleti feSeny soustavy linedrnich rovnic s reguldrni
¢tvercovou matici (Fang ¢cheng, Cramerovo pravidlo):

— dlouhd cesta od konkrétnich (loh k teorii
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Frobeniova véta

Historie:

m Az do 19. stoleti feSeny soustavy linedrnich rovnic s reguldrni
¢tvercovou matici (Fang ¢cheng, Cramerovo pravidlo):

— dlouha cesta od konkrétnich dloh k teorii
m Teprve v 19. stoleti feSeny obecnéjsi pripady:
— obdélnikova matice, ¢tvercova singularni matice

— komplikovano neujasnénosti Ciselného oboru: Z nebo Q.
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Frobeniova véta

Historie:

m Az do 19. stoleti feSeny soustavy linedrnich rovnic s reguldrni
¢tvercovou matici (Fang ¢cheng, Cramerovo pravidlo):

— dlouha cesta od konkrétnich dloh k teorii
m Teprve v 19. stoleti feSeny obecnéjsi pripady:
— obdélnikova matice, ¢tvercova singularni matice

— komplikovano neujasnénosti Ciselného oboru: Z nebo Q.

m Nutnd a postacujici podminka Fesitelnosti soustavy linedrnich
rovnic:

— Georg Frobenius (1849-1917), némecky matematik,
— Leopold Kronecker (1823-1891), némecky matematik,
— Alfred Capelli (1855-1910), italsky matematik,

— dalsi matematici.

J. Becvar Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Frobeniova véta

m Priorita: C. L. Dodgson (1832-1898), anglicky matematik
An Elementary Treatise on Determinants (1867)
— musel opsat pojem hodnosti, ktery tehdy jesté nebyl

vytvoren
— hodnost: G. Frobenius 1878, nulita: J. J. Sylvester

(1814-1897), asi 1881

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Frobeniova véta

m Priorita: C. L. Dodgson (1832-1898), anglicky matematik
An Elementary Treatise on Determinants (1867)
— musel opsat pojem hodnosti, ktery tehdy jesté nebyl

vytvoren
— hodnost: G. Frobenius 1878, nulita: J. J. Sylvester
(1814-1897), asi 1881

m Kdo byl Charles Lutwidge Dodgson?
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Frobeniova véta

m Priorita: C. L. Dodgson (1832-1898), anglicky matematik
An Elementary Treatise on Determinants (1867)
— musel opsat pojem hodnosti, ktery tehdy jesté nebyl
vytvoren
— hodnost: G. Frobenius 1878, nulita: J. J. Sylvester
(1814-1897), asi 1881
m Kdo byl Charles Lutwidge Dodgson?
— Carolus Lodovicus
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Frobeniova véta

m Priorita: C. L. Dodgson (1832-1898), anglicky matematik
An Elementary Treatise on Determinants (1867)
— musel opsat pojem hodnosti, ktery tehdy jesté nebyl
vytvoren
— hodnost: G. Frobenius 1878, nulita: J. J. Sylvester
(1814-1897), asi 1881
m Kdo byl Charles Lutwidge Dodgson?
— Carolus Lodovicus = Lodovicus Carolus

J. Becvar Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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Frobeniova véta

m Priorita: C. L. Dodgson (1832-1898), anglicky matematik
An Elementary Treatise on Determinants (1867)
— musel opsat pojem hodnosti, ktery tehdy jesté nebyl
vytvoren
— hodnost: G. Frobenius 1878, nulita: J. J. Sylvester
(1814-1897), asi 1881
m Kdo byl Charles Lutwidge Dodgson?
— Carolus Lodovicus = Lodovicus Carolus —

J. Becvar Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Linearni algebra



Frobeniova véta

m Priorita: C. L. Dodgson (1832-1898), anglicky matematik
An Elementary Treatise on Determinants (1867)
— musel opsat pojem hodnosti, ktery tehdy jesté nebyl
vytvoren
— hodnost: G. Frobenius 1878, nulita: J. J. Sylvester
(1814-1897), asi 1881
m Kdo byl Charles Lutwidge Dodgson?
— Carolus Lodovicus = Lodovicus Carolus —
Lewis Carroll (x1856) — matematik, spisovatel, fotograf
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Frobeniova véta

m Priorita: C. L. Dodgson (1832-1898), anglicky matematik
An Elementary Treatise on Determinants (1867)

— musel opsat pojem hodnosti, ktery tehdy jesté nebyl
vytvoren
— hodnost: G. Frobenius 1878, nulita: J. J. Sylvester
(1814-1897), asi 1881
m Kdo byl Charles Lutwidge Dodgson?
— Carolus Lodovicus = Lodovicus Carolus —
Lewis Carroll (x1856) — matematik, spisovatel, fotograf

Alenka v isi divi, Alenka za zrcadlem, Sylvie a Bruno (1996),
Zamotany pribéh (1996), Logika hrou (1972)
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Frobeniova véta

m Priorita: C. L. Dodgson (1832-1898), anglicky matematik
An Elementary Treatise on Determinants (1867)
— musel opsat pojem hodnosti, ktery tehdy jesté nebyl
vytvoren
— hodnost: G. Frobenius 1878, nulita: J. J. Sylvester
(1814-1897), asi 1881
m Kdo byl Charles Lutwidge Dodgson?
— Carolus Lodovicus = Lodovicus Carolus —

Lewis Carroll (x1856) — matematik, spisovatel, fotograf
Alenka v isi divi, Alenka za zrcadlem, Sylvie a Bruno (1996),
Zamotany pribéh (1996), Logika hrou (1972)

— fotografoval jiz 16 let po vzniku prvnich daguerrotypii
— vystava 150 let fotografie (Praha, 1989)
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Frobeniova véta

m Priorita: C. L. Dodgson (1832-1898), anglicky matematik
An Elementary Treatise on Determinants (1867)
— musel opsat pojem hodnosti, ktery tehdy jesté nebyl
vytvoren
— hodnost: G. Frobenius 1878, nulita: J. J. Sylvester
(1814-1897), asi 1881
m Kdo byl Charles Lutwidge Dodgson?
— Carolus Lodovicus = Lodovicus Carolus —

Lewis Carroll (x1856) — matematik, spisovatel, fotograf
Alenka v isi divi, Alenka za zrcadlem, Sylvie a Bruno (1996),
Zamotany pribéh (1996), Logika hrou (1972)

— fotografoval jiz 16 let po vzniku prvnich daguerrotypii
— vystava 150 let fotografie (Praha, 1989)

— Ucitel matematiky 5(1996), 1(21), 58-64

— Uditel matematiky 7(1999), 2(30), 124-128
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Frobeniova véta

Nu, jak je libo, fekla koCka a tentokrat mizela docela pozvolna,
zacinajic ocasem a koncic sklebem, jejz bylo vidét jesté chvili
potom, kdyZ uz ostatek z ni byl davno pryc.

Nu, vidéla jsem uZ asto kocku bez sklebu, pomyslela si Alenka,
ale skleb bez kocky! To je nejpodivnéjsi véc, jakou jsem vidéla
ve svém Zivoté.
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Neresitelné soustavy

Proc a jak resit neresitelnou soustavu linearnich rovnic?

Uvazujme téleso R redlnych cisel a vektorovy prostor R”
se standardnim skalarnim soucinem definovanym pro

u=(u1,...,upn), v=_v1,...,vp)
rovnosti

n
(ulv) = Z v
i=1

a odvozenou normou (délkou) vektoru danou vztahem

lul| = v/ (ulu) =

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha
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\ telné soustavy

m Proc redit neresitelnou soustavu linedrnich rovnic?
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Neresitelné soustavy

m Proc redit neresitelnou soustavu linedrnich rovnic?

m Hledame zavislost veli¢iny 3 na veli¢inach a1, as, ..., am,
kterad je dana napr. vztahem

B =x100 + X002 + -+ + XmQpm .
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Neresitelné soustavy

m Proc redit neresitelnou soustavu linedrnich rovnic?

m Hledame zavislost veli¢iny 3 na veli¢inach a1, as, ..., am,
kterad je dana napr. vztahem

B =x100 + X002 + -+ + XmQpm .

= Hodnoty téchto veli¢in jsou zjistény v n mérenich (n > m):
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Neresitelné soustavy

m Proc redit neresitelnou soustavu linedrnich rovnic?

m Hledame zavislost veli¢iny 3 na veli¢inach a1, as, ..., am,
kterad je dana napr. vztahem

B =x100 + X002 + -+ + XmQpm .

= Hodnoty téchto veli¢in jsou zjistény v n mérenich (n > m):

| lonfoa]|.. . [om[B]
1 all ai? aim b1
ax | ax | ... | am| b
n ani an2 anm bn
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\ telné soustavy

m Dosazenim namérenych hodnot ziskdme soustavu rovnic:

aiixy + apxa + -+ + aimXm = b1

an1X1 + anpxo + -+ + apmXm = by
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Neresitelné soustavy

m Dosazenim namérenych hodnot ziskdme soustavu rovnic:

aiixy + apxa + -+ + aimXm = b1

an1X1 + anpxo + -+ + apmXm = by

m VétSinou mame podstatné vice rovnic nez neznamych (nebot
je n>> m), soustava linedrnich rovnic

A-x=0b

je tedy pravdépodobné nefesitelna. Sloupec b pravych stran
tedy neni linearni kombinaci sloupctl s, s, . .., s, matice
soustavy, tj. b ¢ W = [s1, s, ..., Sm|, neboli

stoxt+ -+ Sm-Xm#Eb.
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Neresitelné soustavy

m Dosazenim namérenych hodnot ziskdme soustavu rovnic:

aiixy + apxa + -+ + aimXm = b1

an1X1 + anpxo + -+ + apmXm = by

m VétSinou mame podstatné vice rovnic nez neznamych (nebot
je n>> m), soustava linedrnich rovnic

A-x=0b

je tedy pravdépodobné nefesitelna. Sloupec b pravych stran
tedy neni linearni kombinaci sloupctl s, s, . .., s, matice
soustavy, tj. b ¢ W = [s1, s, ..., Sm|, neboli

stoxt+ -+ Sm-Xm#Eb.

m My vSak reseni chcemell!
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Neresitelné soustavy

m Jak z nefesitelné soustavy udélat FesSitelnou?
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Neresitelné soustavy

m Jak z nefesitelné soustavy udélat FesSitelnou?

m Potfebujeme nahradit sloupec b ¢ W pravych stran néjakym

AT T]

vhodnym sloupcem bP € W, ktery je vektoru b ,nejblizsi“.
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Neresitelné soustavy

m Jak z nefesitelné soustavy udélat FesSitelnou?

m Potfebujeme nahradit sloupec b ¢ W pravych stran néjakym

AT T]

vhodnym sloupcem bP € W, ktery je vektoru b ,nejblizsi“.

m Co znamen3 nejblizsi?
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Neresitelné soustavy

m Jak z nefesitelné soustavy udélat FesSitelnou?

m Potfebujeme nahradit sloupec b ¢ W pravych stran néjakym

AT T]

vhodnym sloupcem bP € W, ktery je vektoru b ,,nejblizsi
m Co znamen3 nejblizsi?

m Norma (délka) rozdilu b — bP musi byt co nejmensi!
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Neresitelné soustavy

m Jak z nefesitelné soustavy udélat FesSitelnou?

m Potfebujeme nahradit sloupec b ¢ W pravych stran néjakym

AT T]

vhodnym sloupcem bP € W, ktery je vektoru b ,,nejblizsi
m Co znamen3 nejblizsi?
m Norma (délka) rozdilu b — bP musi byt co nejmensi!

m Oznalime-li b — bP = (cy, ..., cp), pak musi byt

n
I|b—bP||2 = Z c?  co nejmensi.
i=1
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Neresitelné soustavy

m Jak z nefesitelné soustavy udélat FesSitelnou?

Pottebujeme nahradit sloupec b ¢ W pravych stran néjakym

AT T]

vhodnym sloupcem bP € W, ktery je vektoru b ,,nejblizsi
m Co znamen3 nejblizsi?

Norma (délka) rozdilu b — b musi byt co nejmensi!

m Oznalime-li b — bP = (cy, ..., cp), pak musi byt
n
I|b—bP||2 = Z c?  co nejmensi.
i=1
m Metoda nejmensich Ctvercd.
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Neresitelné soustavy

bP

W = [s1,5,...,Sm]
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Neresitelné soustavy

m PiSme
. cee 4 . = pP
s1-x1+ Sm * Xm )

kde (x1,...,xm) je hledané feseni.
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Neresitelné soustavy

m PiSme
. cee 4 . = pP
s1-x1+ Sm * Xm )

kde (x1,...,xm) je hledané feseni.

m Norma vektoru b — bP je nejmensi pravé tehdy, kdyz je vektor
b — bP kolmy k podprostoru W (Pythagorova véta), tj. vektor
bP je ortogonalni projekci vektoru b na podprostor W.
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Neresitelné soustavy

m PiSme
. cee 4 . = pP
s1-x1+ Sm * Xm )

kde (x1,...,xm) je hledané feseni.

m Norma vektoru b — bP je nejmensi pravé tehdy, kdyz je vektor
b — bP kolmy k podprostoru W (Pythagorova véta), tj. vektor
bP je ortogonalni projekci vektoru b na podprostor W.

m Vektor b — bP musi byt tedy kolmy na vektory si,...,sy,. Pro
kazdé j = 1,..., m musi tedy byt

(Sj’b— bp) = (Sj‘b_slxl — SyXp — - _Sme) =0 s
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Neresitelné soustavy

m PiSme
. cee 4 . = pP
s1-x1+ Sm * Xm )

kde (x1,...,xm) je hledané feseni.

m Norma vektoru b — bP je nejmensi pravé tehdy, kdyz je vektor
b — bP kolmy k podprostoru W (Pythagorova véta), tj. vektor
bP je ortogonalni projekci vektoru b na podprostor W.

m Vektor b — bP musi byt tedy kolmy na vektory si,...,sy,. Pro
kazdé j = 1,..., m musi tedy byt

(sjlb— bP) = (sjlb — six1 — Sox0 — - -+ — SmXm) =0,
neboli pro kazdé j = 1,..., m musi byt
(sjls1)x1 + (sj|s2)x2 + - - - + (sj|Sm)xm = (sj|b) -
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Neresitelné soustavy

m Jde o soustavu linedrnich rovnic s rozsifenou matici

(s1ls1) (sils2) --. (silsm) | (s1]b)
(s2ls1)  (s2/52) ... (s2lsm) | (s2/b)
(smlst) (smls2) - (Smlsm) | (smlb)

Jeji FeSeni (x1,...,%m) je hledanym ,pfibliznym feSenim"
plvodni nefesitelné soustavy.
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Neresitelné soustavy

m Jde o soustavu linedrnich rovnic s rozsifenou matici

(s1ls1) (sils2) --. (silsm) | (s1]b)
(s2ls1)  (s2/52) ... (s2lsm) | (s2/b)
(smlst) (smls2) - (Smlsm) | (smlb)

Jeji FeSeni (x1,...,%m) je hledanym ,pfibliznym feSenim"
plvodni nefesitelné soustavy.

Uvédomme si, ze jsme nehledali vektor bP.
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Neresitelné soustavy

m Jde o soustavu linedrnich rovnic s rozsifenou matici

(sils1)  (sils2) .. (silsm) | (s1]b)
(s2s1) (s2[s2) ... (s2[sm) | (s2|b)
(smls1) (smls2) ... (smlsm) | (sm|b)
Jeji FeSeni (x1,...,%m) je hledanym ,pfibliznym feSenim"

plvodni nefesitelné soustavy.

Uvédomme si, ze jsme nehledali vektor bP.

m Matice soustavy je tzv. Gramova matice vektor( s, ..., Sn.

Jorgen Pedersen Gram (1850-1916), dansky matematik, 1883
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Neresitelné soustavy

m Priklad: priblizné reSeni nefesitelné soustavy linedrnich rovnic

x1+2x =1 S1 = (1,2,3) (51‘51) =14
2x1 +4x =3 Sy = (2,4, 5) (51|52) =25
3x1+5x =3 b =(1,3,3) (s2]s2) = 45
(s1b) = 16

(s2]b) = 29
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Neresitelné soustavy

m Priklad: priblizné reSeni nefesitelné soustavy linedrnich rovnic

x1+2x =1 S1 = (1,2,3) (51‘51) =14
2x1 +4x =3 Sy = (2,4, 5) (51|52) =25
3x1+5x =3 b =(1,3,3) (s2]s2) = 45
(s1b) = 16

(s2]b) = 29

Neresitelnd soustava je prevedena na soustavu resitelnou:

14x1 + 25x, = 16
25x1 + 45xp = 29

J. Becvar Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Linearni algebra



Neresitelné soustavy

m Priklad: priblizné reSeni nefesitelné soustavy linedrnich rovnic

x1+2x =1 S1 = (1,2,3) (51‘51) =14
2x1 +4x =3 Sy = (2,4, 5) (51|52) =25
3x1+5x =3 b =(1,3,3) (s2]s2) = 45
(s1b) = 16

(s2]b) = 29

Neresitelnd soustava je prevedena na soustavu resitelnou:

14x1 + 25x, = 16
25x1 + 45xp = 29

PFibliznym feSenim je x; = —1, xo =

gllo
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Neresitelné soustavy

m Dalsi priklad neresitelné soustavy:

x1+ xo=1
2X1 =0
—x1+3x =2
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\ telné soustavy

m Dalsi priklad neresitelné soustavy:

x1+ xo=1

2X1 =0
—x1+3x =2
PFibliznym Fefenim je x3 = & , xp = 10
y J 1— 312, X2 — 317 -
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Sitelné soustavy

Zavér:

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Pra

Linearni algebra



\ telné soustavy

Zavér:

m Co se stane, je-li soustava A - x = b fesitelna?
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Neresitelné soustavy

Zavér:
m Co se stane, je-li soustava A - x = b fesitelna?

m Miize byt vice pribliznych feseni? Kdy to nastane?
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Neresitelné soustavy

Zavér:
m Co se stane, je-li soustava A - x = b fesitelna?
m Miize byt vice pribliznych feseni? Kdy to nastane?

m Jind metoda nalezeni priblizného feSeni nereSitelné soustavy:

Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice
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Neresitelné soustavy

Zavér:
m Co se stane, je-li soustava A - x = b fesitelna?
m Miize byt vice pribliznych feseni? Kdy to nastane?

m Jind metoda nalezeni priblizného feSeni nereSitelné soustavy:

Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice

Jestlize je matice A Ctvercova regularni, potom ma soustava
linedrnich rovnic A - x = b jediné Fedeni x = A™1h.
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Neresitelné soustavy

Zavér:
m Co se stane, je-li soustava A - x = b fesitelna?
m Miize byt vice pribliznych feseni? Kdy to nastane?
m Jind metoda nalezeni priblizného feSeni nereSitelné soustavy:

Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice

Jestlize je matice A Ctvercova regularni, potom ma soustava
linedrnich rovnic A - x = b jediné Fedeni x = A™1h.

Ke kazdé matici A existuje jednoznacné urcenid tzv.
Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice AT,

Pro libovolnou soustavu rovnic A - x = b je x = AT b Feenim,
resp. pribliznym FeSenim (s nejmensi normou).
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Neresitelné soustavy

Zavér:
m Co se stane, je-li soustava A - x = b fesitelna?
m Miize byt vice pribliznych feseni? Kdy to nastane?
m Jind metoda nalezeni priblizného feSeni nereSitelné soustavy:

Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice

Jestlize je matice A Ctvercova regularni, potom ma soustava
linedrnich rovnic A - x = b jediné Fedeni x = A™1h.

Ke kazdé matici A existuje jednoznacné urcenid tzv.
Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice AT,

Pro libovolnou soustavu rovnic A - x = b je x = AT b Feenim,
resp. pribliznym FeSenim (s nejmensi normou).

m J. Bedvar: Linedrni algebra, Matfyzpress, 2000, 2002, 2005.
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Sitelné soustavy

Dékuji za pozornost !
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Neresitelné soustavy

Dékuji za pozornost !

A hlavné za kvétinové dary !!!
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Neresitelné soustavy

Dékuji za pozornost !
A hlavné za kvétinové dary !!!

Ale manzZelka ma radéji maso !!!!!!!!
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