JAK NA VYUKU PRAVDEPODOBNOST!
INSPIRACE ZE STARYCH UCEBNIC

XIV. seminar z historie matematiky
pro vyucujici na strednich skolach

Podébrady, 19. — 22. srpna 2019

Magdalena HyksSova

Dalsi materialy:

http://euler.fd.cvut.cz/~hyksova/pravdepodobnost



e Loterie, sazky

,matematicka nadéje“ — stredni hodnota
deduktivni pravdépodobnost

e Aplikace: pojistovnictvi
umrtnostni tabulky, slozené uroceni
induktivni pravdépodobnost (zalozena na zkusenosti)

e Geometricka pravdépodobnost

nekonecné mnoziny priznivych a vsech moznych
pripadu



LOTERIE, SAZKY

Mala (janovska) loterie: 5 Cisel z 90

Koreny: Janov, 1576

losovani dva muzi ze 120 (novi senatori)

— sazky na jména vylosovanych
— 5 muzu ze 120
— nahrazeni jmen Cisly — losovani 5 €isel ze 120

prvni prokazatelné povolena loterie: Janov, 1643
— Milano, Rim, Neapol (5 éisel z 90)
— dalsSi zemé (Rakousko: 1752)

velka obliba, prijem statniho rozpoctu



nepriznivé socialni disledky = ruseni:

Prusko (1810)
Anglie (1826)
Francie (1838)
Bavorsko (1862)

U nas: do roku 1919, pak tridni loterie
Vyuziti pri vykladu kombinatoriky a pravdepodobnosti

Kombinace prvni az paté tridy bez opakovani:
extrata, amba, terna, kvaterna a kvinterna

Obvykla otazka:

Kolik amb, ..., kvinteren lze sestavit z 90 ¢isel malé loterie?



Emanuel Taftl, 1883
Algebra. Vyssim tridam strednich skol ceskych

Ve spoleénosti rozprodano 100 losuv a vyhry stanoveny takto:
jedna vyhra 2 zlaté [200 krejcari], jedna vyhra 1 zlaty, 10 vyher
po 10 krejcarech, dvacet po 5 krejcarech; kterou hodnotu ma
mathematicka nadéje majetnika jednoho losu?

Proda-li se vS§ech 100 losu, pak musi byt vyplaceno:
(200:1+100-14+10-10+5-20) kr =500 kr

Na jeden los v praméru pripada vyhra:

5ookr_5kr
100

Jinak zapsano:

10 20

1 1
200-m+100-m+10-m+5-m



Ocekavana vyhra, uplna mathematicka nadéje: 5 K¢
(stfedni hodnota vyhry)

matematicka nadéje: soucin vyhry a pravdépodobnosti

Bez uzitku a Skody ma tedy los hodnotu 5 kr.
Spravedliva hra:
sazka = matematicka nadéje

— aby nebylo ani se strany prohravajiciho (pojistitele) ani
se strany vyhravajiciho (pojistnika) neodlivodnéného
uzitku nebo skody

sazky byvaji vyssi = zisk provozovatell

... pocitat’ se na chut’ obecenstva ve vyhru bez viastni
prace (R.Baltzer / M. Pokorny, 1874)



Eduard Heis, 1837

Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der
allgemeinen Arithmetik und Algebra

Vcéetné prekladu vice nez 100 vydani, pouzivana

i v rakouské monarchii

Francouzska Ciselna loterie: 5 Cisel z 90

Vysledek Pravdépo- |Vypsany Stiredni hod- | Stredni
dobnost kurz nota vyhry |hodnota
zal zl. zisku loterie
extrato 1/18 17 0,944 5,6 %
ambo 1/400,5 270 0,674 32,6 %
terno 1/11 748 5500 0,468 53,2 %
kvaterno 1/511 038 60 000 0,117 88,3 %




Josef Smolik, 1870
Algebra pro stredni skoly

Vysledek Pravdépo- Spravedlivy | Kurz Kurz
dobnost kurz: 1/p v Rakousku | v Italii
vysledku: p
extrato 1/18 18 14 15
nominato 1/90 90 67 70
ambo 1/400,5 400,5 240 270
terno 1/11 748 11 748 4800 5500
kvaterno 1/511 038 511 038 19 210 75 000
kvinterno 1/43 949 268 | 43 949 268 48 000 1 100 000

V rakouské monarchii byly zakazany sazky v zahrani€nich

loteriich
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Vyherni Pocet Pravdépodobnost | Vyhra Soucin
kombinace | moznosti Pi €T; T; Di

4 4% 1 0,0125 % 750 K& | 0,09375 Ké
Ly 9 0,1125 % 420 Ké | 0,47250 K¢
3665 27 0,3375 % 250 K¢ | 0.84375 K¢
jolole; 80 1,0000 % 150 K& | 1,500 00 K¢
L4 4 96 1,2000 % 50 K¢ | 0.60000 Ké
®9® 100 1,2500 % 20 K¢ | 0,25000 K¢
Celkem 3,9125 % 3.760 00 K¢

sazka v jedné hre: 5 K¢




Kurzové sazky

Spanélsko — Honduras (LOH 2012)

Sazkova kancelar | 1 (S vyhraje) | X (remiza) |2 (H vyhraje)
Bet-at-home 1,11 8,00 15,00
Fortuna 1,12 6,70 13,00
Tipsport 1,13 8,10 15,05

Cisla v tabulce:

Kolik bookmaker zaplati za 1 K¢ v pripadé sazky na
spravny vysledek



Kde bychom si méli vsadit?

Sazkova kancelar

1 (S vyhraje)

X (remiza)

2 (H vyhraje)

Bet-at-home 1,11 8,00 15,00
Fortuna 1,12 6,70 13,00
Tipsport 1,13 8,10 15,05

At se stane cokoli, Tipsport vyplati nejvic

Nejvy3si $ance na vyhru: Spanélsko




Fraska, krach! Spanélsko se probouzi z
olympijského soku

-
T N e It

Zklamani Spanélskych fotbalistd po pordZzce od Hondurasu na olympiadé
Foto: Reuters




Vsadime na vSechny moznosti tak, abychom v kazdém
pripadé vyhrali 100 K¢.

Kolik procent vsazené ¢astky se nam vrati?

Nazev 1 (S vyhraje) | X (remiza) | 2 (H vyhraje) | Navratnost
Bet-at-home | 1,11 8,00 15,00
Fortuna 1,12 6,70 13,00
Tipsport 1,13 8,10 15,05

Navratnost — napr. pro Fortunu:
abychom vyhrali 100 Ké v pripadé vitézstvi Spanélska,
musime na neé vsadit 100/ 1,12

Abychom vyhrali 100 K¢, at’ se stane cokoli, musime
zaplatit celkem 100 100 100

Z=_——+ + =111,90 K¢
1,12 6,70 13,00




Vsadime na vSechny moznosti tak, abychom v kazdém
pfipadé vyhrali 100 K¢.

Kolik procent vsazené castky se nam vrati?

Nazev 1 X 2 Navratnost
Bet-at-home |1,11 8,00 15,00

Fortuna 1,12 6,70 13,00 89,36 % D o
Tipsport 1,13 8,10 15,05

Navratnost — napf. pro Fortunu:

Abychom vyhrali 100 K¢E, at’ se stane cokoli, musime zaplatit:

Z= 100 + 100 + 100 _ 00- L + L + L =111,90 K¢
1,12 6,70 13,00 1,12 6,70 13,00
Navratnost: 100 = 1 =0,8936 =89,36 %
Z 1 1 1

- -
1,12 6,70 13,00



Vsadime na vSechny moznosti tak, abychom v kazdém
pripadé vyhrali 100 K¢.

Kolik procent vsazené castky se nam vrati?

Nazev 1 X 2 Navratnost
Bet-at-home |1,11 8,00 15,00 91,53 %
Fortuna 1,12 6,70 13,00 89,36 %
H 0
Tipsport 1,13 8,10 15,05 93,04 % m

Navratnost — napr. pro Fortunu:

Abychom vyhrali 100 K¢, at’ se stane cokoli, musime zaplatit:

Z= 100 + 100 + 100 =100- L + 1 + L =111,90 K¢
1,12 6,70 13,00 1,12 6,70 13,00
Navratnost: 100 = 1 =0,8936 =89,36 %
4 1 1 1

+ +
1,12 6,70 13,00



Vypsané kurzy a pravdépodobnosti jevu

Nazev 1 X 2 Navratnost
Bet-at-home |1,11 8,00 15,00 91,53 %
Fortuna 1,12 6,70 13,00 89,36 %
Tipsport 1,13 8,10 15,05 93,04 %
Fortuna: Z =100 1 + 1 + 1 =111,90 K¢
' 1,12 6,70 13,00 ’
—— 120 -— 11 —=0,8936 = 89,36 %
kurzy sazek 112 © 6,70 © 13,00
Spravedliva |100 1 P1; Px; P2 =
— -1=100% x :
sazka: Z N N pravdépodobnosti
P11t Px * P2 vysledki 1, X, 2




FrantiSek Machovec, 1886
Algebra pro vyssi tridy skol strednich

Klasicka definice pravdépodobnosti, hry, Iloterie,
umrtnostni tabulky, pojistna matematika

Tri ulohy z geometrické pravdépodobnosti
V mnohych pripadech nelze vyjadriti ¢isly pocet pripadu

moznych a priznivych, ale Ize urciti jich pomér, a tudiz
pravdépodobnost prislusnéeho zjevu.



GEOMETRICKA PRAVDEPODOBNOST

Klasicka pravdépodobnost:

zaloZzena na kombinatorickych uvahach

napr.: pravdépodobnost, ze ve dvou
hodech padne dvakrat Sestka:

Pocet pfiznivych pripadu
Pocet vSech pfipadu

P(6 — 6) =

Geometricka pravdépodobnost:

nespocetna mnozstvi pripadu

napr.: pravdépodobnost, ze bod, ktery

lezi v mnoziné B, lezi i v mnoziné C:
Mira mnoziny C

P(XTC|XTB)=
(XTCIXTB) Mira mnoziny B




V trojuhelniku sestrojena jest se zakladnou rovnobézka.
Jaka jest pravdépodobnost, Ze trojuhelnik, ktery pri vrcholu
vznikl, jest mensi [ma mensi obsah] nez polovina daného
trojuhelniku?

X € AC: S(AXYC) =+ S(AABC)

C 2
priznivé pripady: rovhnobézka
prochazi bodem usecky XC

v,
________ X Y = p = |XC|: |AC|
/ V\ \ S(AXYC) : S(AABC) = (|XC|: |AC|)?

B
A 1/2 = (IXC|: |AC|)?

= p=1v2

Body na primkach, krivkach ... mira: délka



Stredy stran ctvercové desky jsou vrcholy nového c¢tverce,
z néhoz odvozen jest Ctverec tymz zpusobem a td. do
nekonec¢na. Jaka jest pravdépodobnost, ze bod na této
desce vytceny jest uvnitr n-teho ctverce, okraj desky
za 1. ¢tverec pocitajic?

Obsahy c¢tvercu:

2
$1=aj

S, = a% = a%/Z

S, =a%=a% (1/2)*1

p=SS=@Q/2)"1




Body na primkach, krivkach ... mira: délka

P(XTCD|XTAB)—C_D
X ~ AB
+— |
A C D B
Body v roviné/prostoru ... mira: obsah/objem
m(C)

P(xTC|xT|3)=W







Jaka je pravdépodobnost, ze se
trefim do otvoru, zasahnu-li poklop?

_ Obsah der
Obsah celého poklopu

P

Pravdépodobnost, ze bod X,
ktery zasahne mnozinu B,
zasahne také mnozinu C:

Mira mnoziny C
Mira mnoziny B

PXTC|XTB) =




Body v rovinné/prostorové oblasti ... mira: obsah/objem

m(c)
m(B)

B P(XTC|XTB)=




Body v roviné — odhad plosného obsahu

5= ()

P(X T C|X1B)=

ﬁ;—: :_: : : & S(C) = S(B) - ('\lilzasah>

celk

—o—o—o I 'I’.:_I : : Odhad:
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Stereologie

Soubor matematickych  metod
odhadi geomet. charakteristik
trojrozmeéernych struktur na zaklade
pozorovani sond nizsi dimenze
(rovin rfezu, projekci)




Sonda do tkaneé

Ropny prazkum/vrt

A

r -




Body v prostoru — odhad objemu
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Body v roviné — odhad objemu
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Priklad: Odhad objemu vajicka:

Vzdalenosti rovin rezu: 6.4 cm










Vv ... primérny objemovy podil zloutku

Aa ... prumérny obsahovy podil zloutku v rovinnych fezech

Pe ... prumérny podil testovacich bodt zasahujicich zloutek



KORENY TEORIE GEOMETRICKE PRAVDEPODOBNOSTI

e |saac Newton (1642 — 1727), 1664 — 1666
e Louis Leclerc, Comte de Buffon (1707 — 1788), 1733/1777

Uloha o jehle a nékolik dalSich problému (dlazdice, mrizka)
e Pierre Simon de Laplace (1749 — 1827), 1812
¢ |saac Todhunter (1820 — 1884), 1857
e Od roku 1860: Francouzsti matematikové:

Gabriel Lamé (1795 — 1870)
Joseph Bertrand (1822 - 1900)
Joseph-Emile Barbier (1839 — 1889)

e Od roku 1865: British journal Mathematical Questions with Their
Solutions from the ‘Educational Times*. rizné problémy a ulohy
tykajici se geometrické pravdépodobnosti

James Joseph Sylvester, Morgan William Crofton,
Thomas Archer Hirst, Arthur Cayley a dalsi

e Prvni monografie: Emanuel Czuber, 1884



Buffonova uloha o jehle, 1777 (prez. 1733)

Podlaha je rozdélena rovnobéznymi sparami. Vzdalenost
libovolnych dvou sousednich spar je rovna d. Ty€ka (jehla)
délky l < d je vyhozena do vzduchu a necha se dopadnout
na podlahu. Jeden hrac sazi na to, ze tycka protne nékterou
ze spar, druhy sazi na to, ze tycka zadnou sparu neprotne.
Jaké jsou jejich Sance na vyhru? Za jakych podminek je hra
spravedliva?

Sance hraéu na vyhru:
/1 (1 _ 2_1) : (2_1)
T wd/) \md

spravedliva hra: [/d = /4

—~\

i



Pierre Simon de Laplace (1749 — 1827), 1812
Buffonova uloha bez Buffonova jména

poznamka, ze teorii pravdepodobnosti lze vyuzit
k urcovani délek krivek a obsahu ploch

— od Todhuntera (1857) citovano jako vyuziti
pravdépodobnosti 2|/td k odhadu cisla =

O. C. Fox, 1864:

pri zotavovani se z vale€ného zranéni zkousel pro
rozptyleni Buffontiv pokus s jehlou

1620 krat, odhady: 3,1780; 3,1423; 3,1416

experiment s 1 620 hody
= vysledky v rozmezi 3,065 az 3,218



e |saac Todhunter (1820 — 1884), 1857
misto jehly elipticky disk s hlavni poloosou délky | < d

e Gabriel Lamé (1795 - 1870)

diskuse o zobecnéné Buffonoveé uloze pro kruh, elipsu
a pravidelné mnohouhelniky zahrnul do prednasek na
Université de Paris (jeden ze studentu: Joseph-Emile Barbier)

e Joseph-Emile Barbier (1839 — 1889), 1860
— rozsSiril na libovolnou konvexni rovinnou oblast

— na libovolnou neprerusenou krivku
Elegantni FreSeni Buffonovy ulohy bez integralt
Vyuziti k odhadu délek krivek



Konvexni mnohouhelnik
m shodnych stran, miize protnout nejvys jednu rovnobézku

d

N
v

Hra m hracu:

kazdému patri 1 strana

dopadne na ni disk = odmeéna
oc¢ekavana vyhra: pro kazdého E

hra€ koupi n stran = o€ekavana vyhra nE

— pravdépodobnost zasazeni rovnhobézky primo umeérna
poctu stran

— i po deformaci zachovavajici délky stran a konvexnost

— aproximace pomoci m-uhelnikii = pravdépodobnost
zasazeni je stejna pro vsechny konvexni rovinné utvary
0 stejném obvodu a o priméru mensim nez d



Urceni konstanty umeérnosti:
Kruh o polomérur < d/2
Obvod: L =2nr o

kruh protne rovnobézku,
je-li od ni stred vzdalen
O Méné nezr

= pravdépodobnost zasazeni:

p — r _2r_21tr_ L
d/2 d mnd mnd

tenka tycka delky I ~ limitni pripad eliptického disku
s nulovou vedlejsi poloosou a s obvodem L = 21

P_Zl
- nd




Lomena ¢ara délky |:

N ...

pocet pruseciku

Stredni hodnota:

T~
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Libovolna |< d
krivka
libovolneé
délky I:

Ii—)O

Stredni hodnota poctu pruseciku:

E(N)=

2|
zd




Odhad délky ¢arového systému

E(N)=-

[|]=7Z'd. SopF [I]=7[E(d)




-d-N

T
2

[1]=



Délka systému testovacich

Car pripadajici na jednotku
obsahu:

_1
LA .
(Délkova intenzita)
1
1=Z.=.N
=%,




= misto rovhobézek systém krivek

G |

TR
VA \ YA\
RO




= libovolna kfivka délky L, konstantni délkové intenzity

U]”’l N L

[1a]=7 Ny



= libovolna kfivka délky L, konstantni délkové intenzity

_z. 1 L
=5 N

LA=%
[1=7-T-N
[IA]=%NL [A]=&



Ants estimate area using Buffon’s needle
Eamonn B. Mallon, Nigel R. Franks, 2000




How Might Individual Honeybees Measure Massive
Volumes?

Nigel R. Franks, Anna Dornhaus

Jak mohou jednotlivé vcely meérit velké objemy moznych mist
pro hnizdo pomoci zobecnéné ,,.Buffonovy metody*



J. E. Barbier, 1860

interakce ploch a krivek v prostoru, dalSi formule pro
odhad délek a plosSnych obsahu



Morgan William Crofton, 1868

PrimKky v roviné

Mira primek prochazejicich danym bodem a lezicich mezi
dvéma primkami (paprsky):

uhel mezi témito primkami (paprsky)

\ b




PrimKky v roviné

Mira primek prochazejicich danym bodem a lezicich mezi
dvéma primkami (paprsky):

uhel mezi témito primkami (paprsky)




PrimKky v roviné

Mira primek prochazejicich danym bodem a lezicich mezi
dvéma primkami: uhel mezi témito primkami

—

\

Mira primek daného smeéru, které lezi mezi
dvéma hrani¢nimi primkami:
vzdalenost hrani¢nich
primek



n=(cose,sing)
X-Cos@+Yy-Ssinp—c=0
napf.. Rer
-cos’@+(q-sin‘g=c
q=¢C

X
>

r:

Xcos@+ ysing—q=0



g ﬂ

/////////

//////////




Véta:

Pravdépodobnost p, ze primka, protinajici rovinnou
konvexni oblast K; o obvodu Li, protind sou¢asné jinou
konvexni oblast K3, jez lezi uvniti K; a ma obvod L.:

— L2
p_ I—]_'




Véta:

Pravdépodobnost p, ze pfimka, protinajici konvexni plochu

K1 o ploSném obsahu S;, protina sou¢asné jinou konvexni
plochu K, jez lezi uvnitf K,

a ma plosny obsah S, je




Fr. Hromadko, Al. Strnad, 1902
Sbirka uloh z algebry pro vyssi tridy strednich skol

Pravdépodobnost: 53 uloh, z toho 6 GP

48. Ktera jest pravdépodobnost, ze protina kruznici
libovolna primka jdouci bodem, jehoz vzdalenost od
stfredu rovna jest priiméru kruznice?



48. Ktera jest pravdépodobnost, ze protina kruznici
libovolna primka jdouci bodem, jehoz vzdalenost od
stfedu rovna jest priiméru kruznice?

.A

——

““% ()




48. Ktera jest pravdepodobnost, ze protina kruznici
libovolna primka jdouci bodem, jehoz vzdalenost od stredu
rovna jest prumeéru kruznice?




53. Ktera jest pravdépodobnost, ze Ilibovolna pricka
rovhobézna k strané trojuhelnika oddéluje od tohoto
trojuhelnik mensi nez jest polovice trojuhelnika

daného?
C




Jan Sommer, Vaclav Hubner:
Maturitni otazky z mathematiky, 1905

Pravdépodobnost: 16 uloh, z toho 5 GP

530. Jaka jest pravdéepodobnost, ze primka jdouci bodem
(2,13) protina kruznici

X2+ y2—4x—-6y—12=0 ?



530. Stredem krivky

~ 1
= 3-V2cosg

veden jest paprsek; ktera jest pravdépodobnost, ze
paprsek protina stranu a opsaného obdélnika, jehoz
strany jsou rovnobézné s osami krivky; ktera jest
pravdépodobnost, ze bude prot’ata strana druha b?



531 Stredem krivky

_ 1
= 3-V2cosg

veden jest paprsek; ktera jest pravdépodobnost, ze
paprsek protina stranu a opsaného obdélnika, jehoz
strany jsou rovnobézné s osami krivky; ktera jest
pravdépodobnost, ze bude prot’ata strana druha b?

4 b=+3
: _1
/ tg(”—\/?
f a=1 p=nl6
- ®

. _2p_1
\ \/5 pa_ﬂ'_S
e 1 2

| pp=1-3=3




533 Ktera jest pravdéepodobnost, ze polopaprsek
z bodu S vychazejici dopadne na kouli, jejiz stred jest od

sviticiho bodu vzdalen o v =17 cm a ma-li koule polomeér

r=8cm?




533 Ktera jest pravdéepodobnost, ze polopaprsek
z bodu P vychazejici dopadne na kouli, jejiz stred jest od

sviticiho bodu vzdalen o v =17 cm a ma-li koule polomer

r=8cm?

Sy =4zR?, R=W2-r2=15

Sy =27R?(1- COS(D)—— . 7R?




,,K cemu to je?*
Anatomie
Histologie
Neurofyziologie
Patologie
Dermatologie
Nefrologie
Onkologie
Kardiologie
Biologie
Metalurgie
Geologie
Petrologie
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