
VARIANTA 1 { vzorové øe¹ení

1. Urèete bázi a dimenzi podprostoru vektorového prostoru R4, který je generován
vektory

u1 = (3; 1; 5; 4);

u2 = (2; 2; 3; 3);

u3 = (1;�1; 2; 1);

u4 = (1; 3; 1; 2):
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Postup øe¹ení:

Vektory napí¹eme do øádkù matice (první matice) a provádíme øádkové elementární úpravy

(nevedou ke zmìnì hodnosti matice) tak dlouho, a¾ získáme odstupòovaný tvar matice.

(1) První øádek opí¹eme, první øádek vynásobíme 2, druhý øádek vynásobíme �3 a oba øádky

seèteme, výsledek souètu napí¹eme do druhého øádku. Tøetí øádek vynásobíme �3 a seète-

me s prvním øádkem, výsledek napí¹eme do tøetího øádku. Ètvrtý øádek vynásobíme �3
a seèteme s prvním øádkem, výsledek zapí¹eme do ètvrtého øádku (druhá matice).

(2) Opí¹eme první a druhý øádek, seèteme druhý a tøetí øádek, výsledek napí¹eme do tøetího

øádku. Druhý øádek vynásobíme �2 a seèteme se ètvrtým øádkem, výsledek zapí¹eme do

ètvrtého øádku (tøetí matice).

Na základì úprav jsme obdr¾eli matici, její¾ hodnost je dvì (matice má dva lineárnì nezá-

vislé øádky). Tudí¾ dimenze podprostoru generovaného vektory u1; u2; u3; u4 je dvì. Báze tohoto

podprostoru je napøíklad B = fu1; u2g.

2. Vypoètìte inverzní matici A�1 (pokud existuje), jestli¾e
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Tedy inverzní matice je

A�1 =
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Postup øe¹ení:

Provádíme øádkové úpravy matice (AjE) tak dlouho, a¾ obdr¾íme matici (EjA�1).

Zkou¹ka:
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3. Vypoètìte determinant
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Postup øe¹ení:

(1) První øádek postupnì pøièteme k ostatním øádkùm.

(2) Determinant rozvineme podle prvního sloupce.

(3) Pou¾ijeme Sarussovo pravidlo.

4. Øe¹te soustavu lineárních rovnic v závislosti na parametru r 2 R:

2x+ y + z = 6� r

2x+ 3y + 2z = 11 + 5r

2x+ 2y + 3z = 7 + 8r :
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Postup øe¹ení:

Pou¾íváme Gaussùv eliminaèní algoritmus. Matici soustavy (první matice) upravujeme na od-

stupòovaný tvar.

(1) První øádek opí¹eme, od druhého øádku odeèteme první a výsledek zapí¹eme do druhého

øádku, od tøetího øádku odeèteme první øádek a výsledek zapí¹eme do tøetího øádku (druhá

matice).

(2) První a druhý øádek opí¹eme, tøetí øádek vynásobíme �2 a seèteme s druhým øádkem,

výsledek zapí¹eme do tøetího øádku (tøetí matice).

Nyní urèíme hodnost matice soustavy a matice roz¹íøené.

h(A) = 3 h(Ajb) = 3 :

Hodnost matice soustavy se rovná hodnosti matice roz¹íøené, podle Frobeniovy vìty je soustava

øe¹itelná. Jeliko¾ hodnost soustavy je 3 a poèet neznámých je také 3, existuje právì jediné øe¹ení.

Z posledního øádku tøetí matice plyne

�3z = 3� 12r:

Tedy

z = �1 + 4r; kde r 2 R:

Ze druhého øádku poslední matice plyne

2y + z = 5 + 6r:

Po úpravách a dosazení za z je

y = 3 + r; kde r 2 R:

A koneènì z prvního øádku poslední matice plyne

2x+ y + z = 6� r:

Po úpravách a dosazení za z a y je

x = 2� 3r; kde r 2 R:



Øe¹ením soustavy je uspoøádaná trojice (bod)

[2� 3r; 3 + r;�1 + 4r]; kde r 2 R :

5. Vypoètìte vlastní èísla a vlastní vektory matice
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I. Vlastní èísla:

Charakteristická matice:
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Charakteristický polynom:

det(A� �E) = (�2 � �)(7 � �)(�5 � �) + 108+ 108� 18(7� �) + 36(�2� �) + 18(�5� �)

= ��3 + 3�� 2

Charakteristická rovnice:

�3 � 3� + 2 = 0

Vlastní èísla jsou koøeny charakteristické rovnice.

�3 � 3� + 2 = (� � 1)2(�+ 2)

Vlastní èísla

�1;2 = 1

�3 = �2

II. Vlastní vektory

Dosadíme do vztahu (A��)u = 0 za � = �1;2 = 1 a vyøe¹íme homogenní soustavu tøí lineárních

rovnic:
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K danému dvojnásobnému vlastnímu èíslu �1 = 1 pøíslu¹ejí vlastní vektory u1 = (1; 1; 0) a u2 =

(0; 1; 1). Pøíslu¹ný podprostor je [(1; 1; 0); (0; 1;1)].

Nyní dosadíme do vztahu (A � �E)u = 0 za � = �3 = �2 a vyøe¹íme homogenní soustavu tøí

lineárních rovnic:
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K danému vlastnímu èíslu �3 = �2 pøíslu¹í vlastní vektor u3 = (�1;�2; 2) : Pøíslu¹ný podprostor

je [(�1;�2; 2)].


