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Kapitola 1

Lineární programování

1.1 Formulace úlohy

Nalezn¥te hodnoty vektoru x, které

1. maximalizují lineární kritérium

c′x = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn,

2. spl¬ují vedlej²í podmínky Ax ≤ b, tedy

ai,1x1 + ai,2x2 + · · ·+ ai,nxn ≤ bi,

pro i = 1, 2, · · · ,m (m podmínek pro n prom¥nných) a

3. jsou nezáporné.

Zápis standardní úlohy je následující:

c′x→ opt1

Ax ≤ b2

x ≥ 03

Poznámka

Omezení vytvá°í simplex, na kterém se hledá optimum. Lineární kritérium tvo°í nadrovinu v
prostoru J , kde J je kritérium.. Extrém je ve vrcholu nebo na hranici nebo ute£e do nekone£na.

1hledáme maximum nebo minimum
2nep°ekro£íme limitující omezení (nap°íklad nem·ºeme vyrobit víc výrobk· neº na které máme materiál)
3hodnota je nezáporná
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1.1.1 P°íklad

Typický p°íklad úlohy lineárního programování je následující:

� lineární kritérium

5x1 + 2x2 → max

� lineární omezující podmínky

−3x1 + 8x2 ≥ −5
x1 + 2x2 ≤ 14

x1 + x2 ≤ 8

2x1 + x2 ≤ 12

x1, x2 ≥ 0

Obrázek v https://www.zweigmedia.com/utilities/lpg/index.html?lang=en

Poznámka

První podmínka lze zapsat jako 3x1 − 2x2 ≤ −4. Podobný trik lze pouºít i v kriteriu - lze psát
− (5x1 + 2x2)→ min .
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1.2 Algebraický model

1. De�nice neznámých (rozhodovacích) veli£in x
V prvé °ad¥ musíme de�novat veli£iny x, které budeme optimalizovat. Ty mohou být:

(a) spojité x ≥ 0 - nap°. po£et ks vyráb¥ného produktu (lze vyrobit i £ást produktu),

(b) diskrétní x ≥ 0, x ∈ N - nap°. po£et za°ízení s rychlým ob£erstvením,

(c) binární x ∈ {0, 1} , které nazýváme rozhodovací (0 ne, 1 ano) - nap°. ozna£ení investic
z ur£ité mnoºiny, které budou realizovány. Ty budou p°edm¥tem dal²ího kurzu.

2. De�nice kritéria
Kritérium v¥t²inou vyjad°uje n¥co, co chceme maximalizovat (zisk) nebo minimalizovat
(náklady, ztráty atd.). Je vyjád°eno jako funkce optimalizovaných veli£in x, v¥t²inou ve
form¥ c′x =

∑
i cixi jako sou£et sou£in· prvk· vektor· nebo

∑
i,j cijxij sou£et sou£in·

prvk· matic. Prom¥nné c se £asto nazývají ceny.

3. De�nice omezujících podmínek
Vyjad°ují podmínky, za kterých má optimalizace probíhat. Nejb¥ºn¥j²í jsou

(a) nezápornost x ≥ 0 nebo nezápornost celo£íselných neznámých x ∈ N,
(b) omezení ve tvaru nerovností Ax ≤ b, kde matice A má rozm¥ry �po£et omezení� ×

�po£et neznámých�

(c) a p°ípadn¥ dal²í, se kterými se postupn¥ setkáme v textu.

1.3 Simplexová metoda

Pro °e²ení základní úlohy lze vyuºít simplexovou metodu, která prochází vrcholy simplexu
omezení (v kaºdém kroku pozm¥ní °e²ení) tak, aby stále nar·stala hodnota kritéria. V p°ípad¥,
ºe ani po zm¥n¥ v dal²ím kroku nedojde k zvý²ení hodnoty kritéria, nalezené °e²ení uvaºujeme
jako optimální.

Simplexová metoda m·ºe být pouºita za p°edpokladu, ºe jsou spln¥ny základní podmínky:

1. maximalizujeme kritérium (minimaliza£ní úloha lze p°evést na maximaliza£ní pomocí
vzorce min f (x) = −max (−f (x)),

2. pravé strany musí být nezáporné,

3. omezující podmínky jsou vymezeny nerovnostmi typu ≤,

4. prom¥nné x jsou nezáporné.

P°i °e²ení simplexové úlohy se postupuje v n¥kolika krocích. Nejd°íve si ov¥°íme, zda platí zá-
kladní podmínky (viz vý²e). Poté sestavíme simplexovou tabulku a následuje vlastní °e²ení úlohy,
p°i£emº úloha se °e²í r·zn¥ podle toho, zda se jedná o standardní nebo nestandardní úlohu, tedy
úlohu, kde není spln¥na podmínka o nezápornosti pravé strany nebo typu nerovnosti. Postup je
ukázán pro standardní úlohu. Nestandardní úloha se °e²í pomocí dvoufázové simplexové metody.
Ta je komplikovan¥j²í a zde ji nebudeme podrobn¥ ukazovat.
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Poznámka

Simplexová metoda je stále základem °e²ení úloh lineárního programování. Nicmén¥ její ru£ní
výpo£et dnes jiº nikdo neprovádí, protoºe pro praktické °e²ení existuje °ada program·. Zde si ji
ukáºeme spí²e z historických d·vod·.

1.3.1 P°íklad

�e²ení standardní simplexové úlohy.

Zadání úlohy:

Ur£ete hodnoty prom¥nné x = [x1, x2], kde x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, která maximalizuje kritérium J

J = 2x1 + 3x2

a vyhovuje podmínkám

x1 + x2 ≤ 5

x1 + 2x2 ≤ 8

Ov¥°ení platnosti základních podmínek:

1. maximalizujeme kritérium - X (ano, 2x1 + 3x2 → max),

2. pravé strany musí být nezáporné - X (ano, £íslo 5 i 8 jsou kladná £ísla),

3. omezující podmínky jsou vymezeny nerovnostmi typu ≤ - X(ano, v obou rovnicích pod-
mínky jsou uvedeny znaménka ≤),

4. prom¥nné x jsou nezáporné - X (v zadání je de�nováno, ºe x1 ≥ 0, x2 ≥ 0).

Zbavíme se nerovnosti a maxima:

1. Nerovnosti se zbavíme tak, ºe k levé stran¥ nerovnice p°idáme dal²í £len (si > 0), který
bude vºdy kladný, v na²em p°ípad¥ bude rovnice vypadat takto:

x1 + x2 + s1 = 5

x1 + 2x2 + s2 = 8

2. Do simplexové tabulky zapí²eme také kritérium. Pokud bychom pouºili základní tvar, tedy
v tomto p°ípad¥ 2x1 +3x2 → max bylo by nutné do simplexové tabulky na pravou stranu
dát ∞. Z tohoto d·vodu se upraví tento °ádek rovnice do tvaru4

−2x1 − 3x2 = 0
4Maximum 2x1 + 3x2 pro x1, x2 ≥ 0 je ∞. Maximum pro −2x1 − 3x2 pro x1, x2 ≥ 0 je 0.
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Sestavení simplexové tabulky:

x1 x2 s1 s2 RHS
-2 -3 0 0 0 ←°ádek kritéria
1 1 1 0 5 ←1. omezení
1 2 0 1 8 ←2. omezení

Úprava simplexové tabulky:

1. Najdeme nejmen²í záporný koe�cient v °ádku kritéria →klí£ový sloupec.

Nejmen²í záporný koe�cient je koe�cient na kterém hodnota kriteria závisí nejvíce. V
tomto p°ípad¥ je to hodnota −3. Tomu odpovídá sloupec prom¥nné x2.

2. Pro kladné prvky v klí£ovém sloupci najdeme nejmen²í podíl pravé strany a prvku v
klí£ovém sloupci→klí£ový °ádek. V p°ípad¥, ºe je více klí£ových °ádk·, lze vybrat libovolný
z nich.

Pro první omezení je to podíl 5
1 = 5, pro druhé omezení je to podíl 8

2 = 4. Men²í podíl je
v °ádku s druhým omezením, a to bude tedy klí£ový °ádek.

3. Na pr·se£íku klí£ového sloupce a klí£ového °ádku leºí klí£ový prvek.

V na²em p°ípad¥ je tedy klí£ový prvek £íslo 2.

4. Klí£ový °ádek celý vyd¥líme klí£ovým prvkem a dostaneme

x1 x2 s1 s2 RHS
1
2 1 0 1

2 4

5. Ostatní °ádky tabulky redukujeme klí£ovým °ádkem, tj. klí£ový °ádek násobíme takovým
£íslem, aby po p°i£tení k danému °ádku byla v klí£ovém sloupci nula.

Tedy: (i) první °ádek má v klí£ovém sloupci -3; klí£ový °ádek násobíme 3 a p°i£teme k
prvnímu °ádku; dostaneme prví °ádek nové tabulky (dole); (ii) druhý °ádek má v klí£ovém
sloupci 1, klí£ový °ádek násobíme -1 a p°i£teme k druhému °ádku, dostaneme druhý °ádek
v nové tabulce; (iii) t°etí °ádek je klí£ový, v n¥m z·stává upravený klí£ový °ádek.

Tady je nová tabulka

x1 x2 s1 s2 RHS
- 1

2 0 0 3
2 12 ←°ádek kritéria

1
2 0 1 - 1

2 1 ←1. omezení
1
2 1 0 1

2 4 ←2. omezení

V nové simplexové tabulce se hodnota kritéria J zvý²ila na hodnotu 12. P°esto není °e²ení
je²t¥ ideální, protoºe v °ádku kritéria se dále objevuje záporný koe�cient. Z tohoto d·vodu
budeme znovu upravovat simplexovou tabulku.

6. V p°ípad¥, ºe se v °ádku kritérií objevuje záporný koe�cient (v nové tabulce je to prvek
- 1

2 , opakuje se postup od bodu 1 a to do doby, neº jsou v²echny prvky v °ádku kritéria
nezáporné.

V na²em p°ípad¥, po dal²ím kroku, dostaneme kone£nou tabulku ve tvaru
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x1 x2 s1 s2 RHS
0 0 1 1 13 ←°ádek kritéria
1 0 2 -1 2 ←1. omezení
0 1 -1 1 3 ←2. omezení

Protoºe v²echny prvky v °ádku kriteria jsou nezáporné, úloha kon£í.

Výsledek: Optimálním °e²ení nalezené simplexovou metodou v tomto p°ípad¥ je pro x1 = 2
a x2 = 3. Hodnota kritéria J = 13. �e²ení dostaneme, kdyº tabulku vyjád°íme op¥t v rovnicích
a z nich vypo£teme x1 a x2.

1.4 Duální úloha

primární úloha

c′x→ max

Ax ≤ b

x ≥ 0

duální úloha

b′z → max

A′z ≥ c

z ≥ 0

S kaºdým lineárním problémem je spojen odpovídající duální lineární program. Ob¥ úlohy mají
spole£né vektory cen c a omezení b, které ale v duální úloze vystupují v opa£ných rolích. Také
platí, jestliºe omezení mají v p·vodní úloze tvar ≤ a kritérium se minimalizuje, pak v duální
úloze jsou podmínky ≥ a kritérium se maximalizuje. Podmínky mají stejnou matici A ale její
prvky pro omezení se v p·vodní úloze berou po °ádcích, zatímco v duální úloze po sloupcích.
Tedy nap°. (viz následující p°íklad). Suroviny se transformují na produkty a ty se prodávají. V
duální úloze se prodávají p°ímo suroviny, ale jejich ceny musí být takové, aby se to vyplatilo -
tedy v¥t²í neº ceny výrobk·, které by se vyrobili ze stejného mnoºství surovin.

Konkrétn¥: v primární úloze se maximalizuje sou£in cena produktu * mnoºství. V duální úloze
máme novou prom¥nnou cena suroviny a máme omezení na výhodnost akce

cena suroviny ≥ cena produktu * mnoºství

Tím se cena dostane do podmínky.

1.4.1 Výroba

Primární úloha

Podnik vyrábí dva druhy výrobku V1 a V2 . Tabulka udává spot°ebu surovin S1 a S2 v kg
na výrobu 1 ks výrobku V1 , resp. V2 , i disponibilní mnoºství t¥chto surovin. Zisk z kaºdého
výrobku V1 je 3 K£ a z 1 ks V2 je 2 K£.

V1 V2 K dispozici
S1 2 5 1000
S2 4 1 1100
Zisk 3 2 → max
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Optimální výrobní plán podniku je, aby dosáhl maximálního zisku. V tom p°ípad¥ se suroviny
transformují na výrobky a ty se (se ziskem) prodávají. Primární úloha je

3x1 + 2x2 → max

2x1 + 5x2 ≤ 1000

4x1 + x2 ≤ 1100

x1, x2 ≥ 0

Duální úloha

Zde uvaºujme zcela jinak. Úkolem je sestavit úlohu, kdy nebudeme ze surovin vyráb¥t výrobky a
ty prodávat, ale budeme prodávat p°ímo suroviny, které má podnik k dispozici. Otázkou, která
nás zajímá, je, jaké by musely být ceny surovin (a jakého nejmen²ího moºného zisku p°itom
dosáhneme), aby se jejich p°ímý prodej vyplatil. Ozna£me tedy neznámou cenu jednotkového
mnoºství suroviny S1 symbolem u1 a neznámou cenu jednotkového mnoºství suroviny S2 sym-
bolem u2 . Prodejní cena celkového mnoºství surovin je potom dána funkcí

f = 1000u1 + 1100u2

Aby se p°ímý prodej surovin vyplatil (proti transformaci surovin na výrobky), je t°eba zajistit,
aby se p°ímým prodejem surovin, pot°ebných pro výrobu 1 ks výrobku V1, dosáhlo alespo¬
stejného zisku jako v p°ípad¥ jeho výroby a prodeje, tj. alespo¬ 3 K£. Dostáváme podmínku

2u1 + 4u2 ≥ 3

Analogickou úvahou vzhledem k surovinám pot°ebných k výrob¥ výrobku V2 dosp¥jeme k pod-
mínce

5u1 + u2 ≥ 2.

Ceny surovin uvaºujeme nezáporné, tj. u1 ≥ 0, u2 ≥ 0.

Dostáváme tedy model
f = 1000u1 + 1100u2 → min

2u1 + 4u2 ≥ 3

5u1 + u2 ≥ 2

u1, u2 ≥ 0

coº je duální úloha.

1.4.2 Stravovací problém

Primární úloha

Jak zajistíme nejlevn¥j²í stravu, která dodrºí základní poºadavky na zdravou výºivu? Máme k
dispozici n potravin s cenami cj , j = 1, 2, · · · , n. Dále existuje m výºivových faktor·. Zdravá
potrava musí obsahovat alespo¬ bi jednotek kaºdého faktoru i = 1, 2, · · · ,m. P°itom potravina
j obsahuje aij faktoru i.
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Zavedeme sloupcové vektory c a b a x, kde xj je po£et jednotek potraviny j. Úloha má tvar

c′x→ min

Ax ≥ b

x ≥ 0

Duální úloha

Farmaceutická spole£nost vyráb¥jící koncentráty výºivových faktor· v tabletkách se snaºí d¥lat
reklamu svým produkt·m. Tvrdí, ºe faktory je lépe získávat z tabletek neº z potravin. Demon-
struje to tím, ºe udává ceny z1, z2, · · · , zm faktor· tak, aby maximalizovaly p°íjem, ale zárove¬
mohly konkurovat potravinám. Konkurence potravinám znamená, ºe cena jednotky potraviny i
p°ipravené z výºivového faktoru není v¥t²í neº cena ci potraviny na trhu. Vektor ai = [a1 · · · an]i
ozna£uje kombinaci výºivových faktor· pot°ebných pro p°ípravu potraviny i. Matice A s °ádky
ai tedy °íká, jak se faktory kombinují pro výronu jednotlivých jídel. Cena potraviny i je z′ai,
ceny v²ech potravin jsou z′A. Pro konkurenci je t°eba, aby z′A ≤ c′. Trºba je z′b, kde b jsou
pot°ebná mnoºství faktor·. Problém je

z′b→ max

z′A ≤ c′

z ≥ 0

1.4.3 Dopravní problém

Primární úloha

Výrobce ur£itého zboºí má m sklad· s kapacitami a1, a2, · · · , am. Odtud se má p°epravit k n
odb¥ratel·m, kte°í poºadují mnoºství b1, b2, · · · , bn. Cena p°epravy ze skladu i k uºivateli j je
cij . Máme navrhnout mnoºství xij ze skladu i k odb¥rateli j tak, abychom splnili poºadavky
odb¥ratel· a minimalizovali cenu za p°evoz. Úloha je∑

ij

cijxij → min

∑
j

xij = ai, ∀i

∑
i

xij = aj , ∀j

xij ≥ 0

Duální úloha

Objeví se podnikatel, který si myslí, ºe dokáºe p°epravovat lépe. Nabídne výrobci, ºe odkoupí
zboºí ve skladech a dopraví ho do cíl·. Cenu zboºí ur£uje podnikatel. Musí volit ceny: ui (nákup
ve skladu i) a vj (prodej odb¥rateli j). Aby mohl konkurovat sou£asnému rozvozu, musí platit
ui + vj ≤ cij . Krom¥ toho musí být ceny takové, aby podnikateli maximalizovaly výnos. Úloha
tedy bude

m∑
i=1

aiui +

n∑
j=1

bjvj → max
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ui + vj ≤ cij , ∀i, j

u, v ≥ 0

Poznámka

1. Jak m·ºe rozváºet lépe, kdyº to p·vodní je optimální? Je to jiný princip, do kterého je
zamontován trh.

2. A kam se pod¥l p°evoz? Ten je implicitní. Zboºí se na míst¥ prodá a pak se v cíli koupí a
dodá odb¥rateli.

3. Podmínka: Výrobce p·vodn¥ zaplatil cestu cij a dostal za nákup od odb¥ratele vj . Tedy jeho
zisk je vj − cij . Te¤ dostane od podnikatele ui a dost. To musí být ≥ neº vj − cij, a tedy
ui ≥ vj − cij a tedy ui − vj ≥ −cij a nakonec (protoºe ui je s mínusem) ui + vi ≤ cij -
coº je uvedená podmínka.

1.5 Citlivostní analýza

Analýza omezení (citlivost)

Koe�cient citlivosti (stínová cena, shadow price, dual price) p°íslu²ného omezení ukazuje, o
kolik by zvý²ila hodnota ú£elové funkce, kdyby se zvý²ila pravá strana omezení o jednotku (v
maximaliza£ní úloze, v minimaliza£ní naopak).

Analýza veli£in (stabilita)

Koe�cient stability (redukovaná cena, reduced costs) vyjad°uje, o kolik by se musela zvý-
²it (p°i maximalizaci, p°i minimalizaci sníºit) cena veli£iny, aby se daná veli£ina stala aktivní
prom¥nnou - tj. aby její zm¥na zp·sobila zm¥nu hodnoty kriteria.

Poznámka

Redukovaná cena je nenulová jen pro veli£inu, která je v optimálním °e²ení omezena svou vlastní
nezáporností.

1.5.1 P°íklad - citlivost

Uvedené pojmy budeme demonstrovat na p°íklad¥

3x+ 2y → max

2x+ y ≤ 8

x+ 2y ≤ 6

x ≥ 0,y ≥ 0

Simplex omezení je na obrázku
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a podle daného kriteria dostáváme optimální °e²ení v bod¥ (2, 4) s hodnotou kriteria 14.

Jestliºe pravou stranu druhého omezení zv¥t²íme o jedna (tedy na 7), bude simplex omezení
podle následujícího obrázku

Optimální °e²ení se zm¥ní na (1, 6) , a hodnota kriteria vzroste na 15. Proto Duální cena pro
druhé omezení bude 15− 14 = 1.

Pro první omezení bude také rovna jedné. Ov¥°te!

1.5.2 P°íklad - stabilita

Uvaºujme následující úlohu
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x+ 3y → max

x+ y ≤ 5

2x+ y ≤ 8

Situace je na obrázku

Kritérium roste s vrstevnicí y = − 1
3x (tlustá £ára) a sice sm¥rem doprava a nahoru. Vrstevnice

s nejvy²²í hodnotou prochází bodem (0, 5) hranice omezení. Ve sm¥ru prom¥nné x je omezena
svou nezáporností.

Optimální °e²ení (0, 5) dá kritérium c1 ·0+c2 ·5. Zm¥na koe�cientu c1 hodnotu kriteria neovlivní.
Aby se veli£ina x1 stala aktivní, tj. aby zm¥na c1 za£ala ovliv¬ovat hodnotu kriteria, musel by
optimální bod °e²ení p°esko£it do dal²ího vrcholu simplexu. tedy do bodu (3, 2) .

Redukovaná cena veli£iny x je dána hodnotou, o kterou by se musel zvý²it odpovídající koe�cient
cen (tady c1), aby se veli£ina x stala aktivní.

V na²em p°ípad¥ to evidentn¥ nastane kdyº kriteriální vrstevnice bude rovnob¥ºná s rovnicí
y = −x + 5, tj. s rovnicí x + y = 5. Tedy kritérium (1, 3) se musí zm¥nit tak, aby druhá
sou°adnice cen kriteria z·stala stejná (tj. 3) a první sou°adnice vytvo°ila vektor úm¥rný vektoru
(1, 1), coº jsou koe�cienty zmín¥ného omezení . Poºadovaný vektor tedy bude (3, 3) a jeho první
sou°adnice se zm¥nila o hodnotu 2. Redukovaná cena pro veli£inu x tedy bude 2.

Druhá veli£ina má redukovanou cenu 0. Zd·vodn¥te!

Poznámka

Lze také mluvit o intervalech citlivosti a stability. Jedná se o zm¥ny v °e²ení úlohy, kdyº se
zm¥ní bu¤ pravá strana omezení nebo koe�cient cenového vektoru.

Zm¥na °e²ení m·ºe být dvojí

1. interval zm¥ny ceny ve kterém nedojde ke zm¥n¥ °e²ení (citlivost),

2. interval, ve kterém se m·ºe m¥nit pravá strana, aniº by do²lo ke zm¥n¥ °e²ení (stabilita).
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P°ípady budeme ilustrovat na obrázcích.
Citlivost

x

y

simplex omezeńı

vrstevnice kriteria

cenové vektory

řešeńı

Stabilita

x

y

simplex omezeńı

řešeńı

omezeńı s r̊uznu pravou stranou

čárkovaně

která nemaj́ı vliv na řešeńı
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Kapitola 2

Modely lineárního programování

Optimaliza£ní úlohy lineárního programování se li²í podle cíle, kterého chceme dosáhnout. Jinak
bude vypadat úloha, kde se maximalizuje zisk a jinak úloha, kde se minimalizují náklady. Proto
bychom si p°ed za£átkem práce m¥li odpov¥d¥t na základní otázky:

1. Co je cílem optimalizace (£eho chceme dosáhnout)?

2. Co jsou °ídící veli£iny (jak m·ºeme ovlivnit cíl)?

3. Co nás omezuje (jaké jsou na²e limity)?

Odpov¥dí je n¥kolik a dají se rozd¥lit do n¥kolika typ· model·. Práv¥ t¥mto model·m se bude
v¥novat následující kapitola, kdy zde budou uvedeny základní optimaliza£ní úlohy. Ke kaºdé
úloze bude uvedeno zadání, stru£né vysv¥tlení a p°ipojen odkaz na °e²ení v jednom z níºe
uvedených program·.

2.1 Úloha lineárního programování

Uvedeme algebraický model jednoduché lineární úlohy a jeho moºná °e²ení vzhledem k volb¥
cenových koe�cient·. Uvedeme gra�cké °e²ení i °e²ení v tabulkovém procesoru Excel.

2.1.1 P°íklad

Obecný p°íklad demonstrující vliv hodnot ceny c na výsledné °e²ení.

Ur£ete hodnoty prom¥nné x = [x1, x2], která maximalizuje kritérium

J = c1x1 + c2x2 → max

a vyhovuje podmínkám
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2x1 + x2 ≤ 8

x1 + 2x2 ≤ 6

x2 ≤ 2

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

Zvolte váhy podle následující varianty a vysv¥tlete výsledky:

1. c = [−5, 1],

2. c = [1, 5] ,

3. c = [2, 3] ,

4. c = [5, 2].

�e²ení gra�cké

Geometrická interpretace úlohy je na následujícím obrázku

př́ıpustná

[0, 3]

[0, 2]

[4, 0] [6, 0]

[2, 2] [10/3, 4/3]

1

2

3

x1

x2

směr
maximalizace

řešeńı

(a)

(b)

(c)

(d)[0, 8]

�e²ení varianta 1-4

1. pro simplexovou tabulku (ru£ní výpo£et)
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−5x1 + x2 → max

2x1 + x2 + s1 = 8

x1 + 2x2 + s2 = 6

x2 + s3 = 2

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

x1 + 5x2 → max

2x1 + x2 + s1 = 8

x1 + 2x2 + s2 = 6

x2 + s3 = 2

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

varianta 1 varianta 2

2x1 + 3x2 → max

2x1 + x2 + s1 = 8

x1 + 2x2 + s2 = 6

x2 + s3 = 2

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

2x1 + 3x2 → max

2x1 + x2 + s1 = 8

x1 + 2x2 + s2 = 6

x2 + s3 = 2

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0

varianta 3 varianta 4

2. program pro Excel a variantu 1 je (U0a_uvodniPriklad.xlsx)

V programu Excel se m¥ní pouze ceny (ºluté pozadí) bez zm¥ny podmínek. Hodnota kritéria

17



(zelené pozadí) a hodno ty parametr· xi se vypo£tou po spu²t¥ní �e²itele. Výsledek pro vari-
antu 1 je zobrazen naho°e v bu¬kách s modrým pozadím. Dal²í výsledky sledují postupn¥ rohy
omezujícího simplexu

2.2 Optimální produkce

Jedná se o nejzákladn¥j²í typ úloh lineárního programování. Vyrábíme ur£ité výrobky, na jejichº
konstrukci pot°ebujeme bu¤ surovinu, kterou platíme nebo stroje. Surovina nebo strojový £as
jsou omezeny. Výrobky mají ur£itou cenu, za kterou je budeme prodávat. Jak vyráb¥t, abychom
dosáhli maximální zisk?

Dále uvedeme r·zné modi�kace této základní úlohy.

2.2.1 P°íklad

Optimální produkce dvou výrobk· na dvou strojích s omezením strojového £asu.

V jednom podniku se vyrábí výrobky A a B. K jejich výrob¥ jsou zapot°ebí dva drahé stroje,
jejichº vyuºití je omezeno a doba k výrob¥ jednotlivých výrobk· se li²í. Jednotlivé £asy jsou
uvedeny v tabulce

Stroj
�as stroj· pot°ebný �as stroj·
na 1000 výrobk· [h] k vyuºití [h]

Produkt A Produkt B
1 4 6 24
2 4 2 12

Cílem je navrhnout produkci výrobk· A a B tak, aby byla maximální.

�e²ení

Zavedeme prom¥nnou x = [x1, x2] - mnoºství vyráb¥ných výrobk· A, B.

Formulace úlohy je potom následující

x1 + x2 → max

Dále sestavíme podmínky pro lineární programování

4x1 + 6x2 ≤ 24

4x1 + 2x2 ≤ 12

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0
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Excel: (U01_prod2Vyrobky.xlsx)

Výsledek je optimální vyráb¥né mnoºství. Pro výrobek 1 je to 1.5tis. a pro výrobek 2 je 3tis.
Optimální hodnota kriteria je 4.5.

2.2.2 P°íklad

Roz²í°ení p°edchozího p°íkladu.

P°edchozí zadání úlohy je roz²í°eno o znalost cen. Ceny výrobk· jsou nastaveny následovn¥:
c1 = 10 pro výrobek A a c2 = 20 pro výrobek B. Chceme docílit maximálního zisku.

�e²ení

Nové kritérium bude

10x1 + 20x2 → max

kde x1 a x2 je produkce výrobk· A a B v tisících a c1 = 10 resp. c2 = 20 je cena výrobku.
Podmínky jsou stejné jako v p°edchozím zadání.

�e²ení: x = [0, 4], J = 80.

Excel: (U01_prod2Vyrobky.xlsx)

2.2.3 P°íklad

Dal²í roz²í°ení.

P°edchozí zadání úlohy (1) je roz²í°eno o novou informaci. Podnik podepsal dohodu s dodava-
telem, ºe minimální produkce výrobk· bude 1 tisíc (nezapome¬te, ºe p·vodní produkce byla
také v tisících). Náklady na výrobu jednotlivých výrobk· jsou n1 = 5 a n2 = 10. Cílem je
minimalizovat výdaje.

�e²ení

Nové kritérium bude
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5x1 + 10x2 → min

kde x1 a x2 je produkce výrobk· A a B v tisících a n1 = 5 resp. n2 = 10 je cena výrobku.

x1 ≥ 1, x2 ≥ 1

Dále sestavíme podmínky pro lineární programování

4x1 + 6x2 ≤ 24

4x1 + 2x2 ≤ 12

x1 ≥ 1, x2 ≥ 1

Na rozdíl od p·vodního zadání (1) je zde zakomponováno, ºe min. produkce je 1 (x1 ≥ 1, x2 ≥ 1).

�e²ení: x = [1, 1] , J = 15

Excel: (U01_prod2Vyrobky.xlsx)

2.2.4 P°íklad

Optimální produkce s jedním výrobkem jako zdrojem pro druhý výrobek.

Továrna s dv¥ma provozy produkuje výrobek A (hliníková trubka), který se prodává samostatn¥
a nebo jako sou£ást pro výrobek B (dopravní zna£ka). Oba výrobky pot°ebují ur£itou surovinu
S (Al plech), jejíº zdroj je omezen. Kolik suroviny resp. výrobk· A je pot°eba k výrob¥ výrobk·
B je speci�kováno v tabulce:

Spot°eba K dispozici
na jednotku produkce celkem

pouºitý materiál výrobek A výrobek B
Surovina 5 2 3000
výrobek A 0 1 ×

Cena produktu (v tis. K£) 5 10 ×

Vysv¥tlení tabulky: pro vyrobení výrobku A je pot°eba 5 surovin (k výrob¥ 1 hliníkové trubky je pot°eba 5 Al plech·),
ale ºádný dal²í výrobek A. Pro vyrobení výrobku B je pot°eba 2 surovin a 1 výrobek A (k vyrobení celé zna£ky je
krom¥ 2 Al plech· pot°eba je²t¥ hliníková trubka). Na sklad¥ je k dispozici 3000 ks surovin (Al plech·). Výrobek A se
prodává za 5 000, výrobek B za 10 000.

Dále byla stanovena podmínka, ºe na konci musíme mít min. 250 ks výrobk· A. Po£et výrobk·
B není omezen.

Poºadujeme:

1. maximální produkci,

2. maximální zisk.
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Podmínky

Stavový vektor bude x = [x1, x2] - po£ty vyrobených výrok· A a B (to, co se opravdu vyrobilo
- prodávat se bude x1 − x2 + x2)

Podmínky jsou spole£né pro ob¥ varianty, tedy jak pro maximální produkci tak pro maximální
zisk

5x1 + 2x2 ≤ 3000

x1 − x2 ≥ 250

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

�e²ení 1

Kritérium pro maximální produkci

x1 − x2 + x2 = x1 → max,

x1 je po£et kus· A a x2 pro B.

Excel: Podmínky zadáme do Excelu (U02_prodSeSurovinou.xlsx)

�e²ení 2

Kritérium pro maximální zisk

5(x1 − x2) + 10x2 = 5x1 + 5x2 → max .
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Excel: Podmínky zadáme do Excelu (U02_prodSeSurovinou.xlsx)

2.2.5 P°íklad

Optimální produkce s extrakcí surovin ze zdrojových látek.

Továrna produkuje dva výrobky B1 a B2. Na výrobu B1 pot°ebuje látku L1, na B2 látku L2.
Tyto látky je moºno získat ze surovin A1, A2, A3 a A4, které je t°eba zakoupit. Kaºdá surovina
dá jiné mnoºství látek. Speci�kace je v tabulce

Látka
Surovina → látka Pot°ebné mnoºství

A1 A2 A3 A4 látky
L1 (pro B1) 2 10 5 20 1000
L2 (pro B2) 10 1 1 × 2000

Cena za surovinu 20 10 5 10

Vysv¥tlení tabulky: pro vyrobení látky L1 (resp. L2) pot°ebuje 2 (resp. 10) suroviny A1 nebo 10 (resp. 1) surovin A2

nebo 5 (resp. 1) surovin A3 nebo 20 surovin A4. Víme, ºe pot°ebujeme nakoupit takové mnoºství surovin,

abych vyrobili min. 1000 látky L1 resp. 2000 látky L2. Cena za surovinu je 20 pro A1, 10 pro A2, 5 pro

A3 a 10 pro A4.

Cílem je navrhnout koupi surovin a výrobu tak, abychom minimalizovali výdaje.

�e²ení

Stavový vektor x = [x1, x2, x3, x4] - mnoºství nakoupených surovin A1, A2,A3 a A4.

Kritérium pro minimální výdaje
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20x1 + 10x2 + 5x3 + 10x4 → min

kde x1, x2, ... jsou navrhovaná mnoºství zakoupených surovin.

Dále sestavíme podmínky pro lineární programování

2x1 + 10x2 + 5x3 + 20x4 ≥ 1000

10x1 + x2 + x3 ≥ 2000

Excel: (U03_prodVyberS.xlsx)

�e²ení: Nakoupíme 200 jednotek suroviny A1 a 30 jednotek suroviny A4.

2.2.6 P°íklad

Výroba t°í výrobk·
Firma zabývající se strojírenskou výrobou vyrábí (krom¥ °ady dal²ích) t°i výrobky: válce, ko-
tou£e a pouzdra, na jejichº výrob¥ postupn¥ pracují t°i druhy stroj·: soustruhy, hoblova£ky a
svá°ecí stroje. Kaºdý výrobek m·ºe být vyráb¥n n¥kolika zp·soby, které se li²í spot°ebou strojo-
vého £asu, nikoliv v²ak cenou výrobku a jeho vlastnostmi. Spot°eba strojového £asu v hodinách
na kus výrobku je zadána v tabulce

Válce Kotou£e Pouzdra
1 2 3 1 2 1 2

Soustruhy 0.4 0.8 1.2 0.2 � 0.2 �
Hoblova£ky 0.4 � 0.2 0.2 0.4 1.2 1.6
Svá°ecí stoje 0.4 0.6 0.2 1.6 2.0 0.8 0.4

K dispozici je 236 hodin strojového £asu na soustruzích, 460 na hoblova£kách a 612 na svá°ecích
strojích.

Odbytové ceny jsou 500 korun za jeden válec, 400 korun za jeden kotou£ a 600 korun za jedno
pouzdro.
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Stanovte výrobní program tak, aby �rma získala prodejem válc·, kotou£· a pouzder maximální
trºbu.

�e²ení

Zavedeme stavový vektor

x =

x1, x2, x3︸ ︷︷ ︸
válce

, x4, x5︸ ︷︷ ︸
kotouče

, x6, x7︸ ︷︷ ︸
pouzdra


jako po£et výrobk· podle daného programu.

Matici z tabulky (kde prázdná pole doplníme nulami) ozna£íme jako A.

Strojový £as, který je k dispozici, ozna£íme b a odbytové ceny sestavíme do vektoru

c = [500, 500, 500, 400, 400, 600, 600]

protoºe cena výrobku je nezávislá na pracovním postupu.

Potom kriterium je
J = c′x

a podmínky na strojový £as jsou
Ax ≤ b.

Excel: (U04_vyroba3vyrobku.xlsx)
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Pokra£ování

Firma je vázána smlouvou se zákazníkem, který odebírá výrobky v kompletech. Kaºdý komplet
obsahuje 10 válc·, 20 kotou£· a 15 pouzder. Krom¥ zmín¥ných komplet·, které prodává za cenu
25500 korun, musí �rma prodávat i samostatné výrobky jako náhradní díly (tady minimáln¥ 10ks
od kaºdého výrobku) za jejich odbytovou cenu. Jaký výrobní program zajistí �rm¥ maximální
trºbu?

Zavedeme celkem 3 stavové prom¥nné:

x = [x1, · · · , x7] jako po£et samostatných výrobk· podle plán·.

z = [z1, · · · , z7] jako po£et výrobk· pro komplety.

m - jako po£et vyrobených komplet·.

Spot°eba stroj· p°i samostatné výrob¥

S1 =
∑
j

Aijxj , ∀i

Spot°eba stroj· p°i výrob¥ díl· pro komplety

S2 =
∑
j

Aijzj , ∀i

Celková spot°eba stroj· (omezena strojovým £asem)

S1 + S2 ≤ b,

kde b = [236, 460, 612]
′.

Podmínka na komplety (po£ty díl·: 10, 20, 15)

10 (z1 + z2 + z3) = m

20 (z4 + z5) = m

15 (z6 + z7) = m

· · · jednotlivých díl· pro komplety musí být vyrobeno tolik, aby z nich ²ly vyrobit vºdy celé
komplety - tedy 10j válc·, 20j kotou£· a 15j pouzder. Necelý výsledek v °e²ení je diskutován v
poznámce na konci p°íkladu.

25



Excel - °e²ení v£etn¥ komplet· (U05_v3vPokracovani.xlsx)

Poznámka (d·leºitá)

�e²ení x vychází necelo£íselné, coº úpln¥ neodpovídá na²im poºadavk·m. Nelze vyrobit a nabízet
kousek dílu. Celo£íselné °e²ení k problému LP existuje, ale je t°eba pouºít jinou metodu, neº
jen simplexovou tabulku. Jmenuje se metoda v¥tví a mezí a je dosti sloºitá. Po£ítá úlohu LP
opakovan¥ za sebou a p°i tom vylu£uje zlomková °e²ení. Navíc p°iná²í veliké moºnosti p°i °e-
²ení úloh s rozhodováním. Tímto, tzv. Celo£íselným programováním se budeme zabývat v dal²ím
kurzu. Zatím nám bude sta£it, kdyº °e²ení zaokrouhlíme. Nemusí to sice být optimální °e²ení,
ale kaºdopádn¥ je mu velice blízko

2.2.7 P°íklad

Problém výroby a skladování na dobu t°í m¥síc·.

Firma plánuje na 3 m¥síce výrobu dvou výrobk· A a B. Jejich produkované mnoºství, jednotková
cena a o£ekávaný odbyt jsou v tabulce
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M¥síc 1 M¥síc 2 M¥síc 3
Výr. A Výr. B Výr. A Výr. B Výr. A Výr. B

Max. produkce (ks) 70 40 80 30 80 10
Náklady ($/ks) 3.10 10.50 3.20 10.80 3.80 12.00
Odbyt (ks) 50 30 60 10 100 40

Výrobky lze vyráb¥t do zásoby, ale za uskladn¥ní se na konci m¥síce platí. Cena za skladování
výrobku A je 20 cent·/ks, za B je 50 cent·/ks. Na za£átku výroby máme k dispozici zásoby
0 ks výrobku A a 10 ks výrobku B. Na konci poºadujeme zásoby nulové. Celkové zásoby (A i
B dohromady) nesmí p°esáhnout 40 ks na konci m¥síce 1 a 50 ks na konci m¥síce 2. Cílem je
vyráb¥t co nejlevn¥ji.

�e²ení

Zavedeme stavový vektor s následující strukturou

x = [vA1, vA2, vA3, vB1, vB2, vB3, zA2, zA3, zB2, zB3] ,

kde v je výroba, z jsou zásoby a index zna£í výrobek a m¥síc. Tedy nap° vB1 znamená výroba
B v m¥síci 1 a zA2 jsou zásoby A na za£átku m¥síce 2.

Platí se za náklady na výrobu a skladování. Podle struktury vektoru x se°adíme p°íslu²né cenové
koe�cienty

c =

3.1, 3.2, 3.8, 10.5, 10.8, 12.0︸ ︷︷ ︸
náklady na výrobu

, 0.2, 0.2, 0.5, 0, 5︸ ︷︷ ︸
skladovánı́


′

Potom kriterium je
J = c′x→ min

Omezení se týkají:

1. maximální produkce
xA1,2,3 ≤ [70, 80, 80]

xB1,2,3 ≤ [40, 30, 10]

2. velikosti zásob

(a) výrobek A první m¥síc:
na za£átku je zásoba 0; první m¥síc se vyrobí vA1 a prodá se 50. Tedy zásoba na
za£átku 2. m¥síce zA2 bude

zA2 = 0 + vA1 − 50.

(b) výrobek A druhý m¥síc:
na za£átku 2. m¥síce je zásoba zA2; vyrobí se vA2 a prodá 60. Tedy bude

zA3 = zA2 + vA2 − 60

(c) výrobek A t°etí m¥síc
zásoba na za£átku je zA3; vyrobí se vA3 a prodá se 100. Na konci musí být zásoby 0.
Tedy platí

0 = zA3 + vA3 − 100
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(d) Podobn¥ pro výrobek B
zB2 = 10 + vB1 − 30

zB3 = zB2 + vB2 − 10

0 = zB3 + vB3 − 40

3. maximální povolené zásoby

(a) na za£átku 2. m¥síce
zA2 + zB2 ≤ 40

(b) na za£átku 3. m¥síce
zA + zB3 ≤ 50

Excel (U06_vyrobaASklady.xlsx)

2.3 Optimální míchání

Obecným základem tohoto problému je, ºe máme k dispozici ur£ité suroviny nebo látky obsaºení
v surovinách a tyto látky mícháme v ur£itých pom¥rech tak, abychom získali kone£né produkty.
Jedná se typicky o míchání krmných sm¥sí, kávy, £aje apod.

Jako optimalizovaný stav zde volíme matici s prvky xij , kde xij ozna£uje mnoºství ingredience
i, pouºité v j-tém produktu. V¥t²inou jde o jeden produkt a potom stav x je vektor s prvky
odpovídajícími míchaným látkám.
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2.3.1 P°íklad

Krmná sm¥s.

Pro výkrm jednoho kusu dobytka je zapot°ebí 2.5 kg krmné sm¥si a 240 g protein· na den. Pro
krmení se pouºívá píce a kuku°ice. Dal²í speci�kace jsou v tabulce

látky \ krmivo Píce (x1 kg) Kuku°ice (x2 kg) Min. mnoºství (kg)
Krmná sm¥s/kg 1 1.25 2.5
Proteiny/kg 0.4 0.08 0.24
Cena K£/kg 0.5 0.4

Vysv¥tlení tabulky: Z jednoho kg píce se získá 1 kg krmné sm¥si a 400 g protein·. Z jednoho kg kuku°ice se získá 1.25
kg krmné sm¥si a 80 g protein·. Cena jednoho kg píce je 0.50 K£ a kuku°ice 0.40 K£.

Cílem je vytvo°it takovou krmnou sm¥s, která bude za spln¥ní poºadovaných podmínek nejlev-
n¥j²í.

�e²ení

Kritérium pro minimální výdaje

0.5x1 + 0.4x2 → min

kde x1 zna£í mnoºství píce, x2 mnoºství kuku°ice.

Dále sestavíme podmínky pro lineární programování

x1 + 1.25x2 ≥ 2.5

0.4x1 + 0.08x2 ≥ 0.24

V p°ípad¥, ºe nechceme ºádné zbytky, budeme mít p°esné mnoºství, místo ≥ pouºijeme zna-
ménko =.
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Excel: (U07_krmnaSmes.xlsx)

Výsledek: Budeme pot°ebovat 0.238 kg píce a 1.81 kg kuku°ice.

2.3.2 P°íklad

Optimální strava pro v¥zn¥.

Ve v¥zení navrhují optimální stravu v¥z¬·. Cht¥jí ji kombinovat z mléka, fazolí a pomeran£·. P°i
tom je t°eba dodrºet minimální poºadavky na obsah stravy podle zákona. Jedná se o vitaminy:
B3, B1 a C. Obsah t¥chto vitamin· v jednotlivých sloºkách stravy je následující

mléko [l] fazole [100 g] pomeran£e [1 ks] poºadavek
B3 3.2 4.9 0.8 13
B1 1.12 1.3 0.19 1.5
C 32 0 93 45

cena (v $) 2 0.2 0.25

Vysv¥tlení tabulky: Z jednoho litru mléka se získá 3.2 vitamínu B3, 1.12 vitamínu B1 a 32 vitamínu C. Obdobn¥ je
to pro 100g fazolí a jeden pomeran£. Cena za sklenici mléka je 2 $, za 100g fazolí je to 0.2 $ a za 1 ks pomeran£e je
to 0.25 $. Aby byly spln¥ny zákonné poºadavky je nutné dodat 13 jednotek vitamínu B3, 1.5 jednotek vitamínu B1 a
45 jednotek vitamínu C.

Cílem je namíchat stravu tak, aby její cena byla co nejmen²í a zárove¬ byl spln¥n zákon?1

�e²ení

Kritérium pro minimální výdaje
1hodnoty vitamin· i cena je pouze orienta£ní a neodráºí skute£nost.
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2x1 + 0.2x2 + 0.25x3 → min

kde x1 zna£í mnoºství mléka, x2 mnoºství fazolí a x3mnoºství pomeran£·.

Dále sestavíme podmínky pro lineární programování

3.2x1 + 4.9x2 + 0.8x3 ≥ 13

1.12x1 + 1.3x2 + 0.19x3 ≥ 1.5

32x1 + + 93x3 ≥ 45

V p°ípad¥, ºe chceme p°esné zákonné hodnoty, tak místo ≥ pouºijeme znaménko =.

Excel: BUDE (U08_stravaProVezne.xlsx)

Minimální ceny se dosáhne pro 250g fazolí a polovinu pomeran£e.

2.3.3 P°íklad

Strava pro brigádníky.

Máme navrhnout stravu pro brigádníky a máme k dispozici Hamburgry, Hranolky a Bagety.
Jedna porce kaºdého z t¥chto jídel má ur£ité kalorie a tuky a stanovenou cenu podle tabulky

Hamburger Hranolky Bageta Poºadavky
Kalorie (cal) 250 380 257 (1800, 2200)
Tuky (%) 13 31 28 ≤100
Cena ($) 1.59 2.19 2.99

Cílem je navrhnout co nejlevn¥j²í stravu p°i dodrºení poºadavk· na stravu.

�e²ení

Stav úlohy x - kolik porcí hamburgr·, hranolk· a baget.

kritérium
1.59x1 + 2.19x2 + 2.99x3 → min
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Podmínky
250x1 + 380x2 + 257x3 ≥ 1800

250x1 + 380x2 + 257x3 ≤ 2200

13x1 + 31x2 + 28x3 ≤ 100

x1 · · ·x3 ≥ 0

Excel: (U09_stravaBrigada.xlsx)

Strava bude sestavena z hamburgr· a hranolk· v mnoºství 6.33 a 0.57 porcí.

2.3.4 P°íklad

Optimální strava v reálu.

�e²íme optimální stravu s hodnotami podle tabulky (v ur£itých jednotkách)

T¥sto- Rajský Polévka Hov¥zí Mléko Pom. Jablka Hranolky
viny protlak z úst°ic plátek dºus

Kalorie 300 60 220 259 110 132 55 152
Tuky (g) 1 0 13 16.3 2.5 0 0.22 9.8
Chol. (mg) 0 0 5 89 10 0 0 0
Sodík (mg) 1 650 790 95 120 5 1.1 168.4
Karbohyd. (g) 63 12 19 20 12 33.4 14.6 15
Vláknina (g) 3 3 2 0 0 0 2.5 1.3
Proteiny (g) 11 2 5 26.1 9 0.5 0.3 2
Vit. A (%) 0 8 2 1 10 2 1 0
Vit. C (%) 0 30 2 0 0 62 8 15
Kalcium (%) 2 2 2 1 30 0 1 1
�elezo (%) 20 15 8 17 0 2 1 3
Cena/jednotku 19 56 90 82 51 53 37 32

�e²ení

Podmínky °e²ení jsou

1. Kalorie v intervalu (1800, 2200).
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2. Ne více neº 65 g tuk·.

3. Ne více neº 300 mg cholesterolu.

4. Ne více neº 2400 mg sodíku.

5. Alespo¬ 300 g karbohydrát·.

6. Alespo¬ 25 g vláknin.

7. Alespo¬ 50 g protein·.

8. Alespo¬ 100% doporu£ené dávky vitamín· A, C, kalcia a ºeleza (kaºdého zvlá²´).

Model pro °e²ení úlohy a jeho implementace v Excelu jsou p°ímo£aré.

Excel: (U10_stravaVRealu.xlsx)

2.3.5 P°íklad

Optimální hnojivo pro fotbalové h°i²t¥.

Správce fotbalového stadionu musí zajistit pravidelné hnojení trávníku. Údrºba trávníku vyºa-
duje, aby celková dávka hnojiv byla minimáln¥ 100 kg dusíku, 120 kg fosforu a 150 kg draslíku.
Na trhu jsou k dispozici dva druhy hnojiva. První z nich se dodává v pytlích o váze 50 kg a
obsahuje po 8 % v²ech uvaºovaných komponent. Cena pytle je 800 K£. Druhý druh je v pytlích
o váze 25 kg a obsahuje 4 % dusíku, 6 % fosforu a 16 % draslíku. Cena jednoho pytle je 320 K£.
Jak nakoupit, aby se pohnojilo a aby cena byla minimální?

�e²ení

Stav x zvolíme jako po£ty pytl· kaºdého z druh· hnojiva

x = [x1, x2] '

Protoºe n¥které z dal²ích výpo£t· jsou spojeny s váhou v kg, p°epo£teme pytle na kilogramy

z = [50x1, 25x2]
′
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Procentuální obsah ºivin v hnojivech - jako podíl - je dán v následující tabulce (matici ozna£íme
A)

A dusík fosfor draslík
Pytel 1 0.08 0.08 0.08
Pytel 2 0.04 0.06 0.16

Omezení (v kilogramech)
b = [100, 120, 150]

′

Ceny (v pytlích)

c = [800, 320]
′

Úloha LP potom má tvar

� kriterium
J=c′x→ min

- omezení
z′A >= b

Rozepsáno
0.08z1 + 0.04z2 ≥ 100

0.08z1 + 0.06z2 ≥ 120

0.08z1 + 0.16z2 ≥ 150

Excel (U11_optimalniHnojivo.xlsx)

2.3.6 P°íklad

Míchání vína.

Chceme p°ipravit dv¥ výb¥rová vína Filzener a Leiwener. Ta vzniknou mícháním vín Riesling,
Muller a Silvaner. Údaje o mnoºství a pom¥rech míchání jsou v tabulce
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Filzener Leiwener mnoºství (l) cena (K£)
Riesling (45% − 55%) (20% − 50%) 10 tis. 80
Muller (10% − 15%) (10% − 60%) 5 tis. 60
Silvaner (35% − 35%) (30% − 40%) 6 tis. 50

mnoºství (l) 7 tis. 8 tis.
cena (K£) 160 180

Jak vína namíchat tak, abychom dosáhli maximálního ekonomického efektu, tj. abychom na
výsledném produktu co nejvíce získali a p°itom do zdroj· investovali co nejmén¥.

�e²ení

Stavovou prom¥nnou zavedeme jako matici x s prvky xi,j s významem: mnoºství zdroje i obsa-
ºené v cíli j, tedy nap°. x2,1 ozna£uje mnoºství zdrojového vína Muller v cílovém vínu Filzener.

Dále ozna£íme z (zdroj) celkové mnoºství zdrojových vín

zi =
∑
j

xi,j , i = 1, 2, 3

a c (cíl) celkové mnoºství cílových vín

cj =
∑
i

xi,j , j = 1, 2

Kriterium J má vyjad°ovat maximální zisk, tedy p°íjem - náklady

J = 160c1 + 180c2 − 80z1 − 60z2 − 50z3 → max

Podmínky míchání lze vyjád°it takto:

• obsah zdroje Riesling v cíli Filzener
x1,1 je obsah sloºky Riesling v cílovém vínu Filzener, kterého je celkem c1. Tento obsah
má být

� v¥t²í, neº 45%, a tedy (troj£lenka: c1 − 100%, x1,1 − 45%)

x1,1 ≥ 0.45c1

� men²í, neº 55%
x1,1 ≤ 0.55c1

• podobn¥ i pro ostatní sloºky - cíl Filzener

x2,1 ≥ 0.1c1, x2,1 ≤ 0.15c1

x3,1 = 0.35c1

• cíl Leiwener
x1,2 ≥ 0.2c2, x1,2 ≤ 0.5c2

x2,2 ≥ 0.1c2, x2,2 ≤ 0.6c2

x3,2 ≥ 0.3c2, x3,2 ≤ 0.4c2
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Podmínky na obsah zdrojových vín

z1 ≤ 10000, z2 ≤ 5000, z3 ≤ 6000

Podmínky na obsah cílových vín

c1 ≥ 7000, c2 ≥ 8000

Excel (U12_michaniVina.xlsx)

2.4 Minimální tok náklad· v síti (MCNF)

Minimum Cost Network Flow Problem

Obecná formulace úlohy

Je dána sí´ (souvislý, orientovaný, acyklický graf s jedním vstupem a jedním výstupem) s m
uzly a n hranami. Písmenem bj ozna£íme zásobu v uzlu j, tj. �výstupní tok� - �vstupní tok�, tj
. Jestliºe je bj > 0 jedná se o zásobovací uzel (zdroj), pro bj < 0 jde o uzel s poºadavkem (cíl)
a pro bj = 0 máme uzel pr·jezdní. P°i tom pro uzel j je

výstupní tok =
∑

k xjk a vstupní tok
∑

i xij .

S kaºdou hranou je spojena dolní mez Lij a horní mez Uij toku touto hranou. Cílem je ur£it
velikosti tok· xij v jednotlivých hranách grafu tak, aby náklady na p°epravu byly minimální,
jestliºe jednotková cena transportu po hran¥ ij je cij .

36



P°edpokládáme, ºe platí
∑

i bi = 0 (vyrovnané zdroje a poºadavky).

�e²ení

Pomocí LP ∑
ij

cijxij → min

∑
k

xjk −
∑
i

xij = bj , ∀j

xij ≤ Uij , xij ≥ Lij , 0 ≤ Lij ≤ Uij , ∀i, j

Poznámka

c a x jsou £tvercové matice kde °ádky i sloupce jsou indexovány uzly. Prvky t¥chto matic odpo-
vídají hranám grafu. V¥t²inou ne v²echny hrany existují. Neexistující hrany vyplníme nulami.
Jako m¥nící se bu¬ky v Excelu zadáme jen existující hrany - nejlépe vytaºené mimo do vektoru.
Pro kritérium i podmínky pr·toku m·ºeme pouºít celé matice (i prvky odpovídající neexistujícím
hranám - jsou to nuly). Podmínky pr·toku konstruujeme jakoby pro diagonálu matice x a d¥láme
sum(°ádek)-sum(sloupec), kde v °ádcích �xujeme (F4) písmenka a ve sloupcích £ísla adres. Pak
lze kopírovat. V²e je vid¥t v Excelu.

2.4.1 P°íklad

P°eprava zboºí po síti drah.
Ze skladu (1) pot°ebujeme dovést zboºí do výrobního závodu (7). K výrob¥ pot°ebujeme 150
výrobk· a m·ºeme je poslat po drahách vyzna£ených v grafu pomocí ²ipek. U hran grafu jsou
vyzna£eny jejich vzdálenosti, které jsou úm¥rné cen¥ za p°epravu

1

2

3

4

5

6

7

zdroj ćıl5

14

31

21
9

7

12

32

18

29

35

Kaºdá dráha je kapacitn¥ omezena na p°epravu maximáln¥ 80 ks zboºí. Jak (po jakých drahách)
je t°eba zboºí p°epravit, aby náklady za p°epravu byly minimální?

�e²ení

Nejprve sestavímematici c délek hran - ci,j jsou vzdálenosti z uzlu i do uzlu j podle zadaného
grafu.
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c j
i

1 2 3 4 5 6 7

1 1000 5 21 1000 1000 1000 1000
2 1000 1000 1000 14 18 32 1000
3 1000 1000 1000 9 7 12 1000
4 1000 1000 1000 1000 1000 1000 31
5 1000 1000 1000 1000 1000 1000 29
6 1000 1000 1000 1000 1000 1000 35
7 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000

Poznámka

Matici délek hran jsme zvolili v tzv penaliza£ním tvaru - tj. hranám, ke kterým neexistují dráhy,
jsme p°i°adili velké vzdálenosti tak, aby nemohly být v optimalizaci vybrány. Tento krok výrazn¥
zjednodu²uje zadání úlohy do Excelu, ale pracuje s mnohem v¥t²ím po£tem prom¥nných, neº
kdybychom jako stav zvolili jen platné hrany (se skute£nými vzdálenostmi). Protoºe nám jde
p°edev²ím o zadávání p°íklad·, budeme tuto metodu penalizace vyuºívat.

Stavové veli£iny x zvolíme ve tvaru matice se stejnými rozm¥ry jako má matice délek. xi,j

bude po£et jednotek zboºí p°epravených z uzlu i do uzlu j. �ádky i sloupce odpovídají uzl·m
1,2,· · · , 7.

�e²ení budeme zadávat pro toky jednotlivými uzly (ty si m·ºeme poloºit jakoby do diagonály
stavové matice). Kaºdý uzel si m·ºeme p°edstavit jako na obrázku (zde uvaºujeme jen jeden
vstup a jeden výstup)

zásoba bi

Uzel j

vstup z uzlu i výstup do uzlu k

xi,j xj,k

,

tedy z p°edchozího uzlu i p°ichází tok xi,j a ven, do uzlu k, odchází tok xj,k. Rozdíl �výstup�
- �vstup� je zásoba bi = xj,k − xi,j . Je-li vstup v¥t²í neº výstup, bude bi > 0 a jedná se o uzel
zdrojový - dodává zboºí ze své zásoby do sít¥. Pro bi < 0 jde o uzel spot°ební - odebírá zboºí ze
sít¥ do své zásoby. Pro bi = 0 se jedná o uzel tranzitní - zboºí zde jen prochází.

Obecn¥ ale do uzlu j m·ºe vstupovat a vystupovat více uzlu. Potom platí, ºe zásoba je to, co
v²echno z uzlu vyte£e minus to, co v²echno do uzlu vte£e.

Z uzlu j vytéká
∑

k xjk a vtéká
∑

i xij . Tedy zásoba bude

∑
k

xjk −
∑
i

xij = bj

Slovn¥: Zásoba v uzlu j je sou£et prvk· x v j-tém °ádku minus sou£et v j-tém sloupci.

V na²em p°íklad¥, kdy chceme p°evést 150 jednotek zboºí z uzlu (1) do uzlu (7) bude pro vektor
zásob b platit:
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1. uzel (1) je zdrojový se zásobou 150, tedy b1 = 150.

2. uzel (7) je spot°ební s poºadavkem 150, tedy b7 = −150

3. ostatní uzly budou pr·chozí, bj = 0, j = 2, 3, · · · , 6

Podmínky na uzly budou ∑
k

xjk −
∑
i

xij = bj , j = 1, 2, · · · , 7

Poznámka k realizaci v Excelu

Jak jsme se jiº zmínili, polohu uzl· m·ºeme umístit na diagonálu matice x. Rozdíly sou£t· °ádk·
a sloupc· m·ºeme umístit do bun¥k, pod bu¬kami na diagonále x. Poloha bu¬ky potom ur£uje
°ádek a sloupec, který do výpo£tu vstupuje.

Z po£ítaných bun¥k sta£í konstruovat jen první a zbytek kopírovat. Proto se ale bu¬ky musí
vhodn¥ �xovat. Sou£et v °ádku se nesmí posouvat v písmenech - tedy musí se �xovat písmena ($
p°ed písmena v adrese). Tomu odpovídá 3x zmá£knout F4. Sou£et sloupce se nesmí posouvat v
£íslech - �xujeme £ísla ($ p°ed £ísly v adrese) coº dosáhneme, kdyº 2x zmá£kneme F4 (ihned po
zadání adresy).

P°i v¥t²í úloze se pak zadávají zkonstruované bu¬ky (v diagonální poloze) rovny odpovídajícím
bu¬kám s b. Pro lep²í zadání do °e²itele je dobré zkonstruované bu¬ky zkopírovat do sloupce podél
sloupce b. !!! Pozor, nelze kopírovat taºením my²í - n¥které sm¥ry jsou �xované !!! Je pot°eba
do kaºdé bu¬ky nového sloupce napsat �=odkaz na kopírovanou bu¬ku�. Do podmínek °e²itele se
pak zadá: vlevo nový zkopírovaný sloupec, vpravo vektor b.

Dal²í podmínky budou x ≤ 80, kde 80 je maximální moºný tok hranami.

Kriterium
J =

∑
i,j

ci,jxij → min,

tj. minimální vzdálenost (cena) p°i p°evozu.

Úloha LP

x je matice p°enos· z uzlu i do uzlu j (matice7×7)

Kriterium

J =
∑
i,j

cijxij → min

Podmínky ∑
k

xjk −
∑
i

xij = bj , j = 1, 2, · · · , 7

xij ≤ 80, i, j = 1, 2, · · · , 7

Poznámka
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Protoºe jsme matici c (cen za p°evoz) zavedli v penaliza£ním tvaru, m·ºeme pracovat s celými
maticemi c a x. Jinak bychom museli ceny i stavy vyzobávat z matic, coº je p°i realizaci nep°í-
jemné.

Excel (U15_MinimCesta_penal.xlsx)
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P°íklad 2.4.2 P°eprava zboºí se £ty°mi zdroji a dv¥ma cíli.

Tento p°íklad p°ímo navazuje na p°edchozí. Tam, kde jsou zdroje, zadáme do vektoru b kladné
hodnoty zásob, kde jsou cíle, zadáme záporné hodnoty poºadavk·.

Je dáno 9 uzl· podle obrázku

zdroj

zdroj

zdroj

zdroj

ćıl

ćıl

1

2

3

4

5

6

7

8

9
4

8

5

9 5

9 8

5
3

6

4

7

5

5

9

8
9

7

9

2 3

7

4

Ohodnocení (cena) hran grafu (drah mezi místy - uzly) je uvedeno v následující tabulce

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 · 5 8 4 · · · · ·
2 · · 9 · 5 5 · · ·
3 · 8 · 9 7 4 6 · ·
4 · · 5 · 5 3 4 · ·
5 · · · · · 9 · 9 8
6 · · · · · · · 7 9
7 · · · · · 2 · 3 7

Jsou zde 4 zdroje, uzly 1 - 4. Poºadavky jsou v uzlech 8 a 9. Zásoba ve zdrojových uzlech je

£íslo uzlu 1 2 3 4
zásoba 50 30 20 50

a poºadavky v cílových uzlech jsou

£íslo uzlu 8 9
poºadavek 100 50

.

�e²ení

�e²ení dostaneme p°ímo jako MCNF s maticí x stavových prom¥nných prom¥nných dimenze 9×9
a maticí cen c stejného rozm¥ru s bu¬kami, ke kterým neexistují dráhy, dopln¥nými penalizací
1000. �e²ení je patrné z Excelu, s p°íslu²ným °e²itelem (viz p°edchozí vzorový p°íklad).
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Excel (U16_MinimCesta2.xlsx)

2.5 Dopravní problém

Obecné zadání:

Je dáno m zdrojových uzl·, kaºdý s zi, kde i ∈ {1 · · ·m} = M jednotkami zboºí, a n cílových
uzl·, kaºdý s dj , j ∈ {1 · · ·n} = N jednotkami poºadavk·. cij , i ∈ M, j ∈ N je jednotková
cena za p°evoz zboºí po hran¥ i, j a xij je mnoºství zboºí p°epravené po této hran¥. Chceme
dosáhnout minima náklad· za p°evoz.

�e²íme pro p¥t zdroj· a ²est cíl· s maticí vzdáleností

c =


10 12 9 15 18 21
6 8 17 9 15 17
22 15 14 18 16 14
14 18 22 21 19 25
31 15 14 18 16 14


Zásoby dodavatel· jsou

z = [30, 20, 50, 10, 40]
′

a poºadavky odb¥ratel·
d = [20, 30, 10, 10, 60, 20]

′
.
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�e²ení (klasicky)
Stavové veli£iny zavedeme jako matici x stejných rozm¥r·, kde prvek xi,j znamená mnoºství
zboºí, p°evezené z uzlu i do uzlu j.
Kriterium je

J =
∑
i,j

cijxij → min

Podmínky vyjad°ují spln¥ní poºadavk· odb¥ratel· a dodavatel·.

Sou£et prvk· prvního sloupce matice x je x1,1+x2,1+ · · · , tedy °íká, kolik dostal první odb¥ratel
dohromady od v²ech dodavatel·. Podobn¥ sou£et druhého sloupce x je zboºí, které dostal druhý
odb¥ratel. Stejn¥ i pro ostatní sloupce. Tato mnoºství porovnáme s poºadavky odb¥ratel·, tedy∑

i

xi,j = di, j = 1, 2, · · · , 6

Podobn¥, sou£ty °ádk· matice x p°edstavují mnoºství zboºí, které dodal p°íslu²ný dodavatel
celkem r·zným odb¥ratel·m. Ty op¥t porovnáme se zásobami dodavatel·, tedy∑

j

xi,j = zi, i = 1, 2, · · · , 5

Navíc m·ºeme stanovit maximální mnoºství zboºí, p°enesené po hran¥. Tady ji nastavíme na
hodnotu 15.

Excel (U17_prirazProbl.xlsx)
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�e²ení (pomocí MCNF)

Tuto úlohu je moºno °e²it také jako Minimální tok náklad· v síti (viz P°íklad 2.4.2).

Za tím ú£elem uvaºujeme sí´ s 11 uzly - prvních 5 budou dodavatelé a zbylých 6 odb¥ratelé.
Podle p°edchozího zadání dostaneme:

� matici vzdáleností c

c =



1000 1000 1000 1000 1000 10 12 9 15 18 21
1000 1000 1000 1000 1000 6 8 17 9 15 17
1000 1000 1000 1000 1000 22 15 14 18 16 14
1000 1000 1000 1000 1000 14 18 22 21 19 25
1000 1000 1000 1000 1000 31 15 14 18 16 14
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000


Matice vzdáleností je v penaliza£ní form¥.
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� vektor b
b = [30, 20, 50, 10, 40,−20,−30,−10,−10,−60,−20]′

kde kladné hodnoty jsou zásoby dodavatel· a záporné poºadavky odb¥ratel·.

� maximum p°enosu po hranách bude op¥t 15.

Excel (U19_prirazProblMCNF_penal.xlsx)
vychází z MCNF - U15_MinimCesta_penal.xlsx

2.6 Problém p°i°azení

Máme m pracovník· a n úkol·. Dále je stanovena výkonnost vij i-tého pracovníka vzhledem k
úkolu j (úkoly jsou r·zného druhu a pracovníci mají r·zné specializace). Poºadujeme spln¥ní
v²ech úkol· s minimálním výkonem (cenou) pracovník· p°i dal²ích vedlej²ích podmínkách.
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Poznámka

U °e²ení bychom p°irozen¥ poºadovali celo£íselnost. To ale vede na tzv. celo£íselné programování,
kterým se budeme zabývat aº v následujícím kurzu LP2. Zatím se spokojíme s °e²ením reálným,
které vhodn¥ zaokrouhlíme.

2.6.1 P°íklad

Výb¥r z investi£ních p°íleºitostí.

Firma má k dispozici 3 mil. korun na investice a dále má moºnost si p·j£it 1 mil. korun od
banky na 12% ro£ní úrok. K dispozici jsou následující investi£ní p°íleºitosti

Typ O£ekávané procento O£ekávané procento Procento
investice ro£ního zisku zhodnocení majetku risku/K£
1. Nemovitosti 0 18 20
2. St°íbro 0 10 12
3. Spo°ící ú£et 2 0 1
4. Blue chip zásoby 3 6 7
5. Dluhopisy 4 0 3
6. Hi-tech zásoby 0 20 30

Cílem návrhu je maximum majetku po jednom roce p°i následujících podmínkách:

1. O£ekávané zhodnocení majetku musí být v¥t²í neº 7%.

2. Nejmén¥ 50% z investovaných �nancí musí jít do zásob a dluhopis·.

3. Maximáln¥ 20% z vlastních �nancí (ne p·j£ených) m·ºe jít do nemovitostí a st°íbra.

4. Pr·m¥rný risk celé akce nesmí p°ekro£it 10.

�e²ení

Jako optimalizovaný stav zvolíme x1 · · · x6 - mnoºství pen¥z, investovaných do jednotlivých akcí
1, · · · , 6 a jako poslední x7 bude mnoºství pen¥z, které si p·j£íme u banky.

Celkový majetek po jednom roce bude dán tím, co jsme m¥li na za£átku (1 mil.) + to, co jsme
vyd¥lali (tabulka) - úroky z p·j£ky. P°itom to , co jsme vyd¥lali ur£íme jako procento z investice
podle tabulky - bu¤ jako ro£ní zisk, nebo zhodnocení majetku, tedy v procentech investice

akce 1 2 3 4 5 6
procenta 18 10 2 3+6=9 4 20

p°i£emº investujeme vlastní i p·j£ené. P·j£ené + úrok musím vrátit. kritérium tedy bude

1.18x1 + 1.10x2 + 1.02x3 + 1.09x4 + 1.04x5 + 1.20x6 − 1.12x7 → max

Podmínky

1. M·ºeme investovat jen to, co máme

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 ≤ 3mil.
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2. P·j£it si m·ºeme maximáln¥ 1 mil.

x7 ≤ 1mil.

3. P°inejmen²ím 7% zhodnocení investovaného vlastního vkladu

1.18x1 + 1.10x2 + x3 + 1.06x4 + x5 + 1.20x6 ≥ 1.07 (x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)

4. Alespo¬ polovina pen¥z na zásoby a dluhopisy

x4 + x5 + x6 ≥ 0.5 (x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)

5. Maximáln¥ 20% z vlastních investic do nemovitostí a st°íbra

x1 + x2 ≤ 0.2 (3mil.)

6. Pr·m¥rný risk investice

20x1 + 12x2 + x3 + 7x4 + 3x5 + 30x6 ≤ 10 (x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)

7. Nezápornost

x1, · · · , x7 ≥ 0

Tento p°íklad je²t¥ porovnáme se situací, kdy úrok z p·j£ky bude 10%.

Excel: (U20_vyberInvestic.xlsx)

Pokra£ování p°íkladu
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Vycházíme z p°edchozího p°íkladu, ale jako kritérium máme minimalizaci rizika.

�e²ení

kritérium
20x1 + 12x2 + x3 + 7x4 + 3x5 + 30x6 → min

Dále upravíme podmínky:

- podmínku na riziko vynecháme,

- v podmínce na zhodnocení majetku místo investované £ástky (suma xi) dosadíme celou £ástku
(3 mil.) (Víme pro£?)

Excel: (U21_vyberInvestic2.xlsx)

2.6.2 P°íklad

P°i°azení policejních hlídek do oblastí.

V ur£itém m¥st¥ s p¥ti oblastmi máme rozmístit policejní hlídky. Oblasti jsou r·zn¥ nebezpe£né,
proto kaºdá z nich vyºaduje jiný minimální po£et £len· hlídky. Dále je v oblastech de�nován
tzv. koe�cient stupn¥ ochrany. Ú£innost policie dostaneme, kdyº po£et £len· hlídky násobíme
tímto koe�cientem. Nap°. má-li hlídka ²est £len· a koe�cient je 3, pak ú£innost je 6·3 = 18.
Koe�cienty minimální ú£innosti v jednotlivých oblastech jsou v tabulce

oblast 1 2 3 4 5
koe�cient 3 7 10 5 4
ú£innost 40 50 70 60 60

Chceme optimalizovat (minimalizovat náklady) po£et £len· hlídek za následujících podmínek

1. Musí být zachována minimální ú£innost.

2. Pr·m¥rná ú£innost musí být alespo¬ 50.
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3. Pro oblasti 1, 2 a 3 je t°eba alespo¬ o 50% více policist· neº pro oblasti 4 a 5.

K dispozici je 67 domácích policist·, dal²í je t°eba najmout s platem 1000 K£/den.

�e²ení
Optimalizovaný stav budou tvo°it po£ty £len· hlídek pro jednotlivé oblasti

x = [x1, x2, x3, x4, x5] .

kritérium bude vyjad°ovat náklady na najaté policisty

1000 (x1 + x2 + x3 + x4 + x5 − 67)→ min

Podmínky jsou

1. Budou vyuºiti v²ichni domácí policisté

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 67

2. Bude dodrºena minimální ú£innost

3x1 ≥ 40
7x2 ≥ 50
10x3 ≥ 70
5x4 ≥ 60
4x5 ≥ 40

3. Pr·m¥rná ú£innost
(3x1 + 7x2 + 10x3 + 5x4 + 4x5) /5 ≥ 50

4. Více policist· pro oblasti 1, 2 a 3

x1 + x2 + x3 ≥ 1.5 (x4 + x5)

5. Nezápornost
x ≥ 0

Excel: (U22_policejniHlidky.xlsx)
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2.6.3 P°íklad

Tvorba rozvrhu.

Student plánuje rozvrh na p°í²tí semestr. P°edm¥ty a po£ty bod· k úsp¥²nému absolvování jsou
v tabulce

Marketing Podnikání Ú£etnictví Matematika Finance
Body/hodinu 5 4.5 5.5 3.5 5.5
Poºadavek 50 55 60 50 50

Dal²í podmínky

1. Je t°eba, aby úsp¥²n¥ absolvoval v²echny kurzy.

2. Semestr nabízí maximáln¥ 15 hodin z kaºdého p°edm¥tu.

3. Pr·m¥rné ohodnocení musí být alespo¬ 64 bod· (tj. celkem 320 bod·).

4. Po£et hodin z Matematiky musí být alespo¬ 20% z hodin ostatních p°edm¥t·.

5. Student si vyd¥lává u McDonalda. Dostává 300 K£ na hodinu. Pro náv²t¥vu kurz· a
výd¥lek má za semestr k dispozici 800 hodin (zbytek si vyhradil na studium). Pro obºivu
pot°ebuje alespo¬ 30000 K£ na celý semestr.

Kolik hodin si student má alokovat na jednotlivé kurzy, aby splnil v²echny podmínky a zbylo
mu co nejvíce £asu na práci pro obºivu?

�e²ení

Stav x bude p°edstavovat po£et alokovaných hodin pro jednotlivé p°edm¥ty.

Kritérium
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 → min

· · · £ím mén¥ stráví £asu ve skole, tím více mu zbude na práci.

Podmínky

podm. 1: spln¥ní bod· za kurzy
5x1 ≥ 50

4.5x2 ≥ 55

5.5x3 ≥ 60

3.5x4 ≥ 50

5.5x5 ≥ 50

podm. 2: nabídka 15 kurz·
xi ≤ 15, i = 1, 2, · · · , 5

podm. 3: pr·m¥rné hodnocení

5x1 + 4.5x2 + 5.5x3 + 3.5x4 + 5.5x5 ≥ 320
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podm. 4: hodiny z matematiky

x4 ≥ 0.2 (x1 + x2 + x3 + x5)

podm. 5: McDonald
300 (800− x1 − x2 − x3 − x4 − x5) ≥ 30000

· · · vnit°ek závorky p°edstavuje hodiny, které zbudou na práci.

Nezápornost
x ≥ 0

Excel

Excel: (U23_tvorbaRozvrhu.xlsx)

2.7 Nejkrat²í dráha grafem (pomocí MCNF)

Jedná se o typickou úlohu °e²enou v teorii graf·.

Je dána ohodnocená sí´, kde ohodnocení cij interpretujeme jako délky jednotlivých hran (i, j) .
Úkol je najít nejkrat²í dráhu ze zdrojového uzlu 1 do cílového uzlu m.

�e²íme pomocí MCNF, kde uvaºujeme o p°eprav¥ jednotky toku z uzlu 1 do uzlu m. Horní mez
pro jednotlivé toky poloºíme Uij = 1, ∀ij a v²echny uzly zavedeme jako pr·tokové bi = 0, ∀i.

2.7.1 P°íklad

Nejkrat²í dráha grafem pomocí MCNF.

Je dána ohodnocená sí´, kde ohodnocení cij interpretujeme jako délky jednotlivých hran (i, j) .
Úkol je najít nejkrat²í dráhu ze zdrojového uzlu 1 do cílového uzlu m.

V na²em p°íklad¥ uvaºujeme graf z obrázku
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Hledáme nejkrat²í dráhu z uzlu 1 do uzlu 7.

�e²ení (MCNF)

Matice c p°ímých vzdáleností mezi uzly bude

c =



1000 5 8 4 1000 1000 1000 1000 1000
1000 1000 9 1000 5 5 1000 1000 1000
1000 8 1000 9 7 4 6 1000 1000
1000 1000 5 1000 5 3 4 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 9 1000 9 8
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 7 9
1000 1000 1000 1000 1000 2 1000 3 4
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000
1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000


op¥t v penaliza£ním tvaru.

Stavová prom¥nná x bude matice stejných rozm¥r·. Její prvky xi,j p°edstavují dráhu z uzlu i
do uzlu j.

Vektor b (zásoby v uzlech) zadáme tak, ºe do uzlu 1 (ze kterého hledáme dráhu) vloºíme jednotu
zboºí, b1 = 1 a do uzlu 7 kde má dráha kon£it zadáme poºadavek na jednotku zboºí b7 = −1.
Ostatní uzly ponecháme jako pr·chozí, bi = 0.

Maximální kapacitu hran nastavíme na 1.
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Excel (U25_minCestaMNCF_penal.xlsx)

2.8 Bankovní úv¥r

Banka obchoduje s pen¥zi. P·j£uje a za p·j£ení dostává úv¥r. Podobn¥ jako podniká s kapitálem
je moºno investovat do r·zných akcí ve form¥ p·j£ek s r·znými úrokovými sazbami a dal²ími
podmínkami pro p·j£ování. Jak má banka s pen¥zi zacházet, aby dosáhla maxima zisku z úrok·?

2.8.1 P°íklad

Bankovní p·j£ky s r·znými úroky.

Banka disponuje £ástkou 53 milion· US$, z nichº poskytuje p¥t druh· p·j£ek s r·znými úroko-
vými sazbami:

a. obchodní úv¥r 12.5%
b. hypote£ní úv¥r (prvotní) 13.7%
c. úv¥r na údrºbu domu 13.6%
d. hypote£ní úv¥r (druhotný) 14.3%
e. krátkodobý p°eklenovací úv¥r 18.1%

S výjimkou krátkodobého p°eklenovacího úv¥ru, který je omezen na 3 miliony US$ nejsou p·j£ky
ve své vý²i omezeny, musí v²ak respektovat ur£itou regulaci úv¥rových postup·:

1. úv¥r na údrºbu nesmí p°esáhnout 20 % prvotních hypoték,
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2. obchodní úv¥r nesmí být v¥t²í neº druhotné hypotéky,

3. banka musí investovat alespo¬ 60 % úv¥r· do hypoték,

4. kv·li zabezpe£ení proti rizik·m je nutno na kaºdý dolar druhotných hypoték investovat
alespo¬ dva dolary do prvotních hypoték.

Ú£elem je maximalizovat investi£ní výnos (výnos z úrok· za úv¥r).

�e²ení

Stav x = [x1, x2, x3, x4, x4] - kolik se z £eho p·j£í (a. b. c. d. e.).

Kriterium - maximální výnos z úrok·

J = 12.5x1 + 13.7x2 + 13.6x3 + 14.3x4 + 18.1x5 → max

Podmínky

1. kolik banka disponuje ∑
i

xi ≤ 53000

2. omezení na krátkodobý úv¥r
x5 ≤ 3

3. - 6 podle uvedených 1. - 4.

x3 ≤ 0.2x2

x1 ≤ x4

0.6

5∑
i=1

xi ≤ x2 + x4

x4 ≤ 2x2

Poznámka

Do podmínek °e²itele lze na pravé stran¥ zadat pouze £íslo neb odkaz na bu¬ky. Tedy podmínky,
kde je na pravé stran¥ výpo£et by se museli nejprve spo£ítat v listu a na výsledek zadat odkaz.
Jednodu²²í °e²ení ale je p°evést pravou stranu podmínka nalevo a vpravo pak dosadit nulu. Nap°.
místo x3 ≤ 0.2x2 zadat x3 − 0.2x2 ≤ 0. Tak je to také zde realizováno.

Excel: (U29_bankovniPujcky.xlsx)
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2.9 Obsazení sm¥n

V p°ípad¥ obchodu s rychlým ob£erstvením (ale i v °ad¥ dal²ích p°ípad·, jako u zdravotních
sester, pilot·, pokladních v samoobsluhách atd.) je zapot°ebí r·zný po£et zam¥stnanc· v r·z-
ných denních dobách. Úlohu °e²íme tak, ºe naplánujeme stejn¥ dlouhé a p°ekrývající se sm¥ny.
Navrhujeme po£et zam¥stnanc· pro jednotlivé sm¥ny a jejich p°ekryv nám umoºní plánovat
r·zný po£et zam¥stnanc· v r·znou denní dobu.

2.9.1 P°íklad

Obsazení sm¥n se 4-hodinovými intervaly.

V daném obchod¥ se pracuje s osmihodinovou sm¥nou, která m·ºe za£ínat vºdy po £ty°ech ho-
dinách: 6.00, 10.00, 14.00, 18.00, 22.00 a 02.00 hodin. Nároky na poºadovaný po£et zam¥stnanc·
pro jednotlivé 4hodinové úseky jsou následující

i 1 2 3 4 5 6
úsek 06-10 10-14 14-18 18-22 22-02 02-06
po£et 17 9 19 12 5 8

Vysv¥tlení: Ti, co nastoupí v 06h budou pracovat 8 hodin, tedy aº do 14h, tj. oba dva po sob¥ následující

4hodinové úseky. Dal²í sm¥na nastoupí v 10h a bude pracovat do 18h. Tedy v úseku 10-14h budou

pracovat ti, co nastoupili v 6h plus ti, co nastoupili v 10h. A tak je to s kaºdým 4hodinovým úsekem.

Jak obsadit sm¥ny s minimálním po£tem lidí?

�e²ení

Zavedeme stav x se sloºkami xi, i = 1, 2, · · · , 6 - po£et lidí, nastupujících na úsek i.

Model je
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 → min

x1 + x6 ≥ 17
x1 + x2 ≥ 9
x2 + x3 ≥ 19
x3 + x4 ≥ 12
x4 + x5 ≥ 5
x5 + x6 ≥ 8

x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0 (int)

a °e²íme.

Poznámka

xi musí být celo£íselné (nejde obsadit p·l £lov¥ka). Jak jsme jiº °ekli, zatím celo£íselnost neu-
míme. Proto bu¤ zaokrouhlíme nebo v °e²iteli v okénku pro podmínky zadáme vlevo x a uprost°ed
vybereme �int� nebo �celé�. Co to znamená °ekneme p°í²tí semestr.

Excel: (U26_smeny4hod.xlsx)
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Modi�kace p°íkladu

Totéº, ale úseky vezmeme dvouhodinové. Poºadavky na úseky budou:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
úsek 6-8 8-10 10-12 12-14 14-16 16-18 18-20 20-22 22-24 0-2 2-4 4-6
po£et 17 11 9 7 1 19 12 8 5 3 3 8

Excel: (U26_smeny2hod.xlsx)

2.10 Dynamická produkce

V této t°íd¥ úloh se jedná o výrobu na odbyt, jehoº poºadavky p°ichází postupn¥ v £ase. Rychlost
výroby je omezena a poºadavky p°icházejí v r·zných velikostech. Proto je výhodné tvo°it zásoby.
Za jejich uskladn¥ní je ale pot°eba platit.

2.10.1 P°íklad

Plánování výroby na £ty°i m¥síce dop°edu.

Plánujeme výrobu od za£átku ledna do konce dubna - tedy na 4 m¥síce. Údaje jsou v tabulce

leden únor b°ezen duben
Poºadavky (ks) 80 70 130 150
Kapacita výroby (ks) 120 140 150 140
Jednotkové náklady ($) 1 1.1 1.2 1.25

Stav zásob evidujeme vºdy na za£átku m¥síce a ozna£íme je z1, z2, · · · , z5. Hodnota z1 je dána
na²í zásobou na za£átku, tady z1 = 20, na konci poºadujeme hodnotu z5 = 0. Jednotková cena
za uskladn¥ní je $0.05 splatná na konci ledna, $0.15 na konci února a b°ezna.

Jak vyráb¥t, abychom splnili poºadavky a m¥li minimální náklady na výrobu a skladování?

�e²ení

56



Pro zásoby bude platit: �zásoba te¤� bude �zásoba minule� plus to, �co se vyrobilo� mínus to,
�co se odevzdalo�. Tedy nap°. na za£átku bude

z2 = z1 + v1 − 80,

kde v1, v2, v3, v4 je výroba v jednotlivých m¥sících.

Zavedeme stav x ve tvaru
x = [v1, v2, v3, v4, z2, z3, z4]

Kriterium
v1 + 1.1v2 + 1.2v3 + 1.25v4 + 0.05z2 + 0.15z3 + 0.15z4 → min

· · · platíme náklady na výrobu a poplatky za skladování.

Podmínky

v1 ≤ 120

v2 ≤ 140

v3 ≤ 150

v4 ≤ 140

v1 + z1 − z2 = 80

v2 + z2 − z3 = 70

v3 + z3 − z4 = 130

v4 + z4 − z5 = 150

v1, · · · , v4, z2, · · · , z4 ≥ 0

· · · na kapacitu a spln¥ní poºadavk·.

Excel

Excel: (U28_planovaniVyroby.xlsx)
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Dodatky k p°íkladu

Dále je moºno uvaºovat omezené kapacity skladu

z2 ≤ 40

z3 ≤ 50

z4 ≤ 50

S t¥mito omezeními je hodnota kriteria 479.50.

2.11 �ezání materiálu

Jedná se o typickou úlohu pro metody lineárního programování (s podmínkou celo£íselnosti).
Máme k dispozici ur£itý materiál (ty£e o stejné základní délce) a z nich máme na°ezat p°edepsaný
po£et kus· o daných délkách. P°itom v¥t²inou poºadujeme minimální odpad. Variantou úlohy
je p°ípad, kdy m·ºeme °ezat do zásoby.

Poznámka: O celo£íselnosti jsme se jiº zmi¬ovali.

2.11.1 P°íklad

�ezání nosník·.

K výrob¥ ocelových konstrukcí se pouºívají nosníky o délce 1.7 m, 1.2 m a 0.5 m. Materiál
pot°ebné kvality je dodáván pouze v délce 3.3 m.

a) Navrhn¥te takový zp·sob °ezání materiálu, aby bylo na°ezáno alespo¬ 600 kus· nosník· délky
1.7 m, alespo¬ 800 kus· délky 1.2 m a alespo¬ 800 p·lmetrových kus· a celkový odpad (v m)
byl minimální. Zásoba materiálu je dostate£ná.

�e²ení

Nejprve zvolíme tzv. °ezné plány. Vybrané plány jsou v tabulce

plán 1 2 3 4 5 6
1.7 1 1 1 0 0 0
1.2 1 0 0 2 1 0
0.5 0 3 2 1 4 6

zbytek 0.4 0.1 0.6 0.4 0.1 0.3

Poznámky k °ezným plán·m

• �ísla uvedená v tabulce jsou po£ty kus· ur£ité délky, které p°i °ezání podle daného plánu
získáme.

• Zbytek je délka kusu nosníku, který po °ezání zbude a nelze ho dále vyuºít.

• Uvedené plány nejsou v²echny moºné, jen ty, které jsme z n¥jakého d·vodu vybrali.
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Stav x = [x1, x2, x3, x4, x5, x6] kde xi je po£et °ezání podle plánu i.

Kritérium - minimální odpad

J = 0.4x1 + 0.1x2 + 0.6x3 + 0.4x4 + 0.1x5 + 0.3x6 → min

Podmínky - na°ezané po£ty ≥ poºadované (je-li tabulka Ti,j a poºadované po£ty jednotlivých
délek di) pak ∑

j

Ti,jxj ≥ di, i = 1, 2, 3

Poznámka

V²imn¥me si, ºe plán 3 je nesmyslný. Ze zbytku by se je²t¥ mohla u°íznout délka 0.5 - tím
bychom získali plán 2 s lep²ím výsledkem. Je z°ejmé, ºe ve výsledném °e²ení tento plán nesmí
být vybrán. Z Excelu vidíme, ºe vybrán není.

Excel: (U30_rezaniNosniku.xlsx)

b) Spl¬te tytéº podmínky (z bodu a.) s minimální spot°ebou materiálu, tj. ne°eºte do zásoby.
Porovnejte výsledek s p°edchozím.

�e²ení
Podmínky na rovnost.
Excel: (U31_rezaniNosniku2.xlsx)
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c) Na jednu konstrukci jsou t°eba dva kusy o délce 1,7 m, t°i kusy délky 1,2 m a p¥t p·lmetrových
kus·. Jedna dodávka materiálu obsahuje 1000 kus· délky 3,3 m. Zajist¥te roz°ezání materiálu
tak, aby bylo moºno sestavit maximální po£et konstrukcí.

�e²ení
Stav x - po£et °ezání podle plánu, j - po£et konstrukcí
Krit. - po£et konstrukcí → max
Podm. - dodrºení poºadavk· na jednotlivé délky

Dal²í podmínka - vazba mezi po£tem konstrukcí a po£tem jednotlivých díl·. Zajímají nás jenom
konstrukce, ne samostatné díly.

Omezení na po£et základních trubek o délce 3.3 m.

Poznámka

Podmínky poºadující minimální výrobu jednotlivých délek jsou tady trochu podivné. Nemusí se
uvaºovat. Jen pro men²í po£et 3.3 trubek zp·sobí, ºe úlohu nelze °e²it.

Excel: (U32_rezaniNosniku3.xlsx)

2.11.2 P°íklad

�ezání ty£í s moºností svá°ení zbytk· po °ezání.

Z ty£í o délce 50 cm vyrábíme ty£ky o délce 20 cm a 15 cm. Odpad lze dále sva°ovat na ty£ky
poºadovaných délek (nap°. dva deseticentimetrové zbytky na jednu dvaceticentimetrovou ty£ku
atd.). Cena jedné p·vodní ty£ky je 3 koruny, cena jednoho �°ezu� 2 K£ a cena jednoho sváru
v£etn¥ zabrou²ení 0.1 K£. Úkolem je navrhnout takový program °ezání a sva°ování, aby podnik
vyrobil alespo¬ 140 ty£ek délky 20 cm a alespo¬ 220 ty£ek o délce 15 cm tak, aby celkové náklady
na jejich po°ízení byly minimální.

�e²ení

�ezné plány zvolíme (nebereme v²echny moºné ale jen vybrané).

Plán 1: °eºeme 2 kusy 20cm. Po£et °ez·: 2. Zbytek 10cm.
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Plán 2: °eºeme 1 kus 20cm a 2 kusy 15cm. Zbytek 0cm.

Plán 3: °eºeme 3 kusy 15cm. Po£et °ez·: 3. Zbytek 5cm.

Plán 4: sva°íme zbytky ze dvou plán· 1. Po£et svár·: 1. Dostaneme 1ks 20cm.

Plán 5: sva°íme zbytky z plánu 1 a 3. Po£et svár·: 1. Dostaneme 1 ks 15cm.

Plán 4: sva°íme zbytky ze t°í plán· 3. Po£et svár·: 2. Dostaneme 1ks 15cm.

�ezné plány zapí²eme do tabulky (jde o po£ty díl·, které z plánu dostaneme)

°ezy sváry
plán 1 2 3 4 5 6
20cm 2 1 0 1 0 0
15cm 0 2 3 0 1 1

°ezy/sváry 2 2 3 1 1 2
náklady/jed. 2 2 2 0.1 0.1 0.1
nákl. celk.=c 4 4 6 0.1 0.1 0.2

Stav x = [x1, x2, x3, x4, x5, x6] zavedeme jako po£ty realizací jednotlivých plán·

Tabulku po£tu °ez· ozna£íme T , a poºadované po£ty ty£ek jednotlivých délek bi, i = 1, 2.

Kriterium
J =

∑
j

ci,jxj + 3
∑
j

xj → min

kde 3 je cena ty£ky.

Podmínky

1. poºadavky na na°ezané mnoºství ∑
j

Ti,jxj ≥ bi

2. dostatek od°ezk· na sva°ování (musí být z £eho sva°ovat)

� pro plán 4 pot°ebujeme dva plány 1

� pro plán 5 pot°ebujeme jeden plán a jeden plán 3

� pro plán 6 pot°ebujeme t°i plány 3

tedy
x1 − 2x4 ≥ 0

x1 − x5 ≥ 0

x3 − x5 ≥ 0

x3 − 3x6 ≥ 0

Excel: (U33_rezaniTyciSvarovani.xlsx)

61



62



Kapitola 3

Programové vybavení

3.1 Excel

3.1.1 �e²itel

Pro °e²ení úloh lineárního programování je moºné pouºít aplikaci �e²itel, tedy aplikaci, která
slouºí k vyhledávání extrém· funkce. �e²itel je sou£ástí MS Excel. Výhoda této aplikace je v
tom, ºe je p°ehledná a Excel je b¥ºn¥ vyuºívaný a roz²í°ený tabulkový procesor. Nevýhoda je,
ºe je omezený prostorem a pro sloºité úlohy se musí pouºít jiný program.

V²echny úlohy byly naprogramovány ve verzi MS Excel 2013 a i na tuto verzi optimalizovány.
Z toho d·vodu neru£íme za nefunk£nost ve star²ích verzích. Tato verze je zdarma ke staºení na
http://download.cvut.cz/. �e²itele naleznete po spu²t¥ní v záloºce DATA, viz obrázek 3.1.1.

Obrázek 3.1.1: Excel - Data - �e²itel (Solver)

Pokud tam není, je nutné ho aktivovat. Lze aktivovat následujícím zp·sobem:

1. otev°ete �Soubor - Moºnosti - Dopl¬ky� a otev°e se vám nové okno, viz obrázek 3.1.2 (a),

2. v otev°eném okn¥ dole klikneme na �Spravovat: Dopl¬ky aplikace Excel� a otev°e se dal²í
okno, viz obrázek 3.1.2 (b). Za²krtneme ��e²itel� a potvrdíme pomocí tla£ítka �OK�.

Pokud v²e prob¥hlo v po°ádku, v záloºce DATA se objeví �e²itel (v anglické verzi Solver).
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(a) (b)

Obrázek 3.1.2: Aktivace �e²itele

3.1.2 Model v se²it¥ Excel

1. Nejd°íve vymezíme blok bun¥k pro neznámé x (p°ípadn¥ dal²í neznámé).

2. Dále zapí²eme v²echny zadané veli£iny - v¥t²inou to jsou ceny c a koe�cienty lineárních
omezení A a poºadované pravé strany b.

3. Spo£teme v²echno, co je pot°eba spo£ítat (do �e²itele se dávají jen odkazy na bu¬ky nebo
bloky bun¥k). V¥t²inou to je:

(a) kritérium c′x =
∑

i cixi

(b) vypo£tené pravé strany omezení Ax =
∑

j aijxj ∀i

4. Zavoláme �e²itele a zadáme v²echny odkazy

(a) zvolíme Min nebo Max pro kritérium,

(b) zadáme blok nebo bloky pro neznámé (optimalizované) veli£iny,

(c) p°idáme omezení ve tvaru ≤, ≥ nebo binární (volí se na stejném míst¥)

(d) v¥t²inou necháme zatrºenou volbu �neomezené veli£iny jsou nezáporné� (nemusí se to
jiº deklarovat v podmínkách)

(e) a v okénku dole vybereme volbu �Simplex LP� - lineární programování.

3.1.3 Triky p°i práci v Excelu

Blok bun¥k - taºení my²í nebo Shift+²ipka.

P°emíst¥ní bloku (s Ctrl kopie) - uchopení za okraj (bu¬ky nebo bloku) a taºení.

Vkopírování hodnoty do celého bloku - vytvo°íme blok, zadáme hodnotu a Ctrl+Enter.
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Maticové vzorce - provád¥jí operace (nej£ast¥ji násobení) prvek po prvku. Zadávají se pomocí
Ctrl+Shift+Enter. Výsledek m·ºe být v jedné bu¬ce, nebo v bloku bun¥k. Blok je moºno zadat
p°edem (pak se objeví výsledky v celém bloku). Vzorec je moºno kopírovat se v²emi pravidly o
posunu adres.

Fixace adres (absolutní adresy) - za�xované adresy se p°i kopírování neposouvají. Adresu �xuje
dolar p°ed písmenem, £íslem nebo obojím. Dolar p°ed písmenem �xuje adresu p°i vodorovném
pohybu, p°ed £íslem p°i svislém pohybu a p°ed obojím i ve vodorovném i svislém sm¥ru.

Zadání dolar· - automaticky zadáme dolary klávesou F4 ihned po vloºení adresy (jinak se
musí adresa dát do bloku). Opakované stisknutí F4 provede: oba dolary, jen p°ed £íslem, jen
p°ed písmenem, ºádný dolar (atd.).

Skalární sou£in - pokud pot°ebujeme maticový výpo£et =
∑

i aibi lze ho jednodu²e vytvo°it
tak, ºe vytvo°íme sumu sou£inu dvou sloupc· a poté zmá£kneme Ctrl+Shift+Enter. Nap°íklad
=suma(A1:A10*B1:B10) + Ctrl+Shift+Enter.

Sou£in matice a vektoru - matice je B1:D10 a vektor A1:A10. Sou£in je =suma(B1:D10*$A$1:$A$10)
+ Ctrl+Shift+Enter a rozkopírovat svisle. (Adresa s dolary je absolutní - viz �xace adres.)

3.1.4 P°íklad v Excelu

�e²íme obecný p°íklad lineárního programování

5x1 + x2 → max

3x1 + 5x2 ≤ 15

2x1 + x2 ≤ 8

x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0

Pro p°ehlednost, je hned na za£átku uvedeno °e²ení, které je ozna£eno modrým pozadím (obrázek
3.1.3). Dále jsou uvedeny váhy v kritériu (pro variantu (a) v obecném p°íkladu), tedy váhy
c = [5, 1]. Následují podmínky jako matice

A =

 3 5
2 1
0 1

 , b =

 15
8
2


které jsou také ve £tvere£ku s ºlutým pozadím, stejn¥ jako váhy v kritériu. Kritérium, které
je ozna£eno zeleným pozadím v ráme£ku, je základní parametr, kde se hledá maximum nebo
minimum. Ani tento parametr nem¥níme. P°i práci se obvykle m¥ní pouze polí£ka s ºlutým
pozadím, tedy zadání.
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Obrázek 3.1.3: P°íklad v Excelu

V p°ípad¥, ºe jiº máme nastavené základní hodnoty, p°echázíme k �e²iteli (Solver). Spustíme
DATA-�e²itel (Solver) a objeví se nám tabulka znázorn¥na na obrázku 3.1.4 (a). Pro správnou
funkci je pot°eba nastavit následující:

1. Ú£elová funkce - odkaz na bu¬ku s kritériem (zelené pozadí).

2. Hledat - hledá se minimum, maximum nebo ur£itá hodnota. Pro zadávajícího je d·leºité
si uv¥domit co hledá (u zisku bude hledat maximum a u náklad· minimum).

3. Prom¥nné modelu - výsledek (modré pozadí). Zde bude optimální hodnota pro zadané
veli£iny (nap°íklad kolik kus· výrobku A a B vyrobit).

4. Omezující podmínky - zde musí být v²echny podmínky, které je pot°eba splnit, tzn.
vytvo°í se sloupcový vektor, do kterého se vypo£ítá sou£in výsledku (nap°íklad kolik kus·
vyrobit) s hodnotou °ádku tak, aby se dal výsledek porovnat s omezením. Tedy �a · x�
porovnáme s pravou strannou omezení. Pokud bude je²t¥ jiný poºadavek, nap°íklad mini-
mální vyrobené mnoºství, musí se zapsat také do Omezujících podmínek, kde se klikne na
ikonku P°idat a nade�nuje se nová podmínka.

5. Nastavit podmínky nezápornosti - u v¥t²iny problém· se o£ekává, ºe výsledek nem·ºe
být záporný (nem·ºeme vyrobit -5 výrobk·). Tato podmínka se m·ºe zadat p°ímo do
omezujících podmínek nebo se za²krtne polí£ko s podmínkou nezápornosti.

6. Vyberte metou °e²ení - na výb¥r je Gradientní metoda, Simplexová metoda a Evolu£ní
algoritmus. Zvolení vhodné metody je na zadavateli a ur£í se podle typu úlohy.
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(a) Simplexová metoda - lineární optimaliza£ní úlohy,

(b) Gradientní metoda - hladké nelineární optimaliza£ní úlohy,

(c) Evolu£ní algoritmus - nehladké nelineární optimaliza£ní úlohy.

(a) (b)

Obrázek 3.1.4: �e²itel

Poté se jiº jen zadá funkce °e²it a objeví se následující tabulka 3.1.4 (b). Tam necháme za²krt-
nutou moºnost Uchovat °e²ení �e²itele a potvrdit tla£ítkem OK.

3.2 LiPS

LiPS - Linear Program Solver je free software, který provádí výpo£et úloh lineárního (i celo£í-
selného) programování. Navíc obsahuje také °e²ení úloh citlivosti a stability. Program není t°eba
instalovat, lze ho spustit p°ímo z .exe souboru, staºeného na adrese

https://sourceforge.net/projects/lipside/

Tento software je dopl¬kový a budeme jej pouºívat jednak jako ukázku simplexové metody,
kterou ukazuje krok po kroku, jednak pro demonstraci citlivosti a stability úloh.

Poznámka

Podobný, pon¥kud siln¥j²í ale také sloºit¥j²í, je program LPSolve

https://sourceforge.net/projects/lpsolve/�les/lpsolve/

Hodí se na rozm¥rné reálné úlohy.
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Po spu²t¥ní programu LiPS se objeví aplikace s pracovní plochou. V ní je moºno otev°ít nové
nebo jiº d°íve uloºené okno �model�. To m·ºe mít dvojí podobu: text nebo tabulka, a to jak
u nového, tak i u otevíraného okna (u otevíraného je typ okna moºno vybrat v poli dole pod
okénkem Název souboru).

Model se nejlépe zadá ve form¥ tabulky. Potom je moºno model uloºit a otev°ít v textové podob¥.
Tím se zjistí, jaká jsou pravidla pro textové zadávání.

�e²ení modelu se spustí ikonkou s bílým trojúhelníkem na zeleném poli. Po spu²t¥ní se objeví
výsledkové okno �report�, ve kterém je uloºen celý postup °e²ení v simplexové tabulce. Výsledky
jsou v posledních dvou tabulkách nadepsaných jako RESULTS.

První tabulka ukazuje °e²ení (Value), zadané ceny (Objective cost) a koe�cienty stability (Re-
duced cost).

Druhá tabulka uvádí pravé strany omezení (RHS), rozdíly mezi levou a pravou stranou omezení
(Slack) a koe�cienty citlivosti (Dual price).

Po spu²t¥ní modelu a s kurzorem v okn¥ modelu lze spustit dal²í ikony vpravo od ikony Solve.
Jsou to Sensitivity analysis, Matrix map a Solving history.

Po spu²t¥ní Sensitivity analysis (modré S) se objeví tabulka, kde vybereme RHS Range (All) a
COST Range (All) a p°esuneme je ²ipkou do pravého pole. Po OK se objeví citlivostní analýza.

Zbylé volby v p°edchozího menu provádí analýzu v situaci, kdy zvolíme jiné pravé strany nebo
jiné koe�cienty matice omezení A. Ty je t°eba zadat tak, ºe se kurzorem postavíme na p°íslu²ný
°ádek v pravém okn¥ a zvolíme dole Settings...

Zadaný model, stejn¥ jako °e²ení nebo citlivost je moºno uloºit na disk.

Základní pohled na LiPS je v následujícím obrázku

68



3.3 Linear programming grapher

Jedná se o webovou aplikaci na adrese

https://www.zweigmedia.com/utilities/lpg/index.html?lang=en

do které lze zadat model dvourozm¥rné úlohy lineárního programování a úlohu spustit tla£ítkem
Solve. Ukáºe se p°ípustný simplex °e²ení s popisem jednotlivých hranic omezení a samoz°ejm¥
optimální °e²ení. Model se zadá nejlépe tak, ºe spustíte LP Examples a výsledek upravíte podle
svého.

Vlevo naho°e, pod ºlutou záloºkou Main Page, je tla£ítko Simplex method utility. Ta umoº¬uje
°e²it obecnou úlohu LP. Doporu£uje se pracovat v nové verzi (£ervený text).

Pohled na Grapher je na následujícím obrázku
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