1 Metody reSeni tiloh IP

1.1 Metoda vétvi a mezi (branch and bound)

Je to metoda pro TeSeni celo¢iselného programovani, zalozen& na opakovaném feSeni pomoci
simplexové metody s postupnym piidavanim omezeni. Metoda konverguje v koneném poctu
kroku, i kdyz doba konvergence miize byt dlouhé.

Jestlize tilohu fesime tak, Ze jednou simplexovou tabulkou dostaneme feSeni a to zaokrouhlime,
nemusime dostat optimélni feSeni. Lze dokazat, Ze optimalni feSeni muze lezet libovolné daleko,
viz néasledujici priklad.

Zadani alohy:
Podle nasledujiciho zadéni, chceme dosdéhnout maximalniho zisku

x + 5y — max

Dale musime splnit nasledujici podminky

z + 5y < 50
r—y<5H

x4y <30

Reseni

Ulohu nejdiive vyFesime metodou linearniho programovéni, kde ziskdme feseni [12.5, 7.5]. Re-
Seni celoCiselného programovani da FeSeni [10, 8]. Vysledek celo¢iselného programovani neni
zaokrouhleni linedrniho programovani. Z obrazku 1.1 je vidét, ze zaokrouhlené feSeni lezi od
optimalni vrstevnice kritéria dale, nez optiméalni IP feSeni.

Algoritmus Metody vétvi a mezi (Branch and Bound - B&B) je:

1. Vezmeme optimalni bod FeSeni - nap¥. [12.5, 7.5] a tento bod vyjmeme z pFipustné oblasti
(bud’ vodorovné nebo svisle) tak, Ze pfidame nové omezeni - napt. < 12 a = > 13 (tady
vodorovng). Tim vzniknou dvé nové piipustné oblasti kde jiz necelo¢iselné FeSeni neleZi,
ale zadné celociselné feseni neni vyjmuto.

2. Znovu fesime LP ulohu (simplexovou metodou) pro pivodni tlohu s dalsima dvéma ome-
zenimi.

3. Dostaneme optimélni feSeni. Pokud je feSeni celoc¢iselné, je konec. Pokud neni, pokracujeme
opét od bodu 1.

4. Takhle stale pridavame nova omezeni, dokud nedostaneme celoc¢iselné feSeni.



L 1 omezeni

vrstev]

,,,,,,, 0. 53
/7 optimalni”
’ . . .

Obréazek 1.1: Porovnani vysledku LP a IP

Regeni budeme demonstrovat na predchozim piikladé.

LP feseni [12.5, 7.5] krit—42.5

reSeni omez r <12

z(dolni) [12, 7,6]  krit=42.4
feSeni omez x>=13

z(horni) X omez vyhodime
reSeni omez y <7

y(dolni) [12, 7] krit=40  pamatujeme a vyhodime
reSeni omez x> 8

y(horni) [10, 8] krit=42

Obé feseni pro y vyhovuji celociselnosti. Druhé ma ale vyssi hodnotu kritéria, proto ho volime.
Vidime také, ze toto feSeni souhlasi s IP feSenim.

Lips: Podminky zaddme do programu Lips ( ).

1.2 Metoda fezi (cutting planes)

Tato metoda vychézi z optimalni simplexové tabulky pro LP. Tuto tabulku pfepiSeme do rovnic,
v kterych eliminujeme zlomkové koeficienty na pravou stranu. Vzniklé rovnice se zlomkovymi
koeficienty znovu fesime simplexovou tabulkou. Kon¢ime, kdyz jako vysledek obdrzime cela ¢isla.

K soustavé omezeni priddvdme dali linedrni omezend, kterd vylouci optimdlni (zlomkové) LP
TeSeni ale zachovaji vSechna pTipustnd celoc¢iselnd TFesent.

Zadani alohy:

Podle nasledujiciho zadéni, chceme doséhnout maximalniho zisku



J =5z + 8y — max
Déle musime splnit nasledujici podminky

x+y+51:6
5t + 9y + so=4>5

Z,Y,S1,52 > 20
Reseni

LP feSeni tohoto problému da simplexovou tabulku

(—2) fgsl —3sy = —411
x +381 —3S2 = 2
3 t, — &
Y 151 T382 — 1

Tu piepiSseme néasledujicim zptsobem

(—2) —2s1 —so +42 = % - %sl - ?92
T +251 —sy -2 = i %Sl — %32
Yy  —2s -3 = {981 — 152

a to tak, ze

1. vlevo jsou jen celo¢iselné koeficienty,
2. vpravo jdou zlomky
(a) absolutni hodnoty jsou kladné,
(b) koeficienty u proménnych jsou zaporné.

Dale plati:

1. Pro celociselné feSeni je jsou levé strany cel4 ¢isla.
2. Pro s, 82 > 0 jsou pravé strany men$i nebo rovny konstantdm.

3. Protoze konstanty jsou kladné zlomky, musi platit Ze pravé strany jsou < 0 (a tedy i levé).
Miizeme proto pséat

3 3 Lo, 3.3 Loy 0
- — =51 — —5§ — — —5] — =83+ 83 =
4 47t 37— 4 47t gt

1 1 <0 — 1 1 +s4=0
1 481 So < 1 451 452 54 =

poslednirovnice je stejnd jako proni



To jsou podminky, které priddme k piivodni tloze a opét feSime pomoci simplexové tabulky.
Celociselné feseni konéi vypocet, pro necelociselné vyjdeme z nové simplexové tabulky a pokra-
Cujeme stejné.

Prvni feSeni

|5] LiPS Modell
1maximize: 5*x+8%y;

KHy<=6;
Sxx+Gry<=45;

s W

[} LiPS Reportl
variable out of the basic set —> s3

**% phase II --- Iteration 2 ***
Basis X Yy s3 sd RHS

X 1 0 2.25| =0.25 2.25

y 0 1| -1.25 0.25 3.75
obj. 0 0 -1.25| -0.75| 41.25

>> Optimal solution FOUND
>> Maximum = 41.25

*%% RESULTS - VARTABLES *¥*

& variable value 0Obj. Cost| Reduced Cost
X 2.25 5 0
Yy 3.75 8 0
¥k RESULTS - CONSTRAINTS ¥k
Constraint value RHS | Dual Price
Rowl 6 6 T:25
Row2 45 45 0.75

z tabulky sestavime nova omezeni pro s; a s a prepocitame na za y. Ta jsou
2z + 3y < 15

4 + Ty < 35.

Prvni omezeni da rovnou vysledek [0, 5]



E]

LiPS Modell

maximize: S*x+8*y;

&

2]
3ix+y<=6;
4i5%x+09%y<=45;
=
6

2%x+3%y<=15;

) LiPS Report2

>> Maximum =

®RE RESULTS -~

X i 0 0 =1 3 0
obj. 0 0 0 -1/3 =5/3 40
>> Optimal solution FOUND

VARIABLES *¥*

Variable Value Obj. Cost| Reduced Cost
X 0 5 0
¥ 5 8 1]
g ‘E‘ %% RESULTS - CONSTRAINTS *¥**
Constraint value RHS| Dual Price
Rowl 5 6 0
Row?2 45 45 1/3
Row3 15 15 5/3

KdyZ zkusime druhé omezeni, dostaneme [%, 1]

1
3

LiPS Modell

maximize: S5*x+8%y;

1

2

3 x+y<=6;

4 5%x+9%y<=45;
5

6

7

//2%x+3%y<=15;
4%x+T*y<=35;

L] LiPS Report3

>> Maximum =

*%% RESULTS -

Basis X y s3 sd s5 RHS
s4 0 0 1/3 1 -4/3 1/3
Y 0 1 -4/3 0 13 A2/3
X 1 1] 7/3 o] -1/3 7/3
obj. 0 0 =4 0 =1 41
>> Optimal solution FOUND

VARIABLES *¥**%

variable value Obj. Cost| Reduced Cost
X 7/3 5 0
y 11/3 8 0

*%% RESULTS - CONSTRAINTS **¥*

Constraint value RHS| Dual Price
Rowl 6 6 1
Row2 134/3 45 0
Row3 35 35 1

a museli bychom v hledani dal pokracovat.

Lips: Podminky zaddme do programu Lips (cuts.|px).
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