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Kapitola 1

Celo£íselné programování

Úloha celo£íselného programování je prakticky stejná jako úloha lineárního programování. Navíc
se ale poºaduje, aby °e²ení n¥kterých prom¥nných ve vektoru x bylo celo£íselné.

1.1 Formulace úlohy

Nalezn¥te hodnoty vektoru x = [x1, x2, · · · , xn] , které

(i) maximalizují lineární kriterium c′x = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn,

(ii) spl¬ují vedlej²í podmínky Ax ≤ b, tedy ai,1x1 +ai,2x2 +· · ·+ai,nxn ≤ bi, pro i = 1, 2, · · · ,m
(m podmínek pro n prom¥nných) a

(iii) alespo¬ jedna veli£ina v x je celo£íselná.

Zápis standardní úlohy celo£íselného programování je následující:

c′x→ opt

Ax ≤ b

xI1 ≥ 0, xI2 ∈ N

kde �opt� ozna£uje maximum nebo minimum, xI1 mnoºina veli£in pro které vyºadujeme
nezápornost a xI2 je mnoºina veli£in, které mají být celo£íselné; xI1 ∪ xI2 = x.

P°íklad

Najd¥te optimální °e²ení úlohy
3x1 + 2x2 → max

2x1 − x2 ≤ 4

2x1 + 4x2 ≤ 13

5



KAPITOLA 1. CELO�ÍSELNÉ PROGRAMOVÁNÍ 6

−x1 + 10x2 ≤ 25

x1 ≥ 0, x2 ∈ N

�e²ení najdeme v Excelu

Dole na obrázku jsou uvedena ob¥ °e²ení, jak pro x2 ∈ N, tak i pro x2 ≥ 0. �e²ení m·ºeme
srovnat s gra�ckým vyjád°ením úlohy

Tady vidíme, ºe je to tak :-)

Poznámka

O °e²ení úloh lineárního programování jsme mluvili v kurzu LP1. Ti, kdo zapomn¥li, jak se úloha
LP v Excelu realizuje, najdou podrobný návod v kapitole 3.

1.2 Triky v omezeních

Zavedení celo£íselných/binárních prom¥nných má dvojí vyuºití:

• Zavádí popis veli£in, které nelze d¥lit - nap°. po£et najatých d¥lník· nebo po£et objedna-
ných krabic se zboºím.
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• Umoº¬uje vyuºití programovacích trik·, které se zejména týkají moºnosti rozhodování.
Nap°. pro binární y ∈ {0, 1} je �situace nastane� pro y = 1 a �situace nenastane� pro
y = 0. Také se £asto vyuºívá pro výb¥r: pro binární vektor y = {y1, y2, · · · , yn} vybereme
ty akce pro které je yi = 1.

Dále si ukáºeme n¥které základní triky a jejich realizaci.

1.2.1 Binární veli£iny

Binární veli£iny mohou nabývat dvou hodnot, 0 nebo 1. Souvisí s rozhodováním: n¥co bude →
1, nebo nebude → 0.

Poznámka

Ne vºdycky 1 znamená ano a 0 ne. Uvidíme pozd¥ji u aktivace omezení. Je t°eba na to dávat
pozor.

Pokud máme n takových veli£in x1, x2, · · · , xn ∈ {0, 1}, lze realizovat jednu z následujících
podmínek:

• alespo¬ k bude spln¥no (k nebo více):
∑n

i=1 xi ≥ k,

• práv¥ k bude spln¥no:
∑n

i=1 xi = k,

• nejvý²e k bude spln¥no (k nebo mén¥):
∑n

i=1 xi ≤ k.

P°íklad

Chceme investovat 30tis K£ a je k dispozici 5 p°íleºitostí. Hodnoty investic na po°ízení akce a
o£ekávané výnosy (v tis. K£) jsou v tabulce

akce 1 2 3 4 5
náklad (n) 5 3 8 10 7
výnos (v) 14 14 16 19 15

Které akce vybereme, abychom maximáln¥ vyd¥lali, jestliºe smíme zvolit nejvý²e 3 akce?

�e²ení

Zvolíme indikátorový vektor y ∈ {0, 1} - binární jako stavový vektor.

Kriterium
J =

∑
yi (vi − ni)→ max

Omezení

� k dispozici 30tis. ∑
ni ≤ 30

� max. 3 akce ∑
yi ≤ 3
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Excel: P01_alespon.xlsx

1.2.2 Indikace nenuly

Máme spojitou veli£inu x a ve výpo£tech chceme rozli²it dva p°ípady: a) x = 0 a b) x > 0.

De�nujeme y ∈ {0, 1} - binární, indikátor nenulovosti x a zavedeme podmínku

My ≥ x

kde M je hodn¥ velké £íslo (v¥t²í neº maximum x).

Potom, je-li x > 0 musí být y = 1. Bude-li x = 0, podmínka p°ipou²tí cokoli. Nicmén¥, p°edpo-
kládá se, ºe minimalizace kriteria, ve kterém y �guruje, jeho hodnotu bude tla£it k nule.

Excel: Pr02_indikace1.xlsx
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P°íklad

Chceme investovat 30tis K£ a je k dispozici 5 p°íleºitostí. Do akcí m·ºeme investovat �nance aº
po ur£itou hranici. Tyto hranice (v tis. K£) a koe�cienty o£ekávaných výnos·, které jsou úm¥rné
investici, jsou v tabulce

akce 1 2 3 4 5
max. investice (m) 15 30 18 20 27
relativní výnos (v) 1.15 1.12 1.18 1.16 1.11
náklady na inv. (n) 5 8 7 8 6

Které akce vybereme, abychom docílili maximální zisk, jestliºe smíme zvolit nejvý²e 3 akce?

�e²ení

Ptáme se do kterých akcí a kolik máme investovat. Pro otázku kolik zavedeme vektor x ≤ 0 a
pro otázku do kterých zavedeme indikátor y∈ {0, 1}-binární

x = [x1, x2, · · · , x5] ∈ R+
0

y = [y1, y2, · · · , y5] ∈ {0, 1}

Kriterium
J =

∑
i

vixi −
∑
i

niyi → max

Omezení

� omezení investic
xi ≤ mi, ∀i

� indikátor pro x > 0
xi ≤Myi, ∀i

� max. 3 akce ∑
i

yi ≤ 3

Excel: Pr02_indikace2.xlsx
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1.2.3 Aktivace omezení

Uvaºujme binární prom¥nnou y∈ {0, 1} a podmínku

a′x ≤ b

. Zavedeme konstantuM jako �hodn¥ velké £íslo� (musí být v¥t²í neº a′x−b, ∀x). V¥t²inou sta£í
M = 1000.

Zkonstruujeme dal²í podmínku
a′x ≤My + b.

Tato podmínka °íká

• je-li y = 1, pak p·vodní podmínka je vºdy spln¥na (p·vodní podmínka je vy°azena)

a′x ≤M 1︸︷︷︸
y=1

+b ⇒ a′x− b ≤M

• je-li y = 0, pak p·vodní podmínka z·stává v platnosti

a′x ≤M · 0︸︷︷︸
y=0

+b ⇒ a′x ≤ b.

Hodnota binární prom¥nné y tedy aktivuje nebo deaktivuje p·vodní podmínku a′x ≤ b.

POZOR: Hodnota y = 0 aktivuje a y = 1 deaktivuje. Tedy podmínka platí pro y = 0. Pokud
bychom cht¥li zachovat aktivaci pro y = 1, byla by podmínka a′x ≤M (1− y) + b.

P°íklad

Chceme investovat 30tis K£ a je k dispozici 5 p°íleºitostí. Hodnoty investic na po°ízení akce a
o£ekávané výnosy (v tis. K£) jsou v tabulce

akce 1 2 3 4 5
náklad (n) 11 5 8 7 9
výnos (v) 12 14 16 19 15

Jestliºe vybereme první nebo druhou akci, dostaneme navíc je²t¥ 5tis. K£. Které akce vybereme,
abychom maximáln¥ vyd¥lali, jestliºe smíme zvolit nejvý²e 4 akce?

�e²ení

Jako stavovou prom¥nnou zvolíme binární vektor y ∈ {0, 1}

y = [y1, y2, y3, y4, y5]

který bude indikovat vybrané akce.

Kriterium
J =

∑
i

yi (vi − ni)
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Omezení

� �nance k dispozici pro y1 = 0 (∑
i

yini

)
−My1 ≤ 30

� �nance k dispozici pro y1 = 1 (∑
i

yini

)
−M (1− y1) ≤ 33

� max. 4 akce ∑
i

yi ≤ 4

Excel: Pr03_aktivace.xlsx

1.2.4 Implikované omezení

Máme dv¥ omezení A : a
′

1x < b1 a B : a
′

2x ≤ b2. Chceme aby platilo: kdyº platí první omezení,
pak platí i druhé (kdyº první neplatí, tak nic nepoºadujeme). Toto pravidlo lze popsat implikací1

(⇒) nebo alternativou2 (∨). Ekvivalenci (A⇒ B) ≡ (A¬ ∨B) ukazuje tabulka

1spojení � jestliºe-pak�
2spojka �nebo�
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A B A⇒ B A¬ B A¬ ∨B
0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1

kde ¬ ozna£uje negaci.

Odtud vidíme, ºe (A⇒ B) je stejné jako (A¬ ∨B), p°i£emº alternativu umíme - viz d°íve
(odstavec 1.2.1).

Poznámka: Podmínku �omezení platí� realizujeme jako �omezení je aktivní� - viz odstavec 1.2.3.

Negace
(
a

′

1x < b1

)¬
= a

′

1x ≥ b, a tedy(
a

′

1x < b1

)
⇒
(
a

′

2x ≤ b2
)
⇐⇒

(
a

′

1x ≥ b
)
∨
(
a

′

2x ≤ b2
)

Realizujeme jako alternativu podle p°edchozího návodu (alespo¬ jedno omezení musí být akti-
vováno, tj. alespo¬ jedno y musí být 0, tedy 0,0 nebo 0,1 nebo 1,0, a tedy

∑
y ≤ 1)

a
′

1x+B1y1 ≥ b1

a
′

2x−B2y2 ≤ b2

y1 + y2 ≤ 1

Poznámka

Pozor na negaci! V na²em p°íklad¥ skute£n¥ je
(
a

′

1x < b1

)¬
= a

′

1x ≥ b. Pokud bychom m¥li
podmínku a1x ≤ b1 asi bychom mohli postupovat stejn¥. Chybu bychom ud¥lali jen pro a1x = b1,
coº je spln¥no jen pro jedinou hodnotu x, a tedy na mnoºin¥ míry nula. Nakonec bychom tuto
hodnotu mohli konfrontovat s kone£ným °e²ením.

Jiná situace je ale, pokud by se podmínka týkala celo£íselné prom¥nné y. Nap°íklad y ≤ 5. Negací
této podmínka bude y ≥ 6.

Pro binární prom¥nnou y £asto poºadujeme nap°. y = 1 (tedy n¥co bude vybráno). Tuto pod-
mínku lze zapsat jako y ≥ 1 a její negace bude y ≤ 0.

Realizaci podmínky implikace (y1 = 1) ⇒ (y2 = 1) pro binární y lze realizovat velmi jednodu²e
jako y2 ≥ y1. Skute£n¥

y1 y2 y1 ⇒ y2 y2 ≥ y1

0 0 1 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 1 1

P°íklad

Uvaºujeme o realizaci n¥kterých z p¥ti r·zných akcí. Speci�kace je dána v tabulce.
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Akce 1 2 3 4 5
Náklady (n) 89 61 77 64 57
Výnosy (v) 102 87 89 81 69

Platí podmínka: jestliºe vybereme bu¤ 1. nebo 2. akci, musíme vybrat také 4. nebo 5. akci. Jak
máme akce vybrat, abychom dosáhli maximální zisk, jestliºe smíme vybrat maximáln¥ 3 akce?

�e²ení

Zavedeme dva binární vektory

x = [x1, x2, x3, x4, x5] bin

který indikuje vybrané akce a
y = [y1, y2]

který bude pouºit v realizaci implikace.

Kriterium
J =

∑
xi (vi − ni)→ max

Omezení

• implikace x1 + x2 ≥ 1⇒ x4 + x5 ≥ 1
realizace x1 + x2 ≤ 0 ∨ x4 + x5 ≥ 1
program:

x1 + x2 −My1 <= 0

x4 + x5 +My2 ≥ 1

y1 + y2 ≤ 1

• max. 3 akce ∑
xi ≤ 3

Excel: Pr04_implikace.xlsx.
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1.2.5 Omezení na oblasti

Nech´ omezení tvo°í n¥kolik r·zných oblastí (disjunktních nebo i p°ekrývajících se). Jednotlivé
oblasti jsou popsány pomocí lineárních omezení.

Ukaºme si toto omezení na následujícím p°íklad¥, kdy platí:

první oblast a
′

1x ≤ b1, a
′

2x ≤ b2, a
′

3x ≤ b3
druhá oblast a

′

4x ≤ b4, a
′

5x ≤ b5
...

Chceme zaru£it, ºe optimální bod °e²ení bude leºet alespo¬ v jedné z oblastí.

Modelujeme takto

1. oblast

a
′

1x−M1y1 ≤ b1,

a
′

2x−M2y1 ≤ b2,

a
′

3x−M3y1 ≤ b3



KAPITOLA 1. CELO�ÍSELNÉ PROGRAMOVÁNÍ 15

2. oblast

a
′

4x−M4y2 ≤ b4,

a
′

5x−M5y2 ≤ b5

3. oblast ....

Zárove¬ musí platit, ºe

k∑
j=1

yj ≤ k − 1

kde k je celkový po£et oblastí a yj ∈ {0, 1} . Konstanta B m·ºe být jediná, pokud je v¥t²í neº
v²echny levé strany podmínek.

P°íklad

Máme dv¥ oblasti ohrani£ené p°ímkami

x2 =
4

3
x1 + 3, x2 = −x1 + 10, x2 =

3

2
x1

a
x2 = x1, x2 = −2x1 + 12, x2 =

4

5
x1 − 2

podle obrázku

x2

x1

O1

O2

[3,7]

[4,6]

[4,4]

[5,2]

V jedné z oblastí chceme koupit nemovitost a uloºit do ní své peníze. Ceny nemovitostí rostou
se vzdáleností od po£átku, a to tak, ºe vodorovn¥ je cena 15x1 a svisle 8x2. Kde máme nakoupit,
abychom uloºili co nejvíce pen¥z?

�e²ení

První oblast je vymezena nerovnostmi

x2 ≤
4

3
x1 + 3, x2 ≤ −x1 + 10, x2 ≥

3

2
x1
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druhá oblast
x2 ≤ x1, x2 ≤ −2x1 + 12, x2 ≥

4

5
x1 − 2

Stavové vektory zavedeme jako x = [x1, x2] , xi ∈ R+
0 a y = [y1, y2] , yi ∈ {0, 1}. x ozna£uje

sou°adnice bodu, p°edstavující jednotlivé nemovitosti a y je indikátor oblasti.

Kriterium
J = 15x1 + 8x2 → max

Omezení
x2 −My1 ≤

4

3
x1 + 3

x2 −My1 ≤ −x1 + 10

x2 +My1 ≥
3

2
x1

pro první oblast a
x2 −My2 ≤ x1

x2 −My2 ≤ −2x1 + 12

x2 +My2 ≥
4

5
x1 − 2

pro druhou oblast. Pro realizaci je t°eba podmínka upravit tak, aby na pravé stran¥ bylo jen
£íslo.

Aktivní (y = 0) m·ºe být vºdy nejvý²e jedna oblast, proto

y1 + y2 ≤ 1
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Excel: Pr05_oblasti.xlsx

1.3 Triky v kriteriu

1.3.1 Fixní náklady

Pokud budeme modelovat p°ípadnou realizaci ur£ité výroby, pak náklady na výrobu se sestává
z po£áte£ní investice a dále z investice do kaºdého výrobku. Pokud se výroba nerealizuje, jsou
v²echny náklady nula. Máme tedy kriterium se skokem v po£átku.

Za p°edpokladu, ºe K je po£áte£ní skok, bude mít kriterium tvar

J =

{
0 pro x = 0

K + c′x pro x ≥ 0
.

Zápis takové úlohy je následující

Ky + c′x→ min3

3chceme minimální náklady
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a podmínky

x ≤ By, x ≥ 0, y ∈ {0, 1}

S touto podmínkou jsme se jiº setkali u �indikace nenuly�, viz odstavec 1.2.2. Pokud je x > 0
musí být y = 1. Penalizace v kriteriu zaru£í, ºe pro x = 0 bude také y = 0.

Excel: Pr11_skokFunkce.xlsx

1.3.2 Po £ástech lineární reprezentace

Dal²ím typem kriteriální funkce je funkce po £ástech lineární. Konstrukci takového kriteria
ukáºeme na p°íklad¥. M¥jme nap°. kriterium podle obrázku

4

1

3

0 4 10 15

f(x)

x

První úse£ka je na intervalu (0, 4) a má sklon 4, druhá na (4, 10) se sklonem 1 a t°etí na (10, 15)
se sklonem 3. Prom¥nnou x vyjád°íme jako sou£et t°í £len· x = δ1 + δ2 + δ3 tak, ºe platí

0 ≤ δ1 ≤ 4 délka 1. úseku

0 ≤ δ2 ≤ 6 délka 2. úseku

0 ≤ δ3 ≤ 5 délka 3. úseku
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w1 = w2 = 0 w1 = 1 a w2 = 0 w1 = w2 = 1
0 ≤ δ1 ≤ 4 δ1 = 4 δ1 = 4
δ2 = 0 0 ≤ δ2 ≤ 6 δ2 = 6
δ3 = 0 δ3 = 0 0 ≤ δ3 ≤ 5

Tabulka 1.1: Po £ástech lineární funkce

Funkci f (x) vyjád°íme jako sou£in sm¥rnic p°ímek na jednotlivých intervalech a de�novaných
funkcí δi

f (x) = 4δ1 + δ2 + 3δ3.

Musíme ale zajistit, aby se δi �zapínaly postupn¥� a aby niº²í δi drºely svou kone£nou hodnotu
i za svým de�ni£ním intervalem. Tedy, aby p°i pr·chodu hodnot x od 0 do 15 bylo

δ1 δ2 δ3
x ≤ 4 x− 0 0 0
x ∈ (4, 10) 4 x− 4 0
x > 10 4 6 x− 10

To zaru£í následující podmínky s dv¥ma novými binárními prom¥nnými w1 a w2

4w1 ≤ δ1 ≤ 4

6w2 ≤ δ2 ≤ 6w1 (1.3.1)

0 ≤ δ3 ≤ 5w2

w1, w2 ∈ {0, 1}

D·kaz, ºe p°edpis platí je ukázán v tabulce 1.1.

Poslední varianta w1 = 0 a w2 = 1 je nep°ípustná a podmínka 6w2 ≤ δ2 ≤ 6w1 → 6 ≤ 0 ji
vylu£uje.

Postup konstrukce:

Máme x a chceme pro n¥j ur£it J = f(x).

Zavedeme stavové prom¥nné w ∈ {0, 1} a d ≥ 0, které optimalizujeme.

Pomocí w (1.3.1) sestavíme meze pro d a zadáme podmínky

dolní mez ≤ d ≤ horní mez

w je binární

x =
∑

di

Potom f (x) =
∑
siδi (x), kde si jsou sm¥rnice p°ímek z kriteria.

Poznámka
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Stejnou konstrukci lze provést i pro více interval·, pomocí podmínek

Ljwj ≤ δj ≤ Ljwj−1,

kde Lj je délka j-tého segmentu.

Excel: Pr12_lomCara1.xlsx (ru£n¥ zadané x a vypo£tené J)

P°íklad

Navrhujeme výrobu jednoho druhu výrobku. Náklady p°edpokládáme úm¥rné po£tu výrobk·
n = 0.8x, kde x je po£et vyrobených výrobk· a zisk o£ekáváme po £ástech lineární funkcí f (x)

f (x) =


x pro x ∈ (0, 10)
5
4x−

5
2 pro x ∈ (10, 50)

1
2x+ 35 pro x ∈ (50, 100)

(1.3.2)

Kolik máme vyráb¥t, abychom dosáhli maximálního zisku?

�e²ení

Jako stavové prom¥nné zavedeme

w = [w1, w2] ∈ {0, 1} a δ = [δ1, δ2, δ3] ≥ 0.

Pro lomenou £áru ozna£íme sm¥rnice s =
[
1, 5

4 ,
1
2

]
a úseky u = [10, 40, 50] .

Dále sestavíme dolní a horní meze pro δ u1w1

u2w2

0

 =

 10w1

40w2

0

 ≤ δ ≤
 u1

u2w1

u3w2

 =

 10
40w1

50w2
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Kriterium bude dáno rozdílem �výnos� - �náklady�

J = s1δ1 + s2δ2 + s3δ3︸ ︷︷ ︸
výnos = lomená £ára

−0.8

δ + δ2 + δ3︸ ︷︷ ︸
x


Excel: Pr12_lomCara2.xlsx

1.3.3 Aproximace nelineárních funkcí

Nelineární funkci m·ºeme vhodn¥ rozd¥lit na intervaly a na nich pouºít lineární aproximace.
Po£et takových interval· je závislý na nelineární funkci a musí být zvolen vhodn¥ tak, aby platilo,
ºe v intervalu je funkce lineární. Pokud platí toto pravidlo, lze pouºít techniku z p°edchozího
odstavce.

P°íklad

Budeme °e²it p°edchozí p°íklad s tím, ºe výnos (1.3.2) bude dán spojitou k°ivkou

f (x) = −0.008 (x− 100)
2

+ 80

Tuto k°ivku budeme realizovat na intervalech délky 10 po £ástech lineárn¥. Náklady budou op¥t
leºet na p°ímce 0.8x.

�e²ení

P°esné °e²ení dostaneme, kdyº zisk zderivujeme a poloºíme rovný nule

d

dx

[
−0.008 (x− 100)

2
+ 80

]
− 0.8x = 0

−0.16 (x− 100) = 0.8
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x− 100 = −50

x = 50

�e²ení s aproximovaným ziskem je v Excelu Pr12_lomCara3.xlsx. Výsledek je stejný.

1.3.4 Sou£in v kritériu

Binární veli£iny

Uvaºujeme kriterium, ve kterém se vyskytuje výraz x1x2 · · ·xk jako sou£in k binárních veli£in.
Linearizaci provedeme takto: Zavedeme binární veli£inu w ∈ {0, 1}, která se rovná sou£inu
w =

∏
i xi, a omezení

kw ≤
∑

xi

w ≥
∑

xi − (k − 1)

A skute£n¥. Je-li
∑
xi rovno 0, 1, · · · , k− 1 (kdy je alespo¬ jeden £len xi = 0) je w =

∏
i xi = 0.

Pro
∑
xi = k (kdy v²echny xi jsou rovny jedné) je w =

∏
i xi = 1. To je p°esn¥ to, co má d¥lat

sou£in x1x2 · · ·xk.
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Excel: Pr13_soucin1Bin.xlsx

Binární veli£iny a jedna spojitá

Tento p°ípad ukáºeme na p°íklad¥ t°í binárních a jedné spojité nebo diskrétní veli£iny.

Máme x1, x3, x3 - binární veli£iny, y ∈ (0, u) spojitou (diskrétní) veli£inu s maximální hodnotou
u).

Zavedeme w = x1 · x2 · x3 · y, kde w je nyní spojitá veli£ina a dále podmínky

w ≤ uxj , j = 1, 2, 3

w ≥ 0

w ≤ y

w ≥ u
(∑

xi − 3
)

+ y

Poznámka

1. Obecn¥ m·ºe být v sou£inu k binárních prom¥nných. Potom poslední podmínka bude

w ≥ u
(∑

xi − k
)

+ y

2. Pokud by n¥která binární prom¥nná byla umocn¥ná, lze mocninu vynechat, protoºe platí
xk = x pro x ∈ {0, 1} .

Analýza úlohy

Dále budeme uvaºovat sou£in binární veli£iny x∈ {0, 1} a reálné veli£iny y ∈ (0, u) . Kriterium
bude J = xy. Op¥t zavedeme w = xy a podmínky

w ≤ ux

w ≥ 0

w ≤ y

w ≥ u (x− 1) + y

Pro x = 0 bude
w ≤ 0, w ≥ 0, w ≤ y, w ≥ −u+ y
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kde první dv¥ podmínky de�nují w = 0 a druhé dv¥ jsou automatiky spln¥ny.

Pro x = 1 bude
w ≤ u, w ≥ 0, w ≤ y, w ≥ y

kde t°etí a £tvrtá podmínka dává w = 1 a první dv¥ jsou spln¥ny.

Nebo

Pro y binární bude
w ≥ 0, w ≤ x, w ≤ y, w ≥ x+ y − 1

po prozkoumání zjistíme, ºe skute£n¥ je w = xy.

P°íklad programu je v Excelu Pr13_soucin2xy.xlsx

1.3.5 Modelování minimaxu v kriteriu

Máme k pracovních tým· pracujících na r·zných úkolech. Chceme navrhnout podmínky práce
tak, aby práce v²ech tým· byla skon£ena co nejd°íve, p°i£emº kaºdý tým musí ukon£it v²echny
své úkoly. Hledáme tedy minimum pro nejdel²í dobu pln¥ní úkol· - coº je úloha minimaxu.

Modelujeme takto:

p1 (x) , p2 (x) , · · · , pk (x) jsou doby trvání práce jednotlivých tým· (v závislosti na optimalizo-
vané veli£in¥ x).

De�nujeme novou prom¥nnou q (trvání nejdel²í práce) a zavedeme podmínky

p1 ≤ q

p2 ≤ q

· · ·
pk ≤ q

a jako kriterium vezmeme
J = q → min

Prom¥nnou q zadáme jako prom¥nnou modelu (tj. jako hledané °e²ení).
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Excel: Pr14_minimax1.xlsx (ru£ní nastavení hodnot a výpo£et sou£inu)

P°íklad

Máme t°i p¥tice lidí x1 = [x1, x2 · · ·x5]1 , x2 [x1, x2 · · ·x5]2 , x3 [x1, x2 · · ·x5]3, ze kterých vy-
bíráme max 3-£lenné týmy na úklid t°í objekt·. Kaºdý £lov¥k má sv·j výkon v (práce/hod),
hodinový plat p (plat/hod) a £asové omezení o (omezení na x). Týmy pracují paraleln¥. Jak
máme týmy sestavit, aby celková práce byla ukon£ena co nejd°íve?

�e²ení

Zavedeme stavové vektory xi = [x1, x2, x3, x4, x5]i ∈ R
+
0 , i = 1, 2, 3 - po£et odpracovaných hodin

osobou [xj ]i a yi = [y1, y2, y3, y4, y5]i ∈ {0, 1} , i = 1, 2, 3 - indikátor ú£asti £lov¥ka [xj ]i na práci.
Zavedeme je jako matice s prvky xij a yij.

Pokud £lov¥k [xj ]i nebude vybrán na práci, bude jeho xij = 0 a bude indikováno pomocí yij = 0.
Jinak bude jeho xij > 0 a yij = 1. Tato vazba se zajistí podmínkou

xij ≤Myij

kde t°eba M = 1000.

Omezení jednotlivých lidí na £as bude dáno

xij ≤ oij

kde o je matice omezení.

Výb¥r lidí do tým· i = 1, 2, 3 se provede podmínkou∑
j

yij ≤ 3, i = 1, 2, 3

Vykonaná práce v týmech bude ∑
j

xijprij ≥ poži

kde pri práce £lov¥ka ij a poži je práce poºadovaná od týmu i. Vykonaná práce musí být alespo¬
rovna poºadované.

�as, který tým i pot°ebuje na spln¥ní úkolu je di

di =
∑
j

xij , i = 1, 2, 3.



KAPITOLA 1. CELO�ÍSELNÉ PROGRAMOVÁNÍ 26

Celková doba J se bude rovnat minimální hodnot¥ q pro kterou platí

q ≥ di, i = 1, 2, 3

a tedy kriterium bude
J = q → min

Excel: Pr14_minimax2.xlsx.



Kapitola 2

Modely celo£íselného programování

2.1 Problém batohu

(Knapsack problem)

Jedná se o úlohu z t°ídy investi£ního rozhodování.

P°íklad

Jedeme na výlet stopem a balíme si s sebou v¥ci do batohu. Objem (nosnost) batohu je omezený
hodnotou M . Jednotlivé v¥ci mají sv·j objem (váhu) mi a d·leºitost di a celkem jich je n, tedy
i = 1, 2, · · · , n. Chceme s sebou vzít co nejvíce d·leºitých v¥cí tak, aby nebyla p°ekro£ena
kapacita batohu.

�e²ení

Jako stavový vektor zvolíme x = [x1, x2, · · · , xn]∈ {0, 1}, jehoº prvky budou indikovat vybrané
v¥ci.

Kritérium

J =

n∑
i=1

dixi → max

Omezení
n∑

i=1

mixi ≤M

xi ∈ {0, 1} , ∀i

LIPS: Podmínky zadáme do programu LIPS (Kapsack0.lpx) nebo pro více v¥cí najednou (Kapsack1.lpx)

Excel: U12a_batoh.xlsx

27
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2.2 Výb¥r projektu

(Project Selection)

Základní úlohou celo£íselného programování je výb¥r projekt· z n¥kolika nabízených tak, aby
byly spln¥ny dodate£né podmínky. Výb¥r se provádí celo£íselnou prom¥nnou, kde 1 znamená
vybrat a 0 odmítnout.

Formulace úlohy:

Máme moºnost investic do n¥kolika projekt·. Z kaºdé investice máme o£ekávaný zisk a kaºdá
vyºaduje ur£ité zdroje (pracovní síly, suroviny atd.), které jsou omezené. Investici bu¤ reali-
zujeme nebo ne. Jak vybrat investice aby p°inesly maximální zisk a nebyl p°ekro£en omezený
zdroj �nancí?

Zápis úlohy je následující:

c′x→ max

ax ≤ b

x ∈ {0, 1}

kde: c = [c1, c2, · · · cn] jsou o£ekávané výnosy projekt·, a = [a1, a2, · · · an] jsou náklady spojené s
realizací projekt·, b je omezení na �nance, které jsou k dispozici a x = [x1, x2, · · ·xn] je binární
prom¥nná, jejíº sloºky indikují vybraný projekt.

P°íklad

K dispozici jsou 4 akce 1, 2, 3, 4. Z kaºdé plyne o£ekávaný výnos

c = [8, 11, 6, 4]
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a poºaduje ur£itou investici
a = [5, 7, 4, 3]

K dispozici je b = 14tis. korun. Akci bu¤ vybereme nebo odmítneme. Jak akce vybrat, abychom
dosáhli maximální (i) výnos, (ii) zisk?

�e²ení

Zavedeme binární prom¥nnou xj . Dále ozna£íme cj - výnosy investice j, bi - omezení na zdroje,
aj - jsou poºadavky investice j na zdroj �nancí.

Excel: U11a_vyberAkce.xlsx

Dal²í roz²í°ení p°íkladu jsou:

U11b_vyberAkce.xlsx - p°idání podmínky �nejvý²e 2 akce�,

U11c_vyberAkce.xlsx - p°idání podmínky � jestliºe akce jedna pak i akce 4�

U11d_vyberAkce.xlsx - p°idání podmínky �bu¤ 1 a 2 nebo 3 a 4�

2.3 Výb¥r projektu s n¥kolika zdroji.

Cílem je rozhodnout o ur£itém mnoºství investi£ních akcí. Akce se bu¤ podpo°í celá, nebo se
nepodpo°í v·bec. Akcím p°i°adíme stavový vektor

x = [x1, x2, · · · , xn] , xj ∈ {0, 1} ∀j = 1, 2, · · · , n

tak, ºe xi = 1 znamená podporu akce i, xj = 0 znamená, ºe akce j nebude podpo°ena.

Zisk plynoucí z jednotlivých akcí ozna£íme cj , j = 1, 2, · · · , n. Akce vyºadují m r·zných zdroj·
(�nance, lidské síly, suroviny atd.). Náklady na i-tý zdroj pro akci j ozna£íme ai,j a mnoºství
jednotlivých zdroj·, které jsou k dispozici bi (omezení jsou psány pro jednotlivé zdroje).

Zápis standardní úlohy je následující:

n∑
j=1

cjxj → max
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n∑
j=1

ai,jxj ≤ bi, xj ∈ {0, 1} , i = 1, 2, · · · ,m

Excel: U13a_investice.xlsx

Modi�kace základní úlohy:

• Modelování závislostí projekt· - realizace projektu i je závislá na realizaci projektu j. Lze
modelovat jako

xj ≥ xi.

• Výb¥r nejvý²e jednoho ze skupiny

x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 1

2.4 Úlohy o mnoºinách

Existuje m poºadavk· Ri a n aktivit Aj takových, ºe v celkovém sjednocení pokrývají v²echny
poºadavky, nikoliv ale jednotliv¥. Cílem je najít takovou podmnoºinu aktivit, která ve sjednocení
pokryje v²echny poºadavky a minimalizuje ur£ité kriterium (nap°. náklady na vyuºité aktivity).

Existují 3 varianty tohoto problému: (1) Set covering, (2) Set partitioning a (3) Set packing.
Jejich formulace jsou následující (li²í se v nerovnítku podmínek):

1. Covering
c′x→ min

Ax ≥ 1

x ∈ (0, 1)

2. Partitioning
c′x→ min

Ax = 1

x ∈ (0, 1)
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3. Packing
c′x→ max

Ax ≤ 1

x ∈ (0, 1)

2.4.1 Poºární stanice (set covering)

Formulace úlohy

Uvaºujme m¥sto, které se skládá z n¥kolika oblastí. Nap°. podle obrázku

1

2

3

4

5

6

7

Kaºdé oblasti je p°i°azeno £íslo. Ve m¥st¥ chceme vybudovat poºární stanice. Jedna stanice je
schopna pokrýt oblast, ve které je postavena a v²echny sousední oblasti (tj. takové, co sousedí
hranou). Jak postavit stanice, aby jich bylo co nejmén¥?

�e²ení

Oblastem p°i°adíme binární prom¥nné x1, x2, · · · , x7. Tyto prom¥nné budou mít hodnotu 1,
kdyº stanice bude, jinak 0.

Kriterium
J =

∑
i

xi → min

� minimální po£et postavených stanic.

Omezení

Nejd°íve si ke kaºdé oblasti vypí²eme její sousedy (v£etn¥ jí samé). V prvém sloupci uvedeme
oblast a vpravo její sousedy. Tedy k oblasti 1 pat°í sama oblast 1 a její sousedí p°es hranu, tj.
oblasti 2 a 3.
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1 1,2,3
2 2,1,3,4,6,7
3 3,1,2,4
4 4,2,3,5
5 5,4,6
6 6,2,5,7
7 7,2,6

Formulace úlohy bude:

Stav bude vektor x ∈ {0, 1} jehoº sloºky budou indikovat £ísla oblastí, kde postavíme stanice.

Kriterium

J =
∑
i

xi → min

Omezení (aby byla pokryta oblast 1, musí být v ní nebo v n¥kterém sousedovi alespo¬ jedna
stanice; a stejn¥ i u dal²ích)

x1 + x2 + x3 ≥ 1

x1 + x2 + x3 + x4 + x6 + x7 ≥ 1

x1 + x2 + x3 + x4 ≥ 1

x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 1

x4 + x5 + x6 ≥ 1

x2 + x5 + x6 + x7 ≥ 1

x2 + x6 + x7 ≥ 1

x1 · · ·x7 ∈ {0, 1}

Realizace úlohy je následující:

Zavedeme matici A tak, ºe °ádky budou reprezentovat oblasti a v kaºdém °ádku budou jedni£-
kami vyzna£eny sousedi; zbytek budou nuly. Pro ná² p°íklad tedy bude

A =



1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 0
0 1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1


Matice A je
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pokryté oblasti
oblasti

Pak úloha bude mít tvar, zmín¥ný na za£átku

J =
∑

xi → min

Ax ≥ 1

x ∈ {0, 1}

Excel: U15a_pozStanice.xlsx

2.4.2 Kucha°ka a recepty (set packing)

Formulace úlohy

�ekáme narychlo ohlá²enou náv²t¥vu a chceme ji pohostit. Ve spíºi máme 7 ingrediencí do jídla
a dal²í uº nesta£íme po°ídit. Nevíme ale, jaké chut¥ náv²t¥va má, a proto chceme p°ipravit co
nejv¥t²í po£et jídel. Máme kucha°ku a z ní jsme vybrali jídla, která obsahují ty ingredience,
které máme k dispozici. Ingredience ale nelze d¥lit; kaºdou lze pouºít jen jednou. Která jídla
p°ipravíme?

�e²ení

Ingredience o£íslujeme 1,2,· · · ,7 a vybraná jídla ozna£íme písmeny. V tabulce se°adíme jídla a
vedle pí²eme ingredience které pot°ebují

jídlo ingredience
A 1,2
B 1
C 2,5,6
D 3,7
E 2,7
F 3,5
G 4,5,6
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Podobn¥ jako u poºárních stanic zavedeme matici A. Kaºdému jídlu bude odpovídat jeden
sloupec a v n¥m budou jedni£kou ozna£eny pot°ebné ingredience.

jídla
ingredience

A =



1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 1 0 0


Úloha potom bude

J =
∑

xi → max

Ax ≤ 1

x ∈ {0, 1}

Program: U15b_recepty.xlsx

�e²ení: A, C, D.

2.4.3 Výb¥r leteckých tras (set partitioning)

Formulace úlohy

Letecká doprava zaji²´uje spojení mezi vybranými m¥sty. Tyto spoje nazveme etapy letu. Jeden
let (s jednou posádkou letadla) letí po ur£ité trase sestavené z jedné nebo n¥kolika etap (pokud
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se mezi n¥ vejde povinný odpo£inek posádky a údrºba letadla). Tak nap°íklad let 10.00 z New
Yorku do Chicaga a let 18.00 z Chicaga do Los Angeles je p°íkladem takových etap, které mohou
tvo°it jednu trasu, kterou absolvuje jedno letadlo s jednou posádkou. Kaºdá trasa má ur£itou
cenu (podle délky, obtíºnosti, p°ípadn¥ prostoj·).

Cílem je ze v²ech moºných (p°edem sestavených) tras vybrat ty, které budeme realizovat tak,
aby

1. ºádná etapa nez·stala neobsazena,

2. náklady na realizaci vybraných tras byly minimální.

Nejd°íve sestavíme matici a, která bude svými sloupci odpovídat jednotlivým trasám. V °ádcích
budou v²echny etapy. Sloupce matice a budou mít jedni£ky v °ádcích t¥ch etap, které budou
trasou realizovány.

Ozna£íme

xj ∈ {0, 1} indikuje, zda trasa j bude realizována (tj. obsazena posádkou),

cj je cena za pronajatí posádky na trase j (realizaci trasy j),

ai,j ∈ {0, 1} ozna£uje (jedni£kou), ºe etapa i je za°azena do trasy j

Úloha je formulována takto
n∑

j=1

cjxj → min

n∑
j=1

ai,jxj = 1, i = 1, 2, · · · ,m

xj ∈ {0, 1} , j = 1, 2, · · · , n

kde kriterium vyjad°uje minimalizaci náklad·, a první podmínka vyjad°uje skute£nost, ºe kaºdá
etapa má práv¥ jednu posádku.

Poznámka

Jestliºe p°ipustíme, ºe £lenové n¥které posádky mohou ur£itou trasu let¥t jako pasaºé°i (p°eváºí
se na místo svého letu na dal²í etap¥), bude mít tato podmínka tvar

n∑
j=1

ai,jxj ≥ 1, ∀i
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P°íklad

Uvaºujeme 4 m¥sta: A, B, C, D a lety mezi t¥mito m¥sty podle následujícího obrázku

A

B

C

D

1

2

3

4

5

6

7

Jednotlivé ²ipky na obrázku zna£í etapy. Jde o to, jak z nich sestavit trasy (obsazené posádkou)
tak, aby pronájem posádek by minimální a v²echny etapy byly obslouºeny. Trasy jsou p°edem
de�novány bu¤ jako samostatné lety nebo jsou sestaveny z navazujících etap. V na²em p°íklad¥
jsou: T1: 1,6; T2: 1,4,7; T3:3,5,6; T4:3,7. Trasy zapí²eme je do sloupc· matice A (nejd°íve
samostatné etapy, potom navrºené trasy)

A =



1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1


�ádky a sloupce matice A jsou sestaveny takto

trasy
etapy

Ceny posádek (tras) vezmeme p°ibliºn¥ rovny po£tu etap v p°íslu²né trase a trochu p°ihodíme
na samostatné lety, protoºe tam musí posádka dojet z domova. Ceny tedy budou

c = [15, 12, 16, 14, 18, 12, 16, 22, 25, 27, 26]

Stavový vektor bude mít 12 prvk· (jako je tras), které budou bu¤ 0 nebo 1 - trasu nerealizujeme
nebo ano.

Úloha má tvar
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J =

n∑
j=1

cjxj → min

n∑
j=1

Ajxj = 1

xj ∈ {0, 1}

�e²ení na²í úlohy je
x = [0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0]

tedy budou realizovány lety (podle matice A)

trasa 1 etapa 2
trasa 2 etapa 1, etapa 4, etapa 7
trasa 3 etapa 3, etapa 5, etapa 6

Tedy, v²echny etapy jsou obsazeny, poletí 3 posádky a doufejme, ºe cena za posádky je minimální.

Excel: U15c_letadla.xlsx
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2.5 Problém °ezání

(Cutting Stock)

2.5.1 �ezání ty£í

P°íklad

Máme ty£e dlouhé 7.4 m a chceme z nich na°ezat kusy dlouhé 150, 210 a 290 cm. Jednotlivé délky
pot°ebujeme v mnoºství 1000 ks. Jak máme postupovat, kdyº chceme mít minimální odpad?

�e²ení

Nejprve stanovíme tzv. °ezné plány

Délka Plán °ezání
1 2 3 4 5 6

290 1 2 - 1 - 1
210 - - 2 2 1 1
150 3 1 2 - 3 1

Odpad 0 10 20 30 80 90

Optimalizovaný stav je x = [x1 · · ·x6]
′ (int), kde xi jsou mnoºství °ezání podle jednotlivých

plán·.

Kriterium

J = 10x2 + 20x3 + 30x4 + 80x5 + 90x6 → min

Omezení

x1 + 2x2 + x4 + x6 = 1000

2x2 + 2x4 + x5 + x6 = 1000

3x1 + x2 + 2x3 + 3x5 + x6 = 1000.

Ozna£íme-li odpad jako
c = [0, 10, 20, 30, 80, 90]

′

a zavedeme matici A

A =

 1 2 0 1 0 1
0 0 2 2 1 1
3 1 2 0 3 1


pak úloha má tvar

J = c′x→ min

Ax = 1000

x ≥ 0 - int
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Poznámka

Pokud zadáme omezení Ax ≥ 1000, pak p°ipustíme °ezání do zásoby.

Excel: U17a_rezaniTyci.xlsx

2.5.2 �ezání papíru

P°íklad

Papír se p°i výrob¥ balí do rolí o vý²ce W . Pro dal²í prodej se °eºe na pásy o stejné délce jako
mají role o p°edepsaných ²í°kách w1, w2, · · · , wm. Jednotliví odb¥ratelé si p°edepisují po£et rolí
bj o ²í°ce wi, i = 1, 2 · · ·m. Jak role °ezat, aby byl co nejmen²í odpad?

�e²te pro W = 96, w = [24, 35] a b = [50, 65] .

�e²ení

Poznámka: Úloha je stejná jako pro ty£e. U°íznutý kus role dílky wi odpovídá u°íznutému kusu
ty£e. Plocha to toho vlastn¥ nevstupuje.

Nejprve zvolíme °ezné plány a zbytky po °ezání Zj

Plán P 1 2 3
24cm 4 2 1
35cm 0 1 2

Zbytek Z 0 13 2

odkud

A =

[
4 2 1
0 1 2

]
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Poznámka: Plány musíme vybrat sami. Zbytky po °ezání podle plánu j pak mohou být po£ítány
takto

Zj = W −
∑
i

Aijwi

Zavedeme stav x = [x1, x2, x3] celo£íselné, kde xj je po£et °ezání podle plánu Pj .

Kriterium je minimální odpad
J =

∑
j

xjZj → min

Omezení ∑
j

Aijxj ≥ bi

x ≥ 0 - int.

Excel: U17b_rezaniPapiru1.xlsx

2.5.3 �ezání v plo²e

Podobn¥ lze °e²it i dvourozm¥rnou úlohu - vykrajování obdélník· z ploch vyrobeného papíru.

P°íklad

Vyráb¥né papírové obdélníky mají rozm¥r 50×90 cm. Máme z nich vy°íznout b1 =50 obdélník·
o rozm¥rech 20×45 cm2 a b2 =20 obdélník· 30×70 cm2.

Plány, které p°ichází v úvahu jsou na obrázku

5

1020 20 20 20

45
20

20

45 45

10

30

20

70 20

45

5

Plán 1 Plán 2 Plán 3

Dále m·ºeme uvaºovat dva druhy kriteria. U prvního budeme standardn¥ po£ítat odpad po
°ezání, u druhého celkovou délku °ezu (v p°ípad¥, kdy °ezání je drahé). Dostáváme tak tabulku
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Plán P 1 2 3
20×45 4 4 1
30×70 0 0 1
Zbytek Z 900 900 1500
Délka °ezu D 260 220 135

Kriterium 1 - zbytek

Protoºe první a druhý plán má stejné výsledky, dostáváme jen dva plány P1 a P3. Tedy stav
bude

x = [x1, x2] - int.

a kriterium bude

J =

2∑
i=1

Zixi → min

Omezení
Ax ≥ b

kde A =

[
4 1
0 1

]
Kriterium 2 - °ezy

Tady se uplatní v²echny t°i plány, a tedy

x = [x1, x2, x3]

kriterium

J =

3∑
i=1

Dixi → min

Omezení
Ax ≥ b

kde A =

[
4 4 1
0 0 1

]
.

Poznámka

Protoºe plán 1 a 2 mají stejný po£et výsledných obdélník· a plán 1 má del²í °ez, sta£ilo by
uvaºovat jen plány 2 a 3.

Excel: U17c_rezaniPapiru2.xlsx

2.6 Problém obchodního cestujícího

(Travelling Salesman Problem � TSP)
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2.6.1 Asymetrický TSP

Obecná formulace úlohy

Uvaºujeme n m¥st spojených navzájem cestami. Kaºdou cestu uvaºujeme jako jednosm¥rnou,
obousm¥rné jsou dv¥ jednosm¥rky tam a zp¥t. Kaºdá z jednosm¥rek má svou délku (obecn¥ se
délka cesty tam nerovná délce zp¥t). Cílem je najít cestu, kterou má projít obchodní cestující
tak, aby kaºdé m¥sto nav²tívil práv¥ jednou a vrátil se do stejného m¥sta, ze kterého vy²el. Celá
cesta má být nejkrat²í moºná.

P°íklad

Úlohu budeme demonstrovat pro 5 m¥st.

1

2

3

5

4

d12

d21

cij ≥ 0 zna£í délky cest (obecn¥ cij 6= cji),

xij ∈ {0, 1} znamená xij = 1 cestující p·jde z m¥sta i do m¥sta j; xij = 0 nep·jde.

Stavová matice x bude
x = [xij ] , i z m¥sta, j do m¥sta

s maticí vzdáleností mezi m¥sty

c =


M 5 1 8 4
2 M 9 1 1
1 8 M 7 6
4 9 6 M 1
3 1 6 5 M

 ,
kde M znamená, ºe daná dráha neexistuje a tedy ji nebudeme v matici x po£ítat. Stejn¥ dob°e,
ale s jednodu²²í realizací m·ºeme danou vzdálenost zadat jako nekone£no (v praxi - velké £íslo).
Potom x bude celá matice, v£etn¥ diagonály, ta ale nikdy nebude vybrána, protoºe cesta je tam
p°íli² dlouhá (tzv. metoda s penalizací).
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�e²ení

Pro nejkrat²í cestu musí platit:

Kriterium

J =
∑
ij

cijxij → min

Omezení 1: �m¥sta se nesmí opakovat� → kaºdé m¥sto má jen jednu vstupní cestu a jednu
výstupní, tj. ∑

i

xij = 1, ∀j výstupní

∑
j

xij = 1, ∀i vstupní

Vstupy a výstupy pro uzel 2 jsou znázorn¥ny na následujícím obrázku. Zde je vid¥t, ºe skute£n¥
sou£et ve sloupci je to, co p°íslu²ný uzel obdrºel od ostatních a sou£et v °ádku je to, co p°íslu²ný
uzel rozdal mezi ostatní uzly.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 · x12 · · · 1 · · · · ·
2 · x22 · · · 2 x21 x22 x23 x24 x25

3 · x32 · · · 3 · · · · ·
4 · x42 · · · 4 · · · · ·
5 · x52 · · · 5 · · · · ·

Vstup do uzlu 2 Výstup z uzlu 2

Omezení 2: �cesta se nesmí skládat z odd¥lených cykl·�. To by, i p°i zachování p°edchozí pod-
mínky, mohlo nastat nap°íklad tak, jak je uvedeno na následujícím obrázku

Zaji²t¥ní této podmínky je problematické a °e²í se r·zn¥. My budeme postupovat následovn¥:

• Kombinace

Sestavíme v²echny k-krokové neorientované cykly pro k = 2, 3, · · · ,
[
n
2

]
, kde [·] zna£í celou £ást

£ísla. Tedy nap°. pro 5 uzl· kontrolujeme jen pro k = 2.1 Sou£et xij v t¥chto cyklech musí být
≤k − 1. Tyto cykly jsou ur£eny k-prvkovými podmnoºinami uzl·, které odpovídají výb¥ru k

1Obecn¥ bychom m¥li kontrolovat do n− 1. Kdyby se v grafu vytvo°il sub-cyklus délky v¥t²í nebo rovno
[
n
2

]
,

musely by být zbylé uzly také v cyklu nebo n¥kolika cyklech - pro kaºdý uzel poºadujeme jednu vstupní a jednu
výstupní hranu. Tyto cykly jsme jiº ale d°íve kontrolovali. Podrobn¥ji viz Dodatky 2.12.1
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prvk· z n-prvkové mnoºiny, bez opakování, p°i£emº nezáleºí na po°adí vybraných prvk· - jejich
po£et tedy bude (

n

k

)
=

n!

(n− k)!k!
=
n · (n− 1) · · · (n− k + 1)

k · (k − 1) · · · 2 · 1
pro kaºdé k.

Pro n = 5 bude k = 2, · · ·
[

5
2

]
= 2, a tedy sta£í kontrolovat pouze 2-krokové cykly.

2-krokové: 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45 (a vºdy návrat do prvního, tedy 121, 131, · · ·
pro celé cykly). Je jich

(
5
2

)
= 10.

Návod na generování kombinací

• Za£ínáme od 1 a postupn¥ zvy²ujeme 12

• Pak zv¥t²ujeme poslední aº do n 13, 14, 15

• Pak zvý²íme p°edposlední, následuje o jedna v¥t²í 23

• A zase zvy²ujeme poslední.

• A tak dál

Sestavení v²ech kombinací je ale jen pomocnou úlohou. Ty cykly, které je t°eba blokovat jsou
dány pomocí permutací v následujícím bod¥.

• Permutace

V orientovaném grafu musíme vzít je²t¥ v úvahu po°adí vybíraných uzl· - tedy vzít v²echny
dráhy mezi vybranou k-ticí uzl·. P°itom ale musíme vynechat v²echny dráhy, které jsou po
stejných hranách, jen jejich za£átek je posunut. Tedy 123, 231,312 - ty tvo°í jediný cyklus.

Postupujeme takto:

• v kaºdé k-tici za�xujeme jeden uzel - t°eba ten první,

• z ostatních vytvá°íme permutace.

Tak nap°íklad pro trojici 123 �xujeme 1 a permutace 23 jsou 23, 32. Dostaneme tedy cykly 1231
a 1321.

Poznámka

V²imn¥me si, ºe pro t°í-krokové cykly tento postup znamená, ºe vezmeme cyklus tam a je²t¥
zp¥t: 1231, 1321. Pro více-krokové cykly je uº situace sloºit¥j²í.

V generovaných permutacích jsou jiº p·vodní kombinace obsaºeny. Výsledné cykly, které je
t°eba kontrolovat, jsou tedy dány práv¥ t¥mi cykly, které dostaneme p°i generování permutací.
Celkový po£et cykl· délky k (v n-uzlovém grafu) je dán po£tem kombinací násobeném po£tem
(k − 1)permutací (

n

k

)
(k − 1)! =

n!

(n− k)!k!

k!

k
=

n!

(n− k)!

1

k
=
Vk (n)

k

kde Vk (n) = n!
(n−k)! jsou variace k-té t°ídy z n prvk·.
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Pro ná² p°íklad grafu s p¥ti uzly tedy výsledné cykly, které je t°eba blokovat jsou:

2-krokové: 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45, po£et: V2(5)
2 = 5·4

2 = 10; (tady permutace
odpadnou)

Na konci bude vºdy je²t¥ po£áte£ní uzel, abychom cyklus uzav°eli.

Podrobný návod, jak obecn¥ generovat cykly je uveden v Dodatcích 2.12.2 a 2.12.3

Excel: U19a_tspAsym.xlsx

Poznámka

V podmínkách na cykly musíme hlídat, aby nenastala situace, ºe se v grafu utvo°í dva odd¥lené
cykly. 1-krokové cykly nemohou nastat nikdy, protoºe smy£ky v grafu jsou vylou£eny (prvky na
diagonále inciden£ní matice se neuvaºují). 2-krokové cykly tam a zp¥t jsou stejné - jen posunuté.
3-krokové cykly bychom museli hlídat v obou sm¥rech - tedy �po sm¥ru� i �proti sm¥ru� - nap°.
1231 a je²t¥ zp¥t 1321.

Protoºe ale 3-krokový cyklus muºe být v kombinaci jedin¥ s 2-krokovým (a ty jsou jiº hlídány)
nemusíme je jiº v na²em p°ípad¥ (5 m¥st) v·bec hlídat!

2.6.2 Symetrický TSP

V prvé °ad¥ si musíme up°esnit, co znamená inciden£ní matice v neorientovaném grafu. Po
kaºdé hran¥ tohoto grafu m·ºeme jít ve sm¥ru ij (od uzlu i k uzlu j) a stejn¥ tak i ve sm¥ru
ji. Prvky ij a ji jsou transponované. Nad diagonálou (b¥ºné orientované inciden£ní matice)
jsou indikovány jedni£kou hrany �tam� a transponovan¥ pod diagonálou hrany �zp¥t�. Kdyº
tuto matici p°eklopíme podél hlavní diagonály, obdrºíme horní trojúhelníkovou matici, kde nuly
ozna£ují neexistující hrany, jedni£ky ozna£ují hrany, po kterých se p°e²lo (nebo smí p°ejít) jen
v jednom sm¥ru a dvojky hrany, po kterých se p°e²lo (nebo smí p°ejít) tam i zp¥t. Tuto matici
m·ºeme nazvat inciden£ní maticí neorientovaného grafu a budeme s ní dále pracovat.

Platí

• Pro kaºdý prvek inciden£ní matice na diagonále (to je to m¥sto) se se£tou prvky nad ním
a vpravo od n¥ho.
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• Tento sou£et (po£et cest ve trase, která jím prochází) musí být ≤ 2.

S£ítané prvky jsou na p°íklad¥ grafu s p¥ti uzly pro uzly 1 a 2 na následujícím obrázku
1 − − − −
· · · · ·
· · · · ·
· · · · ·
· · · · ·



· | · · ·
· 2 − − −
· · · · ·
· · · · ·
· · · · ·


Budeme poºadovat, aby její prvky byly binární - tj. ihned zakáºeme cesty tam a zp¥t po jedné
hran¥.

Kontrola cykl·:

• 2-krokové cykly se nemusí kontrolovat, protoºe jsme vylou£ili cestu tam a zp¥t po jedné
hran¥.

• k-krokové cykly, pro k > 2, sta£í generovat jen jako kombinace (není pot°eba pokra£ovat
s permutacemi jako v orientovaném grafu).

P°íklad

�e²te úlohu TSP pro následující graf

1

2

3

4

5

5

8

6

7

3

9
3

8

6

5

�e²ení



KAPITOLA 2. MODELY CELO�ÍSELNÉHO PROGRAMOVÁNÍ 47

Matice vzdáleností bude horní trojúhelník

c =


0 5 6 8 3
− 0 9 8 5
− − 0 3 7
− − − 0 6
− − − − 0


Stavovou matici zavedeme jako binární matici x rozm¥ru 5 × 5 (5 uzl·) kde její prvek xij = 1
°íká, ºe cesta povede po hran¥ ij (nebo ji, coº je totéº) ale jen jednou. Tam a zp¥t by to bylo
2. xij = 0 znamená, ºe tudy cesta nevede. Tedy bude

x =


· x12 x13 x14 x15

− · x23 x24 x25

− − · x34 x35

− − − · x45

− − − − ·


kde xij jsou po£ítané veli£iny, − a · jsou neexistující hrany, p°i£emº · ozna£ují uzly 1, 2, 3, 4, 5.

Nejprve de�nujeme podmínky pro maximáln¥ 2 hrany v uzlu.

pro uzel 1: x12 + x13 + x14 + x15 ≤ 2
pro uzel 2: x12 + x23 + x24 + x25 ≤ 2
pro uzel 3: x13 + x23 + x34 + x35 ≤ 2
pro uzel 4: x14 + x24 + x34 + x45 ≤ 2
pro uzel 5: x15 + x25 + x35 + x45 ≤ 2

Dal²í podmínky by se týkaly vylou£ení sub-cykl·. Protoºe ale ná² graf je neorientovaný, jsou
2-krokové cykly automaticky vylou£eny. Takový cyklus by v matici x p°edstavoval dvojku a
matice xje binární.

Výsledek je dole na obrázku v matici x. Vypí²eme si hrany podle jedni£ek. Je to 1-3, 1-5, 2-4,
2-5, 3-4. Nakreslíme si 5 uzl· a do nich vloºíme nalezené hrany. To, co dostaneme je hledaná
nejkrat²í cesta.

Program: U20b_tspSym.xlsx
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Úloha obchodního cestujícího má °adu modifikací.

2.6.3 V·bec nejkrat²í cesta grafem

Zadání úlohy :

V·bec nejkrat²í cesta v²emi uzly bez ohledu na to, kde za£íná a kde kon£í.

�e²ení

Vezmeme graf a p°idáme jeden uzel. Z n¥j vedeme cesty tam a zp¥t do v²ech uzl· grafu s nulovou
délkou. Na tento roz²í°ený graf aplikujeme TSP a to, co vznikne v p·vodním grafu je nejkrat²í
cesta.

p̊uvodńı graf

nový uzel

0 0 0 0

Excel: U20a_tspAplik1.xlsx
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2.6.4 Nejkrat²í cesta grafem z daného uzlu

Zadání úlohy

Po£áte£ní uzel cesty je dán. Hledáme nejkrat²í cestu z tohoto uzlu v²emi ostatními uzly.

�e²ení
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Vezmeme po£áte£ní uzel, a hranám, které do n¥j vedou dáme nulová ohodnocení. Na tento
upravený graf aplikujeme TSP.

0

0

0
0

0
počátečńı uzel

čárkované hrany jsou přidány

Excel: U20b_tspAplik2.xlsx

2.7 Propuknutí infek£ního onemocn¥ní

Obecná formulace úlohy

V n místech se vyskytlo infek£ní onemocn¥ní. K dispozici je m léka°ských tým·, které mohou
onemocn¥ní pro²et°it. Tým i∈ {1, 2, · · · ,m} bude místo j ∈ {1, 2, · · · , n} vy²et°ovat tij hodin.
Kaºdý tým m·ºe obslouºit 0, 1 nebo 2 místa. Jestliºe má tým obslouºit je²t¥ druhé místo (z
místa k do místa l), musí se po£ítat s dobou p°ejezdu dkl. Jakmile jsou v²echna místa pro²et°ena,
m·ºe se s infekcí za£ít bojovat. Cílem je navrhnout plán vy²et°ování tak, aby cela akce byla co
nejkrat²í.
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�e²ení

De�nujeme veli£inu xij ∈ {0, 1} s hodnotou 1 jestliºe tým i bude vy²et°ovat místo j a 0, kdyº
nebude.

Kriterium J

Pi =
∑

j tijxij , ∀i

� doba na vy²et°ování

Qi =
∑

k,l; k 6=l dklxikxil, ∀i

� doba na p°ejezdy (jestliºe bude tým i vy²et°ovat ob¥ místa k i l, bude xikxil = 1, jinak je to
nula)

J = min maxi {Pi +Qi}

� hledáme, který tým i bude nejdel²í (ostatní uº budou hotovy) a tuto dobu chceme minimali-
zovat.

Omezení ∑
i xij = 1, ∀j

� kaºdé místo bude nav²tíveno práv¥ jednou∑
j xij ≤ 2, ∀i

� ºádný tým nenav²tíví více neº dv¥ místa

xij ∈ {0, 1} , ∀i, j

Tahle úloha ale nejde p°ímo realizovat (i) nelinearita v sou£inu, (ii) minimax. Musíme pouºít
triky, zavedené v odstavcích 1.3.4 a 1.3.5.

Nelinearitu vy°e²íme tak, ºe zavedeme novou prom¥nnou

wi;kl = xikxil

kde i je tým a kl p°ejezd z místa k do místa l. Index kl kódujeme takto kl = 12→ 1, kl = 13→ 2,
kl = 23 → 3 (je to podobné, jako p°i hledání cykl· v grafu viz 2.12.2 nebo pro jednosm¥rky
2.12.3)

Podmínky pro sou£in jsou (viz 1.3.4)

wi;kl ≤ xik, wi;kl ≥ 0, wi;kl ≤ xil, wi;kl ≥ xik + xil − 1.

Minimax vyºaduje de�novat novou prom¥nnou q, která bude zárove¬ minimalizovaným krite-
riem, a zavést podmínky

p1 ≤ q, p2 ≤ q, · · · , pn ≤ q,
kde p1, p2, · · · , pn jsou doby trvání práce jednotlivých tým·.

Realizace minimaxu je taková trochu tajemná:



KAPITOLA 2. MODELY CELO�ÍSELNÉHO PROGRAMOVÁNÍ 53

• Zvolíme bu¬ku pro kriterium J , nic tam nevkládáme a zadáme ji jako optimalizovanou.

• V list¥ Excelu vyjád°íme doby trvání v²ech tým·: J1 = P1 +Q1,J2 = P2 +Q2 a p°ípadn¥
dal²í.

• Zadáme podmínky J1 ≤ J, J2 ≤ J atd. nejlépe ve tvaru J1 − J ≤ 0, J2 − J ≤ 0 atd.

• Kritérium J budeme minimalizovat.

P°íklad

2 týmy (i=1,2), 3 místa (j=1,2,3)

� stav (xij tým i vy²et°uje místo j)

x =

[
x11 x12 x13

x21 x22 x23

]
binární

� doby pot°ebné k vy²et°ení (tým i, místo j)

t =

[
5 3 4
4 2 5

]

� veli£ina w (cesta tam a zp¥t je stejn¥ dlouhá - kl = 12 je totéº jako kl = 21)

w =

[
w1;12 w1;13 w1;23

w2;12 w2;13 w2;23

]

� délky p°ejezdu
d = [8, 4, 5]

Omezení (1., 2., 3. - sou£in; 4. minimax)

1. wi;kl ≥ 0, ∀i, k, l

2. wi;kl − xik ≤ 0, wi;kl − xil ≤ 0, ∀i, k, l

3. wi;kl − xik − xil + 1 ≥ 0

4.
∑

j tijxij +
∑

kl; k 6=l dklwi;kl − q ≤ 0, ∀i

kde q je nová veli£ina s významem �doba trvání nejdel²í akce�.

Kriterium
J = q → min

Nastavované veli£iny jsou: x ∈ {0, 1} , w ∈ {0, 1} , J = q ≤ 0

Excel: U21a_infectionSmall.xlsx,
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A p°íklad v¥t²ích rozm¥r· je v U16b_infectionBig.xlsx)
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2.8 Dynamické plánování

(Production Planning)

Obecný návod

Zadáno: Poºadavky P , ceny c, omezení L.

Optimalizuje se: x výroba (nákup), y indikátor pro x > 0, p°ípadn¥ co zbude (g odpad).

Po£ítá se: z zásoba a musí se zadat z ≥ 0.

Výpo£et zásob: znové = zstaré + výroba− poºadavek (− odpad)

Podmínky:

(i) x > 0→ y = 1, tj. x-M*y<=0 indikátor výroby

(ii) minimální odb¥r x-L*y>=0 (pro léky - L jsou min. odb¥ry)

(iii) dal²í omezení: maximální zásoby, na za£átku a konci nulové zásoby atd.

Poznámka
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Zásoby na konci roku ur£ují platbu pro p°í²tí rok. Jsou-li roky ozna£eny 1, 2, · · · , pak za£neme
se z0, tj. zásobami na konci nultého roku a natvrdo poloºíme nulové. Pro 3 roky tedy bude

rok 0 1 2 3
zásoba z0 z1 z2 z3

hodnota z. 0 z1 = z0 + x1 − P1 z2 = z1 + x2 − P2 z3 = z2 + x3 − P3

kde z jsou zásoby, x je výroba a P jsou poºadavky. Sloupec pro rok 0 je pomocný a umoºní
jednotný zápis pro zásoby (moºnost kopírovat).

Abychom dosáhli nulové záv¥re£né zásoby, dáme podmínku z3 = 0.

2.8.1 Plánování produkce

Pro budoucí £asová období máme navrhnout objem produkce tak, aby celkové náklady a pro-
dukci a skladování byly minimální a aby poºadavky na produkci v jednotlivých etapách byly
spln¥ny. P°edpokládáme neomezenou kapacitu produkce v kaºdém období. P°edpokládáme dále,
ºe

• náklady na produkci jsou úm¥rné její velikosti,

• náklady na skladování v kaºdém období jsou úm¥rné úrovni zásob z konce p°ede²lého
období.

Rozhodujeme, zda vyráb¥t yt a pokud ano, kolik vyráb¥t xt, kde t je indikátor periody.

Zavedeme prom¥nné

ct je jednotka náklad· na produkci, ft je po£áte£ní náklad v period¥ t; ht je jednotka náklad·
na p°echování uskladn¥ných výrobk·, zt je velikost zásoby na konci periody t; dt je poºadavek
na odb¥r zboºí v period¥ t, t = 1, 2, · · · , n, (n je po£et period).

Zápis standardní úlohy je následující:

Kriterium

J =
∑n

t=1 (ctxt + ftyt) +
∑n−1

t=1 htzt−1 → min

minimalizace náklad· na produkci a skladování.
Poznámka: na za£átku jsou zásoby 0 a na úplném konci se p°edpokládají také 0: z0 = zn = 0.
z0 se jen zadá nulové; zn se po£ítá a musí se dát podmínka zn = 0.

Výpo£et

zt = zt−1 + xt − dt, t = 1, 2, · · · , po£et period

� kde zásoby na za£átku první periody jsou z0 = 0.

Omezení

xt ≤Myt
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� yt je indikátor nenulovosti xt: yt = 1 kdyº x > 0, tj. kdyº se vyrábí.

z ≥ 0 a zn = 0

� zásoby jsou nezáporné a na konci jsou nula.

Optimalizované veli£iny jsou

xt ≥ 0, y ∈ {0, 1}

Excel: U18a_dynProd.xlsx

Poznámka

1. P°i objednávkách je
zt = zt−1 + xt − dt + bt − bt−1

kde (asi) b jsou objednávky, které musíme splnit. Ty jdou mimo normální prodej a musí
být p°ipraveny v zásobách. Stará objednávka je dodána a proto se ze zásob ode£te.

2. Úlohu lze velice snadno roz²í°it na p°ípad, kdy výroba je v jednotlivých etapách omezena.
Zavedeme veli£inu ut - omezení výroby v období t. Úloha je pak stejná, jen podmínku
xt ≤Myt nahradíme podmínkou xt ≤ utyt s omezeními.

3. Stejn¥ jednodu²e m·ºeme respektovat omezené sklady. Pro omezení U zadáme z ≤ U.
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Jiné moºné °e²ení

Tady se optimalizují také zásoby a jejich vývoj se uvaºuje jen jako podmínka.

2.8.2 Objednávka léku

Obecné zadání úlohy

Léka°ské st°edisko má rozhodnout o tom, jak objednat ur£itý lék odm potenciálních dodavatel·.
St°edisko má pro jednotlivé m¥síce poºadavky dt, t = 1, 2, · · · , T a cena léku od dodavatele i v
m¥síci t je cit. Kaºdý dodavatel i má ur£itou minimální dávku odb¥ru li. Nespot°ebovaná balení
léku je moºno schovat do dal²ího období jako zásobu zt, která je v²ak omezena velikostí Z. Zbylá
balení lék· (které nebyly spot°ebovány a uº se nevejdou do zásoby) se musí vyhodit. Cílem je
minimalizovat náklady na po°ízení léku v daném £asovém úseku.

�e²ení

Zavedeme prom¥nné:

cit cena za jedno balení léku od dodavatele i v m¥síci t

dt poºadavek na m¥síc t

li minimální odb¥r od dodavatele i

xit kolik balení léku bereme od dodavatele i v m¥síc t

yit jestli v·bec bereme (0 ne, 1 ano)
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zt zásoba v m¥síci t (z minulého m¥síce)

gt kolik toho v m¥síci t vyhodíme

První, co je t°eba ud¥lat, je vypo£ítat zásoby zt.

zz = zt−1 +
∑
i

xit − dt − gt, t = 1, 2, · · · , po£et period

To zadáme do Excelu jako po£ítané bu¬ky.

Optimalizované veli£iny jsou x ≥ 0, int. y ∈ {0, 1} a g ≥ 0

Omezení:
xit ≥ liyit

· · · kdyº se nebere, tak se nebere; kdyº ano, tak minimum od dodavatele i je li

xit ≤ 1000yit

· · · kdyº se nebere, tak xit musí být nula, jinak libovolné (nebo naopak: kdyº se bere, tj. x > 0,
pak bude indikátor y = 1).

xit ∈ {0, 1} , 0 ≤ zt ≤ Z, gt ≥ 0

· · · dal²í podmínky.

Kriterium: ∑
citxit → min

P°íklad

Uvaºujeme m = 5, n = 8,

c =


5 6 5 6 4 5 4 5
4 3 4 4 4 3 4 4
7 6 6 6 5 7 7 6
5 5 5 5 6 5 5 5
5 6 6 5 5 8 5 3

 , l =


20
40
10
20
20


Excel: U18b_prodejLeku.xlsx
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2.9 �azení úkol·

(Scheduling)

2.9.1 Obecná formulace

Základní pojmy jsou �úkol� a �pozice�. Tedy máme n úkol·, které lze zpracovat jen postupn¥
(nikoli paraleln¥). Zpracování i-tého úkolu trvá dobu pi a má ur£eno, kdy má být úkol dokon£en
di. Jak máme zpracování úkol· uspo°ádat, aby sou£et zpoºd¥ní p°i dokon£ení jednotlivých úkol·
(tardiness) ti byl minimální.

Úloha tedy zní

Zadáno
p = [p1, p2, · · · , pn]

d = [d1, d2, · · · , dn]

minimalizujte celkové zpoºd¥ní

J =

n∑
i=1

ti → min



KAPITOLA 2. MODELY CELO�ÍSELNÉHO PROGRAMOVÁNÍ 61

kde ti je de�nována jako rozdíl

ti = (skute£né dokon£ení ukolu i )− (poºadované dokon£ení úkolu i )

Poznámka

ti ozna£uje pouze zpoºd¥ní (je to nezáporná veli£ina). Pro p°edstih je nula.

2.9.2 Formulace s de�nicí �p°edcházení�

De�nujeme binární veli£inu y, tak, ºe yij = 1 znamená, ºe úkol i p°edchází úkol j. P°edchází
znamená, ºe je je n¥kde p°ed - nemusí být t¥sn¥ p°ed.

Poznámka

Z matice y sta£í brát jen horní trojúhelník (bez diagonály), tedy yij pro i < j, protoºe platí
yji = 1− yij .

Zavedeme veli£inu si - za£átek zpracování úkolu i a dále ei = si + pi, coº je skute£ný £as
dokon£ení i-tého úkolu (pi je jeho trvání).

Formulace úlohy je následující:

Kriterium

J =

n∑
i=1

ti → min

Omezení 1
ei − di ≤ ti, ∀i (úkoly) (2.9.1)

nep°ímo de�nuje zpoºd¥ní ti.

Konec zpracování úkolu i, a tedy jeho odevzdání, je ei. Ten se p°edpokládá v¥t²í, neº poºadovaná
doba odevzdání di. Rozdíl ei − di je tedy kladný a p°edstavuje zpoºd¥ní p°i odevzdání úkolu i.
Ten je shora omezen veli£inou zpoºd¥ní ti. Protoºe se ale sou£et v²ech ti minimalizuje, bude,
pro ti ≥ 0, z°ejm¥ ei = di + ti. Dokon£ení úkolu je tedy poºadované dokon£ení + zpoºd¥ní.

Navíc podmínka ti ≥ 0 se nedostane do rozporu s de�nicí (2.9.1) pro ei < di (p°ed£asné spln¥ní)
jako by tomu bylo, kdybychom p°ímo poºadovali rovnost ti = ei − di. V tomto p°ípad¥ bude
ti = 0.

Omezení 2,3

uspo°ádávají úkoly podle veli£iny yij . Podle její hodnoty platí práv¥ jedno z omezení

ei ≤ sj +M

yji︷ ︸︸ ︷
(1− yij), ∀i < j

ej ≤ si +Myij , ∀i < j

První z omezení je pro yij = 1 aktivní, zatímco druhé bude vy°azeno (automaticky vºdy spl-
n¥no). Platí tedy

ei ≤ sj
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coº znamená, ºe konec i-tého úkolu ei bude p°ed za£átkem j-tého úkolu sj . Pro yij = 0 to bude
naopak. Aktivní je druhé omezení a to °íká, ºe

ej ≤ si

a tedy, konec úkolu j bude p°ed za£átkem úkolu i.

Výsledek se asi nejlépe p°e£te ze za£átk· úkol· si.

Poznámka

Je zajímavé, ºe £asto n¥které úkoly za£ínají stejn¥. Je to OK nebo je tam chyba?

Program je U23a_schedulingDJ.xlsx

Výsledek °azení je znázorn¥n na následujícím obrázku
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0 4 8 12 16 20

1 234

požadované konce projekt̊u

4 1 3 2

začátky projekt̊u

projekt 4

projekt 1
proj. 3

projekt 2

zpožděńı v 2 (jinak je nula)

Stru£n¥j²í zápis programu v Excelu je U23a_strucne.xlsx

Úloha s osmi úkoly je °e²ena v U23a_pokus1.xlsx

2.10 Heuristiky

Celo£íselné programování má jako základní metodu °e²ení metodu v¥tví a mezí. Ta je zalo-
ºena na hledání LP °e²ení a postupném p°idávání podmínek celo£íselnosti ve form¥ p°idaných
omezení. Jedná se o úplný pr·zkum kde se vyzna£ují p°ípustná °e²ení a nakonec se vybere to
nejlep²í. To je ale dlouhé, proto se hledají rychlej²í °e²ení, tzv. heuristiky.

Tady hraje významnou roli tzv. LP relaxation.

LP relaxation

Je podp·rná procedura pro °adu dal²ích metod. Její podstatou je to, ºe IP úlohu, kde x ∈ {0, 1} ,
nahradíme LP úlohou, kde x ∈ (0, 1) .

Poznámka: Asi to jde pouºít i obecn¥ pro IP s x ∈ N tak, ºe se uvaºuje jen LP úloha s x ≥ 0.

2.10.1 Heuristiky ²ité na míru

Ukáºeme na p°íklad¥: T°i pracovníci mají být umíst¥ni na t°i pracovi²t¥. Na kaºdé místo má
p°ijít jeden pracovník a v²echna místa musí být obsazena. Náklady na jednotlivá umíst¥ní jsou
v tabulce

Prac.\Místo 1 2 3
A 1 3 4
B 3 7 4
C 3 2 4
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Poºadujeme nejniº²í náklady.

1) Heuristický postup spo£ívá v tom, ºe náhodn¥ vybereme pracovníka a p°i°adíme ho na ná-
hodn¥ vybrané místo. To opakujeme, p°i£emº respektujeme jiº provedená p°i°azení.

2) Lep²í postup je, kdyº vybereme nejniº²í cenu a provedeme odpovídající p°i°azení. Pak vez-
meme dal²í nejniº²í cenu a pokud je to moºné, p°i°adíme. Tak dostaneme A→1 (1), C →3 (2),
B → 2 (7). Celkem 10. Tím, ºe jsme na za£átku vybírali co nejniº²í, zbylo nám nakonec velké.

N¥kdy bývá zvykem s °e²ením trochu zat°epat (juggle). To znamená n¥která °e²ení zam¥nit a
sledovat, co to d¥lá s kriteriem.

Nap°.

A ↔ C: C → 1 (3), A → 3 (4), B → 2 (7). Celkem 14 - hor²í

A ↔ B: B → 1 (3), C → 3 (2), A → 2 (3). Celkem 8 - lep²í.

2.10.2 Heuristiky obecné

Greedy heuristics

Jedná se o postup °e²ení, který funguje podle lokálního kriteria, které bere v úvahu jen pohled
dop°edu a provedené kroky jiº dále neanalyzuje.

Nap°íklad: Úlohu o obchodním cestujícím °e²í tak, ºe za£ne v libovolném m¥st¥ a postupn¥
p°idává dal²í nejbliº²í m¥sta, pokud jsou volná pro p°idání.

Greedy algoritmy mají následující £ásti (ilustrujeme na obchodním cestujícím)

• mnoºinu, ze které se vybírají kandidáti, které mají být p°idáni k sou£asnému °e²ení (mno-
ºina m¥st),

• výb¥rovou funkci podle které se v kaºdém kroku vybírá kandidát (nejbliº²í m¥sto),

• pravidlo, které kontroluje, zda je zvolený kandidát volný pro p°idání (m¥sto není dosud
napojeno),

• kriteriální funkci, která p°i°azuje �cenu� £áste£nému nebo kone£nému °e²ení (délka cesty),

• zastavovací pravidlo, které indikuje konec °e²ení úlohy (v²echna m¥sta jsou napojena).

Poznámky

Algoritmus d¥lá jeden greedy krok za druhým a nikdy se nesnaºí m¥nit to, co jiº ud¥lal.

Nebezpe£í p°i lokálním rozhodování je ilustrováno na následujícím obrázku. Zde hledáme cestu
s nejv¥t²ím sou£tem ohodnocení.

7

3

99 8

12

5 6
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Nejd°íve se rozhodneme pro dvanáctku a tím se mineme s 99.

P°íklady

1. Kruskal·v algoritmus (minimální kostra)

Opakuj následující kroky, dokud je to moºné:

- Z hran grafu G, které dosud nebyly vybrány, vyber nejkrat²í hranu, která nevytvá°í
ºádnou kruºnici s hranami jiº vybranými.

Mnoºina vybraných hran je kostrou grafu G, která je navíc minimální

nebo

Opakuj následující kroky, dokud je to moºné:

- Z hran G, které dosud nebyly vybrány, vyber nejdel²í, která je nerozpojí.

Mnoºina nevybraných hran je minimální kostrou grafu G.

2. Hu�man·v kód

Máme písmenka a ty chceme zakódovat tak, aby kód byl co moºná nejkrat²í. Postupujeme
takto

Písmenk·m p°i°adíme váhy (pravd¥podobnosti) a se°adíme je do fronty od nejmen²í váhy.

Vezmeme dv¥ písmenka ze za£átku fronty (od nejmen²í váhy) a spojíme je v jeden prvek
s váhou, která je sou£tem vah t¥ch prvk·. Spojený prvek n¥jak pojmenujeme a za°adíme
do fronty podle jeho váhy. P·vodní dva prvky z fronty odstraníme.

Tak se vytvo°í graf jehoº listy kon£í písmenky. Kaºdému písmenku se p°i°adí kód z nul a
jedni£ek který dostaneme tak, ze za£neme naho°e v ko°ení stromu a postupujeme sm¥rem
k písmenku. P°i tom jdeme-li doleva zapí²eme 0 a doprava 1.

P°íklad

písmeno a b c d
váha×100 35 10 21 34

Se°azeno

písmeno b c d a
váha×100 10 21 34 35

krok 1: x1 = (b, c) , váha 31,

písmeno x1 d a
váha×100 31 34 35

krok 2: x2 = (x1, d) , váha 65,

písmeno a x2
váha×100 35 65

krok 3: x3 = (a, x2) , váha 100

Graf
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T°eba slovo �daca� bude 1001110. P°itom není t°eba vyzna£ovat konce písmen, protoºe p°i de-
kódování se nem·ºeme splést: 1 neexistuje, 10 je d, 0 je a, 1 - nic, 11 - nic, 111 je c, 0 je a.

Lagrangean relaxation

M·ºe se stát, ºe °e²íme LP problém, p°i kterém je n¥kolik omezení jednoduchých, a n¥kolik,
které úlohu výpo£etn¥ komplikují. Potom m·ºeme pouºít metodu Lagrangean relaxation která
hledá p°ibliºné °e²ení p°i£emº aplikuje jen jednoduchá omezení. Druhá £ást omezení se p°esouvá
do kriteria podobn¥ jako u metody lagrangeových multiplikátor·.

Tedy, °e²íme problém
c′x→ max

Ax ≤ b

kde A je matice m× n.

Jestliºe matici A rozd¥líme na A1 (m1 × n) a A2 (m2 × n) , m = m1 + m2 a podobn¥ i b,
dostaneme

cTx→ max

A1x ≤ b1
A2x ≤ b2.

Problém je pak aproximativn¥ zapsat takto

cTx+ λT (b2 −A2x)→ max

A1x ≤ b1
kde se poºaduje λ ≥ 0.

P°ipou²tí se, ºe podmínka A2x ≤ b2 není zcela spln¥na, ale její nespln¥ní se penalizuje. Naopak,
£ím �více� je spln¥na, tím dostaneme v¥t²í odm¥nu.

Pro optimální °e²ení x̂ a °e²ení aproximované x̄ platí

cT x̂ ≤ cT x̂+ λT (b2 −A2x̂) ≤ cT x̄+ λT (b2 −A2x̄)

protoºe

1. cT x̂ ≤ cT x̂ + λT (b2 −Ax̂) - λ je nezáporné a pro optimální °e²ení x̂ platí b2 − Ax̂ ≥ 0
(druhá podmínka),
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2. λT (b2 −A2x̂) ≤ cT x̄+λT (b2 −A2x̄) aproximované °e²ení x̄ je optimální pro toto kriterium
a první omezení je spole£né a optimální °e²ení je navíc je²t¥ vázáno druhou soustavou
omezení.

Z této nerovnosti plyne, ºe optimální °e²ení je nejblíºe nejmen²ímu °e²ení z aproximovaných.
P°i °e²ení postupujeme takto:

• Najdeme v²echny p°ípustné hodnoty λ a k nim aproximovaná °e²ení x̄.

• Jako optimální vezmeme nejmen²í z nalezených aproximovaných °e²ení.

Zaokrouhlovací heuristiky

Uvaºujeme omezení ai1x1 + · · ·+ai,jxj + · · · ajnxn ≤ bj , kde ai,j > 0. Potom zaokrouhlením xj
nahoru m·ºeme poru²it omezení. Zaokrouhlení dol· nevadí. Obdobn¥ je to i pro ai,j < 0. Toho
m·ºeme vyuºít v zaokrouhlovacích technikách.

Zavedeme zna£ení

�horní zámek� je kladný koe�cient v daném °ádku matice A.

�dolní zámek� je záporný koe�cient v daném °ádku matice A.

ΛU
j je po£et horních zámk· v j-tém sloupci matice A.

ΛL
j je po£et dolních zámk· v j-tém sloupci matice A.

Význam: Jestliºe je ΛU
j = 0, pak j-tý sloupec matice A neobsahuje kladné prvky. Pro prom¥nnou

xj je moºno psát 
a1,j

a2,j

· · ·
an,j

xj ≤


b1
b2
· · ·
bn

 .
Protoºe jsou ale v²echny koe�cienty a záporné, m·ºeme prom¥nnou xj zaokrouhlit nahoru, aniº
bychom poru²ili omezení (prom¥nná xj není zhora zam£ená). Podobn¥ je to pro ΛL

j .

Jednoduché zaokrouhlení

V²echny prom¥nné s ΛU = 0 zaokrouhlíme nahoru a ty s ΛL = 0 zaokrouhlíme dol·.

Zaokrouhlení

Startuje z LP relaxation a bere v úvahu ΛU a ΛL.

Aplikujeme zaokrouhlení

x̂j =

{
floor (xj) pro ΛL

j ≤ ΛU
j

ceil (xj) jinak

Jestliºe aktuální °e²ení neporu²uje omezení, pokra£ujeme stejn¥ i dále.

Jestliºe jsou omezení poru²ena, vybereme jedno, které je poru²eno a snaºíme se toto poru²ení
zmen²it tím, ºe vezmeme jednu celo£íselnou prom¥nnou se zlomkovou hodnotou a snaºíme se ji
zaokrouhlit ve prosp¥ch poru²eného omezení. Vybíráme prom¥nnou s nejmen²ím po£tem zámk·
(zjevn¥, abychom toho co nejmén¥ pokazili kolem).
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P°íklad

�e²íme IP program pro

A =

 1 2 3
2 −5 4
−2 4 −1

 , b =

 8
15
12

 , c = [2, −1, 3]

x celé, nezáporné.

LP °e²ení je

x =

[
70

9
,

1

9
, 0

]
Úvahy o zaokrouhlování nás vedou k °e²ení x = [7, 0, 0] coº také je celo£íselné °e²ení.

2.11 Metaheuristiky

Heuristiky hledají lokální extrém. Nás ale v¥t²inou zajímají globální extrémy. Najít globální
extrém znamená opustit nalezený extrém a hledat dále - kaºdý dále nalezený �lep²í extrém� je
potom kandidátem na extrém globální. Metodami, jak opustit lokální extrém a hledat �globáln¥�
se zabývají metaheuristiky.

Poznámka

P°edpona �meta� znamená n¥co �za� - nap°. metafyzika je n¥co, co je je²t¥ za realitou, kterou
popisuje fyzika. Podobn¥ metaheuristika je n¥co, co je je²t¥ za heuristickým hledáním extrém·.
Je to hledání globálního extrému.

2.11.1 Iterativní lokální hledání

P°i této metod¥ postupujeme následujícím zp·sobem:

1. Generujeme náhodné °e²ení.

2. Ur£íme okolí °e²ení.

3. Náhodn¥ bereme °e²ení z okolí a bu¤ ihned ebo po n¥kolika krocích hledáme, zda existuje
lep²í °e²ení, neº je na²e sou£asné.

4. Pokud jsme nalezli nové lep²í °e²ení, nahradíme jím existující a jdeme na bod 2., pokud
ne, pokra£ujeme dále:

5. Zapamatujeme existující nejlep²í °e²ení a jeho polohu a pokud není vy£erpán p°edepsaný
po£et iteraci, jdeme na bod 1., pokud je vy£erpán, pokra£ujeme.

6. Jako globální extrém vezmeme aktuální nejlep²í °e²ení.
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Algoritmus lze stru£n¥ shrnout takto: Opakovan¥ hledáme lokální extrém a doufáme, ºe mezi
nalezenými bude i extrém globální.

Poznámka

Samoz°ejm¥ velmi záleºí na velikosti skok· náhodného hledání, a to jak p°i lokálním prohledávání,
tak i p°i nových iteracích algoritmu. Problém ale není tak nepr·hledný, jak by se mohlo zdát.
Máme k dispozici data, v nichº extrém hledáme. Z nich m·ºeme ur£it hranic datové oblasti a
hledat v rámci této hranice.

Metodu demonstruje program

a program

2.11.2 Prohledávání s tabu seznamem

Pokud se na²e hledání optima odehrává v diskrétním prostoru °e²ení, m·ºeme pouºít techniku
prohledávání s tabu seznamem. Hledání probíhá v sériích (ur£itý po£et krok·), které se opakují,
dokud není konec. V kaºdé sérii se náhodn¥ vybere nové °e²ení v okolí starého. V tabu seznamu
se nalezená °e²ení uchovávají a algoritmus se jim v této sérii vyhýbá. Po ukon£ení kaºdé série se
vybere nejlep²í dosaºené °e²ení a z n¥ho startuje dal²í série. Startuje se z náhodn¥ vybraného
°e²ení.

Poznámka

Pamatovat si, která °e²ení jsme jiº prozkoumali a v dal²ím hledání se jim vyhnout, je jist¥ dobrá
my²lenka. Je ale t°eba zajistit, aby kontrola tabu seznamu nebyla mnohem del²í, neº opakované
ov¥°ení jiº ov¥°eného °e²ení. Pokud je nap°íklad kontrola tabu seznamu 5 krát del²í, neº ov¥°ení
jednoho °e²ení, pak by asi bylo lépe prozkoumat 5 krát více °e²ení v daném okolí, neº pouºívat
tabu seznam.

Metodu budeme ilustrovat na p°íklad¥:

�e²íme úlohu obchodního cestujícího, který má projít v²emi uzly hranov¥ ohodnoceného grafu,
vrátit se do stejného uzlu a ujít p°i tom co nejmen²í vzdálenost (sou£et ohodnocení hran na
cest¥).

Postupujeme takto:

1. Generujeme náhodn¥ první °e²ení

2. Z tohoto °e²ení odvodíme k soused· tak, ºe mezi sebou vym¥níme dva uzly. Toto generování
je s tabu-listem. To znamená, ºe vºdy jeden ze dvou generovaných uzl· vynecháme ze
základní mnoºiny uzl·, ze které se vybírá.

3. Pro generovaná °e²ení spo£teme hodnoty kriteria a vybereme °e²ení s minimální hodnotou.

4. Dále pokra£ujeme v iteracích

5. Jako výchozí °e²ení vezmeme výsledné z minulého kroku a zárove¬ ho dáme do seznamu
°e²ení v této fázi.

6. Pokra£ujeme body 2., 3. a 5., a to bu¤ po ur£itý po£et krok· nebo podle n¥jakého zasta-
vovacího pravidla (nap°., ºe po ur£itý po£et krok· je výsledné °e²ení stejné).

Program
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2.11.3 Simulated annealing

Jedná se o metodu hledání globálního extrému u funkce s více lokálními extrémy. Metoda vyuºívá
metodu Monte Carlo a prohledává prostor °e²ení s postupn¥ se zmen²ujícími náhodnými odskoky
od sou£asného °e²ení.

Algoritmus metody je následující

Zvolte:

x0 po£áte£ní °e²ení

T = T0 po£áte£ní teplota (velikost náhodných skok·)

k = 0

pro k = 1, 2, · · · ,K

1. generuj xk z okolí xk−1

2. ur£i rozdíl ∆k = f (xk−1)− f (xk)

3. vypo£ti pravd¥podobnost p°ijetí nového xk

p =

{
1 pro ∆k ≤ 0
exp {−∆k/T} pro ∆k < 0

4. s pravd¥podobností p p°ijmi nové °e²ení (jinak xk = xk−1)

5. p°epo£ti teplotu T = h (T0, k) (tak, aby T → 0 pro k →∞)

Hodnoty xk by m¥ly konvergovat ke globálnímu extrému.

Poznámky

1. Funkci h (·) m·ºeme volit nap°. jako �zapomínání�: T = T0ϕ
k, kde ϕ < 1 je blízko k jedné

- nap°. ϕ = 0.9.

2. Body 1. aº 4. se mohou n¥kolikrát opakovat se stejnou teplotou T .

3. Parametr T je nazýván teplota. To souvisí s po£áte£ní motivací k metod¥, která byla
inspirována ºíháním kov·. �ím v¥t²í je T , tím v¥t²í odskoky od sou£asného °e²ení se
p°ipou²tí (tím v¥t²í je okolí, ze kterého se generují nové hodnoty °e²ení). Hodnota T se
b¥hem °e²ení zmen²uje, £ímº se °e²ení stabilizuje.

Ukázkový program je následující:

Výsledek je
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kde vlevo je vid¥t postupné hledání globálního maxima a vpravo je funkce, jejíº globální maxi-
mum hledáme.

2.11.4 Ant colony optimization

Mraven£í optimalizace je metaheuristika inspirovaná chováním mraven£ích kolonií. Má také
blízko ke genetickým algoritm·m. Je zaloºena na heuristickém pohledávání a vyzna£ování úsp¥²-
ných strategií. Nejd°íve popí²eme princip mraven£ího hledání, potom sestavíme algoritmus pro
úlohu obchodního cestujícího.

Mravenci mají své hnízdo a odtud se vydávají hledat potravu. Jednotliví mravenci se náhodn¥
potulují poblíº hnízda a pokud najdou potravu, vrací se stejnou cestou zp¥t k hnízdu a ces-
tou vylu£ují feromon. Ostatní mravenci p°i svém putování dávají p°ednost cest¥ s feromonem.
Tím je²t¥ feromonové zna£ení zesilují. Tak opou²t¥jí prázdné cesty bez potravy a tvo°í kolonie,
putující pro potravu.

Vidíme zde dva základní prvky:

1. preference ozna£ené cesty,

2. zna£ení závislé na úsp¥chu cesty.

Feromonová stopa postupn¥ vyprchává a tím se udrºuje aktuálnost zna£ení. Ozna£ené z·stávají
jen ty cesty, na které je feromon stále ukládán.

Abychom mohli být konkrétní, budeme uvaºovat úlohu obchodního cestujícího: Máme n m¥st
navzájem propojených r·zn¥ dlouhými obousm¥rnými cestami s délkami di, i = 1, 2, · · · , n.
Obchodní cestující má projít v²emi m¥sty, kaºdým práv¥ jednou, a vrátit se do m¥sta ze kterého
vy²el. Chce najít takovou cestu, která bude nejkrat²í. (Lze °e²it pomocí IP, ale zadání úlohy je
nep°íjemné - musí se vylou£it v²echny pod-cesty s délkami men²ími neº je n.)

Heuristické °e²ení je následující.

Úlohu °e²íme v itera£ních krocích 1, 2, · · · . V kaºdém kroku vypustíme m mravenc· z náhodn¥
vybraných m¥st. Tito mravenci postupují mezi m¥sty tak, aby se nikdy nevrátili do m¥st, která
uº nav²tívili (udrºují si tabu list, kde mají zaznamenány uº nav²tívená m¥sta a jako dal²í
m¥sto vybírají jen to, co není na tabu listu). P°i výb¥ru dal²ího m¥sta se °ídí podle matice
pravd¥podobností P = [pi,j ] , i, j = 1, 2, · · · , n, kde pi,j je pravd¥podobnost p°echodu z m¥sta
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i do m¥sta j.2 Kdyº projdou n m¥sty (tj. vytvo°í n¥jakou cestu pro obchodního cestujícího)
spo£tou délku této cesty a podle ní vytvo°í feromonovou stopu (která se p°idá na jejich cest¥ k
jiº existující stop¥). Feromon Fi,j podle cesty k-tého mravence se p°epo£te podle vzorce

Fi,j = Fi,j +
Q

Lk

pro v²echny i, k, které leºí na této cest¥; Lk je délka cesty, Q je konstanta. A to se provede pro
kaºdého mravence k = 1, 2, · · · ,m.
Po dokon£ení kaºdého kroku iterace se znovu konstruuje matice pravd¥podobností P podle
aktuálního feromonu - v nejjednodu²²í form¥

Pi,j ∝ Fi,j

nebo
Pi,j ∝ Fi,j/di,j

tedy bu¤ je p°ímo úm¥rná feromonu, nebo se vezme v úvahu je²t¥ délka di,j cesty i, j (preferují
se krat²í úseky cesty).

Z matice P se generují pravd¥podobnosti p°echodu mravence z aktuálního m¥sta i do dal²ího
m¥sta j tak, ºe se z matice P vyberou prvky {Pi,j} kde j ∈ J a J ozna£uje mnoºinu v²ech
p°ípustných m¥st, tj. m¥st, do kterých mravenec smí pokra£ovat (co nejsou na tabu listu). Tyto

prvky se pak normují tak, aby jejich sou£et byl roven jedné: pi =
{

P (i,j)∑
k P (i,j)

}
pro i pevné a

j ∈ J .
Tyto itera£ní kroky se opakují - bu¤ ur£itý po£et nebo dokud nedojde k ustálení sm¥ru pohybu
mravenc·. Kaºdopádn¥, v kaºdém kroku se ur£í nejkrat²í nalezená cesta a pokud je men²í neº
aktuální minimum, tak se zapamatuje. Výsledkem pak není nejkrat²í cesta z posledního kroku,
ale nejkrat²í cesta dosaºená b¥hem iterací (mravenci £asto zamrznou na neoptimální cest¥ i kdyº
na optimální jiº byly - pozn. p°ekladatele).

Start algoritmu je následující:

F je matice malých kladných náhodných £ísel (tak, aby je ovlivnil feromonový p°epo£et, ale ne
moc, aby se mravenci sta£ili rozb¥hnout kolem mraveni²t¥ a nebyli p°íli² rychle vázáni na nový
feromon.

Náhodn¥ se generuje m míst. Kaºdému místu k se p°i°adí tabu list ve kterém je jako první
vyzna£eno místo k. Následující místo se vybere podle pravd¥podobností pi, a to bu¤ místo s
maximální pravd¥podobností (greedy heuristika) nebo se generuje z rozd¥lení s pravd¥podob-
nostní funkcí p (pravd¥podobnostní heuristika).

Dále algoritmus b¥ºí v itera£ních krocích. Výsledkem je nejkrat²í dosaºená cesta v pr·b¥hu
celého b¥hu algoritmu.

Dále uvádíme program ve Scilabu

2.12 Dodatky

2.12.1 Kontrolované cykly v úloze TSP

V úloze TSP hledáme nejkrat²í cestu n m¥sty. Základní podmínka je, ºe kaºdý uzel grafu,
popisující m¥sta a cesty mezi nimi, má jen jednu vstupní a jednu výstupní hranu (nebo 2

2O tvorb¥ této matice bude zmínka dále.
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hrany v neorientovaném grafu). Tato podmínka ale nezaru£í, ºe budou v²echny m¥sta navzájem
propojena. Této podmínce totiº vyhovují dva nebo více odd¥lených sub-cykl·. Tyto sub-cykly
musíme eliminovat. Pro k-krokový sub-cyklus to provedeme podmínkou, ºe nesmí mít více neº
k − 1 hran.

Které cykly je t°eba hlídat?

1-krokové cykly jsou vylou£eny p°ímo zadáním stavové matice x jejíº prvky indikují pouºité
hrany. Ta má vºdy diagonálu rovnu 0.

2-krokové cykly u symetrické úlohy (neorientovaný graf) také není t°eba hlídat. Pouºité prvky
matice x jsou de�novány jak binární veli£iny. V p°ípad¥ 2-krokového cyklu by tato matice m¥la
n¥které prvky rovny dv¥ma

U asymetrické úlohy tyto cykly kontrolovat musíme.

Dále pak sta£í cykly kontrolovat do stupn¥
[
n
2

]
,kde [·] zna£í celou £ást £ísla. Lze totiº dokázat,

ºe pokud se v grafu utvo°í sub-cyklus, pak také ostatní uzly leºí v cyklu nebo n¥kolika cyklech.
Tedy pokud jsme jiº zkontrolovali cykly aº do °ádu

[
n
2

]
, vy²²í °ády uº jsou vylou£ené, protoºe

by byly dopln¥ny niº²ími, které jsme ale vylou£ili. Nejlépe je to vid¥t na p°íkladu grafu s p¥ti a
²esti uzly

graf s pěti uzly

graf s šesti uzly

Pro p¥t uzl· je
[
n
2

]
=
[

5
2

]
= 2. A skute£n¥, sub-cyklus délky 3 uº nemusíme kontrolovat, protoºe

je dopln¥n sub-cyklem délky 2, který uº byl kontrolován.

Pro 6 uzl· je
[
n
2

]
=
[

6
2

]
= 3 a vidíme, ºe tento cyklus je poslední, který je t°eba kontrolovat.

To, jak cykly vyhledat, ukáºeme v následujících odstavcích.

2.12.2 k-krokové cykly v neorientovaném grafu

Úkolem je vyjmenovat v²echny k-krokové cykly v neorientovaném n-grafu. Tato úloha odpovídá
výb¥ru v²ech k-prvkových podmnoºin uzl· z grafu o n uzlech, a tedy v ur£ení v²ech kombinací
k prvk· z mnoºiny o n prvcích.

Jak se d¥lají kombinace k z n?
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Ukáºeme pro 4 krokové cykly v p¥ti uzlech3.

Za£neme 1 2 3 4 a odzadu p°i£ítáme jedna. Kdyº to p°eleze, ud¥láme p°enos.

1 2 3 4
1 2 3 5

ud¥láme p°enos p°es 5
1 2 4 5

po p°enosu pokra£ujeme ne od za£átku, ale dal²í vy²²í £íslicí
dále bude zase p°enos, ale p°es celé 4 5

1 3 4 5
a pokra£ujeme zase dal²í vy²²í £íslicí (5)

a zase p°enos p°es 3 4 5
2 3 4 5
a hotovo

Dostali jsme 5 kombinací - C4 (5) = 5·4·3·2
4·3·2·1 = 5.

Poznámka: Celý cyklus bude kon£it vºdy stejným uzlem, jakým za£ínal. Proto nap°. 1 2 3 4
vlastn¥ znamená 1 2 3 4 1. A stejn¥ i pro ostatní.

2.12.3 k-krokové cykly v orientovaném grafu

Úloha detekce cykl· v orientovaném grafu navazuje na p°edchozí úlohu o grafu neorientovaném.
Základem jsou op¥t kombinace uzl·, ale tentokrát se cykly v jedné kombinaci mohou li²it ve
sm¥ru hran. Nap°. kombinace 123 obsahuje 2 r·zné cykly: 1231 a 1321. Naopak, dráhy 1231,
2312 a 3123 tvo°í jeden a tentýº cyklus, jen po£átek se posouvá. Abychom ur£ili v²echny r·zné
cykly a vyhnuli se t¥m, které jsou jen posunuté, budeme postupovat takto:

V kaºdé kombinaci �xujeme jeden uzel a vypí²eme v²echny permutace ostatních. Tyhle permu-
tace by m¥ly zna£it práv¥ ty cykly, které v tomto p°ípad¥ hledáme.

Poznámka

Po£et v²ech cykl· v k-grafu je dán po£tem v²ech kombinací krát po£et variací, d¥lený po£tem
posunutí (

n

k

)
k!

k
=

n!

(n− k)!k!

k!

k
=

n!
(n−k)!

k

Vk (n)

k

Jak se d¥lají permutace k?

Ukáºeme pro graf se 4 uzly.

Permutace lze generovat rekurzivn¥. Ozna£íme P (a, b, c) jako permutace z a, b, c. Potom

P (1, 2, 3, 4) =[{1, P (2, 3, 4)} , {2, P (1, 3, 4)} , {3, P (1, 2, 4)} , {4, P (2, 3, 4)}] kde

P (2, 3, 4) = [{2, P (3, 4)} , {3, P (2, 4)} , {4, P (2, 3)}] atd. pro P (1, 3, 4) , P (1, 2, 4) a P (1, 2, 3) .

P (3, 4) = [{3, 4} , {4, 3}] a stejn¥ pro ostatní.

Konstrukce je tady
3Jak jsme práv¥ ukázali, tento cyklus bychom v úloze TSP ne°e²ili. Postup generování kombinací na n¥m ale

ukázat lze, a bude docela krátký (coº se nám hodí).
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P°íklad

Vyjmenujte v²echny sub-cykly orientovaného grafu se 7 uzly.

Budeme kontrolovat cykly pro k = 2, · · ·
[

7
2

]
= 2, 3.

2-krokové cykly:

Kombinace - 12, 13, 14, 15, 16, 17, 23, 24, 25, 26, 27, 34, 35, 36, 37, 45, 46, 47, 56, 57, 67. Je
jich

(
7
2

)
= 21. Pozn. na konci bude vºdy je²t¥ po£áte£ní uzel. Tedy 12 znamená 121. Atd.

Permutace - nic

3-krokové cykly:

Kombinace - 123, 124, 125, 126, 127, 134, 135, 136, 137, 145, 146, 147, 156, 157, 167, 234, 235,
236, 237, 245, 246, 247, 256, 257, 267, 345, 346, 347, 356, 357, 367, 456, 457, 467, 567. Je jich(

7
3

)
= 35.

Permutace

� pro první kombinaci 123. Fixujeme uzel 1 a permutace zbylých je 23 a 32. Tedy dostaneme
dva 3-krokové cykly 123 a 132.

� pro dal²í kombinaci 124. Fixujeme 1 a dostaneme 124 a 142 atd.

V Excelu jsou dva programy pro graf s ²esti uzly. První je U20c_tsp6_bad.xlsx a v n¥m se
ukazuje, ºe kdyº se nehlídají permutace (tady 3-krokové cykly tam i zp¥t), tak se skute£n¥ v
mohou objevit 2 t°í-krokové cykly. To je ²patn¥.

Stejný program, ale správn¥ (i s permutacemi) je v programu U20d_tsp6_good.xlsx.
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2.12.4 TSP jako nelineární problém

Zadání úlohy :

Obchodní cestující má nav²tívit n m¥st, kaºdé z nich práv¥ jednou a vrátit se do stejného m¥sta,
ze kterého vy²el. Cena ca cestování má být co nejmen²í. Ceny tras z m¥sta i do m¥sta j jsou
dány jako prvky ci,j matice c.

�e²ení

Zavedeme stavovou matici s prvky xi,j ∈ {0, 1} (nep·jde, p·jde z i do j) a úloha je zadána
následovn¥

n∑
i=1

n∑
j=1

ci,jxi,j → min

n∑
i=1

xi,j = 1, ∀j (tj. sloupce)

m∑
j=1

xi,j = 1, ∀i, (tj. °ádky)

Podmínky na sub-cykly °e²íme následujícím zp·sobem

∑
diag (X) = 0∑
diag

(
X2
)

= 0

· · ·∑
diag

(
Xn−1

)
= 0

kde n je po£et m¥st (uzl·) a X je £tvercová matice stavových prom¥nných xi,j .

Poznámka

Místo podmínky
∑

diag (X) = 0 by také m¥la jít veliká penalizace na diagonále matice c. S
hodnotou 1000 to ale numericky selhávalo.

Excel: U20e_tsp10_Nonlin.xlsx
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2.12.5 Nejkrat²í cesty mezi v²emi uzly (nelineární)

Velice elegantní algoritmus, podobný algoritmu pro vyhledávání cykl· grafu, který ale podobn¥
není lineární.

Máme £tvercové matice A a B s nezápornými prvky. Zavedeme operaci minimální s£ítání
minS(A,B) pomocí formule

minS(A,B)i,j = min
k

(Aik +Bkj) , ∀i, j

Pro matici vzdáleností d orientovaného n-grafu zavedeme

d(2) = minS (d, d)

je matice nejkrat²ích drah tvo°ených dv¥ma hranami.

Podobn¥ dále
d(3) = minS

(
d, d(2)

)
, d(4) = minS

(
d, d(3)

)
, · · ·

jsou matice nejkrat²ích drah tvo°ených t°emi, £ty°mi atd. hranami.

Nás bude zajímat matice v²ech nejkrat²ích drah v grafu, tvo°ených daným po£tem hran, z
libovolného uzlu do jiného libovolného, tj. matice

d(k) = minS
(
d, d(k−1)

)
kde k = 1, 2, · · ·n− 1 je po£et uzl· v grafu.

P°íklad

Uvedený algoritmus budeme demonstrovat na p°íklad¥ grafu se £ty°mi uzly

1

2

3

4

d11

d12

d13

d14

d21

d41

d31

d22

d44

d33

d24

d42

d43

d34
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Matice délek hran bude

d =


d11 d12 d13 d14

d21 d22 d23 d24

d31 d32 d33 d34

d41 d42 d43 d44


Prvky této matice ukazují délky jedno-krokových drah mezi uzly. Tak nap°. d12 je délku cesty z
uzlu 1 do uzlu 2 v jednom kroku.

Ozna£íme d(2) = minS {d, d}. Nap° jeho prvek d(2)
12 bude

d
(2)
12 = min

[d11, d12, d13, d14]⊕


d12

d22

d32

d42


 =

= min {d11 + d12, d12 + d22, d13 + d32, d14 + d42}
kde operace ⊕ znamená s£ítání odpovídajících prvk· vektor·.

�leny sou£tu v minimu posledního výrazu p°edstavují délky v²ech dvou-krokových cest z uzlu
1 do uzlu 2:
� první: smy£ka v 1 a p°echod z 1 do 2,
� druhý: p°echod z 1 do 2 a smy£ka v 2,
� t°etí: p°echod 1 do 3 a z 3 do 2,
� £tvrtý: p°echod z 1 do 4 a ze 4 do 2. A z nich se vezme minimální.

Prvky celé matice d(2) pak p°edstavují minimální dvou-krokové dráhy mezi p°íslu²nými uzly.

Matice d(3) = minS
(
d, d(2)

)
je pak tvo°ena v²emi nejkrat²ími t°í-krokovými drahami mezi p°í-

slu²nými uzly.

Del²í dráhy uº v grafu neexistují.

Vezmeme-li nyní matici D, jejíº libovolný prvek Dij je

Dij = min
{
dij , d

(2)
ij , d

(3)
ij

}
kde nuly jsme zam¥nili na velké £íslo, pak tato matice obsahuje délky minimálních drah z z uzlu
i do uzlu j , i, j = 1, 2, · · · , n − 1 (tady i, j = 1, 2, 3) a to bez ohledu na po£et hran, které ji
tvo°í.

Program ve Scilabu

2.12.6 TSP s opakovanými náv²t¥vami m¥st

Zadání úlohy :

Úloha je dána jako asymetrický TSP, ale p°ipou²tíme více náv²t¥v jednotlivých m¥st. Typická
aplika£ní úloha je rozvoz zboºí.

�e²ení

Místo matice vzdáleností jednotlivých dvojic uzl· (ohodnoceni hran grafu) zadáme matici nej-
krat²ích vzdáleností mezi jednotlivými dvojicemi uzl·. M·ºe být: bu¤ je vzdálenost spojovací
hrany nejmen²í, pak ji necháme. Nebo existuje krat²í cesta, pak ji p°epí²eme. Nebo hrana nee-
xistuje, pak ji p°idáme s ohodnocením nejkrat²í vzdálenosti mezi t¥mito uzly.
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Poznámka

Matice nejkrat²ích vzdáleností se velice jednodu²e spo£te pomocí operace �minimální s£ítání

matic�, uvedené v p°edchozím odstavci.

Na upravenou matici (nyní minimálních vzdáleností mezi uzly grafu) aplikujeme TSP. Dosta-
neme navazující dvojice uzl·, které v p·vodním grafu vyzna£íme. Kaºdou hranu ale musíme
prozkoumat. Pokud je délka hrany minimální délkou, pak ji na cest¥ ponecháme. Pokud není
minimální, musíme hledat, po kterých hranách minimální cesta mezi aktuální dvojicí bod· vede
a místo aktuální hrany vyzna£íme tuto minimální cestu. Tím se m·ºe stát, ºe n¥kterým uz-
lem projdeme vícekrát, ale m·ºeme dostat krat²í cestu neº kdyº trváme na podmínce jediného
pr·chodu kaºdým m¥stem.

Excel: U21c_tspOpak.xlsx



Kapitola 3

Programové vybavení

3.1 Excel

3.1.1 �e²itel

Pro °e²ení úloh lineárního programování je moºné pouºít aplikaci �e²itel, tedy aplikaci, která
slouºí k vyhledávání extrém· funkce. �e²itel je sou£ástí MS Excel. Výhoda této aplikace je v
tom, ºe je p°ehledná a Excel je b¥ºn¥ vyuºívaný a roz²í°ený tabulkový procesor. Nevýhoda je,
ºe je omezený prostorem a pro sloºité úlohy se musí pouºít jiný program.

V²echny úlohy byly naprogramovány ve verzi MS Excel 2013 a i na tuto verzi optimalizovány.
Z toho d·vodu neru£íme za nefunk£nost ve star²ích verzích. Tato verze je zdarma ke staºení na
http://download.cvut.cz/. �e²itele naleznete po spu²t¥ní v záloºce DATA, viz obrázek 3.1.1.

Obrázek 3.1.1: Excel - Data - �e²itel (Solver)

Pokud tam není, je nutné ho aktivovat. Lze aktivovat následujícím zp·sobem:

1. otev°ete �Soubor - Moºnosti - Dopl¬ky� a otev°e se vám nové okno, viz obrázek 3.1.2 (a),

2. v otev°eném okn¥ dole klikneme na �Spravovat: Dopl¬ky aplikace Excel� a otev°e se dal²í
okno, viz obrázek 3.1.2 (b). Za²krtneme ��e²itel� a potvrdíme pomocí tla£ítka �OK�.

Pokud v²e prob¥hlo v po°ádku, v záloºce DATA se objeví �e²itel (v anglické verzi Solver).

80

http://download.cvut.cz/
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(a) (b)

Obrázek 3.1.2: Aktivace �e²itele

3.1.2 Model v se²it¥ Excel

1. Nejd°íve vymezíme blok bun¥k pro neznámé x (p°ípadn¥ dal²í neznámé).

2. Dále zapí²eme v²echny zadané veli£iny - v¥t²inou to jsou ceny c a koe�cienty lineárních
omezení A a poºadované pravé strany b.

3. Spo£teme v²echno, co je pot°eba spo£ítat (do �e²itele se dávají jen odkazy na bu¬ky nebo
bloky bun¥k). V¥t²inou to je:

(a) kritérium c′x =
∑

i cixi

(b) vypo£tené pravé strany omezení Ax =
∑

j aijxj ∀i

4. Zavoláme �e²itele a zadáme v²echny odkazy

(a) zvolíme Min nebo Max pro kritérium,

(b) zadáme blok nebo bloky pro neznámé (optimalizované) veli£iny,

(c) p°idáme omezení ve tvaru ≤, ≥ nebo binární (volí se na stejném míst¥)

(d) v¥t²inou necháme zatrºenou volbu �neomezené veli£iny jsou nezáporné� (nemusí se to
jiº deklarovat v podmínkách)

(e) a v okénku dole vybereme volbu �Simplex LP� - lineární programování.

3.1.3 Triky p°i práci v Excelu

Blok bun¥k - taºení my²í nebo Shift+²ipka.

P°emíst¥ní bloku (s Ctrl kopie) - uchopení za okraj (bu¬ky nebo bloku) a taºení.

Vkopírování hodnoty do celého bloku - vytvo°íme blok, zadáme hodnotu a Ctrl+Enter.
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Maticové vzorce - provád¥jí operace (nej£ast¥ji násobení) prvek po prvku. Zadávají se pomocí
Ctrl+Shift+Enter. Výsledek m·ºe být v jedné bu¬ce, nebo v bloku bun¥k. Blok je moºno zadat
p°edem (pak se objeví výsledky v celém bloku). Vzorec je moºno kopírovat se v²emi pravidly o
posunu adres.

Fixace adres (absolutní adresy) - za�xované adresy se p°i kopírování neposouvají. Adresu �xuje
dolar p°ed písmenem, £íslem nebo obojím. Dolar p°ed písmenem �xuje adresu p°i vodorovném
pohybu, p°ed £íslem p°i svislém pohybu a p°ed obojím i ve vodorovném i svislém sm¥ru.

Zadání dolar· - automaticky zadáme dolary klávesou F4 ihned po vloºení adresy (jinak se
musí adresa dát do bloku). Opakované stisknutí F4 provede: oba dolary, jen p°ed £íslem, jen
p°ed písmenem, ºádný dolar (atd.).

Skalární sou£in - pokud pot°ebujeme maticový výpo£et =
∑

i aibi lze ho jednodu²e vytvo°it
tak, ºe vytvo°íme sumu sou£inu dvou sloupc· a poté zmá£kneme Ctrl+Shift+Enter. Nap°íklad
=suma(A1:A10*B1:B10) + Ctrl+Shift+Enter.

Sou£in matice a vektoru - matice je B1:D10 a vektor A1:A10. Sou£in je =suma(B1:D10*$A$1:$A$10)
+ Ctrl+Shift+Enter a rozkopírovat svisle. (Adresa s dolary je absolutní - viz �xace adres.)

3.1.4 P°íklad v Excelu

�e²íme obecný p°íklad lineárního programování

5x1 + x2 → max

3x1 + 5x2 ≤ 15

2x1 + x2 ≤ 8

x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0

Pro p°ehlednost, je hned na za£átku uvedeno °e²ení, které je ozna£eno modrým pozadím (obrázek
3.1.3). Dále jsou uvedeny váhy v kritériu (pro variantu (a) v obecném p°íkladu), tedy váhy
c = [5, 1]. Následují podmínky jako matice

A =

 3 5
2 1
0 1

 , b =

 15
8
2


které jsou také ve £tvere£ku s ºlutým pozadím, stejn¥ jako váhy v kritériu. Kritérium, které
je ozna£eno zeleným pozadím v ráme£ku, je základní parametr, kde se hledá maximum nebo
minimum. Ani tento parametr nem¥níme. P°i práci se obvykle m¥ní pouze polí£ka s ºlutým
pozadím, tedy zadání.
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Obrázek 3.1.3: P°íklad v Excelu

V p°ípad¥, ºe jiº máme nastavené základní hodnoty, p°echázíme k �e²iteli (Solver). Spustíme
DATA-�e²itel (Solver) a objeví se nám tabulka znázorn¥na na obrázku 3.1.4 (a). Pro správnou
funkci je pot°eba nastavit následující:

1. Ú£elová funkce - odkaz na bu¬ku s kritériem (zelené pozadí).

2. Hledat - hledá se minimum, maximum nebo ur£itá hodnota. Pro zadávajícího je d·leºité
si uv¥domit co hledá (u zisku bude hledat maximum a u náklad· minimum).

3. Prom¥nné modelu - výsledek (modré pozadí). Zde bude optimální hodnota pro zadané
veli£iny (nap°íklad kolik kus· výrobku A a B vyrobit).

4. Omezující podmínky - zde musí být v²echny podmínky, které je pot°eba splnit, tzn.
vytvo°í se sloupcový vektor, do kterého se vypo£ítá sou£in výsledku (nap°íklad kolik kus·
vyrobit) s hodnotou °ádku tak, aby se dal výsledek porovnat s omezením. Tedy �a · x�
porovnáme s pravou strannou omezení. Pokud bude je²t¥ jiný poºadavek, nap°íklad mini-
mální vyrobené mnoºství, musí se zapsat také do Omezujících podmínek, kde se klikne na
ikonku P°idat a nade�nuje se nová podmínka.

5. Nastavit podmínky nezápornosti - u v¥t²iny problém· se o£ekává, ºe výsledek nem·ºe
být záporný (nem·ºeme vyrobit -5 výrobk·). Tato podmínka se m·ºe zadat p°ímo do
omezujících podmínek nebo se za²krtne polí£ko s podmínkou nezápornosti.

6. Vyberte metou °e²ení - na výb¥r je Gradientní metoda, Simplexová metoda a Evolu£ní
algoritmus. Zvolení vhodné metody je na zadavateli a ur£í se podle typu úlohy.
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(a) Simplexová metoda - lineární optimaliza£ní úlohy,

(b) Gradientní metoda - hladké nelineární optimaliza£ní úlohy,

(c) Evolu£ní algoritmus - nehladké nelineární optimaliza£ní úlohy.

(a) (b)

Obrázek 3.1.4: �e²itel

Poté se jiº jen zadá funkce °e²it a objeví se následující tabulka 3.1.4 (b). Tam necháme za²krt-
nutou moºnost Uchovat °e²ení �e²itele a potvrdit tla£ítkem OK.

3.2 LiPS

LiPS - Linear Program Solver je free software, který provádí výpo£et úloh lineárního (i celo£í-
selného) programování. Navíc obsahuje také °e²ení úloh citlivosti a stability. Program není t°eba
instalovat, lze ho spustit p°ímo z .exe souboru, staºeného na adrese

https://sourceforge.net/projects/lipside/

Tento software je dopl¬kový a budeme jej pouºívat jednak jako ukázku simplexové metody,
kterou ukazuje krok po kroku, jednak pro demonstraci citlivosti a stability úloh.

Poznámka

Podobný, pon¥kud siln¥j²í ale také sloºit¥j²í, je program LPSolve

https://sourceforge.net/projects/lpsolve/�les/lpsolve/

Hodí se na rozm¥rné reálné úlohy.
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Po spu²t¥ní programu LiPS se objeví aplikace s pracovní plochou. V ní je moºno otev°ít nové
nebo jiº d°íve uloºené okno �model�. To m·ºe mít dvojí podobu: text nebo tabulka, a to jak
u nového, tak i u otevíraného okna (u otevíraného je typ okna moºno vybrat v poli dole pod
okénkem Název souboru).

Model se nejlépe zadá ve form¥ tabulky. Potom je moºno model uloºit a otev°ít v textové podob¥.
Tím se zjistí, jaká jsou pravidla pro textové zadávání.

�e²ení modelu se spustí ikonkou s bílým trojúhelníkem na zeleném poli. Po spu²t¥ní se objeví
výsledkové okno �report�, ve kterém je uloºen celý postup °e²ení v simplexové tabulce. Výsledky
jsou v posledních dvou tabulkách nadepsaných jako RESULTS.

První tabulka ukazuje °e²ení (Value), zadané ceny (Objective cost) a koe�cienty stability (Re-
duced cost).

Druhá tabulka uvádí pravé strany omezení (RHS), rozdíly mezi levou a pravou stranou omezení
(Slack) a koe�cienty citlivosti (Dual price).

Po spu²t¥ní modelu a s kurzorem v okn¥ modelu lze spustit dal²í ikony vpravo od ikony Solve.
Jsou to Sensitivity analysis, Matrix map a Solving history.

Po spu²t¥ní Sensitivity analysis (modré S) se objeví tabulka, kde vybereme RHS Range (All) a
COST Range (All) a p°esuneme je ²ipkou do pravého pole. Po OK se objeví citlivostní analýza.

Zbylé volby v p°edchozího menu provádí analýzu v situaci, kdy zvolíme jiné pravé strany nebo
jiné koe�cienty matice omezení A. Ty je t°eba zadat tak, ºe se kurzorem postavíme na p°íslu²ný
°ádek v pravém okn¥ a zvolíme dole Settings...

Zadaný model, stejn¥ jako °e²ení nebo citlivost je moºno uloºit na disk.

Základní pohled na LiPS je v následujícím obrázku
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3.3 Linear programming grapher

Jedná se o webovou aplikaci na adrese

https://www.zweigmedia.com/utilities/lpg/index.html?lang=en

do které lze zadat model dvourozm¥rné úlohy lineárního programování a úlohu spustit tla£ítkem
Solve. Ukáºe se p°ípustný simplex °e²ení s popisem jednotlivých hranic omezení a samoz°ejm¥
optimální °e²ení. Model se zadá nejlépe tak, ºe spustíte LP Examples a výsledek upravíte podle
svého.

Vlevo naho°e, pod ºlutou záloºkou Main Page, je tla£ítko Simplex method utility. Ta umoº¬uje
°e²it obecnou úlohu LP. Doporu£uje se pracovat v nové verzi (£ervený text).

Pohled na Grapher je na následujícím obrázku
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Kapitola 4

Sbírka p°íklad·

(Bude se postupn¥ roz²i°ovat. Kaºdý nový p°ísp¥vek je vítán.)

4.1 Set covering

4.1.1 Plánování sm¥n - zam¥stnanci

Zadání úlohy

Plánujeme obsazení 4 sm¥n obsluhy v restauraci s rychlým ob£erstvením. Aby jednotlivé sm¥ny
na sebe dob°e navázaly, musí se na za£átku a na konci p°ekrývat. Proto celý den (24 hodin)
rozd¥líme na okna po 3 hodinách a sm¥ny sestavujeme podle následující tabulky (X ozna£uje
p°ítomnost p°íslu²né sm¥ny v p°íslu²ném okn¥)

Okno 6-9 9-12 12-15 15-18 18-21 21-24 0-3 3-6 Plat
Sm¥na 1 X X X 135
Sm¥na 2 X X X 140
Sm¥na 3 X X X 190
Sm¥na 4 X X X 188
Poºadavek 55 46 59 23 60 38 20 30

Cílem je sestavit sm¥ny tak, aby celková vyplacená odm¥na byla co nejmen²í

Poznámka

Sm¥na bude mít ur£itý po£et lidí tak, aby se v kaºdém okn¥ vyhov¥lo poºadavku. Plat ve sm¥n¥
je pro v²echny stejný a je dám dobou, kdy sm¥na pracuje.

�e²ení

Zavedeme: di - pot°ební pracovníci pro okno i = 1, 2, · · · , 8

d = [55, 46, 59, 23, 60, 38, 20, 30]
′

88
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cj - plat pro sm¥nu j = 1, 2, 3, 4 (v rámci jedné sm¥ny je stejný plat),

c = [135, 140, 190, 188]

yj - po£et pracovník· ve sm¥n¥ j = 1, 2, 3, 4, (optimalizovaný stav)

y = [y1, y2, y3, y4]
′

a matici a, transponovanou k uvedené tabulce s jedni£kami na pozicích X a jinde nulami

Ai,j =


1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 0 1 1

 ,
tedy °ádky i odpovídají sm¥nám, sloupce j okn·m.

Zápis standardní úlohy je následující:

� kriterium (minimální celkové odm¥ny)

J =
∑
i

ciyi → min

� podmínka (spln¥ní poºadavk· na obsazení v oknech)

∑
i

yiAi,j ≥ dj

yi ≥ 0, int

Excel: U22a_fullSchedul.xlsx
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4.1.2 Plánování sm¥n - zam¥stnanci + brigádníci

Zadání úlohy

Zase jako p°ed tím, ale najímáme i brigádníky. Ty p°ijímáme na divoko (do jednotlivých £asových
oken), platíme mzdou mj a jejich po£et ozna£íme xj pro kaºdé okno j. Navíc musí platit, ºe
brigádníci nesmí být ve sm¥n¥ sami. Vºdy s mini musí být alespo¬ jeden zam¥stnanec.

�e²ení

Kriterium

J =
∑
i

ciyi +
∑
j

mjxj → min

kde
∑

i ciyi je to, zaplatíme zam¥stnanc·m a
∑

j mjxj je plat brigádník·m.
Dále je vhodné vyjád°it po£et zam¥stnanc· v oknech z

zj =
∑
i

yiAi,j

Podmínky

� uspokojení po£tu pracovník· v okn¥ j (zam¥stnanci + brigádníci)

zj + xj ≥ dj
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� brigádníci nesmí být sami1

xj −Mzj ≤ 0

xi, yj ≥ 0, int

Excel: U22b_partSchedul.xlsx

4.2 �azení úkol·

4.2.1 Formulace s de�nicí �pozice�

De�nujeme binární veli£inu x tak, ºe xij = 1 jestliºe úkol i je na pozici j. Veli£ina zpoºd¥ní
ti je de�nována stejn¥ - zpoºd¥ní p°i odevzdání úkolu i, tedy doba od poºadovaného termínu
odevzdání do skute£ného odevzdání nebo nula, je-li úkol spln¥n v£as (nebo s p°edstihem).

1Tohle je zajímavé. Je to jako indikátor nenuly, ale x m·ºe být, a bude, i v¥t²í neº jedna. Není to tedy jen
indikátor. Podmínka jen vylu£uje, aby nastalo x > 0 a z = 0.
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Kriterium

J =

n∑
i=1

ti → max

Omezení 1 a 2
n∑

i=1

xij = 1, ∀pozice j (4.2.1)

n∑
j=1

xij = 1, ∀ úkoly i (4.2.2)

tj. na kaºdé pozici musí být práv¥ jeden úkol.

P°íklad matice x pro konkrétní se°azení úkol· 1, 3, 2 bude

xij 1 2 3
1 1 0 0
2 0 0 1
3 0 1 0

Omezení 3
n∑

i=1

pi (xi1 + xi2 + · · ·+ xij)︸ ︷︷ ︸
=0 nebo 1

−
n∑

i=1

dixij ≤ tj , ∀pozice j (4.2.3)

Tento výraz je pon¥kud nep°ehledný, proto jej rozepí²eme podrobn¥ (pro t°i úkoly, tj. n = 3).
Jedná se o n podmínek pro pozice j = 1, 2, · · · , n pro úkoly i

pozice j = 1
p1x11 + p2x21 + p3x31 − d1x11 − d2x21 − d3x31 ≤ t1

Poznámky
1. Celý tento výraz se týká první pozice.
2. V²echny xi1 jsou z prvního sloupce matice x. Vzhledem k podmínce (4.2.1) bude nenulové
práv¥ jedno z nich.
3. Nenulové xi1 bude ozna£ovat úkol na první pozici. Tedy doba jeho trvání bude znamenat
také termín jeho ukon£ení (za£ínal v 0).
4. V druhé sum¥ nenulové xi1vybere p°íslu²ný poºadovaný konec úkolu.
5. Tím je dáno zpoºd¥ní na první pozici t1

pozice j = 2
p1 (x11 + x12) + p2 (x21 + x22) + p3 (x31 + x32)−

−d1x12 − d2x22 − d3x32 ≤ t2
Poznámky
1. Pojednává se zde výhradn¥ o druhé pozici.
2. Sou£ty xij v kulatých závorkách se týkají postupn¥ 1., 2., a 3. úkolu a prohledávají
pozice p°ed druhou pozicí (v£etn¥).
3. Kaºdá ze závorek m·ºe být bu¤ nula (kdyº p°íslu²ný úkol p°ed pozicí 2 neleºí) nebo
jedna (kdyº leºí). P°ed pozicí 2 (v£etn¥) budou leºet práv¥ dva úkoly. Ty budou ozna£eny
jedni£kami v x a jimi budou vybrány jejich délky. Jejich sou£et ur£í, kdy bude úkol na
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pozici j = 2 skute£n¥ ukon£en.
4. Druhá suma op¥t vybere poºadovaný konec úkolu na druhé pozici.
5. Tím je dáno zpoºd¥ní na druhé pozici t2.

pozice j = 3

p1 (x11 + x12 + x13) + p2 (x21 + x22 + x23) + p3 (x31 + x32 + x33)−

−d1x13 − d2x23 − d3x33 ≤ t3

Poznámka
Pokra£ujeme stejn¥ s t°etí (poslední) pozicí. První suma detekuje konec úkolu na t°etí
pozici a druhá poºadovaný konec tohoto úkolu. Tím je dáno zpoºd¥ní na t°etí pozici t3.

V Excelu úlohu realizujeme podle vzorce (4.2.3) ve tvaru

n∑
i=1

(
pi

j∑
k=1

xik − dixij

)
≤ tj , ∀pozice j

tak, ºe vytvo°íme matici i × j ve které realizujeme vnit°ek kulaté závorky. Ta má indexy i a
j, k je jen s£ítací index. Tuto matici pak se£teme ve sloupcích. Sou£ty budou mít indexy j.
Sou£ty pak porovnáme s tj . Pozor! Index j je horní mez s£ítání

∑j
k=1, takºe sou£ty se postupn¥

prodluºují. Zmín¥nou matici lze vytvá°et kopírováním. Zkonstruujeme první °ádek a ve sloupcích
kopírujeme. Ve vzorcích je t°eba adresu pro t �xovat pomocí F4.

Excel: U23b_schedulingSP.xlsx
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Poznámka

Uvedené omezení (4.2.3) lze upravit takto

j∑
k=1

n∑
i=1

pixik −
n∑

i=1

dixij ≤ tj , ∀ pozice j,

kde
∑n

i=1 pixik a
∑n

i=1 dixij jsou sou£iny vektoru p a matice x. Ten lze realizovat maticov¥.
Tento tvar je tedy vhodný pro jednodu²²í implementaci úlohy v Excelu.

4.2.2 Formulace jako �lineární t°íd¥ní�

De�nujeme binární x tak, ºe xij = 1 znamená, ºe úkol i leºí n¥kde p°ed úkolem j. Dále zavedeme
zpoºd¥ní tj jako kladnou dobu od poºadovaného do skute£ného odevzdání úkolu. P°edstih je
nula.

Optimalizované veli£iny jsou x a t.

Kriterium
J =

∑
tj → min

Podmínka 0

Místo toho, abychom v �e²iteli vynechávali diagonálu x, ponecháme x celé a na diagonále
vynutíme nuly

xii = 0, ∀i

Podmínka 1
xij + xji = 1, ∀ (i, j) , i > j

coº znamená, ºe úkol i je bu¤ p°ed úkolem j nebo za ním (práv¥ jedno z xij nebo xji musí být
nula).

Podmínka 2
xik + xkj + xji ≤ 2, ∀ (i, k, j) r·zné

Tato podmínka °íká, ºe kdyº je úkol i p°ed úkolem k a úkol j p°ed úkolem k pak musí být
také úkol i p°ed úkolem j (je to jakási analogie uspo°ádání: je-li a < b a b < c, pak je a < c).
Podmínka musí platit pro v²echny trojice i, k, j v£etn¥ permutací.

Poznámka

V P°íloze na stran¥ 74 je popsáno jak trojice i, k, j generovat.

Podmínka 3 (de�nice zpoºd¥ní)

pj +

n∑
i=1

pixij − dj ≤ tj , ∀ úloly j

kde pj +
∑n

i=1 pixij je okamºik dokon£ení j-tého úkolu a dj je poºadovaná doba. Rozdíl je tedy
zpoºd¥ní v j-tém úkolu.
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Vysv¥tlení: Sloupec matice x v sum¥ obsahuje jedni£ky tam, kde jsou úkoly i (°ádky x) p°ed
úkolem j - j-tý sloupec. Kaºdá z t¥chto jedni£ek se násobí p°íslu²nou dobou trvání i-tého úkolu.
Suma tedy p°edstavuje dobu, ve které m·ºe j-tý úkol za£ít. Po p°i£tení pj dostaneme dobu
ukon£ení j-tého úkolu.

V programu Excel úlohu realizujeme takto:

Podmínky 0, 1 a 2 se musí vypsat prvek po prvku. Doporu£uje se, p°edepsat si kombinace index·
i, k, j. V podmínce 2 je t°eba realizovat v²echny trojice index·, a to v£etn¥ po°adí :-(. Na²t¥stí
se ale jedná o trojice, takºe sta£í vyjmenovat v²echny kombinace a vzít je tam a zp¥t. Tedy
nap°. tam 123, zp¥t 132, tam 124, zp¥t 142 atd.

Podmínku 3 lze kopírovat podle vzoru

pj+sou£in.matic($pj;x(:,1))-dj a kopie

Funkce sou£in.matic() je anglicky mmult().

Program je U23c_schedulingLO.xlsx
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Posta£itelnost podmínek

V Podmínce 2 kontrolujeme vºdy t°i úkoly. Musíme vylou£it uspo°ádání, kdy první je následován
druhým, druhý t°etím a t°etí zase prvním. V grafu se jedná o to, zda trojice uzl· (úkol·), a
hran (následností) netvo°í cyklus. Tady vznikají dv¥ otázky:

1. Záleºí p°i výb¥ru uzl· na po°adí nebo ne?
Zkusíme t°i uzly 1, 2, 3 ( v tomto po°adí). Pro n¥ podmínka je

x12 + x23 + x31 ≤ 2

Jestliºe x12 = 1 a x23 = 1,pak musí být x31 = 2 (podmínka). Podobn¥, p°i cyklické zám¥n¥:
Jestliºe x23 = 1 a x31 = 1, pak musí být x12 = 0 - stejná podmínka. A stejn¥ pro x31, x12

a x23.
Ale! Kdyº zam¥níme po°adí, nap°. 1, 3, 2 (coº není jen cyklická zám¥na), dostaneme
x13 = 1, x32 = 1 a poºadujeme, aby x21 = 0. To ale uvedenou podmínkou pokryto není a
musíme formulovat podmínku novou

x13 + x32 + x21 ≤ 2.

Taro podmínka pak vyhovuje i pro cyklickou zám¥nu uzl·. Vidíme tedy, ºe pro výb¥r platí
pravidla pro t°í-krokové cykly v asymetrickém TSP.

2. Sta£í kontrolovat vºdy jen t°i úkoly nebo se musí brát i více?
Zkusíme pro £ty°i úkoly 1, 2, 3, 4. Tady by se poºadovalo: Jestliºe x12 = 1, x23 = 1 a
x34 = 1, pak musí být x41 = 0. Tato £tve°ice ale obsahuje £ty°i trojice, které musíme
kontrolovat. Jsou to 1,2,3 a 1,2,4 a 1,3,4 a 2,3,4. Z t°etí trojice dostaneme x12 = 1, x24 = 1
→ x41 = 0. Protoºe ale x12 = 1 a x23 = 1 znamená, ºe úkoly jdou v po°adí 1, 2, 3, je
x13 = 1. A tedy

(x12 = 1 ax23 = 1→ x13 = 1) ax34 = 1→ x41 = 0.

Sta£í tedy kontrolovat vºdy jen t°i úkoly.

4.2.3 Hybridní formulace

V této formulaci se vyuºívají prom¥nné obojího typu: (i) prom¥nné x de�nující pozici úkolu a
(ii) prom¥nné y ur£ující po°adí úkol·. Máme tedy

• xik = 1 jestliºe úkol i je na pozici k,

• yij = 1 jestliºe úkol i je naplánován n¥kdy p°ed úkolem j

Dále op¥t de�nujeme zpoºd¥ní ti jako rozdíl mezi dobou dokon£ení úkolu i a jeho plánovaným
dokon£ením.

Kriterium
J =

∑
i

ti → min

Podmínky 1 a 2
n∑

i=1

xik = 1, ∀ pozice k
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n∑
k=1

xik = 1, ∀úkoly i

°íkají, ºe na kaºdé pozici musí být práv¥ jeden úkol a kaºdý úkol musí mít práv¥ jednu pozici.

Podmínka 3

xjk +

k−1∑
m=1

xim ≤ 1 + yij , ∀k > 1, j, i 6= j

Podmínku vysv¥tlíme na následujícím obrázku pro n = 4

Podmínka °íká ºe, jestliºe je xjk = 1 (úkol j je na pozici k) a existuje n¥jaký úkol i na pozici
men²í neº k (tedy je p°ed ním), pak bude

∑k−1
m=1 xim = 1. A tedy xjk+

∑k−1
m=1 xim = 2. Podmínka

pak bude 2 ≤ 1 + yij ,tedy yij = 1, coº znamená, ºe úkol i bude leºet n¥kde p°ed úkolem j.

Podmínka bude na obrázku aktivní pro i = 1 a ur£í, ºe y12 = 1 a dále pro i = 4 a ta ur£í, ºe
y42 = 1.

Podmínka 4

pj +

n∑
i=1

piyij − dj ≤ tj

Tato podmínka ur£uje zpoºd¥ní tj a je stejná jako ve formulaci s lineárním t°íd¥ním.

Realizace úlohy v programu Excel je dosti náro£ná. Je to proto, ºe podmínku 3 nelze vytvo°it
kopírováním a t¥chto podmínek je velmi mnoho.

Jinak, podobn¥ jako v p°edchozí úloze, s maticí x lze pracovat vcelku, kdyº zavedeme podmínku
0: diagonála(x) = 0. Podmínku 4 lze realizovat kopírováním - viz p°edchozí úloha.

Nastavují se veli£iny x (binární), y (binární) a t.

Pro n = 4 je program U23d_schedulingHY.xlsx následující
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4.2.4 Formulace jako �cesty grafem�

P°i této formulaci uvaºujeme cesty grafem s inciden£ní maticí uij . Hledáme cesty s minimálním
zpoºd¥ním

∑
i ti. Protoºe chceme testovat v²echny cesty, uvaºujeme virtuální pozici 0 (viz triky

v TSP). Úloha je postavena takto:

De�nujeme
yij = 1, jestliºe úkol i je p°ed úkolem j (kdekoli)

uij = 1, jestliºe i a j jsou bezprost°edn¥ ua sebou

ti je zpoºd¥ní p°i odevzdání úkolu i

Kriterium
J =

∑
i

ti → min

Podmínka 1 a 2
n∑

i=1

uij = 1, ∀úkoly j ≥ 0

tedy, kaºdý p°edchozí má jediného následníka (první pozice je 0), a

n∑
j=0

uij = 1, ∀pozice i ≥ 1
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tedy, kaºdý následník má jediného p°edchozího.

Podmínka 3
n∑

i=1

yij +

n∑
k=1

yjk = n− 1, ∀ úkoly j ≥ 1

tedy, t¥ch úkol·, co jsou p°ed j, a t¥ch úkol·, co jsou za j, je dohromady práv¥ n− 1.

Podmínka 4

pj +

n∑
i=1

piyij − dj ≤ tj , ∀ úkoly j ≥ 1

coº je de�nice zpoºd¥ní ti.

Podmínka 5

n∑
i=1

yij −
n∑

i=1

yik + (n+ 1)ukj ≤ n, ∀ (j, k) , j > 0, k > 0, j 6= k

která °íká: Pokud hrana (i, j) leºí na cest¥ uspo°ádání, pak úkol i má o jedna mén¥ p°edch·dc·
neº úkol j:

∑
i yij+1 =

∑
i yik. Pokud neleºí, tak podmínka je vºdy platná (a tedy se neuvaºuje).

Poznámka

Trochu lep²í neº podmínka 5 je tato

n∑
i=1

yij −
n∑

i=1

yik + (n+ 1)ujk + (n− 1)ukj ≤ n, ∀ (j, k) , j > 0, k > 0, j 6= k

�e²ení v programu EXCEL

je p°ímo úmorné! Diagonály matic u a y se musí zadat nulové, vyjmout z nastavovaných bun¥k
a také z podmínky na binární veli£iny.

Podmínka 5 se zadává do matice (n− 1) × n - pro v²echny hrany cest, jdoucích od vstupu do
výstupu (cesta o délce 4 má 3 hrany).

Excel: U23e_schedulingTR.xlsx je tady
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