Odhad smeési se smiSenymi daty

Pod nazvem smiSend data mame na mysli data, kterd obsahuji jak spojité y; tak i diskrétni z;
veli¢iny. Bézné smési obsahuji dva typy modela. Jednak jsou to komponenty (at uz spojité nebo
diskrétni) a model ukazovatka c;. Tady budeme mit tii druhy modeli: spojité komponenty, dis-
krétni komponenty a model ukazovatka. Spojité komponenty budou modelovat spojité veli¢iny
(v zavislosti na diskrétnich) a jejich parametry ozna¢ime ©, ., diskrétni komponenty budou dis-
krétni modely pro diskrétni veliciny, s parametrem 9|, a model ukazovatka bude také diskrétni
S parametrem o.

Algoritmus odhadu odvodime opé&t rozvojem sdruZené pravdépodobnosti J pro neznamé veli-
Ciny, kded(t—1)={y(t—1),2(t—1)}

J = f(yn?«’t,ct, @,ﬁ,a\d(t - 1)) =
= f (yelze, 1, ©) f (zt]er, V) f (ei]a) £(O,9,ald (t — 1)) (1)

kde prvé tii hustoty pravd&podobnosti (pravdépodobnostni funkce) odpovidaji jmenovanym
modeltim. Tyto modely napiSeme podrobnéji.

Modely
Modely spojitijch velicin
Yt = @zt,ct + et

tedy nap¥. pro dimenzi y; tii, dvé hodnoty diskrétn{ veli¢iny a p&t komponent budeme mit 5*2
= 10 modelu, kazdy bude mit parametr jako dvourozmérny vektor. Tedy

v | | O +| Y| pro s =1,2ac=1,2-.5
Yast O Z0.Ct €2;¢

Poznamka
Pro inicializaci musime tedy zadat 10 dvouprvkoviych vektori jako pocdtecni parametry.
Modely diskrétnich velicin
Uvedeme jako piiklad se zavedenymi dimenzemi. Model bude
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Model ukazovdtka
Opét jako piiklad



Vypoéet vah

Vahy w; jsou hodnoty pravdépodobnostni funkce f (c¢|d (¢)). Tu uréime ze sdruzené pravdépo-
dobnosti 1 takto

f(ct|d(t))o</*/* T 200,09, 0d (t — 1)) dadide =
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@*
Tedy véhy se dostanou sou¢inem odhadnutého spojitého modelu, diskrétniho modelu a modelu
ukazovatka. Spojité modely generuji proximity, diskrétni modely jsou reprezentovany svymi
maticemi parametri.

Statistiky

Pro odhad zavedeme statistiky a uvedeme jejich pfepoéty
Spojité komponenty
Vezust = Ve zpit—1 + w P’ Keit = Ket—1 + We
kde w = [y;,1]
Diskrétni komponenty

sz,\c;t = Uzt\c;t—l + we

Model pointru
Vet = Vegt—1 + We

..tocelé proc=1,2,---,nc.

Poznamka

Protoze z; zndme (méiime), provedeme vzorce vidy jen pro jeho jednu hodnotu. Pointer ¢
nezndme (neméiime), vzorce tedy musime provést pro vsechny jeho hodnoty a pro kaZdou hodnotu
se pouZije vaha w..

Bodové odhady parametria

Protoze jednotlivé modely jsou standardni spojité nebo diskrétni modely, vypocet parametra
bude také standardni - tj. pro spojité modely rozdélime informa¢ni matici a z jejich submatic
spo¢teme parametry; pro diskrétni modely spociva vypocet parametri v normalizaci statistiky
tak, aby souc¢ty prvki v fadcich byly rovny jedné.

Detaily algoritmu budeme sledovat pfimo za programem, ktery nasleduje:



// Mixture estimation - static components and pointer model
// - 14 continuous + 2 disctere variables
// - random initialization (prepared for expert knowledge)
// - display by marginals - select v1,v2 (variables) and z (discrete)
exec("ScIntro.sce",-1) ,mode(0) // intro to sesion
rand(’seed’,0)
function mixGr(vl,v2,z)
// plot and print of clusters
// v1,v2 - variables for marginal
// z - value of discrete variable
disp(’Centers of selected marginals - all components’)
set (scf(100),’position’,[850 50 600 400])
for i=1:nc
m=psi2row([z,i], [nz,nc]);
if “isempty(yC(m))
plot(yC(m) (v1,:),yC(m) (v2,:),tx(m), ’markersize’,3)
disp(Est.Cy(m).th([v1l,v2]),’Cent ’+string(m)+’, (z = ’+string(z)+’)’)

end

end

title(’Variables ’+string(vi)+’, ’+string(v2)+’ and 2zt = ’+string(z))
endfunction
nd=1350; // number of data: all = 1350
nc=5; // number of components
I_estCov=0; // estimation of noise covariances ? 0|1 nolyes
// DATA
load _data/d_con.dat d_con; // HERE, THE DATA ARE LOADED

load _data/d_ord.dat d_ord;
load _data/d_nom.dat d_nom;

// DATA ASSIGNMENT (time runs in rows)
[dsc,mD,sD]=scal([d_con’;d_ord’]); // scaling
// by scalling we transform data to standard range -> init. by rand is possible
yt=dsc; // scaled continuous and ordinal data
yu=unscal (yt,mD,sD); // unscaled data
[nv,nd]l=size(yt);
dd=d_nom(:,2);
bn=max(dd,’r’); // nominal data
zz=dd’;
for i=1:nd
zt(1,i)=psi2row(zz(:,1i),bn); // coding 2var -> lvar
end
nz=max(zt) ; // number of values of nominal variable

// MODEL INITIALIZATION

// random generation of initial centers

for j=1:nz // components are indexed by z and c
for k=1:nc



i=psi2row([j,k], [nz,nc]l);

Est.Cy(i).th=rand(1l,nv,’u’); // HERE SET THE INITIAL CENTERS OF COMPONENTS
// for good clustering it is necessary to set better initial centers
Est.Cy(i).sd=0.01*eye(nv,nv); // covariances of components
Est.Cy(i).cv=Est.Cy(i).sd**2;

Ps=[Est.Cy(i).th 1]’; // initial parameters
Est.Cy(i).V=Ps*Ps’; // statistics

end

end

Est.ka=ones(1,nc); // counter

// initial discrete pars
Est.Cz.V=rand(nz,nc,’u’)+1;
Est.Cz.th=fnorm(Est.Cz.V,2);

// initial pointer probabilities

Est.Cp.V=ones(1,nc); // pointer statistics
Est.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)); // pointer parameter
Est.ct(1)=1; // initial poiner value
w=fnorm(ones(1,nc)); // weights

tht=list(); for i=1:nc, tht(i)=[]; end
wt=zeros(nc*nz,nd) ;
ii=zeros(nc,nd);

// ESTIMATION
printf(’ ?)
kk=ceil(nd/10); printf(°’\n 2 4 6 8 |\n ?)
for t=1:nd // time loop
if t/kk==fix(t/kk), printf(’.’); end
// proximities continuous and ordinal
for k=1:nc
i=psil2row([k,zt(t)], [nc,nz]);
[xxx,G(k)]=GaussN(yt(:,t),Est.Cy(i).th,Est.Cy(i).cv); // likelihood
G(k)=G(k)*Est.Cz.th(zt(t));
iick,t)=1;
end
Lg=G-max (G) ;
g=exp(Lq(:)?);

ww=q’.*Est.Cp.th’; w=ww/sum(ww) ; // generation of weights
wt(ii(:,t),t)=w;

// Update of statistic

Ps=[yt(:,t)’ 1]; // extended reg.vec.

for k=1:nc
i=psi2row([k,zt(t)], [nc,nzl); // selected components (zt)
Est.Cy(i).V=Est.Cy(i).V+w(k)*Ps’*Ps; // information matrix
Est.ka(k)=Est.ka(k)+w(k); // counter
Est.Cz.V(zt(t),k)=Est.Cz.V(zt(t),k)+w(k); // discrete stat
Est.Cp.V(k)=Est.Cp.V(k)+w(k); // pointer statistics



// Point estimates

Vyy=Est.Cy(i).V(1l:nv,1:nv); // part Vyy - y.y’
Vy=Est.Cy(i).V($,1:nv); // part Vy - psi.y
V1=Est.Cy(i).V($,$); // part V1 - psi.psi’
Est.Cy(i).th=inv(Vi+le-8xeye (V1)) *Vy; // pt.est. - reg.coef.

if t>nd+1, I_estCov=1; end // DELAYED ESTIMATION OF COV

if I_estCov™=0
// pt.est. of noise covariance - used or not
Est.Cy(i).cv=(Vyy-Vy’*inv(Vi+le-8xeye (V1)) *Vy) /Est.ka(k) ;
end
tht (k)=[tht (k) Est.Cy(k).th’];
end
Est.Cz.th(zt(t),:)=fnorm(Est.Cz.V(zt(t),:)); // nominal variables

Est.Cp.th=fnorm(Est.Cp.V,2); // pt.est. of pointer parameter
[ss,Est.ct(1,t)]=max(w); // store of c

end

[xxx,cE]l=max(wt,’r’);

Est0=Est;

save est0.dat Est0; // save for repetitive running

// RESULTS

disp ’ ’; disp(vals(Est.ct),’Frequencies of pointer values’)

// plot of weights (last 100 weights)
set(scf(1),’position’,[50 50 400 300]);
plot(wt(:,($-100):$)’)

title(’Weights - check of functionality?’)

// plot of of evolution of parameter estimates
if 0 // activate by 1
for i=1:nc
scf (10+1);
plot(tht(i)’)
title(’comp ’+string(i))
end
end

// Detection of centers of components in original scale
// - for each z, nc-points from 14-dimensional space is stored
// - type Th + Enter to see the centers
Th=1list();
for j=1:nz
zz=[];
for k=1:nc
i=psi2row([j,k], [nz,nc]);
zp=unscal (Est.Cy(i).th’,mD,sD)’;
zz=[zz; zp]l;
end



jz=row2psi(j,bn);
Cz(jz(1),jz(2)) .c=zz;
Th(j)=2zz;

end

tx1=[’bo’;’ro’;’go’;’mo’;’ko’;’co’;’yo’];
tX2=[’bX’ ; ’I-X’ ; ,gX’ ; ,mx’ ; ,kx’;’cx’;’yx’];
tx3=[)b+’ ; ‘r+? ; ,g+’ ; ‘m+? ; ,k+);)c+’;3y+)];
tx=[tx1;tx2;tx3];

yC=1list () ;
for k=1:nz
for i=1:nc
m=psi2row([k,i], [nz,nc]);
j=find ((cE==1)&(zt==k));
yCm)=yt (:,j);
end
end

vi=1; v2=4; z=1; // set marginal variables and discrete z
mixGr(vl,v2,z)

// Parameters of all nc*nz components (for scaled data)
set (scf(111),’position’, [200 10 600 600]);
title(’Components -> down, discrete variable -> right’)
for i=1:nc*nz

subplot(nc,nz,i)

bar(Est.Cy (i) .th)
end

Popis programu:
// DATA

Program pracuje s redlnymi daty. Je zde 14 veli¢in spojitych y; a 2 diskrétni z;. Z téch 14
spojitych jsou dvé sice diskrétni, ale s vice nez 10 hodnotami, takZe je mozno je pocitat mezi
spojité. V programu jsou natazeny jakod con,d ord ad nom. Diskrétni veli¢iny jsou kodovany
do jedné pomoci funkce psi2row(zz(:,i),bn). Spojité veli¢iny jsou skalovany tak, aby mely st¥edni
hodnotu 0 a rozptyl 1.

// MODEL INITTALIZATION

Inicializace je nejdiilezitéjsi ¢asti kazdého odhadovani modelu smési distribuci. Zde je inicia-
lizace automaticka, protoze program pracuje s velkym mnozstvim veli¢in a s volenym poctem
komponent (nc je po¢et komponent, nv je pocet spojitych veli¢in a nz je potet hodnot kodované
diskrétni veli¢iny).

Provedené skalovani spojitych veli¢in pomahé pii inicializaci. Vime totiz, ze veli¢iny se pohybuji
kolem nuly se smérodatnou odchylkou +1. Pocatecni hodnoty parametri miizeme tedy volit



jednoduse pomoci funkce rand(). Podle pocateénich parametri je pak pro spojité veli¢iny jestd

tfeba nastavit statistiky. To udélame takto: pro dané pocateéni parametry ©¢ vytvofime roz-
, !/

Siteny regresni vektor ¥ = [@07 1} (tak, jako by hodnoty parametru byla data). Informaécni

matici vytvorime takto V = U¥’,

Vysvétleni: Po rozdéleni informacni matice dostaneme V, = @066, Vyp = ©0 a V, = 1. Odhad
parametri je © = V'V, = 6

Na zbytku inicializace uz tolik nezalezi.

Pozor: Pokud by vysledky nebyly dobré, je tieba pocateéni hodnoty parametri “usit na miru”.
O tom je dloha Inicializace smési. Tady to ale bude dosti naro¢né, protoze pocet parametra je
tolik, kolik se soucin poctu hodnot diskrétnich proménnych krat nastaveny pocet komponent.
Tady pro nc =5 a nz = 6 to bude 30 parametrt (5-ti prvkovych vektori).

// ESTIMATION

Vlastni odhad bézi v ¢asové smycce se tiemi hlavnimi body

1. Vypocet vah w pro jednotlivé komponenty, kde hlavnim prvkem jsou tzv. proximity -
tj. hodnoty hustoty pravdépodobnosti pfislusné komponenty s dosazenymi existujicimi

bodovymi odhady parametri a aktudlné zmérenymi daty, tj. fe (yt|éc;t_1), kde ¢ =
1,2,---,nc (pro viechny komponenty).

2. Piepocet statistik, kde data se pridavaji s piislusnou vahou.

3. Vypocet bodovych odhadu.

Tyto body se provadéji ve dvoji varianté: pro model spojitych veli¢in a pro model diskrétnich
veli¢in. Model pointru je spolecny.

// RESULTS

S vysledky je hlavni potiz. Pracujeme ve 14-ti rozmérném prostoru, navic jesté indexovaném 6-ti
hodnotami diskrétni veli¢iny. Co tedy muzeme prohlizet?

Prvnim ukazatelem kvality odhadu je ¢asovy prubéh vah w uchovany ve matici wt a prubéh
vyvoje parametra (center komponent) v matici tht.

Dalsi, co lze sledovat, jsou dvourozmérné marginal dat - tedy z celé mnohorozmérné distribuce
vybereme jen dvé veli¢iny a sledujeme fezy distribuci ve téchto dvou veli¢inach. Vybrané veli¢iny
jsou oznacené vl a v2. Dale pak musime vybrat hodnotu diskrétni veli¢iny pro kterou chceme
klastry zobrazit. Ta je oznacena z. Kresli se ptvodui (neskalovana) data, obarvena pole toho, kdo
které komponenty se klasifikuji. Toto zobrazeni a tisk pfislusnych soufadnic center komponent
se provadi ve funkci mixGr(v1,v2,z) , kterd je definovana v tivodu programu. P#i b&hu se pouZije
s pfednastavenymi hodnotami a lze ji dale spoustét nap¥. takto: close,mixGr(1,5,2), kde close
zavirad predchozi graf a prohlizime veli¢iny 1 a 5 pro z = 2.

Posledni ¢ast programu zobrazuje hodnoty vsech odhadnutych parametri (center komponent).
Zde mizeme sledovat, zda se nékteré komponenty nepiekryvaji.



