
1 Spojitý model

Veli£iny v dopravním systému jsou náhodné posloupnosti indexované diskrétním £asem t. V
kaºdém £asovém okamºiku to jsou náhodné veli£iny, po zm¥°ení dostaneme realizace náhodné
veli£iny. Tyto náhodné veli£iny mohou být bu¤ spojité, nebo diskrétní. V této kapitole se
budeme zabývat p°ípadem, kdy výstupem systému je spojitá náhodná veli£ina indexovaná
diskrétním £asem (náhodná posloupnost se spojitými hodnotami).

1.1 Princip stochastického modelu

Model je obrazem systému. Je to matematický popis závislosti modelované veli£iny na jiných
(vhodn¥ vybraných) veli£inách. Ve v¥t²in¥ praktických p°ípad· funkci závislosti p°ímo ne-
známe, a tak vztahy mezi veli£inami popisujeme za pomocí parametr·. Hodnoty parametr·
ur£ujeme pomocí odhadu z m¥°ených dat. Tato neznalost parametru a poruchy ve veli£inách
(a´ uº vznikající p°i samotném generování nebo v procesu m¥°ení) zp·sobují, ºe je takový
model prakticky vºdy pod vlivem neur£itosti.

P°íklad [stochastický model]

Princip modelování lze demonstrovat na situaci, kdy byla náhle zablokována silnice a p°ijíºd¥jící auta se
staví do kolony. Modelovanou veli£inou yt je délka kolony nar·stající v diskrétním £ase t. Tato délka závisí
na intenzit¥ proudu It a na pr·m¥rné délce automobilu (v£etn¥ mezery mezi automobily) θ. Pro vývoj
kolony v £ase m·ºeme psát

yt = yt−1 + θIt, y0 = 0,

kde y0 je po£áte£ní délka kolony a 0 je okamºik vzniku blokace. Tento model lze uvaºovat jako determinis-
tický.

Jestliºe jsme nam¥°ili s periodou vzorkování 90 sec

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

It 8 6 5 9 8 9 12 5 7 4

a uvaºujeme-li délku vozidla 8 m, pak vývoj délky kolony v metrech bude

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yt 64 112 152 224 288 360 456 496 552 584

Je ale z°ejmé, ºe tento deterministický model nem·ºe platit p°esn¥. Po£ítali jsme s délkou auta 8 m, coº je
jen hrubý odhad, a rovn¥º jsme zaokrouhlovali po£et automobil· v kaºdé period¥ m¥°ení intenzity It. Proto
realisti£t¥j²í model je model stochastický, který m·ºeme vyjád°it následující rovnicí s p°i£teným ²umem
reprezentujícím neur£itosti a poruchy v systému

yt = yt−1 + θIt + et.
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V tomto stochastickém modelu lze uvaºovat i po£áte£ní podmínku y0 za náhodnou. Pokud jsme �v pr·m¥ru�
odhadovali dob°e, bude mít ²um p°ibliºn¥ nulovou st°ední hodnotu. V p°ípad¥, ºe systém p°íli² nem¥ní své
stochastické vlastnosti, bude rozptyl ²umu konstantní. Pokud dále �vysv¥tlující veli£iny� modelu nesou o
modelované veli£in¥ dostatek informací, budou jednotlivé sloºky náhodné posloupnosti navzájem nezávislé.
Takové náhodné posloupnosti °íkáme bílý ²um (white noise).

Model, ke kterému jsme dosp¥li v minulém p°íklad¥, obsahuje deterministickou (tady lineární)
funkci po£ítající modelovanou veli£inu yt v závislosti na nezávislé veli£in¥ It, jakémsi parametru
θ, který vyjad°uje konkrétní míru souvislosti mezi yt a It. Stochastická £ást modelu je ²um
et, který (podobn¥ jako v regresní analýze) �dorovnává� modelovanou veli£inu i s poruchami
proti jejím ideálním hodnotám (predikci).

Na tuto rovnici lze také pohlíºet jako na transformaci náhodné veli£iny et s rozd¥lením f (et)
na náhodnou veli£inu yt s podmín¥ným rozd¥lením f (yt|yt−1, It, θ) . Abychom transforma£ní
rovnici mohli pouºít, musí být veli£iny yt−1, It, θ známé, tj. musí se vyskytnout v podmínce roz-
d¥lení modelované veli£iny. Transformace potom p°edstavuje pouhé posunutí z nulové st°ední
hodnoty ²umu, na st°ední hodnotu modelované veli£iny yt, která je

E [yt|yt−1, It, θ] = E [yt−1 + θIt + et|yt−1, It, θ] = yt−1 + θIt.

Rozptyl yt je stejný jako rozptyl et. (Obojí si zkuste dokázat).

1.2 Lineární regresní model s normálním ²umem

Nej£ast¥ji pouºívaným spojitým modelem je lineární regresní model s normálním rozd¥lením
náhodné sloºky - ²umu. Tento model má obecn¥ rovnici

yt = ψ
′
tΘ + et, (1.1)

kde yt je modelovaná veli£ina,
ψt je regresní vektor (vektor veli£in, které vysv¥tlují yt),
Θ je parametr modelu (zahrnuje regresní koe�cienty θ a rozptyl ²umu r),
et je ²um s normálním rozd¥lením s nulovou st°ední hodnotou a konstantním rozpty-
lem r.

Statický regresní model obsahuje v regresním vektoru jen vstupní veli£iny (v¥t²inou m¥°ené
v sou£asném £asovém okamºiku), nikoli zpoºd¥né hodnoty modelované veli£iny. Jeho rovnici
tedy m·ºeme psát ve tvaru

yt = c1v1;t + c2v2;t + · · ·+ cmvm;t + k + et,

kde ψ
′
t = [v1;t, v2;t, · · · , vm;t, 1] je regresní vektor a θ = [c1, c2, · · · , cm, k] je vektor regresních

koe�cient·. N¥které z veli£in regresního vektoru mohou p°edstavovat °ízení.

Typický dynamický regresní model popisující vstup a výstup sytému je dán regresním vektorem
ve tvaru

ψ
′
t = [ut, yt−1, ut−1, · · · , yt−n, ut−n, 1]
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a jemu odpovídajícím vektorem parametr·

θ′ = [b0, a1, b1, · · · , an, bn, k] .

Dosadíme-li do (1.1) , dostaneme model ve tvaru rovnice

yt = b0ut + a1yt−1 + b1ut−1 + · · ·+ anyt−n + bnut−n + k + et. (1.2)

Tato rovnice pak de�nuje podmín¥nou hp modelované veli£iny yt takto:

�um et má podle de�nice rozd¥lení

f (et) =
1√
2πr

exp

{
− 1

2r
e2t

}
.

Podle transforma£ní rovnice (1.2), která má Jakobián roven jedné, platí

et = yt − ψ
′
tθ

a po dosazení do rozd¥lení ²umu dostaneme

f (yt|ψt,Θ) =
1√
2πr

exp

{
− 1

2r

(
yt − ψ

′
tθ
)2}

, (1.3)

coº je hledaná podmín¥ná hp modelované veli£iny - model systému ve tvaru hustoty.

�ádem regresního vektoru nazveme nejv¥t²í zpoºd¥ní modelované veli£iny v regresním
vektoru.

Statický model je model nultého °ádu.

V modelu 1. °ádu závisí modelovaná veli£ina na své minulé hodnot¥. Zpoºd¥ní jiných veli£in
(°ízení, externího vstupu) °ád modelu neovlivní.

1.3 Diferenciální a diferen£ní rovnice ve spojitém modelu

Diskretizace diferenciální rovnice

Reálný £as plyne spojit¥ a v¥t²ina d¥j· v reálném sv¥t¥ probíhá rovn¥º spojit¥. Je proto dob°e
si uv¥domit, ºe na pozadí na²eho systému stojí spojitý proces a ná² systém vzniká diskretizací
tohoto procesu. Celou situaci budeme demonstrovat na velmi jednoduché (idealizované) sou-
stav¥ popsané diferenciální rovnicí prvního °ádu bez pravé strany - jedná se tedy o problém
doznívání po£áte£ních podmínek. Spojité prom¥nné zde budeme zna£it velkými písmeny s ar-
gumentem £asu τ v závorce - nap°. Y (τ). Spojitý systém je tedy popsán rovnicí (Y ′ zde zna£í
derivaci)

Y ′ (τ) + aY (τ) = 0, Y (0) = y0.
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Na²ím úkolem je vyjád°it tuto diferenciální rovnici pomocí diferen£ní rovnice v diskrétním
£ase t s periodou vzorkování T (τ = tT ) tak, aby vzorky generované diferen£ní rovnicí leºely
na funkci, která je °e²ením diferenciální rovnice a daných po£áte£ních podmínek.

Postup odvození diferen£ní rovnice (diskretizace) je následující. �e²ení diferenciální rovnice
odhadneme ve známém exponenciálním tvaru a po dosazení po£áte£ních podmínek dostaneme

Y (τ) = y0 exp {−aτ} .

Do °e²ení dosadíme diskrétní £as τ = tT . Diskretizované °e²ení napí²eme pro £as t+ 1

Y ((t+ 1)T ) = y0 exp {−a (t+ 1)T} .

Na levé stran¥ je vzorek Y v £ase t+ 1, který zna£íme yt+1. Na pravé stran¥ upravíme expo-
nenciálu

exp {−a (t+ 1)T} = exp {−atT} exp {−aT} .

První £len na pravé stran¥ p°edchozí rovnosti je vzorek Y v diskrétním £ase t, druhý £len je
konstanta. Dosadíme do diskretizovaného °e²ení a dostaneme

yt+1 = y0 exp {−aT} yt nebo yt = y0 exp {−aT} yt−1

a tedy
yt = Ayt−1,

kde A = y0 exp {−aT} . To je diferen£ní rovnice, která spl¬uje na²e poºadavky.

Podobným zp·sobem lze diskretizovat i diferenciální rovnice vy²²ích °ád·, i kdyº postup je
pon¥kud zdlouhav¥j²í.

Typy diferenciálních a diferen£ních rovnic

Pro °e²ení diferenciální rovnice s konstantními koe�cienty bez pravé strany je rozhodující °e²ení
její charakteristické rovnice. Pro rovnice druhého °ádu

y′′ + a1y
′ + a0y = 0

je charakteristická rovnice
λ2 + a1λ+ a0 = 0.

Mohou nastat t°i typy °e²ení charakteristické rovnice:

1. dv¥ reálná °e²ení λ1 a λ2 - diferenciální rovnice má °e²ení ve tvaru lineární kombinace
dvou exponenciál

y = α1 exp {λ1τ}+ α2 exp {λ2τ}

2. jeden dvojnásobný ko°en λ - °e²ení je v tvaru

y = (α1τ + α2) exp {λτ}
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3. dva komplexn¥ sdruºené ko°eny λ+ jω a λ− jω - °e²ení diferenciální rovnice je

y = exp {λτ} [α1 sin (ωτ) + α2 cos (ωτ)] .

Pro diferen£ní rovnice druhého °ádu s konstantními koe�cienty bez pravé strany platí podobná
analýza. Pro rovnici

yt+2 + a1yt+1 + a0yt = 0

je op¥t rozhodující charakteristická rovnice

z2 + a1z + a0 = 0,

kde z je operátor jednokrokového p°edstihu yt+1 = zyt.

Tato rovnice má podobné typy °e²ení (i je imaginární jednotka):

1. dva reálné ko°eny λ1 a λ2 - °e²ení diferen£ní rovnice je

yt = β1λ
t
1 + β2λ

t
2

2. jeden dvojnásobný ko°en λ - °e²ení je

yt = β1λ
t + β2tλ

t

3. dva komplexn¥ sdruºené ko°eny λ± iω - °e²ení je

yt =
(
λ2 + ω2

)t/2
(β1 sin (ωt) + β2 cos (ωt))

1.4 Regresní model ve stavovém tvaru

Stav systému xt je taková veli£ina (vektor veli£in), který v sob¥ obsahuje informaci o celém
dosavadním vývoji systému. Jestliºe známe starý stav a aktuální °ídící veli£iny, jsme schopni
konstruovat pravd¥podobnostní popis nového stavu. Model stavu má tedy vºdy 1. °ád. V
lineárním p°ípad¥ je dán rovnicí

xt = Mxt−1 +Nut + wt,

kde M, N jsou matice odpovídajících rozm¥r·, wt je bílý ²um.

V °ad¥ p°ípad· je výhodn¥j²í pracovat s modelem 1. °ádu, i kdyº mnoho-rozm¥rným, neº s
regresním modelem s °ádem vy²²ím neº jedna. Konstrukcí stavového modelu je celá °ada. Ta-
kováto procedura je známa nap°. z p°epo£tu diferenciální (nebo diferen£ní) rovnice n-tého °ádu
na n rovnic, prvního °ádu. Zde uvedeme tu nejjednodu²²í, která p°ímo vychází ze struktury
regresního modelu.

Uvaºujme obecn¥ regresní model

yt = b0ut + a1yt−1 + · · ·+ anyt−n + bnut−n + k + et.
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De�nujeme vektor (stav) xt = [yt, ut, yt−1, ut−1, · · · , yt−n, ut−n, 1]′ a pro n¥j s pomocí regres-
ního modelu a identických rovnic sestavíme model v následujícím tvaru

xt = Mxt−1 +Nut + εt (1.4)

se strukturou (z d·vodu p°ehlednosti ji uvedeme pro regresní model °ádu 2)
yt
ut
yt−1
ut−1

1


︸ ︷︷ ︸

xt

=


a1 b1 a2 b2 k
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

A


yt−1
ut−1
yt−2
ut−2

1


︸ ︷︷ ︸
xt−1

+


b0
1
0
0
0


︸ ︷︷ ︸
B

ut +


et
0
0
0
0


︸ ︷︷ ︸
wt

,

kde první rovnice p°edstavuje regresní model a zbytek jsou identity.

Význam tohoto p°evodu ukáºeme na p°íklad¥.

P°íklad [regresní model]

Pro regresní model 2. °ádu se zanedbatelným ²umem (tedy ²umem s tak malým rozptylem, ºe ²um lze
zanedbat) ur£ete hodnotu y5 pro po£áte£ní podmínky y−1, y0 a dané °ízení u−1, u0, · · · , u5.

Teoreticky je úloha jednoduchá. Pro p°edpov¥¤ y1 dosadíme do regresního vektoru regresního modelu a
hodnotu výstupu prost¥ vypo£teme p°i sou£asném zanedbání ²umu

y1 = b0u1 + a1y0 + b1u0 + a2y−1 + b2u−1 + k.

P°i výpo£tu y2 pouºijeme známé hodnoty a také vypo£tenou hodnotu výstupu y1

y2 = b0u2 + a1y1 + b1u1 + a2y0 + b2u0 + k =

= b0u2 + a1 (b0u1 + a1y0 + b1u0 + a2y−1 + b2u−1 + k) + b1u1 + a0y0 + b0u0 + k =

= b0u2 + (a1b0 + b1)u1 + (a1b1 + b0)u0 + a1b2u−1 +
(
a21 + a0

)
y0 + a1a2y−1 + (a1 + 1) k.

Tímhle zp·sobem lze pokra£ovat aº do £asu t = 5. Není sice p°íli² sloºité post°ehnout, jakým zp·sobem se
vyvíjejí koe�cienty u jednotlivých veli£in, nicmén¥ tato úloha je daleko snaz²í, pouºijeme-li stavový model

xt = Mxt−1 +Nut,

kde jsme podle p°edpokladu zadání zanedbali ²um. Platí

x1 = Mx0 +Nu1,

kde x0 = [y0, u0, y−1, u−1, 1]
′. Dále

x2 = Mx1 +Nu2 = M (Mx0 +Nu1) +Nu2 = M2x0 +MNu1 +Nu2,

x3 = Mx2 +Nu3 = M
(
M2x0 +MNu1 +Nu2

)
+Nu3 = M3x0 +M2Nu1 +MNu2 +Nu3.
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Ani nemusíme pokra£ovat a m·ºeme psát obecný vzorec:

xt = M tx0 +

t−1∑
i=0

M iNut−i.

Poºadované y5 je prvním prvkem vektoru x5, tedy

x5 = M5x0 +

4∑
i=0

M iNut−i, a y5 = x1;5.

2 Diskrétní a logistický model

2.1 Diskrétní model

Pokud mají v²echny veli£iny vstupující do modelu kone£ný po£et hodnot, hovo°íme o diskrét-

ním modelu. Se°adíme-li tyto veli£iny do vektoru (tzv. roz²í°ený regresní vektor Ψt =
[
yt, ψ

′
t

]′
),

pak realizací náhodných veli£in v tomto vektoru dostaneme ur£itou kon�guraci jejich hodnot.
Diskrétní systém má kone£ný po£et takových kon�gurací, které nazýváme módy. P°íkladem
je odbo£ení auta v T-k°iºovatce doprava, nebo doleva (2 módy) nebo kolona nebyla a není,
nebyla a je, byla a není, byla a je (4 módy). Popis diskrétního systému proto m·ºeme provést
velmi obecn¥, a to tak, ºe kaºdé kon�guraci hodnot veli£in v roz²í°eném regresním vektoru
p°i°adíme její pravd¥podobnost, tedy

f (yt|ψt,Θ) = Θyt|ψt , (2.1)

kde multi-index (roz²í°ený regresní vektor s diskrétními hodnotami) yt|ψt =
[
yt, ψ1;t, ψ2;t, · · · , ψnψ ;t

]
je vektor index· (hodnot diskrétních veli£in) a znaménko �|� je pouºito jen formáln¥ a ukazuje,
které veli£iny jsou modelovány a které se nachází v podmínce modelu.

Podobn¥ jako u regresního modelu nazveme °ádem modelu nejv¥t²í zpoºd¥ní modelované
veli£iny v regresním vektoru.

P°íklad [diskrétní model]

Model budeme demonstrovat na jednoduchém, ale p°esto dostate£n¥ obecném p°íklad¥ tzv. �°ízené koruny
s pam¥tí�. Jedná se o systém s dvouhodnotovým výstupem s hodnotami 1 a 2 (nap°. rub a líc), který je
závislý na minulém výstupu (nap°. po dopadu se koruna za²piní a tím se rozváºe pravd¥podobnostní pom¥r
jednotlivých stran) a na dvouhodnotovém °ízení, rovn¥º s hodnotami 1 a 2 (nap°. zp·sob, jak se poloºí
mince na ruku p°i hodu). Potom platí

yt ∈ {1, 2} , ψt = [ut, yt−1] ∈ {1, 2} × {1, 2} , Ψt = [yt|ut, yt−1]

a model je moºno zapsat ve form¥ tabulky
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f (yt|ut, yt−1) yt

[ut, yt−1] 1 2

1, 1 0.3 0.7

1, 2 0.8 0.2

2, 1 0.1 0.9

2, 2 0.2 0.8

kde Θ1|11 = 0.3 a nap°. Θ2|21 = 0.9.

Obecn¥ pro parametry diskrétního modelu musí platit∑
i∈y∗

Θi|jk = 1, ∀j, k.

Vyuºití diskrétního modelu je moºné zejména v situacích, kdy:

1. Modelovaná veli£ina je ur£itou klasi�kací n¥jakého jevu - nap°. nehoda nastala nebo
nenastala nebo nastala nehoda bez zran¥ní, se zran¥ním, s úmrtím.

2. Nezávislé veli£iny (v regresním vektoru) ozna£ují okolnosti, které doprovázejí nam¥°enou
hodnotu modelované veli£iny. Tyto veli£iny mohou být nominální, nap°íklad veli£ina
denní doba s hodnotami: svítání, den, soumrak, noc.

Je pot°eba si uv¥domit, ºe £ím více veli£in obsahuje regresní vektor a £ím více r·zných hodnot
tyto veli£iny mohou nabýt, tím v¥t²í je po£et stav· takového systému. Abychom se o kaºdém
stavu n¥co dozv¥d¥li, pot°ebujeme obrovský po£et dat. P°i tvorb¥ diskrétního modelu se proto
snaºíme do regresního vektoru vybrat jen podstatné veli£iny (vzhledem k vysv¥tlení hodnot
modelované veli£iny) a u kaºdé veli£iny de�novat co nejmen²í po£et hodnot. Pomoci m·ºe
nap°. spojování hodnot: pro denní dobu místo jitro, den, soumrak, noc lze de�novat sv¥tlo,
²ero, tma (pokud tomu nebrání konkrétní zadání úlohy).

2.2 Logistický model

Logistický model pouºijeme v p°ípad¥, kdy modelovaná veli£ina je diskrétní (dvouhodnotová)
yt ∈ {0, 1} a p°edpokládáme, ºe její hodnota stochasticky závisí na veli£inách

ψt = [1, x1;t, x2;t, · · ·xn;t]′ ,

které mohou být jak diskrétní, tak i spojité. Jedni£ka v regresním vektoru p°edstavuje op¥t
respektování konstanty modelu. V p°ípad¥, kdy veli£iny z vektoru ψt jsou v²echny diskrétní,
jedná se o diskrétní model, kterým jsme se zabývali v kapitole 2.1.

Logistický model má tvar

f (yt|ψt,Θ) =
exp (ytzt)

1 + exp (zt)
, (2.2)
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kde je pouºita lineární regrese
zt = ψ

′
tΘ + et. (2.3)

Význam logistického modelu je v tom, ºe popisuje diskrétní veli£inu yt v závislosti na spo-
jité veli£in¥ zt která je vypo£tena na základ¥ lineární regrese z veli£in, které mohou být jak
diskrétní, tak i spojité.

P°íklad [logistický model]

Modelujeme závaºnost nehody yt ∈ {0, 1} v závislosti na rychlosti automobilu v1;t ∈ R+ a osv¥tlení
v2;t ∈ {1, 2, 3} , kde 1 znamená sv¥tlo, 2 ozna£uje ²ero a 3 p°edstavuje tmu. Lineární regrese (2.3) má
rovnici

zt = θ0 + θ1v1;t + θ2v2;t + et

a model (2.2) bude tvo°en pravd¥podobnostmi

P (yt = 1|ψt,Θ) =
exp (zt)

1 + exp (zt)
,

P (yt = 0|ψt,Θ) =
1

1 + exp (zt)
,

kde první rovnici je pro yt = 1 a druhá pro yt = 0.

Princip fungování tohoto modelu je následující. Lineární regrese (2.3) mapuje regresní vek-
tor ψt na veli£inu zt, které p°irozen¥ nabývá hodnot z celé reálné osy. Funkce (2.2) potom
transformuje tuto reálnou osu do intervalu (0, 1), takºe nakonec dostaneme hodnotu ve tvaru
pravd¥podobnosti. Hodnoty této pravd¥podobnosti blízké 1 ukazují na hodnotu yt = 1, hod-
noty blízké 0 mluví pro yt = 0.

Jiné vyjád°ení logistického modelu

Jiné moºné vyjád°ení stejného logistického modelu je moºno napsat pomocí funkce logit, která
je de�nována

logit (p) = ln

(
p

1− p

)
. (2.4)

Dosadíme-li p = P (yt = 1|ψt,Θ), dostaneme logistický model ve tvaru

ln

(
P (yt = 1|ψt,Θ)

1− P (yt = 1|ψt,Θ)

)
= ψtΘ + et.

Samoz°ejm¥ pro yt = 0 platí

P (yt = 0|ψt,Θ) = 1− P (yt = 1|ψt,Θ)

Pr·b¥h funkce logit je vykreslen na Obrázku 2.1.
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Obrázek 2.1: Funkce z = logit(p)

Funkce logit p°evádí prom¥nnou p, která má rozsah (0, 1) na veli£inu z,
která má hodnoty z celé reálné osy. Toho se vyuºije p°i logistické regresi tak,

ºe hodnoty z = ψ′Θ ∈ R se transformují na pravd¥podobnosti p ∈ (0, 1) .
Transformace je patrná z obrázku: velké kladné hodnoty z se zobrazí blízko

p = 1, hodnoty z kolem nuly padnou blízko p = 0.5 a velké záporné hodnoty

z dávají hodnoty blízko p = 0.
Funkci logit−inv inverzní k funkci logit dostaneme oto£ením horního ob-

rázku o 45o (viz dolní obrázek). Tato funkce p°evádí naopak reálná £ísla na

pravd¥podobnosti.
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