
1 P°ílohy

1.1 Dopln¥ní na £tverec

Pouºívá se pro minimalizaci kvadratického výrazu nebo pro integraci v konvoluci dvou normál-
ních rozd¥lení (tady má význam rozkladu normální sdruºené hp na podmín¥nou a marginální).

Skalární p°ípad

Pro skalární veli£iny x a y a konstanty a, b, c platí

ax2 + 2bxy + cy2 = a

[
x2 + 2x

b

a
y +

(
b

a
y

)2

−
(
b

a
y

)2
]

+ cy2 =

a

(
x+

b

a
y

)2

+ cy2 − b2

a
y2 = a

(
x+

b

a
y

)2

+
ac− b2

a
y2.

Vektorový p°ípad

Pro veli£iny x a y ve form¥ sloupcových vektor· a konstantní matice A, B, C odpovídajících
rozm¥r·, A a C symetrické, platí

x′Ax+2x′By+y′Cy = x′Ax+2x′AA−1By+
(
A−1By

)′
AA−1By−

(
A−1By

)′
AA−1By+y′Cy =

=
(
x+A−1By

)′
A
(
x+A−1By

)︸ ︷︷ ︸
kvadrát

+ y′
(
C −B′A−1B

)
y︸ ︷︷ ︸

zbytek

.

Poznámka

Ve vektorovém p°ípad¥ výrazu ax2 odpovídá x′Ax. V tomto smyslu se d¥jí i úpravy (konstanta -
matice) musí být uprost°ed.

Výrazy lze ov¥°it roznásobením konce a porovnáním se za£átkem.
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1.2 P°irozené podmínky °ízení

P°irozené podmínky °ízení (Natural Conditions of Control, NCC) jsou podmínky nutné pro to,
aby bylo moºno konzistentn¥ provést odhadování s modelem, který v sob¥ obsahuje £ást s °ídící
veli£inou, tedy modelem popsaným hp jako nap°. f (yt|ut, d (t− 1) ,Θ) nebo f (xt+1|xt, ut), kde
ut je °ízení a Θ nebo xt jsou odhadované veli£iny. Tyto podmínky lze odvodit z p°edpokladu,
ºe ten kdo odhaduje, je také ten, kdo °ídí. P°itom odhad i °ízení je po£ítáno pouze z informace,
která je v £ase t obsaºena v minulých datech d (t− 1) . Odtud plyne, ºe jak odhad, tak i °ízení
v sob¥ neobsahují dal²í informaci neº tu, kterou nesou minulá data d (t− 1) . Proto nap°. pro
odhad parametr· f (Θ|ut, d (t− 1)) platí, ºe ve²kerá dostupná informace o parametru Θ je
jiº obsaºena v v datech d (t− 1) a v °ízení ut jiº dal²í informace není. Proto je moºno jej z
podmínky vypustit

f (Θ|ut, d (t− 1)) = f (Θ|d (t− 1)) . (1.1)

Obrácený vztah lze odvodit obdobnou úvahou, nebo jej lze pomocí Bayesova vzorce odvodit
z (1.1)

f (ut|d (t− 1) ,Θ) = f (Θ|ut, d (t− 1))
f (ut|d (t− 1))

f (Θ|d (t− 1))︸ ︷︷ ︸
Bayes

=

= f (Θ|d (t− 1))
f (ut|d (t− 1))

f (Θ|d (t− 1))︸ ︷︷ ︸
podle (1.1)

= f (ut|d (t− 1)) .

Podobné úvahy lze místo o parametru vést i o odhadovaném stavu.

1.3 Bayes·v vzorec

Odvození Bayesova vzorce

Odvození je velice jednoduché. Uvaºujme t°i náhodné veli£iny A, B a C a sdruºenou hp pro
A, B podmín¥nou C.

f (A,B|C) =

{
f (A|B,C) f (B|C) z jedné strany, nebo

f (B|A,C) f (A|C) z druhé strany.

Porovnáním obou výraz· na pravé stran¥ dostaneme

f (A|B,C) f (B|C) = f (B|A,C) f (A|C) .

Z této rovnosti pak lze vyjád°it bu¤ f (A|B,C) nebo f (B|A,C) podle pot°eby, a tak získáme
Bayes·v vzorec

f (B|A,C) =
f (A|B,C) f (B|C)

f (A|C)
. (1.2)

2



Hlavní význam Bayesova vzorce je v tom, ºe p°epo£ítává apriorní hp f (B|C) z £itatele na pravé
stran¥ vzorce na aposteriorní hp f (B|A,C) na levé stran¥. Apriorní hp popisuje náhodnou
veli£inu B jen v závislosti na náhodné veli£in¥ C, zatímco aposteriorní hp vyuºívá informaci
také z náhodné veli£iny A, a to prost°ednictvím hp f (A|B,C) .

Hp ve jmenovateli pravé strany výrazu (1.2) nezávisí na B a je tedy jen normaliza£ní konstan-
tou, kterou lze získat integrací (sumací) £itatele

f (A|C) =

ˆ
B∗
f (A|B,C) f (B|C) dB,

coº, jak dob°e víme, odpovídá vzorci pro úplnou pravd¥podobnost.

Aplikace Bayesova vzorce

Pro ú£ely odhadu neznámých parametr· modelu f (yt|ψt,Θ) zvolíme

• A je výstup soustavy yt,

• B jsou odhadované parametry Θ a

• C jsou stará data d (t− 1) (p°ípadn¥ s °ízením ut).

Dostáváme Bayes·v vzorec

f (Θ|d (t)) =
f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (t− 1))

f (yt|d (t− 1))

podle (??) s tím, ºe

� stará data d (t− 1) v modelu soustavy v podmínce lze nahradit regresním vektorem ψt,

� v p°ípad¥ °ízené soustavy, kdyº data jsou dt = {yt, ut}, je t°eba p°edpokládat p°irozené
podmínky °ízení (1.1), p°i kterých platí

f (Θ|ut, d (t− 1)) = f (Θ|d (t− 1)) ,

tedy Θ a ut jsou podmín¥n¥ nezávislé, jestliºe známe stará data d (t− 1) .

1.4 Multinomiální rozd¥lení

Multinomiální rozd¥lení popisuje diskrétní náhodnou veli£inu, tj. veli£inu, která m·ºe nabývat
jen kone£ného po£tu hodnot y ∈ {1, 2, · · · , nl} a jejíº jednotlivé hodnoty nastávají s pevnými
pravd¥podobnostmi. Speciálním p°ípadem tohoto rozd¥lení pro nl = 2, jehoº hodnoty jsou ale
v¥t²inou ozna£ovány 0 a 1, je rozd¥lení alternativní.

Hustotu pravd¥podobnosti multinomiálního rozd¥lení je moºno vyjád°it ve form¥ tabulky
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y 1 2 · · · nl
f (y) p1 p2 · · · pnl

,

kde pi jsou pravd¥podobnosti, a tak platí pi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , nl a
∑nl

i=1 pi = 1.

Jiné moºné vyjád°ení multinomiálního rozd¥lení je

f (y) = py, y = 1, 2, · · · , nl.

Model diskrétního systému je podmín¥ná hp, která pro kaºdou kon�guraci hodnot veli£in
v podmínce popisuje modelovanou veli£inu pomocí multinomiálního rozd¥lení

f (y|ψ,Θ) = Θy|ψ.

Tuto hp m·ºeme vyjád°it ve form¥ tabulky nap°. pro y ∈ {1, 2} a ψ = [u, v]′, kde u, v ∈ {1, 2}

f (y|u, v)

[u, v] y = 1 y = 2

1, 1 Θ1|11 Θ2|11

1, 2 Θ1|12 Θ2|12

2, 1 Θ1|21 Θ2|21

2, 2 Θ1|22 Θ2|22

,

kde Θi|jk jsou podmín¥né pravd¥podobnosti (proto je také jejich index rozd¥len svislítkem).
Proto musí platit nezápornost Θi|jk ≥ 0, ∀i, j, k a dále sou£et parametr· pro kaºdou kon�guraci
podmínky musí dát jedni£ku

∑2
i=1 Θi|jk = 1, ∀j, k.1 Pro ú£ely edhadu je výhodné formáln¥

tento model vyjád°it v tzv. sou£inovém tvaru

f (y|ψ,Θ) =
∏
i∈y∗

∏
ϕ∈ψ∗

Θ
δ(i|ϕ,y|ψ)
i|ϕ , (1.3)

kde i je index, ϕ je multiindex (vektorový index), y∗, ψ∗ ozna£ují mnoºiny hodnot (£ísel nebo
vektor·) p°íslu²ných veli£in a δ (i|ϕ, y|ψ) je Dirac·v impulz, tj. rovná se jedné pro i|ϕ = y|ψ
a jinak je nula. P°epis do sou£inového tvaru je skute£n¥ formální, protoºe cokoli na nulu je
jedna a po vynásobení z·stane jen Θy|ψ.

1Tento poºadavek je po úvaze op¥t z°ejmý. Jestliºe nastalo u = j a v = k, má y práv¥ dv¥ moºnosti: y = 1
nebo y = 2.
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1.5 Dirichletovo rozd¥lení

Konjugovaným rozd¥lením2 k multinomiálnímu je rozd¥lení Dirichletovo

f (Θ|d (t)) =
1

B (νt)

∏
i∈y∗

∏
ϕ∈ψ∗

Θ
νi|ϕ;t
i|ϕ , (1.4)

kde

νt je statistika rozd¥lení se stejnou strukturou jako má parametr Θ - viz tabulka v odstavci
1.4 a dal²í zna£ení také odpovídá zna£ení zavedenému v tomto odstavci,

B (ν) je zobecn¥ná beta funkce

B (ν) =
∏
ϕ∈ψ∗

∏
i∈y∗ Γ

(
νi|ϕ
)

Γ
(∑

i∈y∗ νi|ϕ

) , (1.5)

kde Γ (·) je gama funkce de�novaná vztahem

Γ (x) =

ˆ ∞
0

tx−1 exp (−t) dt, (1.6)

pro kterou platí
Γ (x+ 1) = xΓ (x) , x ∈ R+. (1.7)

1.6 Normální rozd¥lení

Uvaºujme normální regresní model s regresní vektorem ψt, koe�cienty θ a rozptylem ²umu r,
kde zna£íme Θ = {θ, r} . Jeho rovnice je

yt = ψ
′
tθ + et, et ∼ N (0, r) .

Podmín¥ná hp tohoto modelu má tvar

f (yt|ψt,Θ) =
1√
2π
r−0.5 exp

{
− 1

2r

(
yt − ψ

′
tθ
)2
}
. (1.8)

St°ední hodnota modelu je
E [yt|ψt,Θ] = ψ

′
tθ,

rozptyl je
D [yt|ψt,Θ] = r.

Pro ú£ely odhadování je výhodné exponent modelu (1.8) je²t¥ upravit. Budeme postupovat
následovn¥:

2Konjugované rozd¥lení je takové rozd¥lení apriorní hp parametr·, které s daným rozd¥lením, pouºitým

pro model soustavy, produkuje v Bayesov¥ vzorci aposteriorní rozd¥lení, které si zachovává stejný tvar. Tedy

nedochází k tomu, ºe se tvar aposteriorní hp v kaºdém £ase odhadování stává stále sloºit¥j²í, aº je nakonec

aposteriorní hp pro výpo£ty nepouºitelná.
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• exponent rozd¥líme tak, abychom dostali sou£in dvou £len·, z nichº jeden bude obsahovat
jen data a druhý jen parametry

yt − ψ
′
tθ = −

[
−1 θ′

] [ yt
ψt

]
= − [yt ψt]

[
−1
θ

]
(minus je vytknuto formáln¥ a pod kvadrátem se ztratí).

• kvadrát napí²eme jako sou£in a dosadíme p°edchozí výrazy

(
yt − ψ

′
tθ
)2

=
(
yt − ψ

′
tθ
)(

yt − ψ
′
tθ
)

=

=
[
−1 θ′

] [ yt
ψt

]
[yt ψt]

[
−1
θ

]
=
[
−1 θ′

]
Dt

[
−1
θ

]
,

kde Dt =

[
yt
ψt

]
[yt ψt] je tzv. datová matice.

Model (1.8) je s uvedenou úpravou moºno zapsat takto

f (yt|ψt,Θ) =
1√
2π
r−0.5 exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
Dt

[
−1
θ

]}
. (1.9)

1.7 Inverzní Gauss-Wishartovo (GiW) rozd¥lení

Toto rozd¥lení vzniká jako rozd¥lení sou£inu normálních rozd¥lení (tj. jako rozd¥lení likelihoodu
pro normální model). Má tvar

f (Θ|d (t)) ∝ r−0.5κt exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
Vt

[
−1
θ

]}
, (1.10)

kde κt a Vt jsou statistiky rozd¥lení (κt se n¥kdy nazývá po£ítadlo, protoºe uchovává po£et
dosud zpracovaných datových vektor· a matice Vt se nazývá roz²í°ená informa£ní matice).

Matice Vt je symetrická a pozitivn¥ de�nitní a £asto se rozkládá

• na submatice

Vt =

[
Vy V

′
yψ

Vyψ Vψ

]
, (1.11)

kde Vy je £íslo, Vyψ je sloupcový vektor a Vψ je £tvercová matice stupn¥ o jeden men²í
neº je Vt,

• na faktory
Vt = L

′
DL, (1.12)
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kde L je dolní trojúhelníková matice s jedni£kami na diagonále a D je diagonální matice s
nezápornými prvky na diagonále. Tento rozklad se nazývá LD-rozklad a pro symetrickou
pozitivn¥ de�nitní matici je jednozna£ný. Matice L aD se potom rozkládají na submatice

L =

[
1 0
Lyψ Lψ

]
, D =

[
Dy 0
0 Dψ

]
,

kde Lyψ je sloupcový vektor, Lψ dolní trojúhelníková matice s jedni£kami na diagonále,
Dy je nezáporné £íslo a Dψ je diagonální matice s nezápornými prvky na diagonále.

Uvedené rozklady se dále vyuºijí pro vyjád°ení pot°ebných charakteristik rozd¥lení.

1.8 Bodový odhad podle kvadratického kritéria

Nejprve ukáºeme obecn¥, ºe bodový odhad optimální podle kvadratického kritéria je roven
podmín¥né st°ední hodnot¥. Budeme odvozovat odhad Θ̂t parametru Θ s aposteriorní hp
f (Θ|d (t)), který je optimální podle kritéria

min
Θ̂t

E

[(
Θ− Θ̂t

)2
|d (t)

]
. (1.13)

Kritérium umocníme, aplikujeme st°ední hodnotu a doplníme na £tverec v prom¥nné Θ̂t.
Dostáváme

min
Θ̂t

E
[
Θ2 − 2Θ̂tΘ + Θ̂2

t |d (t)
]

=

= min
Θ̂t

{
E
[
Θ2|d (t)

]
− 2Θ̂tE [Θ|d (t)] + Θ̂2

t

}
= ∗1∗

vyuºili jsme skute£nost, ºe Θ̂t je £íslo

∗1∗ = min
Θ̂t

{
E
[
Θ2|d (t)

]
− E [Θ|d (t)]2 + E [Θ|d (t)]2 − 2Θ̂tE [Θ|d (t)] + Θ̂2

t

}
= ∗2∗

pouºili jsme výpo£etní vzorec pro rozptyl D [Θ] = E
[
Θ2
]
− E [Θ]2

∗2∗ = min
Θ̂t

{
D [Θ|d (t)] +

(
Θ̂t − E [Θ|d (t)]

)2
}

= D [Θ|d (t)]

coº dá optimální odhad
Θ̂t = E [Θ|d (t)] .
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1.9 Bodové odhady parametr· spojitého modelu

Ukáºeme odvození MAP (Maximum Aposteriori Probability) bodového odhadu který maxi-
malizuje aposteriorní hp parametr·.

Hledáme tedy maximum aposteriorní hp (1.10)

f (Θ|d (t)) ∝ r−0.5κ exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
V

[
−1
θ

]}
=

= r−0.5κ exp

{
− 1

2r

(
Vy − 2θ′Vyψ + θ′Vψθ

)}
,

kde jsme vyuºili d¥lení matice V podle (1.11).

Nejd°íve budeme hledat maximum podle θ, tj. derivovat podle θ a hledat °e²ení pro derivaci
rovnu nule.3

∂f ({θ, r} |d (t) , r)

∂θ
∝ r−0.5κ exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
V

[
−1
θ

]}(
−1

2r

)
(−2Vyψ + 2Vψθ) = 0.

Odtud pochází vztah
θ̂ = V −1

ψ Vyψ. (1.14)

Výsledek dosadíme do aposteriorní hp. V exponentu obdrºíme zbytek po minimalizaci Λ

Λ = Vy − 2θ̂′Vyψ + θ̂′Vψ θ̂ =

Vy − 2V
′
yψV

−1
ψ Vyψ + V

′
yψV

−1
ψ VψV

−1
ψ Vyψ,

a tedy
Λ = Vy − V

′
yψV

−1
ψ Vyψ. (1.15)

Aposteriorní hp s dosazeným bodovým odhadem (1.14) je

f (r|d (t)) ∝ r−0.5κ exp

{
− Λ

2r

}
.

Derivujeme a poloºíme rovno nule

−κ 1

2r
+ Λ

1

r2
= 0,

a tedy dostaneme

r̂ =
Λ

κ
. (1.16)

θ̂ a r̂ jsou bodové odhady, které tady hledáme.
3Derivujeme vektory podle vektor·. Správnost lze ov¥°it derivováním podle sloºek a zp¥tným sestavením

do vektorového tvaru.
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1.10 Bodové odhady parametr· diskrétního modelu

Bodové odhady parametru Θ multinomiálního rozd¥lení (1.4) dostaneme pouhou normalizací
statistiky νt tak, aby sou£ty jejích prvk· v °ádcích jejího maticového vyjád°ení (jako pro Θ v
odstavci (1.4)) byly rovny jedné, tj.

Θ̂y|ψ;t =
νy|ψ;t∑
i∈y∗ νi|ψ;t

, ∀y ∈ y∗ aψ ∈ ψ∗. (1.17)

Tento bodový odhad jsme ur£ili jako podmín¥nou st°ední hodnotu parametru s rozd¥lením
podle aposteriorní hp (1.4) - pro p°ehlednost vynecháme £asový index t

Θ̂y|ψ = E
[
Θy|ψ|d (t)

]
=

ˆ ∞
0

Θy|ψf (Θ|d (t)) dΘ =

=
1

B (ν)

ˆ ∞
0

Θy|ψ
∏
i∈y∗

∏
ϕ∈ψ∗

Θ
νi|ϕ
i|ϕ dΘ = ∗1∗,

kde jsme dosadili za aposteriorní hp z (1.4) a beta funkce B je dána v (1.5). Parametr Θy|ϕ;t

formáln¥ vyjád°íme v sou£inovém tvaru (1.3)

Θy|ψ =
∏
i∈y∗

∏
ϕ∈ψ∗

Θ
δ(i|ϕ,y|ψ)
i|ϕ

a dosadíme. Pokra£ujeme v úprav¥

∗1∗ =
1

B (νt)

ˆ ∞
0

∏
i∈y∗

∏
ϕ∈ψ∗

Θ
νi|ϕ+δ(i|ϕ,y|ψ)

i|ϕ dΘ =

=
1∏

ϕ∈ψ∗ B (νϕ)

∏
ϕ∈ψ∗

ˆ ∞
0

∏
i∈y∗

Θ
νi|ϕ+δ(i|ϕ,y|ψ)

i|ϕ dΘy|ψ = ∗2∗,

kde

B (νϕ) =
∏
i∈y∗ Γ(νi|ϕ)

Γ(
∑
i∈y∗ νi|ϕ)

podle (1.5)

jsme vyuºili p°edpoklad o nezávislosti parametr· mezi r·znými kon�guracemi regresního
vektoru ψ, tj nezávislosti °ádk· v tabulkovém vyjád°ení parametru v odstavci 1.4.

Dále si uv¥domíme, ºe pro jednotlivé komponenty platí

ˆ ∞
0

∏
i∈y∗

Θ
νi|ϕ+δ(i|ϕ,y|ψ)

i|ϕ dΘy|ψ =

{
B (νϕ) pro δ = 0,

B (νψ + 1) pro δ = 1.
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Potom se v²echny £leny s δ = 0 zkrátí se stejným £lenem ve funkci B a z·stane jen £len s
δ = 1 a odpovídajícím normaliza£ním £lenem ve jmenovateli. Pokra£ujeme ve výpo£tu

∗2∗ =
B (νψ + δ (i, y))

B (νψ)
=

∏
i∈y∗ Γ(νi|ψ+δ(i,y))
Γ(

∑
i∈y∗ νi|ψ+1)∏
i∈y∗ Γ(νi|ψ)

Γ(
∑
i∈y∗ νi|ψ)

= ∗3 ∗ .

Op¥t δ (i, y) je nula v²ude krom¥ p°ípadu, kdy y = i. V²echny ostatní £leny se zkrátí. Dosta-
neme

∗3∗ =

Γ(νy|ψ+1)
Γ(

∑
i∈y∗ νi|ψ+1)
Γ(νy|ψ)

Γ(
∑
i∈y∗ νi|ψ)

=

νy|ψ∑
i∈y∗ νi|ψ

Γ(νy|ψ)
Γ(

∑
i∈y∗ νi|ψ)

Γ(νy|ψ)
Γ(

∑
i∈y∗ νi|ψ)

=
νy|ψ∑
i∈y∗ νi|ψ

.

V první úprav¥ p°edchozího výrazu jsme vyuºili vlastnosti gama funkce (1.7). Tím jsme do-
kázali vztah (1.17).

1.11 Logistická regrese

Derivace v¥rohodnostní funkce

Derivace logaritmu v¥rohodnostní funkce lnL s modelem (??) podle Θ je

∂

∂Θ
lnL (Θ) =

t∑
τ=1

[
yτψτ −

exp (zτ )

1 + exp (zτ )
ψτ

]
=

t∑
τ=1

(yτ − pτ )ψτ ,

kde podle (??) je zτ = ψτΘ a tedy dzτ/dΘ = ψτ . Dále jsme ozna£ili

pτ =
exp (zτ )

1 + exp (zτ )
= P (yt = 1|ψτ ,Θ) .

Druhá derivace lnL podle Θ je

∂2

∂Θ2
lnL (Θ) =

∂

∂Θ

t∑
τ=1

(yτ − pτ )ψτ =
t∑

τ=1

∂

∂Θ
pτψτ =

t∑
τ=1

pτ (1− pτ )ψ
′
τψτ ,

protoºe

∂

∂Θ
pτ =

∂

∂Θ

exp (zτ )

1 + exp (zτ )
=

exp (zτ )ψ
′
τ (1 + exp (zτ ))− exp (zτ ) exp (zτ )ψ

′
τ

(1 + exp (zτ ))2 =

=
exp (zτ )ψ

′
τ

(1 + exp (zτ ))2 =

(
exp (zτ )

1 + exp (zτ )

1

1 + exp (zτ )

)
ψ
′
τ = pτ (1− pτ )ψ

′
τ .

Pro hledání maxima logaritmu v¥rohodnostní funkce lnL je výhodné pouºít Newtonovu me-
tou4

4Výhodné je to zejména pro to, ºe se nám poda°ilo analyticky spo£ítat jak první, tak i druhou derivaci

maximalizované funkce lnL.
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Newton·v algoritmus

Pomocí Newtonova algoritmu je moºné numericky hledat extrémy5 nelineárních funkcí. Ozna£me
takovou funkci g (x), kde x = [x1, x2 · · ·xn]′. Dále ozna£me gradient této funkce

g′ (x) =


∂g
∂x1
∂g
∂x2
· · ·
∂g
∂xn


a Hessovu matici

g′′ (x) =


∂2g
∂x21

∂2g
∂x1∂x2

· · · ∂2g
∂x1∂xn

∂2g
∂x2∂x1

∂2g
∂x22

· · · ∂2g
∂x2∂xn

· · · · · · · · · · · ·
∂2g

∂xn∂x1
∂2g

∂xn∂x2
· · · ∂2g

∂x2n

 .

Algoritmus za£íná hledáním extrému ve zvoleném bod¥ x(0) a v dal²ích bodech x(1), x(2), · · ·
se hledá následujícím zp·sobem:

provedeme Taylor·v rozvoj funkce g v bod¥ x(i) a vezmeme jeho první t°i £leny

g (x)
.
= g

(
x(i)
)

+ g′
(
x(i)
)(

x− x(i)
)

+
1

2
g′′
(
x(i)
)(

x− x(i)
)2
.

Následující bod hledání x(i+1) poloºíme do maxima (minima) rozvoje - do bodu, kde je derivace
nulová:

g′
(
x(i)
)

+ g′′
(
x(i)
)(

x(i+1) − x(i)
)

= 0

Z toho plyne:

x(i+1) = x(i) −
g′
(
x(i)
)

g′′
(
x(i)
) .

Iterace provádíme tak dlouho, dokud dva po sob¥ následující body nejsou dostate£n¥ blízko.

1.12 Roz²í°ený Kalman·v �ltr

Konstrukce roz²í°eného KF

Máme nelineární stavový model

xt+1 = g (xt, ut) + wt,

yt = h (xt, ut) + vt.

5Pozor! Jde samoz°ejm¥ o lokální extrémy.
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Poslední bodový odhad stavu xt ozna£íme x̂t.

Linearizaci funkcí g a h z modelu provedeme rozvojem do Taylorovy °ady a zanedbáním £len·
druhého a vy²²ích °ád·. Dostaneme

g (xt, ut)
.
= g (x̂t, ut) + g′ (x̂t, ut) (xt − x̂t) =

= g′ (x̂t, ut)xt +
[
g (x̂t, ut)− g′ (x̂t, ut) x̂t

]
, (1.18)

h (xt, ut)
.
= h (x̂t, ut) + h′ (x̂t, ut) (xt − x̂t) =

= h′ (x̂t, ut)xt +
[
h (x̂t, ut)− h′ (x̂t, ut) x̂t

]
. (1.19)

Dosazením do modelu dostaneme jeho linearizovanou verzi

xt+1
.
= g′ (x̂t, ut)xt +

[
g (x̂t, ut)− g′ (x̂t, ut) x̂t

]
,+wt,

yt
.
= h′ (x̂t, ut)xt +

[
h (x̂t, ut)− h′ (x̂t, ut) x̂t

]
+ vt

a s ozna£ením

Qx =
[
g (x̂t, ut)− g′ (x̂t, ut) x̂t

]
, Qy =

[
h (x̂t, ut)− h′ (x̂t, ut) x̂t

]
,

dostaneme lineární tvar modelu

xt+1 = g′ (x̂t, ut)xt +Qx + wt, (1.20)

yt = h′ (x̂t, ut)xt +Qy + vt. (1.21)

Pro tento model jiº lze pouºít oby£ejný Kalman·v �ltr. Je ale pot°eba si uv¥domit, ºe bodový
odhad x̂t bude v kaºdé rovnici jiný. V daném kroku KF se nejprve provádí �ltrace, které
odpovídá druhá (výstupní) rovnice. Pro ni bude posledním odhadem xt|t−1, který pochází z
minulého kroku z predikce. Pro první (stavovou) rovnici bude posledním odhadem x̂t = xt|t,
který jsme obdrºeli v sou£asném kroku KF z �ltrace. Odtud je patrné, ºe proceduru realizující
KF je pro nelineární �ltraci t°eba rozd¥lit do dvou £ástí - do �ltrace a predikce - a ob¥ £ásti
realizovat samostatn¥. Po �ltraci, která kon£í uprost°ed algoritmu, je totiº t°eba p°epo£ítat
funkce g′ a Qx ze stavové rovnice pro poslední odhad stavu xt|t.

Realizace KF

Obecn¥ jsme konstatovali, ºe metoda roz²í°eného KF p°evede nelineární stavový model na
lineární tak, ºe nelineární funkce na pravých stranách model· rozvine do nultého a prvního
£lenu Taylorova rozvoje. Výsledkem je linearizovaný tvar modelu (1.20) , (1.21) . Pro tento
model je jiº moºno pouºít proceduru standardního KF, ov²em pro model s konstantou. Ve
skute£nosti je ale moºno po£ítat takto:

1. St°ední hodnoty odhadu stavu a predikce výstupu je moºno po£ítat z p·vodního neroz-
²í°eného modelu. D·vod je tento: z rovnic (1.18) a (1.19) je vid¥t, ºe derivace g′ a h′ jsou

násobeny p°ír·stkem stavu
(
ξt − ξ̂t

)
, kde ξ̂t je bod, v n¥mº provádíme Taylor·v rozvoj,
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coº je poslední bodový odhad stavu. Stejný bodový odhad je ale dosazen za ξt a pomocí
n¥ho se po£ítá p°í²tí bodový odhad v algoritmu KF. P°ír·stek tedy bude

(
ξ̂t − ξ̂t

)
= 0.

Proto se p°i výpo£tu st°ední hodnoty p·vodního (neroz²í°eného) stavu uplatní jen ab-
solutní £len rozvoje, coº je pravá strana p·vodního stavového modelu. �ást roz²í°eného
stavu, která obsahuje neznámé parametry, z·stává p°i výpo£tu st°ední hodnoty stejná.

2. Konstanta Qx nebo Qy se p°i výpo£tu kovariancí neuplatní. D·vod ukáºeme ve zjedno-
du²eném p°ípad¥ na výpo£tu rozptylu z náhodné veli£iny X plus konstanta a

D [X + a] = E
[
(X + a− E [X + a])2

]
= E

[
(X + a− E [X]− a)2

]
=

= E
[
(X − E [X])2

]
= D [X] .

Rozptyl náhodné veli£iny X + a a náhodné veli£iny X je stejný. Podobn¥ to v obecném
p°ípad¥ platí i pro kovariance.

Realizace roz²í°eného KF je tedy následující:

1. Z minulého kroku máme �poslední� odhad stavu ξ̂t = ξt|t−1.

2. Vezmeme tu £ást odhadu, která odpovídá p·vodnímu stavu, a podle p·vodní výstupní
rovnice

yt = Axt

spo£teme predikci výstupu ŷt.

3. Kovariance po£ítáme podle matic roz²í°ené výstupní rovnice

yt = Ãdξt

s vynechanou konstantou Qy.

4. P°epo£teme (�ltrace) ξt|t−1 → ξt|t
Pozn.: K vývoji odhadovaných parametr· dochází jen v této £ásti algoritmu.

5. Za poslední odhad stavu dosadíme ξ̂t = ξt|t.

6. Kovariance p°epo£teme s maticemi roz²í°eného stavového modelu bez konstanty

ξt+1 = M̃dξt.

7. P°epo£et (predikce) stavu provedeme podle p·vodní stavové rovnice

xt+1 = Mxt,

p°i£emº £ást stavu ξt odpovídající neznámým parametr·m z·stává nezm¥n¥na.
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