
1 P°edpov¥¤ modelované veli£iny

Jestliºe sledujeme vývoj modelované veli£iny v £ase a popisujeme ji pomocí dynamického
modelu, m·ºeme se v £ase t zajímat o její p°edpov¥¤ v £ase t+k, tedy odhadovat její hodnotu
yt+k. Úplný popis p°edpov¥di m·ºeme vyjád°it op¥t pomocí podmín¥né hp

f (yt+k|y (t)) . (1.1)

�áste£ný popis p°edpov¥di, tedy její bodový odhad (viz P°ílohy ??), ur£uje podmín¥ná st°ední
hodnota

E [yt+k|y(t)] =

ˆ
y∗
yt+kf (yt+k|y (t)) dyt+k. (1.2)

Výpo£et p°edpov¥di se li²í podle (i) po£tu krok· v p°edpov¥di (jednokroková, vícekroková),
(ii) parametr· modelu (známé, neznámé), (iii) form¥ odhadu (bayesovský odhad, odhad s
bodovým odhadem parametr·, bodový odhad výstupu), (iv) typu modelu (diskrétní, spojitý).

Data pro p°edpov¥¤: Pro jednoduchost budeme v této kapitole uvaºovat data tvo°ená
pouze výstupem soustavy. Nebudeme uvaºovat ani °ízení, ani ºádnou dal²í externí veli£inu.

�asové zna£ení: Dále budeme uvaºovat situaci, kdy jsme v £ase t, tj. zm¥°ili jsme hodnotu
yt, p°ípadn¥ jsme p°epo£etli statistiky odhadu parametr· a máme aposteriorní hp f (Θ|y (t)),
p°ípadn¥ jsme spo£ítali bodové odhady parametr· a nyní se zajímáme o hodnotu výstupu k
krok· dop°edu.

1.1 Jednokroková p°edpov¥¤

Pro k = 1 dostáváme jednokrokovou p°edpov¥¤. O té jsme jiº mluvili d°íve (viz odstavec
??) jako o odhadu výstupu. Pokud máme model systému se známými parametry Θ, je
situace triviální. P°edpov¥¤ výstupu je dána p°ímo modelem f (yt+1|y (t)) nebo jeho st°ední
hodnotou ŷt+1 = E [yt+1|y (t)] =

´
y∗ yt+1f (yt+1|y (t)) dyt+1.

P°íklad [jednokroková predikce s regresním modelem]

Pro regresní model yt = a1yt−1 + a2yt−2 + et, kde et ∼ N (0, r) je jednokroková prediktivní hp dána
hustotou modelu

f (yt+1|y (t)) =
1√
2πr

exp

{
− 1

2r
(yt+1 − a1yt − a2yt−1)

2

}
a bodová p°edpov¥¤ je

E [yt+1|y (t)] = a1yt + a2yt−1.

Obecn¥ totiº pro model yt = ψ
′
tθ + et platí:

E [yt|ψt,Θ] = E
[
ψ
′
tθ + et

]
= E

[
ψ
′
tθ
]

+ E [et] = E
[
ψ
′
tθ
]

(1.3)
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D [yt|ψt,Θ] = D
[
ψ
′
tθ + et

]
= D [et] = r, (1.4)

protoºe ψ
′
tθ je konstanta1.

Pokud parametry modelu neznáme, musíme postupovat tak, jak jsme uvedli v kapitole o
odhadování ve vztahu (??)

f (yt+1|y (t)) =

ˆ
Θ∗
f (yt+1|ψt,Θ) f (Θ|y (t)) dΘ, (1.5)

kde jsme doplnili a ihned zase vy-integrovali parametry Θ a rozvinuli sdruºenou hp podle
°et¥zového pravidla2.

Hustota pravd¥podobnosti predikce, tj. prediktivní hp, je dána integrálem ze sou£inu hp mo-
delu a hp popisující parametry, tj. aposteriorní hp. S aposteriorní hp jsme se jiº setkali p°i
odhadu a víme, ºe tuto hp musíme postupn¥ vyvíjet podle Bayesova vzorce po£ínaje od apri-
orní hp. Predikce modelované veli£iny s modelem s neznámými parametry v sob¥ tedy obsahuje
implicitn¥ ob¥ úlohy: odhad parametr· a p°edpov¥¤ výstupu.

Poznámka

Jednokroková p°edpov¥¤ výstupu (nebo jiné modelované veli£iny) je velice d·leºitá. �ada úloh odhadu
i °ízení je zaloºena na výpo£tu chyby predikce êt = yt− ŷt jako rozdílu zm¥°ené veli£iny a její predikce.
Dal²í akce se provádí tak, aby se tato chyba zmen²ovala. /

1.2 Vícekroková p°edpov¥¤

Pro k > 1 v (1.1) hovo°íme o vícekrokové p°edpov¥di. P°i jejím odvození budeme postupovat
podobn¥ jako p°i konstrukci jednokrokové predikce s modelem s neznámými parametry v (1.5).
Postup budeme ilustrovat na p°íklad¥ dvou-krokové p°edpov¥di

f (yt+2|y (t)) =

ˆ
Θ∗

ˆ
y∗t+1

f (yt+2, yt+1,Θ|y (t)) dyt+1dΘ =

(rozklad podle °et¥zového pravidla)

=

ˆ
Θ∗

ˆ
y∗t+1

f (yt+2|yt+1y (t) ,Θ) f (yt+1|y (t) ,Θ) f (Θ|y (t)) dyt+1dΘ =

(podmínky nezávislosti)

=

ˆ
Θ∗

ˆ
y∗t+1

f (yt+2|ψt+2,Θ) f (yt+1|ψt+1,Θ) dyt+1f (Θ|y (t)) dΘ (1.6)

1Protoºe jak ψt, tak i Θ jsou v podmínce.
2V podmínce modelu se místo celé historie uplatní jen regresní vektor ψt.

2



Ozna£íme-li

f (yt+2|y (t) ,Θ) =

ˆ
y∗t+1

f (yt+2|ψt+2,Θ) f (yt+1|ψt+1,Θ) dyt+1

jako prediktor se známými parametry modelu, pak prediktivní hp (1.6) lze zapsat podobn¥
jako v p°ípad¥ jednokrokové p°edpov¥di (1.5)

f (yt+2|y (t)) =

ˆ
Θ∗
f (yt+2|y (t) ,Θ) f (Θ|y (t)) dΘ.

Obecná konstrukce prediktivní hp je jiº jednoduchým zobecn¥ním uvedeného p°íkladu.
Pro k-krokovou p°edpov¥¤ platí

f (yt+k|y (t)) =

ˆ
Θ∗
f (yt+k|y (t) ,Θ) f (Θ|y (t)) dΘ, (1.7)

kde

f (yt+k|y (t) ,Θ) =

ˆ
yt+k−1

· · ·
ˆ
yt+1

f (yt+k|y (t+ k − 1)) · · · f (yt+1|y (t)) dyt+k−1 · · · dyt+1

(1.8)
je k-krokový prediktor s modelem se známými parametry.

Kritickým místem p°i výpo£tu k-krokové p°edpov¥di s modelem s neznámými parametry je
integrál v rovnici (1.7) . Prediktor daný vztahem (1.8) je dán konvolucemi modelu a £asto je
moºno jej vyjád°it analyticky. Problém je ale ve výpo£tu integrálu (1.7), protoºe aposteriorní
hp je sloºitá funkce a její konvoluce s prediktorem je v¥t²inou analyticky nespo£itatelná. Jedním
ze zp·sob·, jak tuto potíº °e²it, m·ºe být místo aposteriorní hp uvaºovat jen bodové odhady
parametr· (zanedbá se neur£itost v parametrech a £íselné odhady se berou jako p°esné). Pro
bodové odhady parametr· Θ̂t je moºno formáln¥ psát hp

f (Θ|d (t)) = δ
(

Θ− Θ̂t

)
ve tvaru Diracovy funkce: δ (0) je jedna jinak je rovna nule.

Dosadíme do (1.7)a dostaneme

f (yt+k|y (t)) =

ˆ
Θ∗
f (yt+k|y (t) ,Θ) δ

(
Θ− Θ̂t

)
dΘ = f

(
yt+k|y (t) , Θ̂t

)
. (1.9)

To znamená, ºe pro výpo£et p°edpov¥di sta£í vzít prediktor (1.8) a na místo neznámých
parametr· dosadit jejich bodové odhady.

1.3 Vícekroková bodová p°edpov¥¤

Výpo£et vícekrokové p°edpov¥di výstupu s modelem s neznámými parametry je úloha tak
sloºitá, ºe ji v praxi nelze pouºít. Ukáºeme zde proto na p°íkladech n¥které jednodu²²í p°ípady
p°edpov¥di a její °e²ení.
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P°edpov¥¤ se spojitým modelem

K významnému zjednodu²ení úlohy vícekrokové p°edpov¥di výstupu systému dojde, jestliºe
p°ejdeme k bodovým odhad·m, a to jak pro neznámé parametry modelu (1.9), tak i pro vy-
jád°ení p°edpov¥di ve tvaru hodnoty ŷt+k. Bodovou p°edpov¥¤ výstupu pro lineární normální
regresní model budeme demonstrovat v následujícím p°íklad¥.

P°íklad [bodová p°edpov¥¤]

Uvaºujme t°íkrokovou bodovou predikci s modelem yt+1 = a0yt + a1yt−1 + et s po£áte£ní podmínkou
yt = ξ0 a yt−1 = ξ−1.

Dostáváme:

První krok

ŷt+1 = a0yt + a1yt−1 = a0ξ0 + a1ξ−1,

Druhý krok

ŷt+2 = a0yt+1 + a1yt = a0ŷt+1 + a1ξ0 =

= a0 (a0ξ0 + a1ξ−1) + a1ξ0 =
(
a20 + a1

)
ξ0 + a0a1ξ−1,

T°etí krok
ŷt+3 = a0yt+2 + a1yt+1 = a0ŷt+2 + a1ŷt+1 =

= a0
((
a20 + a1

)
ξ0 + a0a1ξ−1

)
+ a1 (a0ξ0 + a1ξ−1) =

=
(
a30 + 2a0a1

)
ξ0 +

(
a20a1 + a21

)
ξ−1.

P°edpov¥¤ s normálním modelem, kterou jsme se zabývali v p°edchozím p°íklad¥, lze zobecnit
tím, ºe budeme po£ítat nikoli bodový odhad p°edpov¥di, ale celo-prediktivní hp (samoz°ejm¥
pro známé parametry nebo parametry dosazené jako bodové odhady). Vyuºijeme toho, ºe
konvoluce dvou normálních rozd¥lení, které p°i výpo£tu p°edpov¥di vznikají, mají op¥t nor-
mální rozd¥lení. Není proto pot°eba po£ítat celou prediktivní hp (integrály), ale napo£ítávat
jen st°ední hodnoty a rozptyly. Kone£ná prediktivní hp je jimi pln¥ ur£ena. Postup výpo£tu je
následující: místo st°ední hodnoty (coº je deterministická £ást regresního modelu) dosazujeme
rovnici modelu i se ²umem. Z výsledné hodnoty yt+k pak ur£íme hledanou st°ední hodnotu a
rozptyl. Situaci ilustruje následující p°íklad.
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P°íklad [p°edpov¥¤ pro normální rozd¥lení]

Ur£ete dvou-krokovou predikci s modelem yt+1 = ayt + et+1.

yt+2 = ayt+1 + et+2 = a (ayt + et+1) + et+2 = a2yt + et+2 + aet+1.

Protoºe st°ední hodnota konstanty je konstanta a st°ední hodnota ²umu je nula, je

E [yt+2|y (t)] = a2yt + E [et+2 + aet+1] = a2yt.

Protoºe platí D [et+2] = D [et+1] = r a p°i vytknutí konstanty z rozptylu se tato konstanta umocní na
druhou, bude

D [yt+2|y (t)] = D [et+2 + aet+1] =
(
1 + a2

)
r.

Hp p°edpov¥di má tvar

f (yt+2|y (t)) = Nyt+2

(
a2yt,

(
1 + a2

)
r
)
.

P°edpov¥¤ s diskrétním modelem

Tak jako ve v²ech úlohách je i zde práce s diskrétním modelem jednoduchá (nemusí se °e²it
ºádné integrály a pouze se násobí a s£ítají prvky tabulek). Operace s tabulkami jsou v²ak
pon¥kud nezvyklé a mohou p·sobit problémy. Tuto práci budeme demonstrovat v následujícím
p°íklad¥. Tento p°íklad byl vybrán jako autoregrese prvního °ádu, coº je p°ípad obzvlá²t¥
jednoduchý. V obecn¥j²ím p°ípad¥ (nap°. pro °ízený model) je práce s tabulkami mnohem
náro£n¥j²í.

P°íklad [p°edpov¥¤ s diskrétním modelem]

Predikci s diskrétním modelem ukáºeme na tom nejjednodu²²ím p°íkladu, tj. s ne°ízeným modelem prvního
°ádu f (yt|yt−1) zadaným následující tabulkou.

f (yt|yt−1) yt

yt−1 1 2
1 Θ1|1 Θ2|1
2 Θ1|2 Θ2|2

Budeme chtít vyjád°it obecn¥ k-krokovou predikci f (yk|y0) s po£áte£ní podmínkou y0 = 1. V tomto

jednoduchém p°ípad¥ lze výsledek vyjád°it analyticky, takºe si m·ºeme dovolit uvaºovat parametry

modelu obecn¥.
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Pro lep²í p°ehlednost odvodíme p°edpov¥¤ pro k = 3 a potom jednodu²e zobecníme.

Rozkladem prediktivní pf (podle (1.6), pro k = 3) dostaneme

f (y3|y0) =

2∑
y2=1

f (y3|y2)

2∑
y1=1

f (y2|y1) f (y1|y0)︸ ︷︷ ︸
f(y2|y0)

. (1.10)

Nejprve si v²imn¥me dvou-krokové p°edpov¥di f (y2|y0) ozna£ené svorkou. Jedná se o sou£et sou£in· prvk·
tabulky (modelu). Tabulku, která zadává model f (yt|yτ ), ozna£íme M s prvky mτ,t (v²imn¥te si, ºe
indexy u prvk· tabulky jsou p°ehozené - první index jde svisle, druhý vodorovn¥ - zna£ení vychází ze zápisu
podmín¥né pravd¥podobnosti). Dosadíme do p°edchozího výrazu pro p°edpov¥¤ a dostaneme

f (y2|y0) =

2∑
y1=1

my1,y2my0,y1 =

2∑
y1=1

m
′

y2,y1m
′

y1,y0 = M ′M ′ = (M ′)
2
,

kde apostrof zna£í transpozici a (M ′)
2 je kvadrát transponované matice. Sou£et sou£in· prvk· tabulek

modelu de�nuje sou£in matic.

Ozna£íme-li tabulku pf p°edpov¥di f (y2|y0) jako M2 bude platit

M
′

2 = M ′M ′ a tedy M2 = M2.

Dosadíme do t°í-krokové p°edpov¥di (1.10) a s vyuºitím vztahu M2 = M2 dostaneme

f (y3|y0) =

2∑
y2=1

f (y3|y2) f (y2|y0) = M ′M
′

2 = (M2M)
′

=
(
M3
)′
.

Jestliºe tabulku t°í-krokové p°edpov¥di ozna£íme M
′

3 bude platit

M3 = M3.

Pro v¥t²í p°ehlednost zavedeme model £íseln¥: Θ1|1 = 0.3, Θ2|1 = 1 − Θ1|1 = 0.7 a Θ1|2 = 0.6, Θ2|2 =
1−Θ1|2 = 0.4. Tedy tabulka M ′ bude

M ′ =

[
0.3 0.7
0.6 0.4

]
a p°íslu²ná matice M (transponovaná tabulka) je

M =

[
0.3 0.6
0.7 0.4

]
T°íkroková p°edpov¥¤ f (y3|y0) je reprezentována maticí

M3 = M3 =

[
0.3 0.6
0.7 0.4

] [
0.3 0.6
0.7 0.4

] [
0.3 0.6
0.7 0.4

]
=

[
0.51 0.42
0.49 0.58

] [
0.3 0.6
0.7 0.4

]
=

[
0.447 0.474
0.553 0.526

]
.

Tabulka p°edpov¥di bude dána transpozicí této matice, tedy
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f (y3|y0)

y0 y3 = 1 y3 = 2

1 0.447 0.553

2 0.474 0.526

Pro obecnou k-krokovou p°edpov¥¤ bude platit

Mk = Mk

a tabulka této p°edpov¥di bude transpozicí, tedy

f (yk|y0)→
(
Mk
)′
.

Hodnoty tabulky se po více krocích ustálí. Pro k ≥ 9 vypadá tabulka následovn¥

f (yk|y0)

y0 yk = 1 yk = 2

1 0.4615 0.5385
2 0.4615 0.5385

.

To znamená, ºe bez ohledu z jaké hodnoty y0 jsme vycházeli, pro k ≥ 9 p°edpovídáme yk = 1 s pravd¥po-
dobností 0.4615 a yk = 2 s pravd¥podobností 0.5385 (coº neodporuje zdravému rozumu).

Poznámka

Znovu p°ipome¬me, ºe jednoduchost uvedeného p°íkladu je dána tím, ºe jsme mohli vyuºít maticového
po£tu. V ostatních p°ípadech to jednodu²e nelze a po£ítání je mnohem komplikovan¥j²í. /

7


	Předpověď modelované veličiny
	Jednokroková předpověď
	Vícekroková předpověď
	Vícekroková bodová předpověď


