Zakladni pojmy z bayesovské statistiky
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1 Uvod

1.1 Veli¢iny
e Rizeni u, - veli¢ina, kterou nastavujeme a tak ovliviiujeme Fizeny proces.

— Vystup y: - modelované veli¢ina, kterou lze na konci periody zméfit.

— Vstup v; - externi veli¢ina, kterd ovliviiuje vystup, mizZeme ji méfit ale nemuizeme ji
ovliviiovat.

— Sum e, - neméfend porucha (nulova stfedni hodnota a konstantni rozptyl )

— Stav x; - vnitini dynamické veli¢ina, kterou nelze méfit a kterd ma vliv na vystup.

— Ukazovatko ¢, - vnitini veli¢ina, kterd v modelu smési ukazuje na aktivni komponentu.

1.2 Ko6dovani diskrétnich veliéin

Nékolik diskrétnich veli¢in lze zakdédovat do jedné, s vice hodnotami.

Priklad: 21,29 € {1,2} 1ze kodovat do jedné y podle nésledujiciho schematu

Ty 3 | y
1 1 | =1
1 2 | =2
2 1|1 —=13
2 2 | = |4

Potom y € {1,2,3,4}.

1.3 Nahodna velidina

Nahodna veli¢ina je veli¢ina, ktera je ovlivnéna nadhodou (poruchou, sumem apod.). Jeji charak-
teristiky (jako napf. stfedni hodnota, rozptyl apod.) jsou konstantni.

Existuji dva druhy ndhodnych veli¢in

1. diskrétni - m4 jen konec¢ny nebo spocetny pocet raznych hodnot,

2. spojité - jeji hodnoty jsou realna ¢isla (CGasto nezaporna).



1.4 Nahodny proces

Nahodny proces je ndhodné veli¢ina indexované ¢asem, tj. ndhodna veli¢ina, jejiz charakteristiky
se méni v Case.

Jak nahodné veli¢ina tak i ¢as mohou byt bud diskrétni nebo spojité.

Nas budou zajimat jen procesy diskrétni v ¢ase - tzv diskrétni posloupnosti s hodnotami jak
diskrétnimi tak i spojitymi.

1.5 Diskrétni ¢as

Pod pojmem vzorkovéani v diskrétnim ¢ase mame na mysli méfeni veli¢iny v okamzicich, nésle-
dujicich po sobé s néjakou pevnou periodou. Oznacime-li 7 spojity ¢as T' periodu vzorkovani,
pak plati

T=tT + 19
kde 79 je pocatecni ¢as méfeni (pro ¢ = 0), ktery se pro jednoduchost klade roven nule a
t=1, 2, -- je diskrétni ¢as. Lze tedy fici, Ze diskrétni ¢as pocita periody vzorkovani.

2 Model

2.1 Podminéna hustota pravdépodobnosti

UvaZzujeme dvé ndhodné veli¢iny = a y. Podminéna hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny
x pro © = xo se znadi f (ylxg). Je to hustota pravdépodobnosti veliiny y uréend z dvojic
(y7 Tr = xO) .
Napriklad

Pro soubor tvoreny hodnotami v ndsledujici tabulce

y|1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2
|1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2
bude f (y|1) tvofeno z dvojic
y|1 2 1 2 2 2 1 2 2
|1 1 1 1 1 1 1 1 I
a tedy
Y ‘ 1 2
z|l) =
I ON T I B
Tomu odpovidé i definice
f(y,lL'ZlL'o)
T=T0) = —F7
f(y| 0) f(a?zﬂfo)

tedy f (y,x = xzq) - je pocet dvojic (y,z = x) déleny poctem viech dvojic; a f (x = x) je pocet
dvojic kde x = zy déleny opét poc¢tem vSech dvojic. Pocet viech dvojic se vykrati a pocet dvojic,
kde x = xp normalizuje podminéno pravdépodobnost tak, aby soucet pies y byl jedna.



2.2 Bily sum

Bily Sum e; je posloupnost navzijem nezavislych identicky rozdélenych nahodnych veli¢in s
nulovou stieni hodnotou a konstantnim rozptylem. PouZivé se pro ngj zkratka i.i.d. (Inedpendent
and Identically Distributed).

V regresnim modelu je to ndhodné porucha. Tady je dilezité, ze tato ndhodna veli¢ina je neza-
visl4 na hodnotach v regresni vektoru i, - coz bily sum spliiuje.

2.3 Spojity model

Spojity stochasticky model je obecné vyjadien jako podminénd hustota pravdépodobnosti

f (yt|¢t79)

kde y; je vystup, v je vektor, obsahujici hodnoty veli¢in, které v ¢ase ¢ ovlivauji vystup y; a ©
jsou parametry modelu.

Poznamka
Veliciny y: a ¥y uréugi strukturu modelu, parametry © vyjadiuji vztahy mezi veli¢inami modelu.

Nejcastéji pouzivanym modelem je regresni model, ktery zminénou hustotu pravdépodobnosti
definuje pomoci rovnice

Ye = 1/J;9 ter =
=bout + a1ye—1 + bius—1 + -+ anYi—n + bnts—n + k + e

kde a;, b; jsou regresni koeficienty, k je absolutni ¢len a e; je bily §um.

2.4 Diskrétni model

Diskrétni stochasticky model je definovan jako pravdépodobnostni tabulka (uvedeme pro veli¢iny
Yt | ur a yr—1, coZ je Fizeny model s paméti, a tedy v dostateéné obecnosti)

[ug, yeo1] |ye=1 y=2 -+ y=mny

1,1 O111 O 0 Op 11

I (Welue, ye—1) = 1,2 ®1|2 @2|12 @ny|12
2,1 O121 Ogp1 0 Oy 2

2,2 O1122  Ogp2 -+ Oy 22

Poznamky

e Tento model je napsén pro binarni veli¢iny. Pro vicehodnotové veli¢iny bude model stejny,
jen vetsi.

— Pokud bude v modelu vice veli¢in, nebo veli¢iny budou vicerozmérné, lze pouzit
koédovani velicin.



2.5 Stavovy model

Stavovy stochasticky model je zadan dvéma podminénymi hustotami pravdépodobnosti

f(@ipalze, ue) a f (yelwe, ue)
které, ve spojitém piipadé lze zadat rovnicemi
Ti41 = M.l?t + Nut + wy
Yt = Al’t + But + (0

kde M, N, A, B jsou maticové parametry modelu, x; je stav, y;, u; jsou data a wy, v; jsou poruchy
s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim kovarianénimi maticemi r,, a 7,.

2.6 Smésovy model

Model smési distribuci je zaddn modely komponent (spojité nebo diskrétni modely b&Zzného typu)
a modelem ukazovéatka (diskrétni model). Ukazovatko svou hodnotou v kazdém case ukazuje na
tzv. aktivni komponentu (tj. komponentu, kterd v daném ¢ase nejlépe popisuje aktudlni data).

Model mé tvar
f (yt7ct|y (t - 1) ) @,Oé) = f (ytlchwtv@ct) f (Ct|@t7a)

kde ¢; je ukazovatko v Case t, 91, ¢ jsou regresni vektory a O, « jsou parametry. f (y:|ct, ¢, O, )
pro ¢ = 1,2,--+ ,n,. jsou komponenty a f (ci|p:, @) je model ukazovatka.

2.7 Staticky model

Staticky model je model bez paméti, tj. v regresnim vektoru se neobjevuji hodnoty starsi mo-
delované veli¢iny.

Staticky regresni model
Yt = bour +brur—1 + -+ bpus—n +k + e
Staticky diskrétni model

w |1 2 - m
fidw) [p1 p2 - Pm

kde p; >0a > p; = 1.

2.8 Dynamicky model

Dynamicky model popisuje dynamické jevy, tj. v regresni vektoru se objevuji hodnoty starsich
modelovanych veli¢in.

Dynamicky regresni model

Y = bous + aryp—1 + brus—1 + -+ apYi—n + bpui—p + k+ et

Dynamicky diskrétni model



[ue, ye—1] | ye=1 y:=2 -+ yi=ny

1,1 O111 O 0 O m
I (elue, ye—1) = 1,2 O12 O -+ Oy 12
2,1 O121 O2p1 1+ Oy 2
2,2 O1122  Ogp2 -+ Oy 22

2.9 Rad modelu

Rad modelu je ddn maximalnim zpozdénim modelované veli¢iny v regresnim vektoru.

2.10 Parametry modelu

Parametry modelu uréuji vztahy mezi modelovanou veli¢inou a veli¢inami v regresnim modelu.
Hodnoty parametri se vétsinou ziskaji odhadem z mérenych velicin.

U regresniho vektoru jsou regresni koeficienty a rozptyl Sumu; u diskrétniho modelu jsou to
pravdépodobnosti z tabulky modelu.

Obecnym popisem parametrii je hustota pravdépodobnosti parametrii podminéné zméfenymi
daty

feld)

kde d(t) jsou data, zméFend od zacatku odhadu. Jsou zde zapocitina i tzv. apriorni data -
zmérend jesté pred zacatkem odhadovani.

2.11 Konstanta modelu

Konstanta modelu k patii mezi parametry-modelu. Pouzije se v piipadé, kdy modelované veli¢ina
nemé nulovou stiedni hodnotu.

2.12 Regresni vektor

Regresni vektor modelu obsahuje hodnoty veli¢in, na kterych zavisi modelované veli¢ina v daném
¢asovém okamziku.

3 Odhad

3.1 Statistika odhadu

Odhad parametria se provadi na zékladé méfenych dat. Funkce, kterd uchovavd informaci o
parametrech z naméfenych dat se nazyva statistika. Napfiklad statistikou pro odhad parametra
statického normaélniho regresniho modelu

Yy =k+e

je soufet vystupt S; = 23:1 Y a poCet méfeni x; = t.



3.2 Exponencialni tf¥ida rozdéleni

Dulezitou vlastnosti aposteriorniho rozdéleni je tzv. reprodukovatelnost. Tou myslime skutec-
nost, ze pii prepoctu apriorni hustoty na aposteriorni podle Bayesova vzorce, dostaneme stejny
tvar hustoty pravdépodobnosti, jen s pfepo¢tenymi statistikami.

Napftiklad pro odhad parametrii statického normélntho regresniho modelu
yr=Fk+e

je statistikou soucet vystupu S; = Z:Zl y; a pocet mé&feni k; = t. Aposteriorni hustotou
pravdépodobnosti pro odhad parametru & je

f(kld () ~ 775" exp {—0.5}

3.3 Vérohodnostni funkce

Vérohodnostni funkce je definovana jako soucin hustot pravdépodobnosti modelu s dosazenymi
zméfenymi daty. Tedy:

Mame model

f (Y, ©)
a mé&fend data d(N) = {yt,ut}ivzl; Yy = [Ug, Ye—1,Ut—1, "+ ,Yt—n, Ut—pn] je regresni vektor.
Potom vérohodnostni funkce je
N
Ly (©) = Hf (yele, ©)
t=1

Poznamka

Vérohodnostni funkce je podstatnou ¢dsti aposteriorni hustoty pravdépodobnosti
f(Old(N)) o Ly (©) f (©]d(0))

kde f (©|d (0)) je pociteéni (apriorni) rozdéleni na parametrech konstruované z expertni (apri-
orni) znalosti.

3.4 Bayestv vzorec

Bayestiv vzorec dava vztah mezi apriorni a aposteriorni hustotou pravdépodobnosti. Popisuje
vyvoj hustoty pravdépodobnosti na parametrech pro pribézné méfend data. Je zdkladem pro
bayesovské odhadovéni.

Pro métend data d (N) = {yt,ut}ivzl a model f (y:|1¢, ©) plati
f(old @) o f (yelve,©) f (Old (t - 1))

a f(©]d(0)) je pocatecni rozdéleni na parametrech.

Poznamka



Pro sprivné fungovdni Bayesova vzorce je tieba piedpokldidat platnost prirozengch podminek
Tizent, tedy

f(Olug, d(t—1)) = f(Old(t - 1))

nebo, coz je totéz

fu|©,d(t—1)) = f(Old(t-1))

3.5 Bodovy odhad

Bodovy odhad je ¢islo (vektor), které v ur¢itém smyslu optiméalné vyjadfuje hodnotu parametru.

Podle definice optimality to muze byt
e stiedni hodnota ©, = E[0|d (t)] = [,. ©f (O|d(t))
e maximum-likelihood (ML) ©;= arg maxece- L; (©)

Poznamka

Pokud v druhém piipadé misto vérohodnostni funkce pouZijeme aposteriorni hustotu pravdépo-
dobnosti, hovoiime o MAP odhadu (mazimum aposteriori probability)

e mazimum aposterori probability (MAP) ©,—=argmaxece- f (©|d (t))

3.6 Apriorni hustota pravdépodobnosti

Apriorni hustotu pravdépodobnosti nazyvame tu hustotu, ze které rekurzivné pocitdme aposte-
riorni (podle Bayesova vztahu). V Case t je to tedy

feldt-1)).

3.7 Aposteriorni hustota pravdépodobnosti

Aposteriorni hustota pravdépodobnosti dava kompletni stochasticky odhad parametri, zaloZeny
na pocatecni znalosti a pribézné méfenych datech. V ¢ase t s daty d (¢) je to

feld)

3.8 Pocdatecni rozdéleni parametri

Pocatetnim (apriornim na zafatku odhadovani) rozdéleni nazyvame rozdéleni na parametrech
vychéazejici pouze z expertni znalosti nebo dat, mérenych jesté pred zacatkem odhadovani - tzv.
apriornich dat.



4 Predikce

4.1 Prediktivni hustota pravdépodobnosti

Prediktivni hustota pravdépodobnosti je

f esrld (1))

ktera odhaduje vystup y:4x pii znalosti dat do ¢asu ¢ - tedy k kroku doptedu.

4.2 Bodova predikce

Bodova predikce je analogie bodového odhadu parametri. Podle zvoleného kriteria pocitdme
hodnotu ktera nejlépe vyjadiuje odhad budouci hodnoty vystupu. Pocitame jako

e stiedni hodnotu §; 4 = fy?+k Yirk f (Ye+k|d () nebo

e argument maxima prediktivni hustoty pravdépodobnosti §;4x = argmax,, ., f (yi4x|d (1)) .

Poznamka

Pro k =1 dostdvdme pFedpoveéd pFistiho vistupu, a to piimo z modelu

felu, d(t = 1)) = f (yelbr)

Po zméreni vijstupu y; a vgpoctu bodové jednokrokové predikce 1, miZeme spocitat chybu predikce
et =yt — Yi. Ta je dileZitou charakteristikou napt. pro kvalitu odhadu.

4.3 n-krokova bodova predikce

Spocteme ji s pomoci n-krokové prediktivni hustoty pravdépodobnosti f (yi1n|d (¢)) naptiklad
jako stfedni hodnotu

Jttn =/ Ytrnf Yeinld (1)) dyiin
Y

tn

Priklad
UkdZeme tFi-krokovou predikci s regresnim modelem y; = bous + a1yi—1 + b1us_1 = €.
Apriorni data jsou yo a piedpokldiddme znalost vsSech vy, prot =0,1,--- 3.
Pocitame

91 = bou1 + a1yo + bruy

Y2 = bouz + a191 + bius

s = bous + a192 + brus

Zde postupné nezndmd y; naehrazujeme jejich predikcemi y;, spocitangmi v minulém kroku.

10



5 Filtrace

5.1 Kovariance

Spravny odhad kovarian¢nich matic Suma stavového modelu jsou velmi dulezité pro spravny
odhad stavu systému. Tyto kovarianéni matice by mély spravné odrézet poruchy stavové a
vystupni veli¢iny. Tyto poruchy jsou

Wy = Tg+1 —Mﬂﬁt —N’U,t

vy = yy — Axy — Buy
Protoze ale stav nezname, neni jednoduché tyto matice urcit.

Mozné interpretace je tato: kovariance w; fiké, jak moc dovolime stavu aby se ménil a kovariance
v Tiké totéz o méreném vystupu. Tedy, poruchy v y;, ktery méfime zahrneme do stavu, pokud
jsou mensi, nez dovoluje kovariance w;, zbytek jde do Sumu vystupu.

5.2 Kalmaniv filtr

5.3 Nelinearni filtrace
6 Klasifikace

6.1 Klastrovani

Klastrovani je detekce shluki bodu v datovém prostoru. Kazdy datovy zaznam je ¢iselny vektor
predstavujici bod v datovém prostoru.

Pokud je systém multimodéalni, to znamené, ze systém pracuje v nékolika riznych stavech, pak
data z kazdého pracovniho stavu tvofi shluk, ktery nazyvame klastr.

6.2 Klasifikace

Klasifikace je t¥idéni prichazejicich (méfenych) dat do t¥id. T¥idy mohou byt dény néjakou
spole¢nou vlastnosti (barva, tvar apod.) nebo nalezenymi klastry.

7 Rizeni
7.1 Kriterium

Zabyvame se optimélnim fizenim, proto musime zadat néjaké kriterium optimality. Nejcastéji
to byva kvadratické kriterium

J = (y,‘2 + wuf)

N
=1

t
kde N je interval fizeni, w je penalizace fizeni.

Jiné varianty kriteria

11



o J= Eil (th + w (uy — ut_l)g) je kriterium s penalizaci pfirustka Fizeni

o J =T (yt,ur), kde

|y =1 y =2
T'=w=1| Jipn Jop1
u =21 Jip2 Ja2

je kriterium pro fizeni diskrétniho systému.

7.2 Interval Fizeni

Interval fizeni je Casovy usek, pro ktery provadime iizeni.

Jednokrokové Fizeni (Fizeni na jeden krok dopiedu) je ¢asto nestabilni, proto se v&tSinou voli
delsi interval.

7.3 Dynamické programovani

Pro delsi interval fizeni je iloha vypoctu fidici veli¢iny slozita. Pocita se od konce intervalu fizeni
dopfedu (proti sméru ¢asu). Jedna se o postupnou minimalizaci kritéria na celém intervalu Fizeni.
Teprve kdyz se dostaneme na zacatek intervalu, muzeme pro konkrétni data postupné pocitat
hodnoty fidici veli¢iny.

7.4 Bellmanova rovnice

Bellmanova rovnice slouzi k minimalizaci kriteria fizeni na intervalu ¥izeni. Rovnice se pocita
rekurzivné od konce intervalu a méa tvar

pr = E [Jt + SD:+1|U (t) Y (t - 1)]
;= min oy

© je tzv. Bellmanova funkce a ¢* dostaneme, kdyz dosadime optimélni fizeni u* - tj. to Fizeni,
které minimalizuje . Tedy
u; = argmin ;.
Ut

7.5 Statické Fizeni

Statické Fizeni je Fizeni se statickym modelem. Syntéza fizeni je v tomto piipadé velmi jednodu-
cha, ale kvalita fizeni neni moc dobra. Optimélni fizeni spocteme piimo z modelu - pro Fizeni
na nulu musi platit

k
0=bous +k — utZ—F
0

12



7.6 Dynamické fizeni

Dynamické fizeni je fizeni s dynamickym modelem. Syntéza tizeni se provadi pomoci dynamic-
kého programovani na ur¢itém intervalu tizeni.

7.7 Metoda ustupujiciho horizontu

Dynamické Fizeni se pocita pro model se znamymi parametry (soucasné fizeni a odhadovéani
neni prakticky realizovatelné). Pokud jsou parametry modelu neznamé, musime pouZit néjakou
sub-optimalni metodu. Nejcastéji se pouziva tzv. metoda ustupujiciho horizontu. Pti této metodé

1. Zvolime interval fizeni
2. Provedeme syntézu fizeni na intervalu s odhady parametri, které jsou k dispozici.

3. Z navrzeného Fizeni realizujeme jen prvni krok (vypoCteme jedno optimalni ¥izeni, reali-
zujeme jej a zméfime vystup soustavy).

4. Nové data pridame k ostatnim a provedeme novy odhad parametrii.

5. Interval fizeni posuneme o jeden krok dopfedu a celou proceduru opakujeme.

8 Smési

8.1 Model smési

Model smési je tvoren nékolika komponentami a modelem ukazovatka.

Komponenty jsou oby¢ejné modely (spojité nebo diskrétni), které modeluji chovani systému v
uritém pracovnim moédu.

Ukazovatko méa diskrétni kategoricky model a jeho (diskrétni) hodnoty ukazuji v kazdém case
na aktivni komponentu (tj. tu komponentu, kterd nejlépe modeluji aktuélni pracovni rezim).
Model mé tvar

v =3 f lew v 04) f (cila)

cy=1
kde n. je pocet komponent, c; je ukazovatko, © a « jsou parametry.
8.2 Komponenta

Komponenta modelu smési je obyejny model, oznafeny ¢islem (hodnotou ukazovatka). Kom-
ponenty maji vétsSinou stejnou strukturu a lisi se jen parametry.

8.3 Model ukazovatka

Model ukazovatka je diskrétni kategoricky model s pravdépodobnostni funkci

¢ |1 2 -
flla) [ar ay o ap,
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