
Základní pojmy z bayesovské statistiky
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1 Úvod

1.1 Veli£iny

• �ízení ut - veli£ina, kterou nastavujeme a tak ovliv¬ujeme °ízený proces.

� Výstup yt - modelovaná veli£ina, kterou lze na konci periody zm¥°it.

� Vstup vt - externí veli£ina, která ovliv¬uje výstup, m·ºeme ji m¥°it ale nem·ºeme ji
ovliv¬ovat.

� �um et - nem¥°ená porucha (nulová st°ední hodnota a konstantní rozptyl r)

� Stav xt - vnit°ní dynamická veli£ina, kterou nelze m¥°it a která má vliv na výstup.

� Ukazovátko ct - vnit°ní veli£ina, která v modelu sm¥si ukazuje na aktivní komponentu.

1.2 Kódování diskrétních veli£in

N¥kolik diskrétních veli£in lze zakódovat do jedné, s více hodnotami.

P°íklad: x1, x2 ∈ {1, 2} lze kódovat do jedné y podle následujícího schematu

x1 x2 y
1 1 → 1
1 2 → 2
2 1 → 3
2 2 → 4

Potom y ∈ {1, 2, 3, 4} .

1.3 Náhodná veli£ina

Náhodná veli£ina je veli£ina, která je ovlivn¥na náhodou (poruchou, ²umem apod.). Její charak-
teristiky (jako nap°. st°ední hodnota, rozptyl apod.) jsou konstantní.

Existují dva druhy náhodných veli£in

1. diskrétní - má jen kone£ný nebo spo£etný po£et r·zných hodnot,

2. spojité - její hodnoty jsou reálná £ísla (£asto nezáporná).
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1.4 Náhodný proces

Náhodný proces je náhodná veli£ina indexovaná £asem, tj. náhodná veli£ina, jejíº charakteristiky
se m¥ní v £ase.

Jak náhodná veli£ina tak i £as mohou být bu¤ diskrétní nebo spojité.

Nás budou zajímat jen procesy diskrétní v £ase - tzv diskrétní posloupnosti s hodnotami jak
diskrétními tak i spojitými.

1.5 Diskrétní £as

Pod pojmem vzorkování v diskrétním £ase máme na mysli m¥°ení veli£iny v okamºicích, násle-
dujících po sob¥ s n¥jakou pevnou periodou. Ozna£íme-li τ spojitý £as T periodu vzorkování,
pak platí

τ = tT + τ0

kde τ0 je po£áte£ní £as m¥°ení (pro t = 0), který se pro jednoduchost klade roven nule a
t = 1, 2, · · · je diskrétní £as. Lze tedy °íci, ºe diskrétní £as po£ítá periody vzorkování.

2 Model

2.1 Podmín¥ná hustota pravd¥podobnosti

Uvaºujeme dv¥ náhodné veli£iny x a y. Podmín¥ná hustota pravd¥podobnosti náhodné veli£iny
x pro x = x0 se zna£í f (y|x0) . Je to hustota pravd¥podobnosti veli£iny y ur£ená z dvojic
(y, x = x0) .

Nap°íklad

Pro soubor tvo°ený hodnotami v následující tabulce

y 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2

x 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2

bude f (y|1) tvo°eno z dvojic

y 1 2 1 2 2 2 1 2 2

x 1 1 1 1 1 1 1 1 1

a tedy

f (x|1) =
y 1 2

P (y) 3
9 = 1

3
6
9 = 2

3

Tomu odpovídá i de�nice

f (y|x = x0) =
f (y, x = x0)

f (x = x0)
,

tedy f (y, x = x0) - je po£et dvojic (y, x = x0) d¥lený po£tem v²ech dvojic; a f (x = x0) je po£et
dvojic kde x = x0 d¥lený op¥t po£tem v²ech dvojic. Po£et v²ech dvojic se vykrátí a po£et dvojic,
kde x = x0 normalizuje podmín¥no pravd¥podobnost tak, aby sou£et p°es y byl jedna.
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2.2 Bílý ²um

Bílý ²um et je posloupnost navzájem nezávislých identicky rozd¥lených náhodných veli£in s
nulovou st°ení hodnotou a konstantním rozptylem. Pouºívá se pro n¥j zkratka i.i.d. (Inedpendent
and Identically Distributed).

V regresním modelu je to náhodná porucha. Tady je d·leºité, ºe tato náhodná veli£ina je nezá-
vislá na hodnotách v regresní vektoru ψt - coº bílý ²um spl¬uje.

2.3 Spojitý model

Spojitý stochastický model je obecn¥ vyjád°en jako podmín¥ná hustota pravd¥podobnosti

f (yt|ψt,Θ)

kde yt je výstup, ψt je vektor, obsahující hodnoty veli£in, které v £ase t ovliv¬ují výstup yt a Θ
jsou parametry modelu.

Poznámka

Veli£iny yt a ψt ur£ují strukturu modelu, parametry Θ vyjad°ují vztahy mezi veli£inami modelu.

Nej£ast¥ji pouºívaným modelem je regresní model, který zmín¥nou hustotu pravd¥podobnosti
de�nuje pomocí rovnice

yt = ψ
′

tθ + et =

= b0ut + a1yt−1 + b1ut−1 + · · ·+ anyt−n + bnut−n + k + et

kde ai, bi jsou regresní koe�cienty, k je absolutní £len a et je bílý ²um.

2.4 Diskrétní model

Diskrétní stochastický model je de�nován jako pravd¥podobnostní tabulka (uvedeme pro veli£iny
yt | ut a yt−1, coº je °ízený model s pam¥tí, a tedy v dostate£né obecnosti)

f (yt|ut, yt−1) =

[ut, yt−1] yt = 1 yt = 2 · · · yt = ny
1, 1 Θ1|11 Θ2|11 · · · Θny|11

1, 2 Θ1|2 Θ2|12 · · · Θny|12

2, 1 Θ1|21 Θ2|21 · · · Θny|21

2, 2 Θ1|22 Θ2|22 · · · Θny|22

Poznámky

• Tento model je napsán pro binární veli£iny. Pro vícehodnotové veli£iny bude model stejný,
jen v¥t²í.

� Pokud bude v modelu více veli£in, nebo veli£iny budou vícerozm¥rné, lze pouºít
kódování veli£in.

5



2.5 Stavový model

Stavový stochastický model je zadán dv¥ma podmín¥nými hustotami pravd¥podobností

f (xt+1|xt, ut) a f (yt|xt, ut)

které, ve spojitém p°ípad¥ lze zadat rovnicemi

xt+1 = Mxt +Nut + wt

yt = Axt +But + vt

kdeM,N,A,B jsou maticové parametry modelu, xt je stav, yt, ut jsou data a wt, vt jsou poruchy
s nulovou st°ední hodnotou a konstantním kovarian£ními maticemi rw a rv.

2.6 Sm¥sový model

Model sm¥si distribucí je zadán modely komponent (spojité nebo diskrétní modely b¥ºného typu)
a modelem ukazovátka (diskrétní model). Ukazovátko svou hodnotou v kaºdém £ase ukazuje na
tzv. aktivní komponentu (tj. komponentu, která v daném £ase nejlépe popisuje aktuální data).

Model má tvar
f (yt, ct|y (t− 1) ,Θ, α) = f (yt|ct, ψt,Θct) f (ct|ϕt, α)

kde ct je ukazovátko v £ase t, ψt, ϕt jsou regresní vektory a Θ, α jsou parametry. f (yt|ct, ψt,Θct)
pro ct = 1, 2, · · · , nc jsou komponenty a f (ct|ϕt, α) je model ukazovátka.

2.7 Statický model

Statický model je model bez pam¥ti, tj. v regresním vektoru se neobjevují hodnoty star²í mo-
delované veli£iny.

Statický regresní model

yt = b0ut + b1ut−1 + · · ·+ bnut−n + k + et

Statický diskrétní model

ut 1 2 · · · m
f (yt|ut) p1 p2 · · · pm

kde pi ≥ 0 a
∑
pi = 1.

2.8 Dynamický model

Dynamický model popisuje dynamické jevy, tj. v regresní vektoru se objevují hodnoty star²ích
modelovaných veli£in.

Dynamický regresní model

yt = b0ut + a1yt−1 + b1ut−1 + · · ·+ anyt−n + bnut−n + k + et

Dynamický diskrétní model
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f (yt|ut, yt−1) =

[ut, yt−1] yt = 1 yt = 2 · · · yt = ny
1, 1 Θ1|11 Θ2|11 · · · Θny|11

1, 2 Θ1|2 Θ2|12 · · · Θny|12

2, 1 Θ1|21 Θ2|21 · · · Θny|21

2, 2 Θ1|22 Θ2|22 · · · Θny|22

2.9 �ád modelu

�ád modelu je dán maximálním zpoºd¥ním modelované veli£iny v regresním vektoru.

2.10 Parametry modelu

Parametry modelu ur£ují vztahy mezi modelovanou veli£inou a veli£inami v regresním modelu.
Hodnoty parametr· se v¥t²inou získají odhadem z m¥°ených veli£in.

U regresního vektoru jsou regresní koe�cienty a rozptyl ²umu; u diskrétního modelu jsou to
pravd¥podobnosti z tabulky modelu.

Obecným popisem parametr· je hustota pravd¥podobnosti parametr· podmín¥ná zm¥°enými
daty

f (Θ|d (t))

kde d (t) jsou data, zm¥°ená od za£átku odhadu. Jsou zde zapo£ítána i tzv. apriorní data -
zm¥°ená je²t¥ p°ed za£átkem odhadování.

2.11 Konstanta modelu

Konstanta modelu k pat°í mezi parametry-modelu. Pouºije se v p°ípad¥, kdy modelovaná veli£ina
nemá nulovou st°ední hodnotu.

2.12 Regresní vektor

Regresní vektor modelu obsahuje hodnoty veli£in, na kterých závisí modelovaná veli£ina v daném
£asovém okamºiku.

3 Odhad

3.1 Statistika odhadu

Odhad parametr· se provádí na základ¥ m¥°ených dat. Funkce, která uchovává informaci o
parametrech z nam¥°ených dat se nazývá statistika. Nap°íklad statistikou pro odhad parametr·
statického normálního regresního modelu

yt = k + et

je sou£et výstup· St =
∑t
τ=1 yt a po£et m¥°ení κt = t.

7



3.2 Exponenciální t°ída rozd¥lení

D·leºitou vlastností aposteriorního rozd¥lení je tzv. reprodukovatelnost. Tou myslíme skute£-
nost, ºe p°i p°epo£tu apriorní hustoty na aposteriorní podle Bayesova vzorce, dostaneme stejný
tvar hustoty pravd¥podobnosti, jen s p°epo£tenými statistikami.

Nap°íklad pro odhad parametr· statického normálního regresního modelu

yt = k + et

je statistikou sou£et výstup· St =
∑t
τ=1 yt a po£et m¥°ení κt = t. Aposteriorní hustotou

pravd¥podobnosti pro odhad parametru k je

f (k|d (t)) ∼ r−0.5κt exp {−0.5}

3.3 V¥rohodnostní funkce

V¥rohodnostní funkce je de�nována jako sou£in hustot pravd¥podobností modelu s dosazenými
zm¥°enými daty. Tedy:

Máme model
f (yt|ψt,Θ)

a m¥°ená data d (N) = {yt, ut}Nt=1 ; ψt = [ut, yt−1, ut−1, · · · , yt−n, ut−n] je regresní vektor.
Potom v¥rohodnostní funkce je

LN (Θ) =

N∏
t=1

f (yt|ψt,Θ)

Poznámka

V¥rohodnostní funkce je podstatnou £ásti aposteriorní hustoty pravd¥podobnosti

f (Θ|d (N)) ∝ LN (Θ) f (Θ|d (0))

kde f (Θ|d (0)) je po£áte£ní (apriorní) rozd¥lení na parametrech konstruované z expertní (apri-
orní) znalosti.

3.4 Bayes·v vzorec

Bayes·v vzorec dává vztah mezi apriorní a aposteriorní hustotou pravd¥podobnosti. Popisuje
vývoj hustoty pravd¥podobnosti na parametrech pro pr·b¥ºn¥ m¥°ená data. Je základem pro
bayesovské odhadování.

Pro m¥°ená data d (N) = {yt, ut}Nt=1 a model f (yt|ψt,Θ) platí

f (Θ|d (t)) ∝ f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (t− 1))

a f (Θ|d (0)) je po£áte£ní rozd¥lení na parametrech.

Poznámka
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Pro správné fungování Bayesova vzorce je t°eba p°edpokládat platnost p°irozených podmínek
°ízení, tedy

f (Θ|ut, d (t− 1)) = f (Θ|d (t− 1))

nebo, coº je totéº
f (ut|Θ, d (t− 1)) = f (Θ|d (t− 1))

3.5 Bodový odhad

Bodový odhad je £íslo (vektor), které v ur£itém smyslu optimáln¥ vyjad°uje hodnotu parametru.

Podle de�nice optimality to m·ºe být

• st°ední hodnota Θ̂t = E [Θ|d (t)] =
∫

Θ∗
Θf (Θ|d (t))

• maximum-likelihood (ML) Θ̂t= arg maxΘ∈Θ∗ Lt (Θ)

Poznámka

Pokud v druhém p°ípad¥ místo v¥rohodnostní funkce pouºijeme aposteriorní hustotu pravd¥po-
dobnosti, hovo°íme o MAP odhadu (maximum aposteriori probability)

• maximum aposterori probability (MAP) Θ̂t= arg maxΘ∈Θ∗ f (Θ|d (t))

3.6 Apriorní hustota pravd¥podobnosti

Apriorní hustotu pravd¥podobnosti nazýváme tu hustotu, ze které rekurzivn¥ po£ítáme aposte-
riorní (podle Bayesova vztahu). V £ase t je to tedy

f (Θ|d (t− 1)) .

3.7 Aposteriorní hustota pravd¥podobnosti

Aposteriorní hustota pravd¥podobnosti dává kompletní stochastický odhad parametr·, zaloºený
na po£áte£ní znalosti a pr·b¥ºn¥ m¥°ených datech. V £ase t s daty d (t) je to

f (Θ|d (t))

3.8 Po£áte£ní rozd¥lení parametr·

Po£áte£ním (apriorním na za£átku odhadování) rozd¥lení nazýváme rozd¥lení na parametrech
vycházející pouze z expertní znalosti nebo dat, m¥°ených je²t¥ p°ed za£átkem odhadování - tzv.
apriorních dat.
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4 Predikce

4.1 Prediktivní hustota pravd¥podobnosti

Prediktivní hustota pravd¥podobnosti je

f (yt+k|d (t))

která odhaduje výstup yt+k p°i znalosti dat do £asu t - tedy k krok· dop°edu.

4.2 Bodová predikce

Bodová predikce je analogie bodového odhadu parametr·. Podle zvoleného kriteria po£ítáme
hodnotu která nejlépe vyjad°uje odhad budoucí hodnoty výstupu. Po£ítáme jako

• st°ední hodnotu ŷt+k =
∫
y∗t+k

yt+kf (yt+k|d (t)) nebo

• argument maxima prediktivní hustoty pravd¥podobnosti ŷt+k = arg maxyt+k
f (yt+k|d (t)) .

Poznámka

Pro k = 1 dostáváme p°edpov¥¤ p°í²tího výstupu, a to p°ímo z modelu

f (yt|ut, d (t− 1)) = f (yt|ψt)

Po zm¥°ení výstupu yt a výpo£tu bodové jednokrokové predikce ŷt m·ºeme spo£ítat chybu predikce
êt = yt − ŷt. Ta je d·leºitou charakteristikou nap°. pro kvalitu odhadu.

4.3 n-kroková bodová predikce

Spo£teme ji s pomocí n-krokové prediktivní hustoty pravd¥podobnosti f (yt+n|d (t)) nap°íklad
jako st°ední hodnotu

ŷt+n =

∫
y∗t+n

yt+nf (yt+n|d (t)) dyt+n

P°íklad

Ukáºeme t°í-krokovou predikci s regresním modelem yt = b0ut + a1yt−1 + b1ut−1 = et.

Apriorní data jsou y0 a p°edpokládáme znalost v²ech ut, pro t = 0, 1, · · · , 3.

Po£ítáme
ŷ1 = b0u1 + a1y0 + b1u1

ŷ2 = b0u2 + a1ŷ1 + b1u2

ŷ3 = b0u3 + a1ŷ2 + b1u3

Zde postupn¥ neznámá yi nahrazujeme jejich predikcemi ŷi, spo£ítanými v minulém kroku.
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5 Filtrace

5.1 Kovariance

Správný odhad kovarian£ních matic ²um· stavového modelu jsou velmi d·leºité pro správný
odhad stavu systému. Tyto kovarian£ní matice by m¥ly správn¥ odráºet poruchy stavové a
výstupní veli£iny. Tyto poruchy jsou

wt = xt+1 −Mxt −Nut
vt = yt −Axt −But

Protoºe ale stav neznáme, není jednoduché tyto matice ur£it.

Moºná interpretace je tato: kovariance wt °íká, jak moc dovolíme stavu aby se m¥nil a kovariance
vt °íká totéº o m¥°eném výstupu. Tedy, poruchy v yt, který m¥°íme zahrneme do stavu, pokud
jsou men²í, neº dovoluje kovariance wt, zbytek jde do ²umu výstupu.

5.2 Kalman·v �ltr

5.3 Nelineární �ltrace

6 Klasi�kace

6.1 Klastrování

Klastrování je detekce shluk· bod· v datovém prostoru. Kaºdý datový záznam je £íselný vektor
p°edstavující bod v datovém prostoru.

Pokud je systém multimodální, to znamená, ºe systém pracuje v n¥kolika r·zných stavech, pak
data z kaºdého pracovního stavu tvo°í shluk, který nazýváme klastr.

6.2 Klasi�kace

Klasi�kace je t°íd¥ní p°icházejících (m¥°ených) dat do t°íd. T°ídy mohou být dány n¥jakou
spole£nou vlastností (barva, tvar apod.) nebo nalezenými klastry.

7 �ízení

7.1 Kriterium

Zabýváme se optimálním °ízením, proto musíme zadat n¥jaké kriterium optimality. Nej£ast¥ji
to bývá kvadratické kriterium

J =

N∑
t=1

(
y2
t + ωu2

t

)
kde N je interval °ízení, ω je penalizace °ízení.

Jiné varianty kriteria
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• J =
∑N
t=1

(
y2
t + ω (ut − ut−1)

2
)
je kriterium s penalizací p°ír·stk· °ízení

• J = T (yt, ut), kde

T =
yt = 1 yt = 2

ut = 1 J1|1 J2|1
ut = 2 J1|2 J2|2

je kriterium pro °ízení diskrétního systému.

7.2 Interval °ízení

Interval °ízení je £asový úsek, pro který provádíme °ízení.

Jednokrokové °ízení (°ízení na jeden krok dop°edu) je £asto nestabilní, proto se v¥t²inou volí
del²í interval.

7.3 Dynamické programování

Pro del²í interval °ízení je úloha výpo£tu °ídící veli£iny sloºitá. Po£ítá se od konce intervalu °ízení
dop°edu (proti sm¥ru £asu). Jedná se o postupnou minimalizaci kritéria na celém intervalu °ízení.
Teprve kdyº se dostaneme na za£átek intervalu, m·ºeme pro konkrétní data postupn¥ po£ítat
hodnoty °ídící veli£iny.

7.4 Bellmanova rovnice

Bellmanova rovnice slouºí k minimalizaci kriteria °ízení na intervalu °ízení. Rovnice se po£ítá
rekurzivn¥ od konce intervalu a má tvar

ϕt = E
[
Jt + ϕ∗t+1|u (t) , y (t− 1)

]
ϕ∗t = min

ut

ϕt

ϕ je tzv. Bellmanova funkce a ϕ∗ dostaneme, kdyº dosadíme optimální °ízení u∗ - tj. to °ízení,
které minimalizuje ϕ. Tedy

u∗t = arg min
ut

ϕt.

7.5 Statické °ízení

Statické °ízení je °ízení se statickým modelem. Syntéza °ízení je v tomto p°ípad¥ velmi jednodu-
chá, ale kvalita °ízení není moc dobrá. Optimální °ízení spo£teme p°ímo z modelu - pro °ízení
na nulu musí platit

0 = b0ut + k → ut = − k
b0
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7.6 Dynamické °ízení

Dynamické °ízení je °ízení s dynamickým modelem. Syntéza °ízení se provádí pomocí dynamic-
kého programování na ur£itém intervalu °ízení.

7.7 Metoda ustupujícího horizontu

Dynamické °ízení se po£ítá pro model se známými parametry (sou£asné °ízení a odhadování
není prakticky realizovatelné). Pokud jsou parametry modelu neznámé, musíme pouºít n¥jakou
sub-optimální metodu. Nej£ast¥ji se pouºívá tzv. metoda ustupujícího horizontu. P°i této metod¥

1. Zvolíme interval °ízení

2. Provedeme syntézu °ízení na intervalu s odhady parametr·, které jsou k dispozici.

3. Z navrºeného °ízení realizujeme jen první krok (vypo£teme jedno optimální °ízení, reali-
zujeme jej a zm¥°íme výstup soustavy).

4. Nová data p°idáme k ostatním a provedeme nový odhad parametr·.

5. Interval °ízení posuneme o jeden krok dop°edu a celou proceduru opakujeme.

8 Sm¥si

8.1 Model sm¥si

Model sm¥si je tvo°en n¥kolika komponentami a modelem ukazovátka.

Komponenty jsou oby£ejné modely (spojité nebo diskrétní), které modelují chování systému v
ur£itém pracovním módu.

Ukazovátko má diskrétní kategorický model a jeho (diskrétní) hodnoty ukazují v kaºdém £ase
na aktivní komponentu (tj. tu komponentu, která nejlépe modeluji aktuální pracovní reºim).
Model má tvar

yt =

nc∑
ct=1

f (yt|ct, ψt,Θct) f (ct|α)

kde nc je po£et komponent, ct je ukazovátko, Θ a α jsou parametry.

8.2 Komponenta

Komponenta modelu sm¥si je oby£ejný model, ozna£ený £íslem (hodnotou ukazovátka). Kom-
ponenty mají v¥t²inou stejnou strukturu a li²í se jen parametry.

8.3 Model ukazovátka

Model ukazovátka je diskrétní kategorický model s pravd¥podobnostní funkcí

c 1 2 · · · nc
f (c|α) α1 α2 · · · αnc
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