1 Piedpovéd modelované veli¢iny

Jestlize sledujeme vyvoj modelované veli¢iny v ¢ase a popisujeme ji pomoci dynamického
modelu, mtZeme se v Case t zajimat o jeji pfedpoveéd v Case t+ k, tedy odhadovat jeji hodnotu
Yirk- Uplny popis predpovédi mizeme vyjadiit opét pomoci podminéné hp

I Werrly (1)) - (1.1)

Castecny popis predpovedi, tedy jeji bodovy odhad (viz Ptilohy 77?), ur¢uje podminéna stiedni
hodnota

Eyyrly(t)] = /* Yerk S Werkly (1) dyey- (1.2)

Vypocet predpovédi se lisi podle (i) poc¢tu kroktt v predpovédi (jednokrokovd, vicekrokova),
(73) parametrt modelu (znameé, neznamé), (iii) formé odhadu (bayesovsky odhad, odhad s
bodovym odhadem parametri, bodovy odhad vystupu), (iv) typu modelu (diskrétni, spojity).

Data pro predpovéd: Pro jednoduchost budeme v této kapitole uvazovat data tvoiend
pouze vystupem soustavy. Nebudeme uvazovat ani fizeni, ani zddnou dalsi externi veli¢inu.

Casové znaceni: Dile budeme uvazovat situaci, kdy jsme v ¢ase ¢, tj. zmé¥Fili jsme hodnotu
yt, piipadné jsme piepocetli statistiky odhadu parametri a mame aposteriorni hp f (O|y (¢)),
pripadné jsme spoditali bodové odhady parametri a nyni se zajimame o hodnotu vystupu k
kroki dopfedu.

1.1 Jednokrokova piFedpovéd

Pro k = 1 dostavame jednokrokovou piedpovéd. O té jsme jiz mluvili diive (viz odstavec
??) jako o odhadu vystupu. Pokud méame model systému se znamymi parametry O, je
situace trividlni. Pfedpovéd vystupu je déna piimo modelem f (y:+1|y (t)) nebo jeho stfedni
hodnotou g1 = E [yse41]y (1)) = fy* Yirrf (e1ly (1)) dyer-

Piiklad [jednokrokova predikce s regresnim modelem]|

Pro regresni model y; = ajys—1 + asys—2 + e, kde e; ~ N (0,7) je jednokrokova prediktivni hp dana

hustotou modelu ) .
fWerly () = N exp {—27, (Y1 — arye — a2yt1)2}

a bodova predpovéd je
Elyirily (V)] = arys + azye—1.

Obecné totiz pro model y; = @ZJ;Q + e; plati:

Elylun, 0] = B[40+ ] = B [40] + B o) = B [410] (13)



D [yslte, 0] = D[40 + et = Dled] =1, (14)

protoze 1/1;9 je konstanta'.

Pokud parametry modelu neznidme, musime postupovat tak, jak jsme uvedli v kapitole o
odhadovani ve vztahu (77)

Fnaly @) = [ Fnialin.©) 7 ©ly (0)de. (1.5

kde jsme doplnili a ihned zase vy-integrovali parametry © a rozvinuli sdruZenou hp podle
fetézového pravidla’.

Hustota pravdépodobnosti predikce, tj. prediktivni hp, je dana integralem ze sou¢inu hp mo-
delu a hp popisujici parametry, tj. aposteriorni hp. S aposteriorni hp jsme se jiz setkali p¥i
odhadu a vime, Ze tuto hp musime postupné vyvijet podle Bayesova vzorce pocinaje od apri-
ornf hp. Predikce modelované veli¢iny s modelem s nezndmymi parametry v sobé tedy obsahuje
implicitné obé ulohy: odhad parametra a predpovéd vystupu.

Poznamka

Jednokrokova predpovéd vystupu (nebo jiné modelované veli¢iny) je velice dileZita. Rada tloh odhadu
i Fizeni je zaloZena na vypoctu chyby predikce é; = y; — 9; jako rozdilu zméfené veli¢iny a jeji predikce.
Dalsi akce se provadi tak, aby se tato chyba zmenSovala. <

1.2 Vicekrokova piFedpovéd

Pro k > 1 v (1.1) hovofime o vicekrokové predpovédi. P¥i jejim odvozeni budeme postupovat
podobné jako p¥i konstrukei jednokrokové predikce s modelem s nezndmymi parametry v (1.5).
Postup budeme ilustrovat na piikladé dvou-krokové predpovédi

f (rsaly (1)) = /

@/ J W2, ye41,Oly (t)) dys41dO =

.
Yt

(rozklad podle fetézového pravidla)

= /* /* f Wer2lyeriy (), 0) f (yeraly (1), 0) £ (Oly () dys+1d© =

Y1
(podminky nezavislosti)

= /@/ f (Yt2ltr12, ©) f (Y1 |e41, ) dyea £ (Oly (1)) dO (1.6)

*

Yer1

!Protoze jak ¢, tak i © jsou v podmince.
2V podmince modelu se misto celé historie uplatni jen regresni vektor ;.



Oznad¢ime-li

[ (Weraly (), 0) _/ [ Wiraltes2, ©) f (Yes1|¥i11, ©) dyrga

Yita

jako prediktor se znamymi parametry modelu, pak prediktivni hp (1.6) lze zapsat podobné
jako v pfipadé jednokrokové piedpovédi (1.5)

f(yrsaly (1) = /@ f (yes2ly (1), ©) F (Bly (t)) dO.

Obecna konstrukce prediktivni hp je jiz jednoduchym zobecnénim uvedeného ptikladu.
Pro k-krokovou predpoved plati

f Werrly (1)) :/e f (Yerly (1), ©) f(Bly (t)) dO, (1.7)
kde
f Werkly (1), ©) :/ / fWerkly @+ k—=1)) - f (ye+1ly (V) dyesn—1 - dyea
Yt+k—1 Yt+1 (1_8)

je k-krokovy prediktor s modelem se zndmymi parametry.

Kritickym mistem p#i vypoctu k-krokové piedpovédi s modelem s neznamymi parametry je
integral v rovnici (1.7). Prediktor dany vztahem (1.8) je dan konvolucemi modelu a ¢asto je
mozno jej vyjadiit analyticky. Problém je ale ve vypo¢tu integralu (1.7), protoze aposteriorni
hp je slozita funkce a jeji konvoluce s prediktorem je vétSinou analyticky nespocitatelna. Jednim
ze zpusobi, jak tuto potiz fesit, miize byt misto aposteriornf{ hp uvazovat jen bodové odhady
parametri (zanedbd se neur¢itost v parametrech a ¢iselné odhady se berou jako piesné). Pro
bodové odhady parametri 6, je mozno formalné psat hp

f@ld() =s(e-6)

ve tvaru Diracovy funkce: § (0) je jedna jinak je rovna nule.

Dosadime do (1.7)a dostaneme

f (reely (1)) = /@ iy (1),0)6 (0~ 60) 40 = f (wly (1), 60) . (19)

To znamend, Zze pro vypoclet predpovédi stadi vzit prediktor (1.8) a na misto neznamych
parametrti dosadit jejich bodové odhady.

1.3 Vicekrokova bodova piFedpovéd

Vypocet vicekrokové predpovédi vystupu s modelem s nezndmymi parametry je tiloha tak
slozité, Ze ji v praxi nelze pouzit. UkdZeme zde proto na piikladech nékteré jednodussi pripady
predpovédi a jeji feSeni.



Predpovéd se spojitym modelem

K vyznamnému zjednoduseni dlohy vicekrokové piredpovédi vystupu systému dojde, jestlize
prejdeme k bodovym odhadim, a to jak pro neznamé parametry modelu (1.9), tak i pro vy-
jadFeni pfedpovédi ve tvaru hodnoty ;. Bodovou pfedpovéd vystupu pro linedrni norméalni
regresni model budeme demonstrovat v néasledujicim piikladeé.

Piiklad [bodova predpoved]

Uvazujme tiikrokovou bodovou predikci s modelem y:r1 = aoy: + a1y:—1 + er s pocatecni podminkou
ye =8 ayi—1=2E 1.

Dostavame:
Prvni krok
Ut+1 = aoye + a1yi—1 = ago + a1é_1,
Druhy krok
Ut+2 = QY41 + 01y = aoPi+1 + a1éo =
= ag (apfo + a1€-1) + a1&o = (a§ + a1) & + aparé_1,
Treti krok

Ut+3 = QoYt+2 T A1Yt+1 = QoYt+2 + A1Gt+1 =
= ap ((G(Z) + @1) o+ CLoa1§—1) + a1 (aoo + a1é—1) =
= (ag + 2aoa1) &o + (a%al + a%) & 4.

Piedpovéd s normalnim modelem, kterou jsme se zabyvali v pfedchozim p¥ikladé, 1ze zobecnit
tim, ze budeme poc¢itat nikoli bodovy odhad pfedpovédi, ale celo-prediktivni hp (samoziejmé
pro znamé parametry nebo parametry dosazené jako bodové odhady). Vyuzijeme toho, ze
konvoluce dvou norméalnich rozdéleni, které pfi vypoctu predpovédi vznikaji, maji opét nor-
malni rozdéleni. Neni proto potieba pocitat celou prediktivni hp (integraly), ale napocitavat
jen stfedni hodnoty a rozptyly. Kone¢né prediktivn{ hp je jimi plné uréena. Postup vypoctu je
néasledujici: misto stfedni hodnoty (coz je deterministicka ¢ast regresniho modelu) dosazujeme
rovnici modelu i se Sumem. Z vysledné hodnoty y;4 pak urc¢ime hledanou stfedni hodnotu a
rozptyl. Situaci ilustruje néasledujici pfiklad.



Piiklad [pfedpovéd pro normalni rozdéleni|

Urcete dvou-krokovou predikci s modelem ;11 = ay: + es41.

2
Yir2 = AYs41 + erpo = a(ays + epq1) + €2 = a“yr + €40 + aepq.

Protoze stfedni hodnota konstanty je konstanta a stfedni hodnota Sumu je nula, je

E [yealy (t)] = a®ye + E lerr2 + aery1] = a’yy.

Protoze plati D [et42] = D [et+1] = r a pfi vytknuti konstanty z rozptylu se tato konstanta umocni na
druhou, bude

D [yrs2y (8)] = D [er42 + aes1] = (14 a®) .
Hp pfedpovédi mé tvar

[ (Weaaly (t) = Nyt+2 (a2yt7 (1 + a2) 7“) :

Predpovéd s diskrétnim modelem

Tak jako ve v8ech ulohach je i zde prace s diskrétnim modelem jednoducha (nemusi se Fesit
zadné integraly a pouze se nasobi a sc¢itaji prvky tabulek). Operace s tabulkami jsou vsak
ponékud nezvyklé a mohou ptsobit problémy. Tuto praci budeme demonstrovat v nasledujicim
piikladé. Tento pifklad byl vybran jako autoregrese prvnfho fadu, coz je piipad obzvlasté
jednoduchy. V obecnéjsim piipadé (napf. pro fizeny model) je prace s tabulkami mnohem

Piiklad [pfedpovéd s diskrétnim modelem)|

Predikci s diskrétnim modelem ukdzeme na tom nejjednodussim prikladu, tj. s nefizenym modelem prvniho
fadu f (y¢|y:—1) zadanym nasledujici tabulkou.

[ (Welyi—1) Yt
Yi—1 1 2
1 ©11 O
2 O12 O

Budeme chtit vyjadrit obecné k-krokovou predikci f (yx|yo) s pocatecni podminkou yo = 1. V tomto
jednoduchém pripadé Ize vysledek vyjadrit analyticky, takze si mizeme dovolit uvazovat parametry
modelu obecné.



Pro lepsi prehlednost odvodime predpovéd pro k = 3 a potom jednoduse zobecnime.
Rozkladem prediktivni pf (podle (1.6), pro k = 3) dostaneme

2 2

Fyslyo) = D fuslya) D f(walyn) £ (walwo) - (1.10)

y2=1 y1=1

F(y2lyo)

Nejprve si vsimnéme dvou-krokové predpovédi f (y2|yo) oznacené svorkou. Jedna se o soucet soucint prvki
tabulky (modelu). Tabulku, ktera zadava model f (y:|ly-), oznaime M s prvky m,; (viimnéte si, ze
indexy u prvka tabulky jsou prehozené - prvni index jde svisle, druhy vodorovné - znaCeni vychazi ze zapisu
podminéné pravdépodobnosti). Dosadime do predchoziho vyrazu pro predpovéd a dostaneme

2 2
1 ! 2
[ (y2lyo) = Z My ,y2Myo,yr = Z My 1 My yo = M'M' = (M/) )

y1=1 y1=1

kde apostrof znadi transpozici a (M’)2 je kvadrat transponované matice. Soucet soucindl prvki tabulek
modelu definuje soucin matic.

Oznacime-li tabulku pf pfedpovédi f (y2|yo) jako Ms bude platit
M, =M'M' atedy My = M>.
Dosadime do tfi-krokové predpovédi (1.10) a s vyuZitim vztahu M, = M? dostaneme

2
F(yslyo) = D f (wslyn) f (y2lyo) = MMy = (Mo M) = (M?)".

y2=1
Jestlize tabulku tri-krokové predpovédi oznacime M; bude platit
Ms = M3,
Pro vétsi prehlednost zavedeme model ciselné: ©1; = 0.3, O3y = 1 — Oy = 0.7 a Oy = 0.6, Oz =
1 —©y)2 = 0.4. Tedy tabulka M’ bude

M- {0.3 0.7}

0.6 04

a prislusnd matice M (transponovana tabulka) je

0.3 0.6
M= {0.7 0.4}

Trikrokova predpovéd f (ys|yo) je reprezentovana matici

w-or-[3 S8 283 11-5 10 20 05

0.7 0.4] (07 04| (0.7 04 0.49 0.58] (0.7 0.4 0.553 0.526

Tabulka predpovédi bude déna transpozici této matice, tedy



f (y3lyo)

Yo | y3=1 y3=2
1 0.447 0.553
2 0.474 0.526

Pro obecnou k-krokovou predpovéd bude platit
M, = M*
a tabulka této predpovédi bude transpozici, tedy

f (yklyo) — (M*)".

Hodnoty tabulky se po vice krocich ustali. Pro k > 9 vypada tabulka nasledovné

f (yklyo)

Yo | k=1 wyr=2
1 0.4615 0.5385 .
0.4615 0.5385

To znamend, ze bez ohledu z jaké hodnoty 1 jsme vychazeli, pro k > 9 predpoviddme y; = 1 s pravdépo-
dobnosti 0.4615 a y, = 2 s pravdépodobnosti 0.5385 (coz neodporuje zdravému rozumu).

Poznamka

Znovu piipomenme, ze jednoduchost uvedeného piikladu je dana tim, Ze jsme mohli vyuZzit maticového
poCtu. V ostatnich ptipadech to jednodusSe nelze a pocitani je mnohem komplikovanéjsi. <
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