1 Odhad spojitého modelu

Model je matematickym popisem vybranych veli¢in sledovaného procesu. Tyto veli¢iny po-
pisujeme stochasticky (pomoci hustot pravdépodobnosti) v zavislosti na jinych vybranych
veli¢indch vétginou jako linearni vazby pomoci diferen¢nich rovnic.

Pti navrhu modelu fe$ime dva kroky:

1. navrh struktury modelu, tj. vybér velicin a poc¢tu krokid jejich zpozdéni, na kterych
modelovand velidina zavisi,

2. urcen{ parametrt modelu, které vyjadiuji konkrétn{ zavislosti ve sledovaném procesu.

Zde se budeme zabyvat druhym bodem - odhadem parametri modelu.

1.1 Bayesovské odhadovani
Parametry z hlediska bayesovstvi

V klasické statistice se odhadované parametry, ale i jiné odhadované veli¢iny, povazuji za
nahodné veli¢iny. Jejich popisem je hustota pravdépodobnosti. Jestlize je pro konstrukci této
hp pouzita jen predbézna (expertni) znalost, hovofime o apriornim popisu. Jestlize jsou dale
vyuZzita i méfend data, dostavame aposteriorni popis.

V piipadé popisu parametrii se jedna o hp f(0©), ktera se nazyva apriorni hp a ktera odrazi
prvotni znalosti o parametrech. V pribéhu odhadovani se méii data d; v ¢asecht = 1,2,--- | T

kde T je horizont intervalu odhadovani. Informace z méfenych dat se postupné vyuziva pro
zptesnéni popisu parametr a puvodni apriorni hp se vyviji na aposteriorni hp

d1 d2 d3 dT
f©) = f@©ld1) — [fOld?2) — - — [(6ldT)

St¥edni hodnota aposteriorni hp vypovida o bodovych odhadech parametr (viz P¥ilohy 77),
kovarian¢ni matice o nepiesnosti odhadi. Pfepocty hp popisujici parametry se provadi na
zékladé Bayesova vztahu.

Bayestv vztah

Vyvoj hp parametrii, tj. postupné upfeshovini hp parametrii podle informace pfFichazejici z
méienych dat dy, da, -+, dy, se provadi podle Bayesova vzorce (viz Prilohy 77?)

F(©Old(t)) o< f (yelipr, ©) f(Old (t — 1)), (1.1)



ktery se pocita pro t = 1,2,---,T a startuje s tzv. apriorni hp f(©]d(0)) = f(©), ktera
odrézi apriorni, expertni znalost.

Vztah (1.1) je moZno zapsat také rovnou pro koncovy cas T

T
F©1d(T)) =[] (welvr,©) £(©ld(0) = Lt (©) f (©1d (0)),
t=1
kde
T
Ly (©) = Hf (ye|e, ©) (1.2)
t=1

je vérohodnostni funkce (likelihood).

7 uvedeného je patrné, Ze bayesovsky odhad je vlastné klasicky odhad maximé&ln{ vérohodnosti
korigovany apriorni hp.

Reprodukovatelné parametrické vyjadieni aposteriorni hp

Vztah (1.1) je rekurze pro funkce. Ta je prakticky nerealizovatelna, proto je tfeba jednotlivé
hp vyjadfit v konkrétnim tvaru, ktery zavisi na koneéném poctu &iselnych charakteristik a
tuto funkcionalni rekurzi pfevést na rekurzi algebraickou pro charakteristiky rozdéleni.'

Navic je tifeba parametrické vyjadieni volit tak, aby pii postupném odhadu v ¢ase nevznikaly
nové a nové charakteristiky, tj, aby se formalni tvar hp parametri reprodukoval. Jinak se tato
hp velmi rychle stane tak slozitou, ze ji prakticky nen{ mozno pocitat v rozumném case.

Napriklad bude-li mit model norméalni rozdéleni, zvolime apriorni hp také jako norméalni. Na-
sobeni normalnich hp vede opé&t na normalni rozdélent, které je uréené svou stfedn{ hodnotou a
rozptylem. Ty je mozno pocitat pfimo ze stfednich hodnot a rozptyli modelu soustavy a apri-
orn{ hp. Dostavame tak rekurzi na ¢islech, nikoli na funkcich. Pokud ma model tuto vlastnost,
fekneme, ze pii odhadu dostavame reprodukujici se aposteriorni hp.

Obecné tento problém vyfesit nelze, ale pro pfipady, kterymi se zde budeme zabyvat, tj. pro
regresni spojity model s normalnim rozdélenim a pro diskrétni model s multinomialnim rozdé-
lenim, takové tzv. adjungované apriorni distribuce na parametrech existuji ve formé inverzniho
Gauss-Wishartova a Dirichletova rozdéleni. Budeme o nich podrobnéji hovofit v nasledujicich
kapitolach.

Ptiklad [odhadovéani bez reprodukce aposteriorni hp]

V tomto prikladu budeme ilustrovat situaci, kdy odhadujeme s modelem, ktery nevede na reprodukujici se
aposteriorni hp.

'Napt. pFepocitat funkci f (z) na g (z) lze jenom tak, ze ji pfepocitame f(z) — g (x) pro kazdy bod z € R.
Jestlize ale je f(z) = exp{az} a g (z) = exp {bx}, pak staci pfepocitat a — b. Cela funkce uz je dana svym
predpisem.



Uvazujme model f (y|a) = ay® — 2ay + 2%+3 pro y € (0, 2) a parametrem a € (—%,. %) . Protoze zname
rozsah parametru @ a nemame o ném zadnou apriorni informaci, budeme apriorni hp volit jako rovnomérnou,
4 3. 3)

tj. f(a) = 5 naintervalua € (-3, 3

V prvnim kroku odhadu naméfime y; a dostaneme

£ (aly) o  (s1]a) f (a) = <y ~day, +

4a + 3 é
5

V druhém kroku

. 4a+3
Flalynoe) o £ onle) £ alyn) = (08 = 20+ 22572 ) (anf = 20 +

5 =

4da+3\ 4
9

Y22, Y1Y3, Y12 Y3, Y3, Y1, Yo a tak dale.

Ptiklad [Odhadovéni s reprodukei aposteriorni hp|

Zde ukazeme odhad s modelem, ktery vede na reprodukujici se aposteriorni hp.

Vezmeme model f (y:|la) = exp{—ay}, vy > 0, a > 0. Jako apriorni hp uvazujme f (a) = exp {—ayo}.
Potom po prvnim kroku odhadu mame

f(alyr) o f (yela) f (a) = exp {—ay1 } exp{—ayo} = exp{—a (y1 + o)},

po druhém
falyr,y2) < exp{—a(y2 +y1 +yo)}

k
7 (aly (k) o< exp {—az%} |
=0

Je zfejmé, ze kdyz oznacCime statistiku odhadu Si = Zf:o yi, pak prepocet statistiky v Case k je

a obecné

Sk = Sk—1 + Y-

Formalni tvar hp parametri se neméni a vzorec pro prepocet statistik ma stale stejny tvar.

Vysledek odhadovani

Vysledkem procedury odhadu je aposteriorni hp
f(©ld(t)),

kterda dava dplny stochasticky popis parametrt - tedy vycet vSech moznych hodnot a jejich
pravdépodobnosti vyskytu. Pokud je to mozné (vétsinou z divodii spoditatelnosti), mélo by
se tam, kde mame nezndmé parametry, pocitat s touto celou distribuci.
Neni-li mozné vyuzit v dalsich vypoctech celou aposteriorni hp nebo potfebujeme-li jako od-
hady ¢isla, mizeme piejit k bodovym odhadtim

6, = E[O|d(t)].
Obé tyto varianty vyuziti procedury odhadovani lze dobfe ilustrovat v dalsim odstavci Odhad
vystupu systému.



Odhad vystupu

Piedpovéd vystupu je popsana prediktivni hp f (y:|¢, d (t — 1)) . ProtoZze parametry © obecné
neznime, nesmi se vyskytovat v podmince.?
Prediktivni hp dostaneme tak, ze modelujeme obé neznamé veli¢iny y; i © pomoci sdruzené

hp, kterou rozlozime podle Fetézového pravidla a integrujeme pies O, abychom dostali popis
jen pro vystup y;

Fnlind (= 1) = [ f (.l d (e = 1)) d0 =

= [ 1 lv0) £ (©ld(t - 1) de. (1.3

kde chybéjici veli¢iny v podminkach vypadly z davodu nezavislosti. Pfedpovéd vystupu v ¢ase
t (jako nahodné veliciny) je tedy dana modelem f (y|1y, ©) a vyjadfenim neznamého para-
metru pomoci aposteriorni hp parametrat f (©]d (¢t —1)).

Poznamka

Dobfe si vSimnéte, jak bayesovstvi zachézi s neznamou veliinou (tady parametrem). Kazdého by
napadlo: mam model a potfebuji do n€ého parametr. Udélam odhad a ten tam dosadim. To ale neni
optiméalni. Spravné je pouZiti tplné pravdépodobnosti tak jako v (1.3). Do modelu postupné dosazuji
vSechny mozné hodnoty parametri a pocitam vazeny prumér - dosazeni a s¢itani déla integrél, vahy
jsou dany aposteriorni hp. <

Bodovy odhad vystupu

Bodovy odhad parametru zkonstruovany s pomoci aposteriorni hp je (viz P¥iloha ?7) podmi-
néné stiedni hodnota parametru

O, =E[0|d(t) = . Of (0|d(t))de. (1.4)

Tento bodovy odhad uZ neni aplny, ale jen ¢aste¢ny popis parametru (napf. stiedni hodnota
nic neffka o rozptylu). Pokud je ale aposteriorni hp dostate¢né §tihla“, a to ona po spravném
odhadu je,® je mozno ji nahradit Diracovym impulzem § (@ — (:)t>, kde § (0) je jedna a jinde
nula, tedy

F(Old(t 1)) —>5(@—ét_1). (1.5)

2Jinak bychom tuto hp nemohli pfimo pouZit - neméli bychom za © co dosadit. Parametry ale potfebujeme
pro model. Proto musime odhad © zabudovat do konstrukce prediktivni hp.
3P#i odhadu ziskavame informaci, tim klesa neurcitost a s ni i rozptyl odhadu.



Dosadime za aposteriorn{ hp a dostaneme
[ (e, d(t = 1)) = /@* [ (ytlr,©) 6 (@ - ét—l) e = f (thJt, C:)1:—1> : (1.6)

Vysledek je pravé ten, ktery bychom cekali. Jestlize méme model s neznamymi parametry a
spocteme bodové odhady parametri, pak tyto bodové odhady pouzijeme misto neznamych
parametri. Nedostdvame optimalni Fefeni, ale pro ,Stihlou aposteriorni hp“ je to feSeni casto
prijatelné.

1.2 Odhad parametri regresniho modelu
Odhad parametri normalniho regresniho modelu na zakladé apriorni informace a dat d(t)

méfenych prabézné na systému provedeme na zakladé Bayesova vzorce (1.1) s modelem (?7?)
a vhodné zvolenou apriorni hp f (0]d(0)) = f(©).

Model

Regresni model s regresnim vektorem ¢, jemu odpovidajicim vektorem regresnich koeficientt
0 a normalnim Sumem s rozptylem r mé tvar

F (. ©) = jﬂr—% exp {—; (- ¢;e)2} |

Pro ucely odhadu je vyhodné tuto hp (vyraz v exponentu) upravit do nasledujictho tvaru (viz
Piiloha ??, rovnice (?7))

F (i, ©) = \/12?70—0-5 exp{—;T 18] D, [ ) H (1.7)

kde Dy = [ it ] [yt, 1,[);} je tzv. datova matice.
t

Dale v Ptiloze 7?7 v rovnici (?7) je uveden tvar aposteriorni hp, ktery odpovida normélnimu
regresnimu modelu (jedné se o tzv. konjugovanou aposteriorni hp k normalnimu regresnimu
modelu, tj. takovy popis parametril, jehoz tvar se pii odhadu podle Bayesova vzorce reprodu-
kuje)

f(©]d (1)) o< 7725 exp {—; (10 V- [ _91 ]} (1.8)

kde V; a k; jsou statistiky odhadu. Pro ¢asovy okamzik ¢ vzorec s 7 = t udava aposteriorni
hp, pro 7=t — 1 je to apriorni hp.



Rekurze pro statistiku

Dosazenim do Bayesova vzorce (1.1) dostaneme

1 -1
p 05k exp{—% [—1 9'] Vi [ 0 ]} o

aposteriorni hp

- 1 1 sk 1 1
xr 0'5exp{—2r[—19’]Dt[ 0 ]}r 0.5 1exp{—2r [—19/] Vt1[ 9 }},

model apriorni hp

odkud porovnanim obou stran tohoto vztahu dostaneme rovnice pro pfepocet statistik

Vi = Vioi+ Dy, (1.9)
Kt = Ke—1+ 1. (1.10)

Uvedené statistiky se nazyvaji: V - rozsifena informaéni matice, k - pocitadlo vzorkt a datova
matice Dy. je

DtZ[Zi][yt %ZJ;],

Algoritmus odhadu

Postup odhadu parametra je néasledujici:

1. Konstrukce apriorni hp f (0|d (0)). Obecné to neni jednoducha zalezitost. Jedna se o pie-
vod pfedpokladi nebo pozadavki tykajicich se parametri © (jako tfeba © mé nezaporné
prvky, nebo mensi nez né&jaka horni hranice apod.) do apriornich statistik konstruované
apriorni hp.

Vystupem jsou apriorni statistiky Vp a kg a z nich zkonstruované apriorni hp podle (1.8)
s dosazenymi apriornfmi statistikami.

2. Meéfeni dat dy,da, -+ kde d = {y, u} a prubé&zny prepocet statistik podle vztaht (1.9) a
(1.10) t.
Vi=Vii+ Dy a kg = Kke—1 + 1.
Vystupem jsou aposteriorni statistiky V; a x;.

3. Konstrukce aposteriorni hp f (©|d (t)) dosazenim do vztahu (1.8) s 7 = ¢ a statistikami
V;fa Rt-
Vystupem je aposteriorni hp f (©|d (t)).



4. Vypocet bodovych odhadt 6, (jsou-li potieba). Bodové odhady jsou dany jako podmi-
néna stfedni hodnota (viz Pfiloha 77?)

&= B[0ld(t)] = /@ Of (0ld (1)) dO.

V Priloze ?7, v rovnicich (??) a (??) je ukdzéano, ze plati

R v, -V vy
O =V, Wy, =~ ”. (1.11)
t

Matice Vi, a vektor V,, ,, dostaneme rozdélenim informacni matice V; na submatice

w:[ Yy Vﬂ, (1.12)
Vyw V¢

kde V,, je skaldr, V, je sloupcovy vektor, Vylw je fadkovy vektor a Vi, je Ctvercovd matice
a

K¢ je pocitadlo datovych vzorki, pro které plati k; = k-1 +1, 7=1,2---t s poCatecni
hodnotou kg (apriorni statistika).

Vysledkem uvedeného algoritmu je:

e konstrukce aposteriorni hp podle bodu 3,

e bodové odhady parametra (1.11).

Bodovy odhad vystupu s bodovym odhadem parametru
St¥edni hodnotu vystupu y; (tedy jeho optimélni odhad) dostaneme p¥imo z modelu takto
g =Elyltr,dt-1)]=FE [wéét + et] = 6.

To znamend, 7e do modelu bez sumu® dosadime data a odhady parametri a jednoduge spoé-
teme vystup.

Odhadovani parametri regresniho modelu a jeho vystupu budeme ilustrovat na prikladech.

Priklad |odhad regresniho modelu]
Simulujte spojity dynamicky systém popsany regresnim modelem 2. fadu s regresnim vektorem

!
Y = [ug, Y1, U1, Ye—2, Ug—2, 1],

“Odhadem je stfedni hodnota. St¥edni hodnota $umu je nula, takZe predikce se provadi jakoby s modelem
bez Sumu.



jemu odpovidajicimi regresnimi koeficienty
6=1[1, 0.6, 0.5, —0.2, —0.3, 0.1’
a rozptylem Sumu r = 0.01. Odhadnéte parametry © = {6, r} tohoto systému.
Simulace se provadi s pomoci modelu (o = /r = 0.1)
Y = 0,0 + oer = up + 0.6y + 05w — 0.2y¢—5 — 0.3us_o + 0.1 + 0.1ey,
kde

et ~ N, (0,1) je realizace standardniho norméalniho Sumu, v je regresni vektor ze zadani Glohy, 6 jsou
regresni koeficienty a o je smérodatna odchylka Sumu.

Pro odhad vytvarime rozsifeny regresni vektor

U= [y, 1] (1.13)
prot=1,2,---,n,, se kterym prepocitdvame informacni matici a pocitadlo

Vi = Vi + W0,
Ky = kg1 +1,
s pocatecnimi (apriornimi) hodnotami Vj a «o.
Bodové odhady urcime rozkladem informacni matice podle (?7?)
v, Vv,
Vi = { v y } ,
Vo Vi

a dale podle vzorci
"1
Vy = ViV Vi

0, =V, Vyy a i = o (1.14)
Podrobné feseni je uvedeno v néasledujicim programu
cle, clear all
// Simulation and estimation of second order
// regression model
nt=100; // number of data
// SIMULATION
th=[1 .6 .5 —2 —.3 .1]"; // regression coefficients
r=.01; // noise variance
s=sqrt(r); // standard deviation of noise
y=zeros (1,nt); // zero initial conditions + declar.
u=ones (1 ,nt)+rand (1,nt); // input declaration
// time loop for simulation
for t=3:nt

psi=[u(t) y(t—1) u(t—-1) y(t-2) u(t-2) 1]7;



y(t)=psi’«th + s*randn;
end

/] ESTIMATION

V=zeros (7); // initial statistics

// time loop for estimation

for t=3:nt
Psi=[y(t) u(t) y(t—=1) u(t—=1) y(t=2) u(t=2) 1];
V=V+4Psi*Psi’;

end

Vy=V(1,1);

Vyp=V(2:end ,1);

Vp=V(2:end,2:end);

Eth—inv (Vp)*Vyp; // point est. of regr. coeff.

Cth=(Vy—Vyp’sinv (Vp)«Vyp)/nt; // point est. of noise var.

// print
Simulated noise variance=r
Estimated noise variance=Cth

Vysledky programu jsou na obréazcich

Simulated input and output Simulated and estimated regression coefficients
4.5 T T . T 12 T T T T T T
- simulated
At E 1k I -:timated |
F5 nal
3 L
0Ef
25}
04F
2 L
02F
1484
1 E
0ar input .2r
output
o 1 1 1 T 0.4 1 1 1 1 1 1
a 20 40 g0 ] 100 1 2 3 4 i 53

Piiklad [bodovy odhad regresniho modelu]

Alternativni postup pfi odhadu parametri normalniho regresniho modelu vychazejici z metody nejmensich
ctvercti (ktery je ale s pfedchozim zptisobem ekvivalentni) je nasledujici.

Do rovnice regresniho modelu (z predchoziho prikladu)



Yr = bour + a1ye—1 + brug—1 + asyr—2 + bous_o +k + e

postupné dosazujeme mérena data a rovnice prot =1,2,--- , N piSeme pod sebe

y1 = bouy + a1yo + brug + asy—1 +bou_1 + k + €1
Y2 = boug + ar1y1 + biuy + agyo + bauo + k + e

yn = boun + a1yn—1 +biun—_1 + a2yn—2 +boun_o + k +en.

Vytvorenou soustavu rovnic zapiSeme maticové

Y =00+ F,

kde Y je vektor modelované veliiny 1;, ¥ je matice regresnich vektort v fadcich, 6 je vektor parametri v
poradi odpovidajicim poradi veliCiny v regresnim vektoru a F je vektor Sum.

Pro uvazovany model bude mit soustava tvar

bo

Y1 ur Yo U y-1  u-q 1 ax €1

Y2 | _ | w2 w0 uy Yo ug 1 b1 L] e
as

YN UN YN-1 UN-1 YN-—2 Un-—2 1 bo en
k

Bodovy odhad parametri je
0= (V) vy,

odhad rozptylu Sumu je
P=Y' (v -6v) =Y'E,

kde £, =Y — 0w je vektor chyb predikce Y, = 0.

Poznamka

7 porovnani obou uvedenych piikladi plyne

Y'Y =V, YU =V, a W=V,

10



2 Odhad diskrétniho a logistického modelu

2.1 Odhad parametrd diskrétniho modelu

Diskrétni model popisuje systém, v némz jsou vSechny veli¢iny diskrétni. Model je reprezen-
tovan tabulkou pravdépodobnosti. Model i tlohy s nim spojené jsou velice jednoduché, ale

e prace s tabulkami mtze byt ponékud nezvykl4,

e pokud maji veli¢iny vét$i pocet riznych hodnot, bude tabulka modelu netnosné velika.
V tom piipadé je lépe piejit na logistickou regresi.

Model a jeho soudinovy tvar

Model (??) obsahuje parametry O, (pravdépodobnosti jednotlivych konfiguraci rozsifeného

regresniho vektoru ¥, = [yt, 1/1,/5} ), které jsou v obecném pFipadé neznamé, a tak je tieba je
odhadovat z méfFenych dat. Pro odhad pouzijeme Bayesiiv vzorec (1.1), diskrétni model (7?) a
vhodné zvoleny apriorni model parametri f (©|d (0)) = f (©). Dle odstavce 1.1 o analytickém
tvaru hp parametr a o reprodukovatelnosti jeji struktury je tfeba tuto hp parametrd zvolit
v analytickém tvaru, a to takovém, aby se pfi postupném néasobeni modelem soustavy jeho
analyticky tvar reprodukoval. Za timto uelem piepiSeme model soustavy (??7) formélné do
tzv. sou¢inového tvaru
f (thJt, H @yhilw tht

ylhew*

kde y[i je multiindex (tj. vektorovy index), ktery miize nabyvat vSech moznych konfiguraci
hodnot pfipustnych pro jednotlivé veli¢iny v ném obsazenych; ¥* je mnoZina v8ech takovych
konfiguraci; symbol § (y|¢, y|tr) je Kroneckerova funkce, kterd se rovna jedné, kdyz plati
Yl = yelthe (8. y = yr a 1 = Y1, aZ Py, = P, ), v ostatnich pripadech je rovna nule.

Ptiklad [model falesné mince|

Pro model falesné koruny (y = 1 je lic, y = 2 je rub) lze zapsat jednotlivé pravdépodobnosti ve tvaru
fly=1)=p1a f(y=2)=pe, kde p1, p2 > 0 a p1 + p2 = 1. Tento model miizeme zapsat nasledovné:

F(y) =" Hp"(“

Statistika

Ptepis do sou¢inového tvaru je ¢isté formalni zalezitost. Pro vSechna y|¢ # y.|¢y dostavame
0% = 1 a jen pro yli = y|1; je O = Oy, |y, - Nicmeéné je pro nds souinovy tvar navodem, jak

11



volit apriorni model parametri. Ten piSeme ve tvaru Dirichletova rozdéleni - viz P¥ilohy 77

Vylap;0
f(eld(© H G)ylw ’
ylpev*

kde vy,0 je apriorni statistika (pro ¢as t = 0) pro odhad parametru ©. Tato statistika je
matice stejnych rozméra jako ©. Podobné jako model ji miZzeme reprezentovat pomoci tabulky.
Pocatecni statistika ma tedy nasledujici tvar

Vyly;0 (2.1)
[uo,y-1] [yo=1 yo=2
1,1 V11 Vo11
1,2 V2 V212
2,1 Vi1 V221
2,2 Vijg2  V2j22

Piepodet statistiky

Piedchozi odvozené vztahy dosadime do Bayesova vzorce (1.1) a dostaneme pro ¢ = 1

F(Old1 H @y‘zjwyl\%) H @Z‘yq\;uoz
yle‘I’* ylypew*

—
model apriorni

novéa statistika
~

Syl i) +vygo Vylaps1
= II o, = II o, )

ylypev* ylypew*

aposteriorni

kde
Vyls1 = 0 (Y19, y111) + vy g0

je statistika modelu parametra f(©|d (1)) pro ¢as t = 1.

Dale méfime data prot =2,3,--- , N a pfepocitavime statistiku v podle obecného vzorce

Vylyst = 0 (Y0, Yele) + Vyjse—1- (2.2)

Vyznam piepoctu statistiky ne nasledujici: Po kazdém zméfeni dat pficteme jednicku do toho
policka statistiky (viz (2.1)), které odpovida dané konfiguraci hodnot rozsifeného regresniho
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vektoru y¢ |1y, Kazdé policko tedy obsahuje pocet, kolikrat piislugna konfigurace hodnot dosud
nastala.

Aposteriorni hp parametra se statistikou 14 ma tvar

ECTIGIE J ICH (2.3)

ylpew*

Bodovy odhad parametri
Bodovy odhad parametru O je (viz P¥ilohy 77?)

N Uy laly-

O, = vt (2.4)
st )

4 ZyEy" ylst

coz zcela odpovida statistické definici pravdépodobnosti jevu oznaceného indexem y|i. Pro
kazdou konfiguraci regresniho vektoru i je v ¢itateli pocet p¥ipadl, kolikrat nastala dana
hodnota y v ramci tohoto regresniho vektoru (pocet piiznivych pokusii) a ve jmenovateli je
celkovy pocet pokust.

Tabulka bodovych odhadi mé stejny tvar jako samotny parametr nebo statistika

o, (2.5)

[ug, yr—1] | ye=1 yr=2
1,1 O111;6 Ogjuye

1,2 @1\12;15 @2|12;t
2,1 (?1\21;7& Ci)2|21;1‘,
2,2 O1j22:¢  Og22it

?

a prvky této tabulky se pocitaji podle vzorce (2.4).

Bodovy odhad vystupu

Podobné jako v pripadé spojitého regresniho modelu i pro diskrétni model s neznamymi para-
metry je mozno neznamé parametry nahradit jejich bodovymi odhady - z tabulky (viz (2.1))
vezmeme Tadek odpovidajici kombinaci hodnot v regresnimu vektoru ¢, a v ném jako odhad
7 vystupu gy vezmeme tu hodnotu, kterd ma vétsi pravdépodobnost.
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Piiklad [odhad s diskrétnim modelem]|

V dopravni oblasti byly sledovany nehody a byly rozliseny podle zavaznosti na lehké (jen hmotna Skoda)
a tézké (vazné zranéni nebo smrt). Nehody jako modelovanou veli¢inu oznacime y; (kde ¢ nyni oznacuje
poradi nehody, nikoli ¢as) s hodnotami y; = 1 - lehka nehoda a y; = 2 - tézka nehoda. Predpokladame,
Ze na typ nehody maji hlavni vliv nasledujici veliCiny: 7 - rychlost (1 normalni, 2 velka), 15 - pocasi (1
sucho, 2 mokro) a 13 - osvétleni (1 svétlo, 2 tma).

Po dobu jednoho roku jsme mérili data a ziskali 18 nasledujicich zaznama.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

w (1 1. 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 1
v |1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 1 2 2 1
Yo |12 101 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2
Y31 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1

Model pro popis nehod podle (??) s vyuzitim mérenych dat bude mit tvarf (y:|v;) s nasledujici tabulkou

Oyl
[Ul;h V2:t, U3;t] yu=1 y=2
[1 1 1] @1\111 92|111
[112] @1\112 @2|112
[121] @1\121 92|121
[122] @1\122 92|122
[211] @1\211 @2|211
[212] @1\212 @2|212
[221] @1\221 @2|221
[2 2 2] @1\222 @2|222

Statistika odhadu podle (2.1) je reprezentovana stejnou tabulkou. Aktualizace statistiky zacina s apriorni
tabulkou a dale pokracuje podle vzorce (2.2), ktery fika: pro kazdé t = 1,2, --- , n; podle hodnot pfislusnych
veli€in y; a ¥ = [v1,, Vo, ’Ug;t]/ najdéte v tabulce odpovidajici policko a k nému prictéte jednicku.

V nasem prikladé zvolime nulovou apriorni tabulku, ktera odpovidd nulové apriorni informaci. S touto
nulovou pocatecni statistikou vy dostaneme odhadovou statistiku

Vylep;0
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[V1;6, V2s, V3] | ye =1 Yy =2
1] 0 0
[112] 1 0
[121] 2 0
[122] 3 1
211] 0 1
212] 3 1
221] 1 2
[222] 2 1

odkud (prostou normalizaci Fadka tabulky na soucet jedna) dostaneme odhad parametrd modelu.

Gy\w;nt
[V, Vo, V3] | ye =1 yr =2

M111]

[112] 1 0
[121] 1 0
122 34 1/4
211] 0 1
212] 34 1/4
221] 13 23
222] 2/3  1/3

Vysledek je pomérné Spatny. Parametry v prvnim radku nelze urcit (zde statistika nebyla viibec prepoctena),
radek 2,3 a 5 je deterministicky (ve skutecnosti je to dano tim, ze do téchto radka prisel jen jediny Gdaj)
a ostatni radky vypadaji Iépe, nicméné kazdy radek odpovida pokusu s hodem minci. Umime si predstavit,
kolik hodti je tfeba, abychom alespon trochu objektivné posoudili pravdépodobnosti jejich stran. Podle
hodnot statistiky vidime, ze do téchto radkid jsou zapocteny maximalné Ctyri adaje. To je velmi mélo a
je zrejmé, ze vzhledem k dimenzi tabulky statistiky mame netGnosné malo dat. Nedostatek dat v téchto
pripadech je velmi Casty a je tfeba moznosti Glohy v takovém pripadé dobre zvazit.

Jednou z mozZnosti, jak Fesit nedostatek dat, je uvazovat dalsi informaci a tou je informace expertni. V
krajnim pftipadé je dokonce mozné postavit model na expertni (apriorni) informaci a zmérena data pouzit
jen k jakési korekci modelu. Tuto moznost ukazeme v dalsi ¢asti prikladu.

Apriorni statistiku je mozno sestavit takto: pro vSechny radky tabulky (tj. pro vSechny mozné regresni
vektory)

1. urCime, jaké pravdépodobnosti bychom priradili hodnotam g pro konkrétni kombinaci hodnot ),

2. tyto pravdépodobnosti nasobime Cislem, které vyjadfuje miru dtivéry k nasemu pfrirazeni.

Napf.: prvni regresni vektor v tabulce je ¢ = [1, 1, 1]', tj. rychlost = normalni, pocasi = sucho, svétlo =
dobré. V této situaci rozhodujeme o typu nehody. Mazeme fici, Ze jsou to idealni podminky, a tak nehoda
mize byt jen lehka. Volime proto prvni radek statistiky

Vi11150] = [9» 1]~
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To odpovida 10 ddajam o nehodach, z nichz 9 bylo lehkych a 1 tézka.

Druhy regresni vektor v tabulce je v = [1, 1, 2] - rychlost = normalni, pocasi = sucho, svétlo = Sero. Za

Sera jsou nékdy podminky jizdy oSemetné zvlasté pro chodce, ktefi jsou Spatné vidét. Proto volime
Vi112;0] = (1, 4],

coz odpovida péti zdznamim, jeden s lehkou a Ctyfi s tézkou nehodou.

Stejné budeme pokracovat i pro dalsi regresni vektory, a tak ziskdme nasledujici tabulku pro apriorni statis-
tiku.

Yo
[v1, vo,v3] |y=1 y=2
[111] 9 1
[112] 1 4
[121] 2 2
[122] 2 3
[211] 3 2
[212] 3 7
[221] 3 7
[222] 1 9
Odhadem z dat ziskdme parametry:
Oylin, (2.6)
[V, Vo, V3] | yr =1 yr =2
[111] 9/10 1/10
[112] 1/3 2/3
[121] 2/3 1/3
[122] 5/9 4/9
[211] 1/2 1/2
[212] 3/7 4/7
[221] 4/13 9/13
[222] 3/13  10/13

V radku, kde neprisla zadna data (napt 1. radek), ziistaly apriorni odhady. Tam, kam data prisla, je
apriorni informace korigovana daty.
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2.2 Odhad parametri logistického modelu

V piipad€, kdy modelovana veli¢ina je diskrétni a zavisi jak na diskrétnich tak i na spojitych
veli¢inach, pouzijeme model logistické regrese. Tento model lze pouzit i v pFipadé, kdy vSechny
veli¢iny jsou diskrétni ale maji velky pocet riznych hodnot, takze ¢isté diskrétni model by mél
prilis vysokou dimenzi.

Zde se budeme zabyvat odhadem modelu zavedeného podle (?7?, 7?7), tedy modelem, ktery mé
tvar

logit (p) = 7/);@ + ey,

kde py = P (y: = 1|¢x) a y € {0, 1}, P je pravdépodobnost a y; je dvouhodnotovy vystup.
Y je regresni vektor externich veli¢in, napt. “pocasi” s hodnotami sucho, mokro, ndmraza
nebo “den v tydnu” s hodnotami v8edni den, vikend. Parametry modelu jsou prvky vektoru ©.
Tyto parametry se odhaduji na zékladé zméfené mnoziny dat d (t) = {y,, - }-_, , kde y, jsou
skalary a ¢, = [1, 21,7, T2.7, - - :z:n;T]' je sloupcovy vektor hodnot nezéavislé proménné. Jednicka
na zacatku je pfidana pro odhad konstanty modelu.

vvvvvv

a my se s nim zde nebudeme zabyvat.

Odhad logistického modelu

Tato tloha nem4 reprodukujici se statistiku. Odhad se provadi jednorazové metodou ML (ma-
ximum likelihood) pro cely shromézdény datovy vzorek. Za timto ucelem konstruujeme loga-
ritmus vérohodnostni funkce

t
L (©) =[] f(lvr ©)
=1

jako soucin modelt (?7?), kde plati (??). Po dosazeni a drobnych tpravach dostaneme

t
exp (yrzr)
InL(©) =In HHeXp = [yrzr —In(1+exp (27))],

T=1
kde z; = 1,0

Bodové odhady lezi v maximu logaritmu vérohodnostni funkce. Toto maximum lze vyhodné
nalézt Newtonovou metodou, protoze jak gradient (prvni derivace), tak i Hessovu matici (druha
derivace) je mozno vyjadiit v analytickém tvaru. Odvozeni je uvedeno v Piiloze 77.

Predpovéd vystupu
Logistickou regresi nejspise délame proto, abychom byli schopni pro dany regresni vektor od-

hadnout (pro jednotnost s pfedchozim vykladem ¥ikame pfedpovédét) hodnotu odpovidajiciho
vystupu.
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Toho lze dosahnout tak, 7e bodové odhady ©; dosadime do modelu (??), (7?) a pro libovolny
regresni vektor v, dostaviame odhad® pravdépodobnosti hodnot ¥

exp (yw’@t)
14exp (0/6;)

7 (v, 61) =

Bodovou predikci § pro regresni vektor 1 uréime jako podminénou stfedni hodnotu®
exp (Wét)
1+ exp (z// ét>

1
§=Elyle,d] =Y uf (vlv.0:) =
y=0

Pokud pozadujeme bodovou predikei pouze v p¥ipustnych hodnotach {0, 1}, ziskanou hodnotu
y zaokrouhlime (pro ¢ < 0.5 na hodnotu 0 a pro § > 0.5 na hodnotu 1).

Piiklad [odhad logistické regrese 1|

Uvazujme diskrétni veliinu y zavislou na dvou veli€inach regresniho vektoru ¢ = [1)1,12]. Tyto veli€iny
modelujeme jako normalni nahodné veliiny ¥ ~ N (—0.1, 0.25) a ¥ ~ N (0.3, 1). Hodnoty y jsou
prifazeny nasledovné

1 29 — 1
y:{ pro 21—ty +e>1 (2.7)

0  jinde
kde e ~ N (0, 1) je Sum. Mame provést logistickou regresi téchto dat.

Reseni je dano v programu T23LogRegM.m, ktery je mozno nalézt v kapitole 77 Programy na str. 77 .
Pro odhad byl pouzit vzorek 50 dat. Vysledek demonstrovany na dvaceti nasledujicich (testovacich) datech
je na obrazku.

Predikce s logistickym modelem

i 0 80 @ © ©0¢
X
80E
é X
k3
Q06 X
o
.‘8 X
gM’ O output
=1 X probab(y=1)
B
> 02 point estimate
S Xy
x X
X X X
or O+ ® & 000RD®® & X ®

0 20

5 10 15
poradi regresnich vektoru

Z obrazku je vidét, ze bodové odhady (+) vétsinou spravné sedi na hodnotach vystupu (o), ale pravdépo-
dobnosti predikei (x) vykazuji urcity stupen neurcitosti. Ta je dana pouzitym heuristickym generatorem dat
a Sumem e, ktery jsme do dat pricetli pfi urovani hodnot vystupu (2.7).

SPigeme odhad, protoZe spravné pravdépodobnosti bychom dostali nikoli dosazenim bodovych odhadii, ale
néasobenim aposteriorni hp a integraci pfed parametry ©. To je ale pfili§ slozité.
657 nasledujiciho vzorce je patrné, ze plati § = f (y|¢, (:)t> =P ( = 1|v, C:)t) .
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Piiklad [odhad s logistickym modelem 2|

Uvazujme systém s vystupem y € {1,2} a dalsimi velicinami, které tvofi regresni vektor ¢ = [1)1, %2, 93],
¥; € {1,2}. Dale jsme zmérili data d () = d (5), ktera jsou uvedena v nasledujici tabulce.

data P y
1 2,2,2] |1
2 | [1,2,2] |2
3 1,1,1] |1
4 |11 |1
5 [1,1,1] | 2

Data jsou pod vlivem Sumu. Je vidét, Ze posledni tfi datové polozky jsou ve sporu. Treti a Ctvrta Fika, ze
regresnimu vektoru [1,1, 1] odpovid4d hodnota jedna, zatimco u paté polozky je to dvojka.

Cilem prikladu je provést odhad koeficientii logistické regrese, urCit predikce pro y a ukazat, jak je provedena
klasifikace.

Pro odhad a predikci je opét mozno pouzit program z m-souboru T23LogRegM.m, ktery je uveden na str.
??. Odtud je mozno ziskat vysledky:

Rovnice logistické regrese
logit (y) = bo + b1y + batha + b3ihs + bathy (2.8)

Parametry regrese

bo b1 bo b3
2928 -63.22 16.49 16.76

V nasledujici tabulce jsou uvedeny mérené hodnoty regresnich vektor v, vystupu vy, predikované hodnoty
vystupu y; - pravdépodobnosti P (y; = 1) a bodové odhady §; (zaokrouhlené hodnoty pravdépodobnosi).

t Y ye | Plyr=1) | 4
1 [ [2,22] |1 0 1
2 | [1,2,2] | 2 1 2
3 1[,1,1] |1 0.33 1
4 | [1,1,1] |1 0.33 1
5 | [1,1,1] | 2 0.33 1

Z tabulky je patrné, ze predikce pro hodnoty regresniho vektoru, pfi kterych se vyskytovaly sporné hodnoty
vystupu, nemaji pravdépodobnost nula nebo jedna. Tyto predikce fikaji, ze jejich hodnoty jsou nejisté, ale
priklanéji se k hodnoté nula, protoze nula odpovidala dvéma pripadiim dat, zatimco jednicka pouze jednomu.
Ostatni predikce jsou spravné a presné.
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