
1 Stav, stavový model a odhad stavu

1.1 Stav

Stav xt je veli£ina systému, kterou nelze m¥°it a která se (na rozdíl od parametr·) v m¥ní
£ase. Aby veli£ina mohla být stavem, musí platit, ºe v kaºdém £asovém okamºiku t v sob¥
zahrnuje ve²kerou informaci ze svého minulého vývoje. Pokud známe jeho hodnotu a aktuální
°ízení, jsme schopni spo£ítat distribuci jeho budoucí hodnoty.

P°íklad [pojem stavu]

Uvaºujme systém spojený s m¥stskou °ízenou £ty°-ramennou k°iºovatkou. V ramenech k°iºovatky m¥°íme
intenzitu provozu a zaznamenáváme pom¥ry zelené na semaforu. Zajímáme se o délky kolon v k°iºovatce.
Tato veli£ina �vektor délek kolon v k°iºovatce� je v této úloze stavem. Nelze ji p°ímo m¥°it a máme-li délku
kolony a víme-li, jaké °ízení bude pouºito, m·ºeme po£ítat budoucí délku kolony. P°i£teme v²echna auta, co
p°ijela do kolony p°ed semaforem, a ode£teme v²echna auta, co odjela na zelenou. R·zné délky aut a dal²í
zaokrouhlení spojená s periodou vzorkování zahrneme do ²umu. Tento ²um vná²í do výpo£t· neur£itost.

1.2 Stavový model

Model stavové veli£iny je reprezentován dv¥ma vztahy: modelem stavu a modelem vý-

stupu. Pro oba modely se uvaºuje normální rozd¥lení

� model dynamiky stavu

f (xt+1|xt, ut) = Nxt+1 (Mxt +Nut, rx) , (1.1)

� model m¥°ení výstupu

f (yt|xt, ut) = Nyt (Axt +But, ry) , (1.2)

kde Nx a Ny zna£í normální rozd¥lení.

Oba modely lze vyjád°it jako rovnice

xt+1 = Mxt +Nut + wt (1.3)

yt = Axt +But + vt (1.4)

kde wt ∼ Nw (0, rx) a et ∼ Ne (0, ry) .

1.3 Odhad stavu

Cílem je odhad stavu xt pro t = 1, 2, · · · Odhad stavu je podobn¥ jako odhad parametr· dán
hp stavu za podmínky zm¥°ených dat f (xt|d (t)). V úloze rekurzivního odhadu parametr·
(??) existoval jen posun £asu p°i vzorkování dat. P°i odhadu stavu existují posuny dva:
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� posun £asu v datech - tzv. �ltrace, p°i které se informace z nov¥ zm¥°ených dat vkládá
prost°ednictvím modelu výstupu do odhadu stavu; jde o p°epo£et f (xt|d (t− 1))→ f (xt|d (t))
a

� posun £asu ve stavu - tzv. predikce, p°i které se stav predikuje podle modelu dynamiky
stavu �naslepo�, aniº by se m¥°ila nová data; jde o p°epo£et f (xt|d (t))→ f (xt+1|d (t)).
Uvedené p°epo£ty hp jsou následující

f (xt|d (t)) =
f (yt|xt, ut) f (xt|d (t− 1))

f (yt|ut, d (t− 1))
(1.5)

f (xt+1|d (t)) =

ˆ
x∗
t

f (xt+1|xt, ut) f (xt|d (t)) dxt, (1.6)

kde

• f (xt|d (t− 1)) ∼ N
(
xt|t−1, Rt|t−1

)
je popis stavu, který vstupuje do KF a který závisí

na datech do £asu t− 1.
xt|t−1, Rt|t−1 jsou charakteristiky tohoto popisu - st°ední hodnota a kovarian£ní matice.

• f (xt|d (t)) ∼ N
(
xt|t, Rt|t

)
je popis stavu po �ltraci v okamºiku, kdy je odhad stavu

korigován podle aktuáln¥ zm¥°eného výstupu yt; tento odhad závisí na datech d (t) =
{yt, d (t− 1)}.
Charakteristiky popisu jsou xt|t, Rt|t.

• f (xt+1|d (t)) ∼ N
(
xt+1|t, Rt+1|t

)
je popis stavu po predikci, kdy podle stavové rovnice

modelu p°edpovídáme stav do p°í²tího £asového okamºiku, aniº bychom získali novou
informaci z dat. Tento odhad je tedy stále závislý na datech d (t) ale platí jiº pro p°í²tí
£as t+ 1. Tento popis stavu se stává vstupním pro odhad v p°í²tí period¥ KF.
Charakteristiky popisu jsou xt+1|t, Rt+1|t.

• f (yt|xt, ut) a f (xt+1|xt, ut) jsou hp modelu stavu (1.1) a (1.2) .

• f (yt|ut, d (t− 1)) =
´
x∗ f (yt|xt, ut) f (xt|d (t− 1)) dxt je predik£ní hp výstupu (popis vý-

stupu, nezávislý na stavu), která zde vystupuje jen jako normaliza£ní konstanta.

Gra�cky lze p°epo£ty hp znázornit takto

f(xt|d(t− 1)) f(xt|d(t)) f(xt+1|d(t− 1))

f(yt|xt, ut) f(xt+1|xt, ut)

yt, ut

xt xt+1
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Poznámka

Odvození rekurze (1.5) , (1.6) v p°ípad¥, kdy stavový model obsahuje £len s °ízením ut, p°edpokládá
existenci tzv. p°irozených podmínek °ízení. Ty °íkají, ºe odhad stavu a °ídící veli£ina jsou podmín¥n¥
nezávislé. P°edpokladem je platnost vztah·

f (xt|ut, d (t− 1)) = f (xt|d (t− 1))⇔ f (ut|xt, d (t− 1)) = f (ut|d (t− 1)) .

Diskuze k t¥mto vztah·m je uvedena v P°íloze ??. /

1.4 Kalman·v �ltr

Vztahy pro vývoj odhadu stavu podle (1.5) a (1.6) jsou (podobn¥ jako Bayes·v vzorec) vztahy
pro funkce. S t¥mi nelze v po£íta£i dob°e pracovat. Jestliºe v²echny hp vyjád°íme jako normální
hp, lze rekurzi po£ítat pro jejich charakteristiky - st°ední hodnoty a rozptyly (kovarian£ní
matice). Dostáváme následující £íselnou rekurzi, která je dob°e známa jako Kalman·v �ltr

Filtrace:

yp = Axt|t−1 +But︸ ︷︷ ︸
p°edpov¥¤ výstupu

Rp = rv +ARt|t−1A
′︸ ︷︷ ︸

kovariance výstupu

Rr|t=Rt|t−1 −Rt|t−1A
′R−1p ARt|t−1︸ ︷︷ ︸

p°epo£et kovariance stavu

K = Rt|tA
′r−1y︸ ︷︷ ︸

Kalman·v gain

xt|t = xt|t−1 +K (yt − yp)︸ ︷︷ ︸
datová oprava stavu

Predikce:

xt|t+1 = Mxt|t +Nut︸ ︷︷ ︸
p°edpov¥¤ stavu

Rt+1|t = rx +MRt|tM
′︸ ︷︷ ︸

p°epo£et kovariance stavu

Kalman·v �ltr je realizována v programu, který je uveden v £ásti Programy na stran¥ ??.

Pouºití tohoto programu budeme ilustrovat na p°íklad¥.
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P°íklad [odhad stavu]

Uvaºujme stavový model

[
x1;t+1

x2;t+1

]
=

[
0.9 0.2
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

M

[
x1;t

x2;t

]
+

[
−1.5
1

]
︸ ︷︷ ︸

N

ut + 0.6

[
1 0.3
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

sx

[
w1;t

w2;t

]
,

yt = [0.3, 0.7]︸ ︷︷ ︸
A

[
x1;t

x2;t

]
+ 0.1︸︷︷︸

sy

et,

kde

wt a et jsou ²umy s nulovou st°ední hodnotou a konstantními kovarian£ními maticemi;

M, N, A jsou matice stavového modelu,

sx a sy jsou sm¥rodatné odchylky1 kovariancí ²umu.

• simulujte data z uvedeného stavového modelu,

• s pomocí Kalmanova �ltru odhadn¥te simulovaný stav na daném £asovém intervalu,

• simulovaný a odhadnutý stav porovnejte.

�e²ení p°íkladu je ud¥láno v programu, který je uveden v £ásti Programy, na stran¥ ??.

Výsledky p°íkladu jsou na Obrázku 1.1. Te£kovaná k°ivka je pr·b¥h simulovaného stavu, plná £ára je jeho
bodový odhad. Horní graf ukazuje první sloºku stavu, spodní druhou.

Poznámka k p°íkladu

Kalman·v �ltr startuje s po£áte£ním stavem x1|0 a po£áte£ní kovariancí R1|0. Stav x·|· a kovariance
odhadu stavu R·|· se b¥hem výpo£t· p°epo£ítávají. Matice rx a ry jsou kovariance ²um· ze stavové
a výstupní rovnice modelu. (Pozor!!! Nejsou to kovariance stavu a výstupu, ale kovariance ²um·!!!).
A£koli Kalman·v �ltr pracuje se známým modelem, tyto kovariance v¥t²inou neznáme a musíme je
nahradit jejich odhadem. A práv¥ na správné nastavení t¥chto dvou kovariancí je dal²í b¥h Kalmanova
�ltru velmi citlivý. Kovarianci R1|0 lze nastavit jako diagonální s velkými £ísly na diagonále (asi tak
103). �ím jsou tato £ísla v¥t²í, tím mén¥ d·v¥ry vkládáme do na²ich po£áte£ních odhad· stavu a
tím rapidn¥ji se tyto odhady na za£átku mohou m¥nit. Ov¥°te si tuto skute£nost sami v p°edloºeném
p°íklad¥. /

Dal²í doporu£ené pokusy jsou:

1Sm¥rodatná odchylka kovarian£ní matice C je de�nována tzv. L'DL rozkladem této matice, tj. jako
horní trojúhelníková matice L′ s jedni£kami na diagonále, pro kterou platí C = L′DL, kde D je diagonální
matice s nezápornými prvky na diagonále.
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Obrázek 1.1: Odhad stavu pomocí Kalmanova �ltru

Z graf· je patrné, ºe po£áte£ní odchylka odhadu od stavu zp·sobená nespráv-

nou hodnotou po£áte£ního odhadu rychle vymizí a odhady jsou v rámci p°í-

tomného ²umu velmi p°esné. Musíme mít ov²em na pam¥ti, ºe stavový mo-

del má nastaveny správné parametry (parametry modelu se p°edpokládají

známé). /

• odhad z dat simulovaných bez a se ²umem (nastaví se pomocí sm¥rodatných odchylek rw a rv),

• odhad z jiné soustavy (zm¥na parametr· - matic M,N,A),

• start odhadu s r·znými po£áte£ními odhady stavu (volba x1|0).
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