
1 Odhad spojitého modelu

Model je matematickým popisem vybraných veli£in sledovaného procesu. Tyto veli£iny po-
pisujeme stochasticky (pomocí hustot pravd¥podobnosti) v závislosti na jiných vybraných
veli£inách v¥t²inou jako lineární vazby pomocí diferen£ních rovnic.

P°i návrhu modelu °e²íme dva kroky:

1. návrh struktury modelu, tj. výb¥r veli£in a po£tu krok· jejich zpoºd¥ní, na kterých
modelovaná veli£ina závisí,

2. ur£ení parametr· modelu, které vyjad°ují konkrétní závislosti ve sledovaném procesu.

Zde se budeme zabývat druhým bodem - odhadem parametr· modelu.

1.1 Bayesovské odhadování

Parametry z hlediska bayesovství

V klasické statistice se odhadované parametry, ale i jiné odhadované veli£iny, povaºují za
náhodné veli£iny. Jejich popisem je hustota pravd¥podobnosti. Jestliºe je pro konstrukci této
hp pouºita jen p°edb¥ºná (expertní) znalost, hovo°íme o apriorním popisu. Jestliºe jsou dále
vyuºita i m¥°ená data, dostáváme aposteriorní popis.

V p°ípad¥ popisu parametr· se jedná o hp f (Θ), která se nazývá apriorní hp a která odráºí
prvotní znalosti o parametrech. V pr·b¥hu odhadování se m¥°í data dt v £asech t = 1, 2, · · · , T ,
kde T je horizont intervalu odhadování. Informace z m¥°ených dat se postupn¥ vyuºívá pro
zp°esn¥ní popisu parametr· a p·vodní apriorní hp se vyvíjí na aposteriorní hp

d1 d2 d3 dT
f (Θ) → f (Θ|d (1)) → f (Θ|d (2)) → · · · → f (Θ|d (T ))

St°ední hodnota aposteriorní hp vypovídá o bodových odhadech parametr· (viz P°ílohy ??),
kovarian£ní matice o nep°esnosti odhad·. P°epo£ty hp popisující parametry se provádí na
základ¥ Bayesova vztahu.

Bayes·v vztah

Vývoj hp parametr·, tj. postupné up°es¬ování hp parametr· podle informace p°icházející z
m¥°ených dat d1, d2, · · · , dt, se provádí podle Bayesova vzorce (viz P°ílohy ??)

f (Θ|d (t)) ∝ f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (t− 1)) , (1.1)
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který se po£ítá pro t = 1, 2, · · · , T a startuje s tzv. apriorní hp f (Θ|d (0)) = f (Θ), která
odráºí apriorní, expertní znalost.

Vztah (1.1) je moºno zapsat také rovnou pro koncový £as T

f (Θ|d (T )) =

T∏
t=1

f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (0)) = LT (Θ) f (Θ|d (0)) ,

kde

LT (Θ) =
T∏
t=1

f (yt|ψt,Θ) (1.2)

je v¥rohodnostní funkce (likelihood).

Z uvedeného je patrné, ºe bayesovský odhad je vlastn¥ klasický odhad maximální v¥rohodnosti
korigovaný apriorní hp.

Reprodukovatelné parametrické vyjád°ení aposteriorní hp

Vztah (1.1) je rekurze pro funkce. Ta je prakticky nerealizovatelná, proto je t°eba jednotlivé
hp vyjád°it v konkrétním tvaru, který závisí na kone£ném po£tu £íselných charakteristik a
tuto funkcionální rekurzi p°evést na rekurzi algebraickou pro charakteristiky rozd¥lení.1

Navíc je t°eba parametrické vyjád°ení volit tak, aby p°i postupném odhadu v £ase nevznikaly
nové a nové charakteristiky, tj, aby se formální tvar hp parametr· reprodukoval. Jinak se tato
hp velmi rychle stane tak sloºitou, ºe ji prakticky není moºno po£ítat v rozumném £ase.

Nap°íklad bude-li mít model normální rozd¥lení, zvolíme apriorní hp také jako normální. Ná-
sobení normálních hp vede op¥t na normální rozd¥lení, které je ur£ené svou st°ední hodnotou a
rozptylem. Ty je moºno po£ítat p°ímo ze st°edních hodnot a rozptyl· modelu soustavy a apri-
orní hp. Dostáváme tak rekurzi na £íslech, nikoli na funkcích. Pokud má model tuto vlastnost,
°ekneme, ºe p°i odhadu dostáváme reprodukující se aposteriorní hp.

Obecn¥ tento problém vy°e²it nelze, ale pro p°ípady, kterými se zde budeme zabývat, tj. pro
regresní spojitý model s normálním rozd¥lením a pro diskrétní model s multinomiálním rozd¥-
lením, takové tzv. adjungované apriorní distribuce na parametrech existují ve form¥ inverzního
Gauss-Wishartova a Dirichletova rozd¥lení. Budeme o nich podrobn¥ji hovo°it v následujících
kapitolách.

P°íklad [odhadování bez reprodukce aposteriorní hp]

V tomto p°íkladu budeme ilustrovat situaci, kdy odhadujeme s modelem, který nevede na reprodukující se
aposteriorní hp.

1Nap°. p°epo£ítat funkci f (x) na g (x) lze jenom tak, ºe ji p°epo£ítáme f(x) → g (x) pro kaºdý bod x ∈ R.
Jestliºe ale je f (x) = exp {ax} a g (x) = exp {bx}, pak sta£í p°epo£ítat a → b. Cela funkce uº je dána svým

p°edpisem.
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Uvaºujme model f (y|a) = ay2 − 2ay + 4a+3
6 pro y ∈ (0, 2) a parametrem a ∈

(
− 3

4 ,
3
2

)
. Protoºe známe

rozsah parametru a a nemáme o n¥m ºádnou apriorní informaci, budeme apriorní hp volit jako rovnom¥rnou,
tj. f (a) = 4

9 na intervalu a ∈
(
− 3

4 ,
3
2

)
.

V prvním kroku odhadu nam¥°íme y1 a dostaneme

f (a|y1) ∝ f (y1|a) f (a) =

(
ay21 − 2ay1 +

4a+ 3

6

)
4

9
.

V druhém kroku

f (a|y1, y2) ∝ f (y2|a) f (a|y1) =

(
ay22 − 2ay2 +

4a+ 3

6

)(
ay21 − 2ay1 +

4a+ 3

6

)
4

9

a tak dále. Z toho je dob°e vid¥t, ºe formální tvar aposteriorní hp je stále sloºit¥j²í, protoºe je v n¥m t°eba
si pamatovat stále sloºit¥j²í výrazy. Po prvním kroku pracujeme s y21 a y1. Po druhém uº to bude y21y

2
2 ,

y21y2, y1y
2
2 , y1y2 y

2
1 , y

2
2 , y1, y2 a tak dále.

P°íklad [Odhadování s reprodukcí aposteriorní hp]

Zde ukáºeme odhad s modelem, který vede na reprodukující se aposteriorní hp.

Vezmeme model f (yt|a) = exp {−ay} , y ≥ 0, a > 0. Jako apriorní hp uvaºujme f (a) = exp {−ay0}.
Potom po prvním kroku odhadu máme

f (a|y1) ∝ f (yt|a) f (a) = exp {−ay1} exp {−ay0} = exp {−a (y1 + y0)} ,

po druhém
f (a|y1, y2) ∝ exp {−a (y2 + y1 + y0)}

a obecn¥

f (a|y (k)) ∝ exp

{
−a

k∑
i=0

yi

}
.

Je z°ejmé, ºe kdyº ozna£íme statistiku odhadu Sk =
∑k
i=0 yi, pak p°epo£et statistiky v £ase k je

Sk = Sk−1 + yk.

Formální tvar hp parametr· se nem¥ní a vzorec pro p°epo£et statistik má stále stejný tvar.

Výsledek odhadování

Výsledkem procedury odhadu je aposteriorní hp

f (Θ|d (t)) ,

která dává úplný stochastický popis parametr· - tedy vý£et v²ech moºných hodnot a jejich
pravd¥podobnosti výskytu. Pokud je to moºné (v¥t²inou z d·vod· spo£itatelnosti), m¥lo by
se tam, kde máme neznámé parametry, po£ítat s touto celou distribucí.

Není-li moºné vyuºít v dal²ích výpo£tech celou aposteriorní hp nebo pot°ebujeme-li jako od-
hady £ísla, m·ºeme p°ejít k bodovým odhad·m

Θ̂t = E [Θ|d (t)] .

Ob¥ tyto varianty vyuºití procedury odhadování lze dob°e ilustrovat v dal²ím odstavci Odhad
výstupu systému.
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Odhad výstupu

P°edpov¥¤ výstupu je popsána prediktivní hp f (yt|ψt, d (t− 1)) . Protoºe parametry Θ obecn¥
neznáme, nesmí se vyskytovat v podmínce.2

Prediktivní hp dostaneme tak, ºe modelujeme ob¥ neznámé veli£iny yt i Θ pomocí sdruºené
hp, kterou rozloºíme podle °et¥zového pravidla a integrujeme p°es Θ, abychom dostali popis
jen pro výstup yt

f (yt|ψt, d (t− 1)) =

ˆ
Θ∗
f (yt,Θ|ψt, d (t− 1)) dΘ =

=

ˆ
Θ∗
f (yt|ψt,Θ) f (Θ|d (t− 1)) dΘ, (1.3)

kde chyb¥jící veli£iny v podmínkách vypadly z d·vodu nezávislosti. P°edpov¥¤ výstupu v £ase
t (jako náhodné veli£iny) je tedy dána modelem f (yt|ψt,Θ) a vyjád°ením neznámého para-
metru pomocí aposteriorní hp parametr· f (Θ|d (t− 1)) .

Poznámka

Dob°e si v²imn¥te, jak bayesovství zachází s neznámou veli£inou (tady parametrem). Kaºdého by
napadlo: mám model a pot°ebuji do n¥ho parametr. Ud¥lám odhad a ten tam dosadím. To ale není
optimální. Správné je pouºití úplné pravd¥podobnosti tak jako v (1.3) . Do modelu postupn¥ dosazuji
v²echny moºné hodnoty parametr· a po£ítám váºený pr·m¥r - dosazení a s£ítání d¥lá integrál, váhy
jsou dány aposteriorní hp. /

Bodový odhad výstupu

Bodový odhad parametru zkonstruovaný s pomocí aposteriorní hp je (viz P°íloha ??) podmí-
n¥ná st°ední hodnota parametru

Θ̂t = E [Θ|d (t)] =

ˆ
Θ∗

Θf (Θ|d (t)) dΘ. (1.4)

Tento bodový odhad uº není úplný, ale jen £áste£ný popis parametru (nap°. st°ední hodnota
nic ne°íká o rozptylu). Pokud je ale aposteriorní hp dostate£n¥ �²tíhlá�, a to ona po správném

odhadu je,3 je moºno ji nahradit Diracovým impulzem δ
(

Θ− Θ̂t

)
, kde δ (0) je jedna a jinde

nula, tedy

f (Θ|d (t− 1))→ δ
(

Θ− Θ̂t−1

)
. (1.5)

2Jinak bychom tuto hp nemohli p°ímo pouºít - nem¥li bychom za Θ co dosadit. Parametry ale pot°ebujeme

pro model. Proto musíme odhad Θ zabudovat do konstrukce prediktivni hp.
3P°i odhadu získáváme informaci, tím klesá neur£itost a s ní i rozptyl odhadu.
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Dosadíme za aposteriorní hp a dostaneme

f (yt|ψt, d (t− 1)) =

ˆ
Θ∗
f (yt|ψt,Θ) δ

(
Θ− Θ̂t−1

)
dΘ = f

(
yt|ψt, Θ̂t−1

)
. (1.6)

Výsledek je práv¥ ten, který bychom £ekali. Jestliºe máme model s neznámými parametry a
spo£teme bodové odhady parametr·, pak tyto bodové odhady pouºijeme místo neznámých
parametr·. Nedostáváme optimální °e²ení, ale pro �²tíhlou aposteriorní hp� je to °e²ení £asto
p°ijatelné.

1.2 Odhad parametr· regresního modelu

Odhad parametr· normálního regresního modelu na základ¥ apriorní informace a dat d (t)
m¥°ených pr·b¥ºn¥ na systému provedeme na základ¥ Bayesova vzorce (1.1) s modelem (??)
a vhodn¥ zvolenou apriorní hp f (Θ|d (0)) = f (Θ) .

Model

Regresní model s regresním vektorem ψt, jemu odpovídajícím vektorem regresních koe�cient·
θ a normálním ²umem s rozptylem r má tvar

f (yt|ψt,Θ) =
1√
2π
r−0.5 exp

{
− 1

2r

(
yt − ψ

′
tθ
)2
}
.

Pro ú£ely odhadu je výhodné tuto hp (výraz v exponentu) upravit do následujícího tvaru (viz
P°íloha ??, rovnice (??))

f (yt|ψt,Θ) =
1√
2π
r−0.5 exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
Dt

[
−1
θ

]}
, (1.7)

kde Dt =

[
yt
ψt

] [
yt, ψ

′
t

]
je tzv. datová matice.

Dále v P°íloze ?? v rovnici (??) je uveden tvar aposteriorní hp, který odpovídá normálnímu
regresnímu modelu (jedná se o tzv. konjugovanou aposteriorní hp k normálnímu regresnímu
modelu, tj. takový popis parametr·, jehoº tvar se p°i odhadu podle Bayesova vzorce reprodu-
kuje)

f (Θ|d (τ)) ∝ r−0.5κτ exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
Vτ

[
−1
θ

]}
, (1.8)

kde Vτ a κτ jsou statistiky odhadu. Pro £asový okamºik t vzorec s τ = t udává aposteriorní
hp, pro τ = t− 1 je to apriorní hp.
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Rekurze pro statistiku

Dosazením do Bayesova vzorce (1.1) dostaneme

r−0.5κt exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
Vt

[
−1
θ

]}
︸ ︷︷ ︸

aposteriorní hp

∝

∝ r−0.5 exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
Dt

[
−1
θ

]}
︸ ︷︷ ︸

model

r−0.5κt−1 exp

{
− 1

2r

[
−1 θ′

]
Vt−1

[
−1
θ

]}
︸ ︷︷ ︸

apriorní hp

,

odkud porovnáním obou stran tohoto vztahu dostaneme rovnice pro p°epo£et statistik

Vt = Vt−1 +Dt, (1.9)

κt = κt−1 + 1. (1.10)

Uvedené statistiky se nazývají: V - roz²í°ená informa£ní matice, κ - po£ítadlo vzork· a datová
matice Dt. je

Dt =

[
yt
ψt

] [
yt ψ

′
t

]
,

Algoritmus odhadu

Postup odhadu parametr· je následující:

1. Konstrukce apriorní hp f (Θ|d (0)). Obecn¥ to není jednoduchá záleºitost. Jedná se o p°e-
vod p°edpoklad· nebo poºadavk· týkajících se parametr· Θ (jako t°eba Θ má nezáporné
prvky, nebo men²í neº n¥jaká horní hranice apod.) do apriorních statistik konstruované
apriorní hp.
Výstupem jsou apriorní statistiky V0 a κ0 a z nich zkonstruovaná apriorní hp podle (1.8)
s dosazenými apriorními statistikami.

2. M¥°ení dat d1, d2, · · · kde d = {y, u} a pr·b¥ºný p°epo£et statistik podle vztah· (1.9) a
(1.10) tj.

Vt = Vt−1 +Dt a κt = κt−1 + 1.

Výstupem jsou aposteriorní statistiky Vt a κt.

3. Konstrukce aposteriorní hp f (Θ|d (t)) dosazením do vztahu (1.8) s τ = t a statistikami
Vt, κt.
Výstupem je aposteriorní hp f (Θ|d (t)).
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4. Výpo£et bodových odhad· Θ̂t (jsou-li pot°eba). Bodové odhady jsou dány jako podmí-
n¥ná st°ední hodnota (viz P°íloha ??)

Θ̂ = E [Θ|d (t)] =

ˆ
Θ∗

Θf (Θ|d (t)) dΘ.

V P°íloze ??, v rovnicích (??) a (??) je ukázáno, ºe platí

Θ̂t = V −1
ψ Vyψ, r̂t =

Vy − V
′
yψV

−1
ψ Vyψ

κt
. (1.11)

Matice Vψ a vektor Vy,ψ dostaneme rozd¥lením informa£ní matice Vt na submatice

Vt =

[
Vy V

′
yψ

Vyψ Vψ

]
, (1.12)

kde Vy je skalár, Vyψ je sloupcový vektor, V
′
yψ je °ádkový vektor a Vψ je £tvercová matice

a
κt je po£ítadlo datových vzork·, pro které platí κτ = κτ−1 + 1, τ = 1, 2 · · · t s po£áte£ní
hodnotou κ0 (apriorní statistika).

Výsledkem uvedeného algoritmu je:

• konstrukce aposteriorní hp podle bodu 3,

• bodové odhady parametr· (1.11).

Bodový odhad výstupu s bodovým odhadem parametru

St°ední hodnotu výstupu yt (tedy jeho optimální odhad) dostaneme p°ímo z modelu takto

ŷt = E [yt|ψt, d (t− 1)] = E
[
ψ
′
tθ̂t + et

]
= ψ

′
tθ̂t.

To znamená, ºe do modelu bez ²umu4 dosadíme data a odhady parametr· a jednodu²e spo£-
teme výstup.

Odhadování parametr· regresního modelu a jeho výstupu budeme ilustrovat na p°íkladech.

P°íklad [odhad regresního modelu]

Simulujte spojitý dynamický systém popsaný regresním modelem 2. °ádu s regresním vektorem

ψt = [ut, yt−1, ut−1, yt−2, ut−2, 1]
′
,

4Odhadem je st°ední hodnota. St°ední hodnota ²umu je nula, takºe predikce se provádí jakoby s modelem

bez ²umu.
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jemu odpovídajícími regresními koe�cienty

θ = [1, 0.6, 0.5, −0.2, −0.3, 0.1]
′

a rozptylem ²umu r = 0.01. Odhadn¥te parametry Θ = {θ, r} tohoto systému.

Simulace se provádí s pomocí modelu (σ =
√
r = 0.1)

yt = ψ
′

tθ + σet = ut + 0.6yt−1 + 0.5ut−1 − 0.2yt−2 − 0.3ut−2 + 0.1 + 0.1et,

kde

et ∼ Net (0, 1) je realizace standardního normálního ²umu, ψt je regresní vektor ze zadání úlohy, θ jsou
regresní koe�cienty a σ je sm¥rodatná odchylka ²umu.

Pro odhad vytvá°íme roz²í°ený regresní vektor

Ψt =
[
yt, ψ

′

t

]′
(1.13)

pro t = 1, 2, · · · , nt, se kterým p°epo£ítáváme informa£ní matici a po£ítadlo

Vt = Vt−1 + ΨtΨ
′

t,

κt = κt−1 + 1,

s po£áte£ními (apriorními) hodnotami V0 a κ0.

Bodové odhady ur£íme rozkladem informa£ní matice podle (??)

Vt =

[
Vy V

′

yψ

Vyψ Vψ

]
,

a dále podle vzorc·

θ̂t = V −1ψ Vyψ a r̂t =
Vy − V

′

yψV
−1
ψ Vyψ

κt
. (1.14)

Podrobné °e²ení je uvedeno v následujícím programu

c l c , c l e a r a l l
// Simulat ion and es t imat ion o f second order
// r e g r e s s i o n model

nt=100; // number o f data

// SIMULATION
th=[1 . 6 . 5 −.2 −.3 . 1 ] ' ; // r e g r e s s i o n c o e f f i c i e n t s
r =.01; // no i s e var i ance
s=sq r t ( r ) ; // standard dev i a t i on o f no i s e
y=ze ro s (1 , nt ) ; // zero i n i t i a l c ond i t i on s + dec l a r .
u=ones (1 , nt)+rand (1 , nt ) ; // input d e c l a r a t i on
// time loop f o r s imu la t i on
f o r t=3: nt

p s i =[u( t ) y ( t−1) u( t−1) y ( t−2) u( t−2) 1 ] ' ;
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y ( t)=ps i '∗ th + s ∗ randn ;
end

// ESTIMATION
V=ze ro s ( 7 ) ; // i n i t i a l s t a t i s t i c s
// time loop f o r e s t imat i on
f o r t=3: nt

Psi=[y ( t ) u( t ) y ( t−1) u( t−1) y ( t−2) u( t−2) 1 ] ' ;
V=V+Psi ∗Psi ' ;

end
Vy=V( 1 , 1 ) ;
Vyp=V( 2 : end , 1 ) ;
Vp=V( 2 : end , 2 : end ) ;
Eth=inv (Vp)∗Vyp ; // po int e s t . o f r eg r . c o e f f .
Cth=(Vy−Vyp'∗ inv (Vp)∗Vyp)/ nt ; // po int e s t . o f no i s e var .

// p r i n t
Simulated_noise_variance=r
Estimated_noise_variance=Cth

Výsledky programu jsou na obrázcích

P°íklad [bodový odhad regresního modelu]

Alternativní postup p°i odhadu parametr· normálního regresního modelu vycházející z metody nejmen²ích
£tverc· (který je ale s p°edchozím zp·sobem ekvivalentní) je následující.

Do rovnice regresního modelu (z p°edchozího p°íkladu)
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yt = b0ut + a1yt−1 + b1ut−1 + a2yt−2 + b2ut−2 + k + et

postupn¥ dosazujeme m¥°ená data a rovnice pro t = 1, 2, · · · , N pí²eme pod sebe

y1 = b0u1 + a1y0 + b1u0 + a2y−1 + b2u−1 + k + e1

y2 = b0u2 + a1y1 + b1u1 + a2y0 + b2u0 + k + e2

· · ·

yN = b0uN + a1yN−1 + b1uN−1 + a2yN−2 + b2uN−2 + k + eN .

Vytvo°enou soustavu rovnic zapí²eme maticov¥

Y = Ψθ + E,

kde Y je vektor modelované veli£iny yt, Ψ je matice regresních vektor· v °ádcích, θ je vektor parametr· v
po°adí odpovídajícím po°adí veli£iny v regresním vektoru a E je vektor ²um·.

Pro uvaºovaný model bude mít soustava tvar


y1

y2

· · ·
yN

 =


u1 y0 u0 y−1 u−1 1
u2 y1 u1 y0 u0 1

· · · · · ·
uN yN−1 uN−1 yN−2 uN−2 1




b0
a1

b1
a2

b2
k

+


e1

e1

· · ·
eN



Bodový odhad parametr· je
θ̂ = (Ψ′Ψ)

−1
ΨY,

odhad rozptylu ²umu je

r̂ = Y ′
(
Y − θ̂Ψ

)
= Y ′Ep,

kde Ep = Y − θ̂Ψ je vektor chyb predikce Yp = θ̂Ψ.

Poznámka

Z porovnání obou uvedených p°íklad· plyne

Y ′Y = Vy, Y
′Ψ = Vyψ a Ψ′Ψ = Vψ.

/
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2 Odhad diskrétního a logistického modelu

2.1 Odhad parametr· diskrétního modelu

Diskrétní model popisuje systém, v n¥mº jsou v²echny veli£iny diskrétní. Model je reprezen-
tován tabulkou pravd¥podobností. Model i úlohy s ním spojené jsou velice jednoduché, ale

• práce s tabulkami m·ºe být pon¥kud nezvyklá,

• pokud mají veli£iny v¥t²í po£et r·zných hodnot, bude tabulka modelu neúnosn¥ veliká.
V tom p°ípad¥ je lépe p°ejít na logistickou regresi.

Model a jeho sou£inový tvar

Model (??) obsahuje parametry Θy|ψ (pravd¥podobnosti jednotlivých kon�gurací roz²í°eného

regresního vektoru Ψt =
[
yt, ψ

′
t

]′
), které jsou v obecném p°ípad¥ neznámé, a tak je t°eba je

odhadovat z m¥°ených dat. Pro odhad pouºijeme Bayes·v vzorec (1.1), diskrétní model (??) a
vhodn¥ zvolený apriorní model parametr· f (Θ|d (0)) = f (Θ). Dle odstavce 1.1 o analytickém
tvaru hp parametr· a o reprodukovatelnosti její struktury je t°eba tuto hp parametr· zvolit
v analytickém tvaru, a to takovém, aby se p°i postupném násobení modelem soustavy jeho
analytický tvar reprodukoval. Za tímto ú£elem p°epí²eme model soustavy (??) formáln¥ do
tzv. sou£inového tvaru

f (yt|ψt,Θ) =
∏

y|ψ∈Ψ∗

Θ
δ(y|ψ,yt|ψt)
y|ψ ,

kde y|ψ je multiindex (tj. vektorový index), který m·ºe nabývat v²ech moºných kon�gurací
hodnot p°ípustných pro jednotlivé veli£iny v n¥m obsaºených; Ψ∗ je mnoºina v²ech takových
kon�gurací; symbol δ (y|ψ, yt|ψt) je Kroneckerova funkce, která se rovná jedné, kdyº platí
y|ψ = yt|ψt (tj. y = yt a ψ1 = ψ1;t aº ψnψ = ψnψ ;t), v ostatních p°ípadech je rovna nule.

P°íklad [model fale²né mince]

Pro model fale²né koruny (y = 1 je líc, y = 2 je rub) lze zapsat jednotlivé pravd¥podobnosti ve tvaru
f (y = 1) = p1 a f (y = 2) = p2, kde p1, p2 ≥ 0 a p1 + p2 = 1. Tento model m·ºeme zapsat následovn¥:

f (y) = p
δ(y,1)
1 p

δ(y,2)
2 =

2∏
i=1

p
δ(y,i)
i .

Statistika

P°epis do sou£inového tvaru je £ist¥ formální záleºitost. Pro v²echna y|ψ 6= yt|ψt dostáváme
Θ0 = 1 a jen pro y|ψ = yt|ψt je Θ1 = Θyt|ψt . Nicmén¥ je pro nás sou£inový tvar návodem, jak
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volit apriorní model parametr·. Ten pí²eme ve tvaru Dirichletova rozd¥lení - viz P°ílohy ??

f (Θ|d (0)) =
∏

y|ψ∈Ψ∗

Θ
νy|ψ;0

y|ψ ,

kde νy|ψ;0 je apriorní statistika (pro £as t = 0) pro odhad parametru Θ. Tato statistika je
matice stejných rozm¥r· jako Θ. Podobn¥ jako model ji m·ºeme reprezentovat pomocí tabulky.
Po£áte£ní statistika má tedy následující tvar

νy|ψ;0 (2.1)

[u0, y−1] y0 = 1 y0 = 2

1, 1 ν1|11 ν2|11

1, 2 ν1|12 ν2|12

2, 1 ν1|21 ν2|21

2, 2 ν1|22 ν2|22

P°epo£et statistiky

P°edchozí odvozené vztahy dosadíme do Bayesova vzorce (1.1) a dostaneme pro t = 1

f (Θ|d (1)) ∝
∏

y|ψ∈Ψ∗

Θ
δ(y|ψ,y1|ψ1)
y|ψ︸ ︷︷ ︸

model

∏
y|ψ∈Ψ∗

Θ
νy|ψ;0

y|ψ︸ ︷︷ ︸
apriorní

=

=
∏

y|ψ∈Ψ∗

Θ
δ(y|ψ,y1|ψ1)+νy|ψ;0

y|ψ︸ ︷︷ ︸
aposteriorní

=
∏

y|ψ∈Ψ∗

Θ

nová statistika︷ ︸︸ ︷
νy|ψ;1

y|ψ ,

kde
νy|ψ;1 = δ (y|ψ, y1|ψ1) + νy|ψ;0

je statistika modelu parametr· f (Θ|d (1)) pro £as t = 1.

Dále m¥°íme data pro t = 2, 3, · · · , N a p°epo£ítáváme statistiku ν podle obecného vzorce

νy|ψ;t = δ (y|ψ, yt|ψt) + νy|ψ;t−1. (2.2)

Význam p°epo£tu statistiky ne následující: Po kaºdém zm¥°ení dat p°i£teme jedni£ku do toho
polí£ka statistiky (viz (2.1)), které odpovídá dané kon�guraci hodnot roz²í°eného regresního
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vektoru yt|ψt. Kaºdé polí£ko tedy obsahuje po£et, kolikrát p°íslu²ná kon�gurace hodnot dosud
nastala.

Aposteriorní hp parametr· se statistikou νt má tvar

f (Θ|d (t)) ∝
∏

y|ψ∈Ψ∗

Θ
νy|ψ;t

y|ψ (2.3)

Bodový odhad parametr·

Bodový odhad parametru Θ je (viz P°ílohy ??)

Θ̂y|ψ;t =
νy|ψ;t∑
y∈y∗ νy|ψ;t

, (2.4)

coº zcela odpovídá statistické de�nici pravd¥podobnosti jevu ozna£eného indexem y|ψ. Pro
kaºdou kon�guraci regresního vektoru ψ je v £itateli po£et p°ípad·, kolikrát nastala daná
hodnota y v rámci tohoto regresního vektoru (po£et p°íznivých pokus·) a ve jmenovateli je
celkový po£et pokus·.

Tabulka bodových odhad· má stejný tvar jako samotný parametr nebo statistika

Θ̂t (2.5)

[ut, yt−1] yt = 1 yt = 2

1, 1 Θ̂1|11;t Θ̂2|11;t

1, 2 Θ̂1|12;t Θ̂2|12;t

2, 1 Θ̂1|21;t Θ̂2|21;t

2, 2 Θ̂1|22;t Θ̂2|22;t

a prvky této tabulky se po£ítají podle vzorce (2.4).

Bodový odhad výstupu

Podobn¥ jako v p°ípad¥ spojitého regresního modelu i pro diskrétní model s neznámými para-
metry je moºno neznámé parametry nahradit jejich bodovými odhady - z tabulky (viz (2.1))
vezmeme °ádek odpovídající kombinaci hodnot v regresnímu vektoru ψt a v n¥m jako odhad
ŷt výstupu yt vezmeme tu hodnotu, která má v¥t²í pravd¥podobnost.
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P°íklad [odhad s diskrétním modelem]

V dopravní oblasti byly sledovány nehody a byly rozli²eny podle závaºnosti na lehké (jen hmotná ²koda)
a t¥ºké (váºné zran¥ní nebo smrt). Nehody jako modelovanou veli£inu ozna£íme yt (kde t nyní ozna£uje
po°adí nehody, nikoli £as) s hodnotami yt = 1 - lehká nehoda a yt = 2 - t¥ºká nehoda. P°edpokládáme,
ºe na typ nehody mají hlavní vliv následující veli£iny: ψ1 - rychlost (1 normální, 2 velká), ψ2 - po£así (1
sucho, 2 mokro) a ψ3 - osv¥tlení (1 sv¥tlo, 2 tma).

Po dobu jednoho roku jsme m¥°ili data a získali 18 následujících záznam·.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
yt 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 1
ψ1;t 1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 1 2 2 1
ψ2;t 2 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2
ψ3;t 1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1

Model pro popis nehod podle (??) s vyuºitím m¥°ených dat bude mít tvarf (yt|vt) s následující tabulkou

Θy|ψ

[v1;t, v2;t, v3;t] yt = 1 yt = 2

[1 1 1] Θ1|111 Θ2|111

[1 1 2] Θ1|112 Θ2|112

[1 2 1] Θ1|121 Θ2|121

[1 2 2] Θ1|122 Θ2|122

[2 1 1] Θ1|211 Θ2|211

[2 1 2] Θ1|212 Θ2|212

[2 2 1] Θ1|221 Θ2|221

[2 2 2] Θ1|222 Θ2|222

Statistika odhadu podle (2.1) je reprezentována stejnou tabulkou. Aktualizace statistiky za£íná s apriorní
tabulkou a dále pokra£uje podle vzorce (2.2), který °íká: pro kaºdé t = 1, 2, · · · , nt podle hodnot p°íslu²ných
veli£in yt a ψt = [v1;t, v2;t, v3;t]

′ najd¥te v tabulce odpovídající polí£ko a k n¥mu p°i£t¥te jedni£ku.

V na²em p°íklad¥ zvolíme nulovou apriorní tabulku, která odpovídá nulové apriorní informací. S touto
nulovou po£áte£ní statistikou ν0 dostaneme odhadovou statistiku

νy|ψ;0
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[v1;t, v2;t, v3;t] yt = 1 yt = 2

[1 1 1] 0 0
[1 1 2] 1 0
[1 2 1] 2 0
[1 2 2] 3 1
[2 1 1] 0 1
[2 1 2] 3 1
[2 2 1] 1 2
[2 2 2] 2 1

odkud (prostou normalizací °ádk· tabulky na sou£et jedna) dostaneme odhad parametr· modelu.

Θ̂y|ψ;nt

[v1;t, v2;t, v3;t] yt = 1 yt = 2

[1 1 1] � �
[1 1 2] 1 0
[1 2 1] 1 0
[1 2 2] 3/4 1/4
[2 1 1] 0 1
[2 1 2] 3/4 1/4
[2 2 1] 1/3 2/3
[2 2 2] 2/3 1/3

Výsledek je pom¥rn¥ ²patný. Parametry v prvním °ádku nelze ur£it (zde statistika nebyla v·bec p°epo£tena),
°ádek 2,3 a 5 je deterministický (ve skute£nosti je to dáno tím, ºe do t¥chto °ádk· p°i²el jen jediný údaj)
a ostatní °ádky vypadají lépe, nicmén¥ kaºdý °ádek odpovídá pokusu s hodem mincí. Umíme si p°edstavit,
kolik hod· je t°eba, abychom alespo¬ trochu objektivn¥ posoudili pravd¥podobnosti jejích stran. Podle
hodnot statistiky vidíme, ºe do t¥chto °ádk· jsou zapo£teny maximáln¥ £ty°i údaje. To je velmi málo a
je z°ejmé, ºe vzhledem k dimenzi tabulky statistiky máme neúnosn¥ málo dat. Nedostatek dat v t¥chto
p°ípadech je velmi £astý a je t°eba moºnosti úlohy v takovém p°ípad¥ dob°e zváºit.

Jednou z moºností, jak °e²it nedostatek dat, je uvaºovat dal²í informaci a tou je informace expertní. V
krajním p°ípad¥ je dokonce moºné postavit model na expertní (apriorní) informaci a zm¥°ená data pouºít
jen k jakési korekci modelu. Tuto moºnost ukáºeme v dal²í £ásti p°íkladu.

Apriorní statistiku je moºno sestavit takto: pro v²echny °ádky tabulky (tj. pro v²echny moºné regresní
vektory)

1. ur£íme, jaké pravd¥podobnosti bychom p°i°adili hodnotám y pro konkrétní kombinaci hodnot ψ,

2. tyto pravd¥podobnosti násobíme £íslem, které vyjad°uje míru d·v¥ry k na²emu p°i°azení.

Nap°.: první regresní vektor v tabulce je ψ = [1, 1, 1]
′
, tj. rychlost = normální, po£así = sucho, sv¥tlo =

dobré. V této situaci rozhodujeme o typu nehody. M·ºeme °íci, ºe jsou to ideální podmínky, a tak nehoda
m·ºe být jen lehká. Volíme proto první °ádek statistiky

ν:|111;0] = [9, 1] .
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To odpovídá 10 údaj·m o nehodách, z nichº 9 bylo lehkých a 1 t¥ºká.

Druhý regresní vektor v tabulce je ψ = [1, 1, 2] - rychlost = normální, po£así = sucho, sv¥tlo = ²ero. Za
²era jsou n¥kdy podmínky jízdy o²emetné zvlá²t¥ pro chodce, kte°í jsou ²patn¥ vid¥t. Proto volíme

ν:|112;0] = [1, 4] ,

coº odpovídá p¥ti záznam·m, jeden s lehkou a £ty°i s t¥ºkou nehodou.

Stejn¥ budeme pokra£ovat i pro dal²í regresní vektory, a tak získáme následující tabulku pro apriorní statis-
tiku.

ν0

[v1, v2, v3] y = 1 y = 2

[1 1 1] 9 1
[1 1 2] 1 4
[1 2 1] 2 2
[1 2 2] 2 3
[2 1 1] 3 2
[2 1 2] 3 7
[2 2 1] 3 7
[2 2 2] 1 9

Odhadem z dat získáme parametry:

Θ̂y|ψ;nt
(2.6)

[v1;t, v2;t, v3;t] yt = 1 yt = 2

[1 1 1] 9/10 1/10
[1 1 2] 1/3 2/3
[1 2 1] 2/3 1/3
[1 2 2] 5/9 4/9
[2 1 1] 1/2 1/2
[2 1 2] 3/7 4/7
[2 2 1] 4/13 9/13
[2 2 2] 3/13 10/13

V °ádku, kde nep°i²la ºádná data (nap° 1. °ádek), z·staly apriorní odhady. Tam, kam data p°i²la, je
apriorní informace korigována daty.
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2.2 Odhad parametr· logistického modelu

V p°ípad¥, kdy modelovaná veli£ina je diskrétní a závisí jak na diskrétních tak i na spojitých
veli£inách, pouºijeme model logistické regrese. Tento model lze pouºít i v p°ípad¥, kdy v²echny
veli£iny jsou diskrétní ale mají velký po£et r·zných hodnot, takºe £ist¥ diskrétní model by m¥l
p°íli² vysokou dimenzi.

Zde se budeme zabývat odhadem modelu zavedeného podle (??, ??), tedy modelem, který má
tvar

logit (pt) = ψ
′
tΘ + et,

kde pt = P (yt = 1|ψt) a yt ∈ {0, 1} , P je pravd¥podobnost a yt je dvouhodnotový výstup.
ψt je regresní vektor externích veli£in, nap°. �po£así� s hodnotami sucho, mokro, námraza
nebo �den v týdnu� s hodnotami v²ední den, víkend. Parametry modelu jsou prvky vektoru Θ.
Tyto parametry se odhadují na základ¥ zm¥°ené mnoºiny dat d (t) = {yτ , ψτ}tτ=1 , kde yτ jsou
skaláry a ψτ = [1, x1;τ , x2;τ , · · ·xn;τ ]′ je sloupcový vektor hodnot nezávislé prom¥nné. Jedni£ka
na za£átku je p°idána pro odhad konstanty modelu.

Lze sestavit i algoritmus pro odhad logistické regrese s více hodnotami yt. Ten je ale sloºit¥j²í
a my se s ním zde nebudeme zabývat.

Odhad logistického modelu

Tato úloha nemá reprodukující se statistiku. Odhad se provádí jednorázov¥ metodou ML (ma-
ximum likelihood) pro celý shromáºd¥ný datový vzorek. Za tímto ú£elem konstruujeme loga-
ritmus v¥rohodnostní funkce

lnL (Θ) = ln
t∏

τ=1

f (yτ |ψτ ,Θ)

jako sou£in model· (??), kde platí (??). Po dosazení a drobných úpravách dostaneme

lnL (Θ) = ln

t∏
τ=1

exp (yτzτ )

1 + exp (zτ )
=

t∑
τ=1

[yτzτ − ln (1 + exp (zτ ))] ,

kde zt = ψ
′
tΘ.

Bodové odhady leºí v maximu logaritmu v¥rohodnostní funkce. Toto maximum lze výhodn¥
nalézt Newtonovou metodou, protoºe jak gradient (první derivace), tak i Hessovu matici (druhá
derivace) je moºno vyjád°it v analytickém tvaru. Odvození je uvedeno v P°íloze ??.

P°edpov¥¤ výstupu

Logistickou regresi nejspí²e d¥láme proto, abychom byli schopní pro daný regresní vektor od-
hadnout (pro jednotnost s p°edchozím výkladem °íkáme p°edpov¥d¥t) hodnotu odpovídajícího
výstupu.
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Toho lze dosáhnout tak, ºe bodové odhady Θ̂t dosadíme do modelu (??), (??) a pro libovolný
regresní vektor ψ, dostáváme odhad5 pravd¥podobnosti hodnot y

f
(
y|ψ, Θ̂t

)
=

exp
(
yψ′Θ̂t

)
1 + exp

(
ψ′Θ̂t

) .
Bodovou predikci ŷ pro regresní vektor ψ ur£íme jako podmín¥nou st°ední hodnotu6

ŷ = E [y|ψ, d (t)] =

1∑
y=0

yf
(
y|ψ, Θ̂t

)
=

exp
(
ψ′Θ̂t

)
1 + exp

(
ψ′Θ̂t

) .
Pokud poºadujeme bodovou predikci pouze v p°ípustných hodnotách {0, 1}, získanou hodnotu
ŷ zaokrouhlíme (pro ŷ < 0.5 na hodnotu 0 a pro ŷ ≥ 0.5 na hodnotu 1).

P°íklad [odhad logistické regrese 1]

Uvaºujme diskrétní veli£inu y závislou na dvou veli£inách regresního vektoru ψ = [ψ1, ψ2]. Tyto veli£iny
modelujeme jako normální náhodné veli£iny ψ1 ∼ N (−0.1, 0.25) a ψ2 ∼ N (0.3, 1). Hodnoty y jsou
p°i°azeny následovn¥

y =

{
1 pro 2ψ1 − ψ2 + e > 1

0 jinde
, (2.7)

kde e ∼ N (0, 1) je ²um. Máme provést logistickou regresi t¥chto dat.

�e²ení je dáno v programu T23LogRegM.m, který je moºno nalézt v kapitole ?? Programy na str. ?? .
Pro odhad byl pouºit vzorek 50 dat. Výsledek demonstrovaný na dvaceti následujících (testovacích) datech
je na obrázku.
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Z obrázku je vid¥t, ºe bodové odhady (+) v¥t²inou správn¥ sedí na hodnotách výstupu (o), ale pravd¥po-
dobnosti predikcí (x) vykazují ur£itý stupe¬ neur£itosti. Ta je dána pouºitým heuristickým generátorem dat
a ²umem e, který jsme do dat p°i£etli p°i ur£ování hodnot výstupu (2.7).

5Pí²eme odhad, protoºe správné pravd¥podobnosti bychom dostali nikoli dosazením bodových odhad·, ale

násobením aposteriorní hp a integrací p°ed parametry Θ. To je ale p°íli² sloºité.
6Z následujícího vzorce je patrné, ºe platí ŷ = f

(
y|ψ, Θ̂t

)
= P

(
y = 1|ψ, Θ̂t

)
.
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P°íklad [odhad s logistickým modelem 2]

Uvaºujme systém s výstupem y ∈ {1, 2} a dal²ími veli£inami, které tvo°í regresní vektor ψ = [ψ1, ψ2, ψ3] ,
ψi ∈ {1, 2} . Dále jsme zm¥°ili data d (t) = d (5), která jsou uvedena v následující tabulce.

data ψ y

1 [2, 2, 2] 1
2 [1, 2, 2] 2
3 [1, 1, 1] 1
4 [1, 1, 1] 1
5 [1, 1, 1] 2

Data jsou pod vlivem ²umu. Je vid¥t, ºe poslední t°i datové poloºky jsou ve sporu. T°etí a £tvrtá °íká, ºe
regresnímu vektoru [1, 1, 1] odpovídá hodnota jedna, zatímco u páté poloºky je to dvojka.

Cílem p°íkladu je provést odhad koe�cient· logistické regrese, ur£it predikce pro y a ukázat, jak je provedena
klasi�kace.

Pro odhad a predikci je op¥t moºno pouºít program z m-souboru T23LogRegM.m, který je uveden na str.
??. Odtud je moºno získat výsledky:

Rovnice logistické regrese
logit (y) = b0 + b1ψ1 + b2ψ2 + b3ψ3 + b4ψ4 (2.8)

Parametry regrese

b0 b1 b2 b3
29.28 -63.22 16.49 16.76

V následující tabulce jsou uvedeny m¥°ené hodnoty regresních vektor· ψt, výstupu yt, predikované hodnoty
výstupu yt - pravd¥podobnosti P (yt = 1) a bodové odhady ŷt (zaokrouhlené hodnoty pravd¥podobností).

t ψ yt P (yt = 1) ŷt

1 [2, 2, 2] 1 0 1
2 [1, 2, 2] 2 1 2
3 [1, 1, 1] 1 0.33 1
4 [1, 1, 1] 1 0.33 1
5 [1, 1, 1] 2 0.33 1

Z tabulky je patrné, ºe predikce pro hodnoty regresního vektoru, p°i kterých se vyskytovaly sporné hodnoty
výstupu, nemají pravd¥podobnost nula nebo jedna. Tyto predikce °íkají, ºe jejich hodnoty jsou nejisté, ale
p°iklán¥jí se k hodnot¥ nula, protoºe nula odpovídala dv¥ma p°ípad·m dat, zatímco jedni£ka pouze jednomu.
Ostatní predikce jsou správné a p°esné.
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