1 Rizeni se spojitym modelem

V této kapitole se stru¢né zminime o tloze optimalniho Fizeni s popisem soustavy ve formé
regresniho modelu. Jestlize chceme hovofit o optimdalnim ¥izeni, musime nejprve definovat
kritérium optimality. ProtoZe pracujeme s veli¢inami ve formé nahodnych procesd, je tfeba
kritérium psat jako stfedni hodnotu podminénou tim, co je ndm v daném okamziku k dispozici
- apriorn{ znalost, tedy kritérium mé tvar

E

N
t=1

kde J; je tzv. penalizacni funkce, hodnotici fizeni v okamziku ¢. Nejcastéji se voli kvadraticka
penaliza¢ni funkee J; = y? +wu?, ktera ¥idi vystup na nulu a ¢astetné pokutuje velké hodnoty
fidici veli¢iny.

Hodnoty tohoto kritéria na celém intervalu fizeni, tj. prot =1,2,--- , N, ndm umozni porov-

névat rizné zpusoby Fizeni. Optimalni Fizeni je takové, pro které je hodnota kritéria minimalni.

Dynamické programovani

Obecné lze ukazat, ze optimélni Fidici veli¢iny lze pocitat rekurzivné odzadu (od konce intervalu
fizen{) aplikaci nasledujicich dvou kroki.

1. Vypocet stfedni hodnoty
a,ot:E[Jt+90;‘+1]ut,d(t—1)] , (11)
kde J; oznacuje ¢ast kritéria J odpovidajici ¢asu J; = y7 + wu?.

2. Minimalizace
vy = min {p}, (1.2)

pri¢emz ug, pro které je dosazeno minima, je optimalnim fizenim v kroku ¢.

Rekurze startuje na konci intervalu fizeni, obecné pro ¢ = N s koncovou podminkou ¢y = 0.
Postup syntézy Fizeni ukdzeme v nasledujicim piikladé.

Priklad

Uvazujeme nésledujici zadani tlohy: Je dano kvadratické kritérium optimality a model sou-
stavy.

Kritérium



J=F

3
> (7 +wu?) |d(0)] .

t=1
Model
Yt = ayr—1 + buy + e,

kde a, b jsou znamé parametry modelu, e; ~ N (0, r) je Sum se znamym rozptylem r je a
je znama pocateéni podminka.

Cilem je navrhnout ¥idici strategii ui, uo, us tak, aby bylo dosaZeno minima kritéria, J.

V tomto piikladé, kde N = 3, budeme postupné provadét oba zminéné kroky. Pro ¢t = 3 je
0y = 0.

= Cast=3:

p3=F [y?, + w3 + @} |us, d(2)] =E [(ayg + bus + e3)? + wu|us, d(2)} =

2
wa®

w+b2y2

kde posledn{ Gprava byla dosazena doplnénim na ¢tverec v proménné us - viz ...

2
ab
= (ay2 + bus)” + 7+ wud = (w+1?) [“3 - w+b2y2] * +,

Minimalizace je velmi jednoduché. Minima dosdhneme anulovanim hranaté zavorky (ta nemtize
byt mensi nez nula a vyraz za ni je na ug nezavisly)

ab
b2 +w

uz = — y2 = Usypo,

kde Uz = — 2.

Zbytek po minimalizaci dostaneme, jestlize za hranatou zavorku dosadime nulu

wa2

* 2 _ 2
p3 = myz+T—SSyQ+T37

p2 = E [y5 +wuj + hluz,d (1)] = E [y5 + wuj + S3y3 + Talus,d (1)] =
(dosazeno za ¢3)

=E[(1+4 S3)y5 +wu3 + Tslug,d (1)] =



(spojeny ¢leny s y3)
= (1+83) {(ay1 + bug)” + r} +wui +Ts =
(stiedovéno y2 — (ayy + buz)® + 1)
= (14 S3) (any + 2abyuz + bQU%) + (14 S3)r +wud + T3 =
(umocnéno)
= (14 S3)a®y? + 2 (1 + S3) abyrug + (1 + S3) b?u2 + (1 + S3) r + wul + Ty =
(roznasobeno)
={w+ (1+53)62}u% + 2 (1 + S3) abyyus + (1 + S3) a®yf + T3 + (1 4+ S3)r =

(upraveno na kvadraticky trojélen v us)

= {w+ (1+S5) b2} [“5+20«Hr(1+53)

1+ S3)ab
G 3)ab2y1u2}+(1+53)a2y%+T3+(1+53)7“:

(vytknut koeficient {w + (1 + S3) b*})

(1+ Ss3)ab ((1+Sg)ab )2]_
2!

= 1 2 Sl 2
{w+ (L 5) 07} ot (152 T\ o i+ sy

u%—i—Q

1+ S3)? a2b?
—Wy%—i—(l—l—%)ﬁy%—i—%+(1+53)r:

(pfipraveno na doplnéni na ¢tverec v ug)

(1+53)ab

2
= {w+ (1+ S3)b?} [“3 + w—i—(l—l—Sg)bzyl] -

w(1+ S3)a?
w+(1+53)b2

(doplnéno na ¢tverec v ug)

P4+ Ts+r =Sy +T,

Odtud plyne
(14 S3)ab
= - — U
U NG +53)62y1 291,

 (1+84)ab
kde UQ = —m, a

5 = Soyi + T,

2
kde SQZ%, T2:T3+(1—|-53)7’.



Zbyva dopocitat Fizeni pro posledni ¢as t = 1. To jiz ale nemusime odvozovat. Stadi, kdyz
porovname vysledky z obou predchozich ¢ast. Zjistime, ze muZzeme psat obecné nasledujici
algoritmus:

Algoritmus dynamického programovani pro regresni model 1. fadu

(14 Sgy1)ab

- iy 1.3
Ut w+(1+5t+1)b2yt 1 (1.3)
or = Swi1 + T, (1.4)
kde S )
1+
o wUHSw)a” e s (1.5)

w—+ (1 + Spy1) 0%’

Rekurze postupuje proti ¢asu a startuje v ¢ase N (tady N = 3) s hodnotou Sy+1 = 0, odkud
Jiz vyjde Ty = 1.

Dokonéime piiklad podle odvozené rekurze

= Cast=1: )
(1+S2)ab
= :U
©F = S1y8 + T,
kde
w(1+ 93)a?

Sl:w+(1+52)b2’

a So, Tb byly vypod&teny v kroku ¢t = 2.

Ty =T+ (1+S)r

Tim jsme vypocitali koeficienty Us, Ua, Uy, ale fizeni jsme zatim nemohli realizovat, protoze
jsme v case t = 0 a hodnoty vystupu y2 a y; zatim neznadme. Kdyz jsme se dostali do ¢asu
t = 1, zavisi fizenf na hodnoté yg, kterou uz zname. Muzeme tedy zacit s fizenim v redlném
¢ase. Spocteme Fizeni uy = Ujyg a aplikujeme je. V dalsi periodé pro t = 2 zméfime vystup y;
(jako odezvu na aplikované u;) a mizeme pocitat us = Usyy, které opét aplikujme. Nakonec
pro t = 3 zmé&fime yo, vypolteme us = Usys a aplikujeme jej. Tim jsme splnili zadani a
optimélné ¥{dili na intervalu ¥izenf pro t = 1, 2, 3.

Vysledky, které jsme odvodili, jsou obecné a plati pro libovolné dlouhy interval Fizeni.

Ukézka programu na toto téma je v kapitole Programy, na str. 77.



2 Rizeni s diskrétnim modelem

Jak jsme jiz uvedli v Kapitole 77, obecny popis diskrétniho dynamického systému dostaneme

tak, ze kazdé konfiguraci hodnot jeho datového vektoru dy = [yt, @Z);} prifadime pfimo prav-

dépodobnost, tj.
f (yt‘wta 6) = @th}t'

V této kapitole budeme demonstrovat algoritmus dynamického programovani s diskrétnim
modelem. Pro vétsi prehlednost provedeme vyklad pro konkrétni jednoduchy piiklad.

Je dan model
f (yt| [Uhyt*l] a®> = @yt\[ut,yt71]7

kde [utvyt—l] = ¢t a Yt, Ut S {172}7 Vt

Kritérium pro fizen{ budeme definovat podobné jako u modelu pro kazdou konfiguraci datového
vektoru zvlast jako nezaporné ¢islo

{Jyt‘[utyyt—l] Z O}yt7ut7yt71€{1’2} :

Pro predstavu lze jak model, tak i kritérium zapsat ve formé tabulky:

Model
f (yt| {Utaytfl] ,@)
U, Ye—1 | e =1 yp =
L1 O On
1,2 O112  Og12
2,1 O121 Oz
2,2 O1122  Og)22
Kritérium

J
[ueyea] (=1 3 =2
1,1 Jyn P
1,2 Jinz Jon2
2.1 Jipr S
2,2 Jip2  Jop2



Urcete optimalni strategii f{zenf w1, us, us, kterd minimalizuje zvolené kritérium #izeni.
Pro fegeni pouzijeme algoritmus (1.1) — (1.2) odvozeny v minulé kapitole.

Zvolime model a kritérium v konkrétnim tvaru

I (el [ut, ye-1], ©) J
Uty Yt—1 yy=1 y =2 U, Ye—1 | e =1 y =2
1,1 0.7 0.3 1,1 0 1
1,2 02 08 1,2 1 0o
2.1 0.9 01 2.1 1 P
2,2 04 06 2,2 2 1

kde je v kritériu vyjadiena skuteCnost, ze nechceme zmény ve vystupu a pro fizeni preferujeme
hodnotu 1. Rizen{ budeme opét pocitat na horizontu N = 3.

Pro ¢t = N = 3 je podle (1.1) nutné udélat stFfedovani

2
3 (us,y2) = BlJ|ug, d (2)] = Z Jyslusys Oyalusye = T1jusys O1lusye + T2fusys O2fugye =
ys3=1

us, Y2 ‘ ¥3
1,1 0x074+1x03=0.3
= 1,2 1%x024+0x08=0.2
2,1 1x094+2x01=1.1
2.2 2x04+1x06=14

a podle (1.2) minimalizace

. _ 0.3 pro ya=1 (pfi uz=1)
Y3 = MmN Y3 = . :
u3 0.2 pro yo =2 (pfi ug=1)
S3 1 Optimalni Fizeni je tedy us = 1, a to jak pro y2 = 1, tak i pro y2 = 2. Tim je optimalizace
v kroku 3 hotova a pfechazime na krok 2.

Prot = N — 1 = 2 potiebujeme zbytek 3 ve formé tabulky. Regresni vektor v kroku 2 bude
[ug, y1], @% zavisi jen na yo (tj. bude pro v8echny kombinace hodnot regresniho vektoru stejné),
takze tabulka bude

ug, Y1 | Yo =1 yo =2
1,1 0.3 0.2
1,2 0.3 0.2
2.1 0.3 0.2
2,2 0.3 0.2




Prvnim krokem je opét stfedovani pie yo

Sy y1 =1 jeviadku 1 a 3, v fadku 1 je mensi hodnota kriteria — pro y; = 1 volime us = 1.
Pro y2 = 2 je minimum v fadku 2, a tedy volime také ug = 1.

V caset =1 je

S s odkud u; =1 jak pro yg = 1 tak i pro yp = 2.

p2 = E[J + ¢p3lug, d (1)]

= (‘]1IU2y1 + 90;)) @1IU2y1 + (JQ\U3y2 + QDS) Ogjugy, =

‘]y2|u2y1 + 903) @y2|u2y1 =

u2, Yyi ‘ P2

1,1 0.8

= 1,2 0.7
2,1 1.6

2,2 1.9

«_ J08 proys=1,
72 0.7  pro ys = 2.
©3
u, Yo |y1=1 ya =2
11 0.8 0.7
1,2 0.8 0.7
2,1 0.8 0.7
2,2 0.8 0.7
Ui, Yo | $1
11 |18
= 1,2 1.7
2,1 | 2.6
2,2 |29

Strategie Fizeni je dana v bodech S1, Sa, Ss.

Protoze yg zname, mizeme uréit w1, aplikovat, zmérit y; a tak dale.
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