Model

1 Spojity model

Veli¢iny v dopravnim systému jsou ndhodné posloupnosti indexované diskrétnim casem t. V
kazdém casovém okamziku to jsou ndhodné veli¢iny, po zméfeni dostaneme realizace ndhodné
veli¢iny. Tyto ndhodné veli¢iny mohou byt bud spojité, nebo diskrétni. V této kapitole se budeme
zabyvat pfipadem, kdy vystupem systému je spojitd ndhodné veli¢ina indexovana diskrétnim
Casem (ndhodna posloupnost se spojitymi hodnotami).

1.1 Princip stochastického modelu

Model je obrazem systému. Je to matematicky popis zavislosti modelované veli¢iny na jinych
(vhodné vybranych) veli¢inach. Ve vét§ing praktickych p¥ipada funkei zavislosti pfimo nezname,
a tak vztahy mezi veli¢inami popisujeme za pomoci parametri. Hodnoty parametra urcujeme
pomoci odhadu z mé&fenych dat. Tato neznalost parametru a poruchy ve veli¢inach (at uz vzni-
kajici pfi samotném generovani nebo v procesu méfeni) zpusobuji, Ze je takovy model prakticky
vzdy pod vlivem neurcitosti.

Priklad [stochasticky model]

Princip modelovani Ize demonstrovat na situaci, kdy byla nahle zablokovana silnice a prijizdéjici auta se stavi
do kolony. Modelovanou veli¢inou y; je délka kolony nardistajici v diskrétnim Case ¢. Tato délka zavisi na
intenzité proudu I; a na primérné délce automobilu (véetné mezery mezi automobily) 6. Pro vyvoj kolony v
Case mizeme psat

Yt = Yi—1 + 01, yo =0,

kde yo je pocatecni délka kolony a 0 je okamzik vzniku blokace. Tento model |ze uvazovat jako deterministicky.

JestliZze jsme namérili s periodou vzorkovani 90 sec

t [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ye | 64 112 152 224 288 360 456 496 552 584

Je ale zfejmé, ze tento deterministicky model nemiize platit pfesné. Pocitali jsme s délkou auta 8 m, coz je
jen hruby odhad, a rovnéz jsme zaokrouhlovali pocet automobilt v kazdé periodé méFeni intenzity I:. Proto

reprezentujicim neurcitosti a poruchy v systému



Yo = Ye—1 + 01t + eq.
V tomto stochastickém modelu Ize uvazovat i pocatecni podminku yo za nahodnou. Pokud jsme “v priiméru”
odhadovali dobfe, bude mit Sum pfiblizné nulovou stfedni hodnotu. V pfipadé, ze systém pfrilis neméni své
stochastické vlastnosti, bude rozptyl 3umu konstantni. Pokud dale “vysvétlujici veli¢iny” modelu nesou o
modelované veli¢iné dostatek informaci, budou jednotlivé slozky nahodné posloupnosti navzajem nezavislé.
Takové nahodné posloupnosti fikime bily Sum (white noise).

Model, ke kterému jsme dospéli v minulém ptikladé, obsahuje deterministickou (tady linedrni)
funkci pocitajici modelovanou veli¢inu y; v zavislosti na nezévislé veli¢iné I, jakémsi parametru
0, ktery vyjadiuje konkrétni miru souvislosti mezi y; a I;. Stochastickd ¢ast modelu je Sum ey,

ktery (podobné jako v regresni analyze) “dorovnavd” modelovanou veli¢inu i s poruchami proti
jejim idealnim hodnotam (predikei).

Na tuto rovnici lze také pohlizet jako na transformaci ndhodné veli¢iny e; s rozdélenim f (e;)
na nahodnou veli¢inu y; s podminénym rozdélenim f (y¢|yi—1, I+, 0) . Abychom transformacni
rovnici mohli pouZzit, musi byt veli¢iny y;—1, I3, 0 zndmé, tj. musi se vyskytnout v podmince
rozdéleni modelované velic¢iny. Transformace potom piedstavuje pouhé posunuti z nulové stiedni
hodnoty Sumu, na stfedni hodnotu modelované veli¢iny ¥;, ktera je

Eylyi—1,1+,0]) = E [ys—1 + 01 + e|ys—1, I+, 0] = ye—1 + 01,.

Rozptyl y; je stejny jako rozptyl e;. (Oboji si zkuste dokézat).

1.2 Linearni regresni model s normalnim Sumem

Nejcastéji pouzivanym spojitym modelem je linedrni regresni model s normélnim rozdélenim
nahodné slozky - Sumu. Tento model m4 obecné rovnici

Yt 21/);@‘*‘675, (1.1)

kde y; je modelované velicina,

1y je regresni vektor (vektor velicin, které vysvétluji y;),

O je parametr modelu (zahrnuje regresni koeficienty 6 a rozptyl sumu r),

e; je Sum s normalnim rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem

.
Staticky regresni model obsahuje v regresnim vektoru jen vstupni veli¢iny (vétsinou méfené v
sou¢asném Casovém okamziku), nikoli zpozdéné hodnoty modelované veli¢iny. Jeho rovnici tedy
miuzeme psat ve tvaru

Yt = C1U1;t + C2U2;t + 0+ CmUmit + K+ e,
’ . ’ . 2
kde ¥, = [v1.4, V2,1, , Umy, 1] je regresni vektor a 6 = [c1,¢2,- -, Cm, k] je vektor regresnich
koeficientu. Nékteré z velic¢in regresniho vektoru mohou piedstavovat fizeni.

Typicky dynamicky regresni model popisujici vstup a vystup sytému je dan regresnim vektorem
ve tvaru
7/)15 = [Ut, Yt—1, Ut—1, " 5 Yt—n, Ut—n, 1]

a jemu odpovidajicim vektorem parametri

0" = [bOv ai, bla “rr, Gp, by, k] .



Dosadime-li do (1.1), dostaneme model ve tvaru rovnice

Y = bous +a1ys—1 +b1ug_1 + -+ anYin + bpus_p + k + 4. (1.2)

Tato rovnice pak definuje podminénou hp modelované veli¢iny y; takto:

Sum e; m4 podle definice rozdéleni

1 1
fe) = Wexp{—%ef}.

Podle transforma¢ni rovnice (1.2), kterd méa Jakobidn roven jedné, plati

€t =Yt —7/);9

a po dosazeni do rozdéleni sumu dostaneme

bt ©) = o= exo{ o (- vin) '} (13)

coz je hledan& podminénd hp modelované veli¢iny - model systému ve tvaru hustoty.

Radem regresniho vektoru nazveme nejvétsi zpozdéni modelované veli¢iny v regresnim vek-
toru.

Staticky model je model nultého fadu.

V modelu 1. fadu zavisi modelované veli¢ina na své minulé hodnoté. Zpozdéni jinych velic¢in
(fizeni, externiho vstupu) ¥ad modelu neovlivni.

1.3 Diferencialni a diferen¢ni rovnice ve spojitém modelu
Diskretizace diferencialni rovnice

Reéalny cas plyne spojité a vét§ina déju v realném svété probiha rovnéz spojité. Je proto dobie
si uvédomit, Ze na pozadi naSeho systému stoji spojity proces a na§ systém vznikad diskretizaci
tohoto procesu. Celou situaci budeme demonstrovat na velmi jednoduché (idealizované) soustavé
popsané diferencialni rovnici prvniho fadu bez pravé strany - jedna se tedy o problém doznivani
pocatecnich podminek. Spojité proménné zde budeme znacit velkymi pismeny s argumentem
¢asu 7 v zavorce - napt. Y (7). Spojity systém je tedy popsan rovnici (Y’ zde znadi derivaci)

Y' (1) +aY (1) =0, Y (0) = yo.

Nasim tkolem je vyjadrit tuto diferencialni rovnici pomoci diferen¢ni rovnice v diskrétnim case ¢
s periodou vzorkovani T' (7 = tT') tak, aby vzorky generované diferen¢ni rovnici lezely na funkei,
ktera je feSenim diferencialni rovnice a danych pocate¢nich podminek.

Postup odvozeni diferen¢ni rovnice (diskretizace) je nasledujici. ReSeni diferencialni rovnice od-
hadneme ve zndmém exponencidlnim tvaru a po dosazeni pocCéate¢nich podminek dostaneme

Y (1) =yoexp{—ar}.



Do feseni dosadime diskrétni ¢as 7 = tT. Diskretizované feSeni napiSeme pro ¢as t + 1
Y((t+1)T)=yoexp{—a(t+1)T}.
Na levé strané je vzorek Y v ¢ase ¢t + 1, ktery znacime y,1. Na pravé strané upravime exponen-
cialu
exp{—a(t+1)T} =exp{—atT}exp{—aT}.

Prvni ¢len na pravé strané predchozi rovnosti je vzorek Y v diskrétnim case ¢, druhy ¢len je
konstanta. Dosadime do diskretizovaného feSeni a dostaneme

Yyr+1 = yoexp{—aT}y: nebo y =yoexp{—aTl}yi—1

a tedy
Yt = Aytflv
kde A = ypexp{—aT}. To je diferen¢ni rovnice, ktera spliiuje nase pozadavky.

Podobnym zpisobem lze diskretizovat i diferencidlni rovnice vyssich fada, i kdyz postup je
ponékud zdlouhavéjsi.

Typy diferencialnich a diferenénich rovnic

Pro fegeni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty bez pravé strany je rozhodujici feSeni
jeji charakteristické rovnice. Pro rovnice druhého fadu

y' +ay +agy =0

je charakteristicka rovnice
)\2+CL1)\+CI,0 =0.

Mohou nastat tii typy feSeni charakteristické rovnice:

1. dvé redlnd FeSeni A1 a Ao - diferencidlni rovnice ma feSeni ve tvaru linearni kombinace
dvou exponencial
y=arexp {7} + azexp {7}

2. jeden dvojndsobny kofen X - feSeni je v tvaru
y = (17 + ag) exp { A7}
3. dva komplexné sdruzené koteny A\ + jw a A — jw - FeSeni diferencialni rovnice je
y = exp {7} [a1 sin (wT) + ag cos (wT)] .
Pro diferen¢ni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty bez pravé strany plati podobna

analyza. Pro rovnici
Yer2 + a1Yey1 + agys = 0

je opét rozhodujici charakteristicka rovnice
22+a1z—|—a0 =0,

kde z je operator jednokrokového pfedstihu yy+1 = zy;.

Tato rovnice ma podobné typy FeSeni (¢ je imaginarni jednotka):



1. dva redlné kofeny A\ a Ao - TeSeni diferen¢ni rovnice je
ye = BT + Ba)s

2. jeden dvojndsobnyj kofen \ - FeSeni je

ye = BrX' + Bot A
3. dva komplexné sdruzené koteny \ £ iw - FeSeni je

ye = (A + w2)t/2 (B sin (wt) + B2 cos (wt))

1.4 Regresni model ve stavovém tvaru

Stav systému z; je takova veli¢ina (vektor veli¢in), ktery v sobé& obsahuje informaci o celém
dosavadnim vyvoji systému. Jestlize zname stary stav a aktudlni fidici veliiny, jsme schopni
konstruovat pravdépodobnostni popis nového stavu. Model stavu ma tedy vzdy 1. fad. V line-
&rnim piipadé je dan rovnici

xy = Mz 1+ Nug + wy,
kde M, N jsou matice odpovidajicich rozméra, w; je bily Sum.

V tadé piipadd je vyhodnéjsi pracovat s modelem 1. fadu, i kdyz mnoho-rozmérnym, nez s
regresnim modelem s fadem vyS3im nez jedna. Konstrukei stavového modelu je cela fada. Ta-
kovato procedura je zndma napf. z prepo¢tu diferencidlni (nebo diferenéni) rovnice n-tého fadu
na n rovnic, prvniho fadu. Zde uvedeme tu nejjednodussi, kterd piimo vychéazi ze struktury
regresniho modelu.

Uvazujme obecné regresni model
Yy = bous + a1ys—1 + -+ ApYi—n + bpur—n + k + €.

Definujeme vektor (stav) @y = [Ye, U, Yt—1, Ut—1, " " s Yt—ns Ut—n,s 1]/ a pro néj s pomoci regresniho
modelu a identickych rovnic sestavime model v nésledujicim tvaru

Tt :M$t_1 +Nut+et (].4:)

se strukturou (z davodu prehlednosti ji uvedeme pro regresni model Fadu 2)

Yt ar by azx by k| |yi—1 bo e

Ut o 0 0O 0 O Up_1 1 0
-1 =11 0 0 0 Of |ye—2|+ |0 |u+|0],

Up_1 0O 1 0 0 Of |ue 0 0

1 O 0 0 0 1 1 0 0
—_——— ~——

Tt A Ti—1 B Wi

kde prvni rovnice predstavuje regresni model a zbytek jsou identity.

Vyznam tohoto pfevodu ukizeme na piikladé.



Priklad [regresni model]
Pro regresni model 2. Fadu se zanedbatelnym Sumem (tedy Sumem s tak malym rozptylem, Zze 3um lze
zanedbat) urcete hodnotu ys pro pocatecni podminky y—_1,yo a dané fizeni u—1,uo,- - , us.

Teoreticky je Gloha jednoducha. Pro pfedpovéd y; dosadime do regresniho vektoru regresniho modelu a
hodnotu vystupu prosté vypoCteme pfi souCasném zanedbani Sumu

y1 = bour + a1yo + biuo + a2y—1 + bau—_1 + k.
PFi vypoctu y2 pouzijeme zndmé hodnoty a také vypoctenou hodnotu vystupu y;
y2 = bouz + a1y1 + biur + az2yo + bauo + k =
= bouz + a1 (boui + ar1yo + biuo + azy—1 + bau_1 + k) + brui + aoyo + bouo + k =
= bougz + (a1bo + b1) w1 + (a1br + bo) uo + arbou—_1 + (a% + ao) Yo + ara2y—1 + (a1 + 1) k.

Timhle zptisobem Ize pokraovat aZz do Casu ¢t = 5. Neni sice prili§ slozité postfehnout, jakym zptsobem se
vyvijeji koeficienty u jednotlivych velicin, nicméné tato aloha je daleko snazdi, pouzijeme-li stavovy model

e = Mxi—1 + Nug,
kde jsme podle predpokladu zadani zanedbali Sum. Plati
1 = Mxo + Nuy,
kde zo = [yo, uo,y—1,u—1,1]". Dale
2y = Mz + Nug = M (Mxzo + Nuy) + Nuz = M?2zo + MNuy + Nus,
x5 = Mz + Nusg = M (M?zo + MNuy + Nug) + Nug = M>zo + M*Nuy + MNus + Nus.

Ani nemusime pokraCovat a miizeme psat obecny vzorec:
t—1
Ty = Mta}o + ZMlNut,i.
i=0
Pozadované ys je prvnim prvkem vektoru x5, tedy

4
Ty = MSZL‘O +ZM1Nut,i, a Ys = X15.

2 Diskrétni a logisticky model

2.1 Diskrétni model

Pokud mayji v8echny veli¢iny vstupujici do modelu kone¢ny pocet hodnot, hovoiime o diskrétnim

modelu. Sefadime-li tyto veli¢iny do vektoru (tzv. rozgiFeny regresni vektor ¥, = [yt,q/;;} ),

pak realizaci ndhodnych veli¢in v tomto vektoru dostaneme urc¢itou konfiguraci jejich hodnot.
Diskrétni systém ma koneény pocet takovych konfiguraci, které nazyviame mody. Piikladem je
odboceni auta v T-kfiZovatce doprava, nebo doleva (2 mody) nebo kolona nebyla a neni, nebyla
a je, byla a neni, byla a je (4 mody). Popis diskrétniho systému proto muZeme provést velmi
obecné, a to tak, ze kazdé konfiguraci hodnot veli¢in v rozsifeném regresnim vektoru pfifadime
jeji pravdépodobnost, tedy

f (e, ©) = Oy, (2.1)



kde multi-index (rozsifeny regresni vektor s diskrétnimi hodnotami) y; |1y = [yt, V1, Yoty - Ufnw;t]
je vektor indexi (hodnot diskrétnich veli¢in) a znaménko “|” je pouZito jen forméalné a ukazuje,
které veli¢iny jsou modelovany a které se nachazi v podmince modelu.

Podobné jako u regresntho modelu nazveme fadem modelu nejvétsi zpozdéni modelované
veli¢iny v regresnim vektoru.

Priklad [diskrétni model]

Model budeme demonstrovat na jednoduchém, ale presto dostatecné obecném prikladé tzv. “fizené koruny
s paméti’. Jedna se o systém s dvouhodnotovym vystupem s hodnotami 1 a 2 (napf. rub a lic), ktery je
zavisly na minulém vystupu (napf. po dopadu se koruna za3pini a tim se rozvaze pravdépodobnostni pomér
jednotlivych stran) a na dvouhodnotovém Fizeni, rovnéz s hodnotami 1 a 2 (napf. zpiisob, jak se polozi mince
na ruku pfi hodu). Potom plati

Yt € {152}3 ’(/)t = [utvyt*ﬂ € {172} X {172}7 U, = [yt|utayt*1]

a model je mozno zapsat ve formé tabulky

I (yelwe, ye—1) Yt
[we, ye—1] 1 2
1,1 0.3 0.7
1,2 0.8 0.2
2,1 0.1 0.9
2,2 0.2 0.8

kde @1‘11 =03a napF. @2‘21 =0.9.

Obecné pro parametry diskrétniho modelu musi platit

Z 97,\]k = ].7 V],k

i€y*
Vyuziti diskrétniho modelu je mozné zejména v situacich, kdy:

1. Modelovana veli¢ina je urcitou klasifikaci néjakého jevu - napi. nehoda nastala nebo ne-
nastala nebo nastala nehoda bez zranéni, se zranénim, s Gmrtim.

2. Nezavislé veli¢iny (v regresnim vektoru) oznacuji okolnosti, které doprovézeji naméfenou
hodnotu modelované veli¢iny. Tyto veli¢iny mohou byt nominalni, napiiklad veli¢ina denni
doba s hodnotami: svitani, den, soumrak, noc.

Je potieba si uvédomit, ze ¢im vice veli¢in obsahuje regresni vektor a ¢im vice riznych hodnot
tyto veli¢iny mohou nabyt, tim vétsi je pocet stavi takového systému. Abychom se o kazdém
stavu néco dozvédéli, potfebujeme obrovsky pocet dat. Pti tvorbé diskrétniho modelu se proto
snazime do regresniho vektoru vybrat jen podstatné veliGiny (vzhledem k vysvétleni hodnot
modelované veli¢iny) a u kazdé veli¢iny definovat co nejmensi po¢et hodnot. Pomoci miZe napf.
spojovani hodnot: pro denni dobu misto jitro, den, soumrak, noc lze definovat svétlo, Sero, tma
(pokud tomu nebrani konkrétni zadéani ulohy).



2.2 Logisticky model

Logisticky model pouZijeme v p¥ipadé, kdy modelovana veli¢ina je diskrétni (dvouhodnotova)
y: € {0,1} a pfedpokladame, Ze jeji hodnota stochasticky zavisi na veli¢inach

/¢t = []-a L1ty L2sty - 'xn;t]/7

které mohou byt jak diskrétni, tak i spojité. Jednicka v regresnim vektoru pfedstavuje opét
respektovani konstanty modelu. V pfipadé, kdy veli¢iny z vektoru v; jsou vSechny diskrétni,
jedna se o diskrétni model, kterym jsme se zabyvali v kapitole 2.1.

Logisticky model ma tvar

exp (yezt)
,0)= —————~_| 2.2
f (yth[}t ) 1+ exp (zt) ( )
kde je pouzita linearni regrese )
2 = 1,0 + €. (2.3)

Vyznam logistického modelu je v tom, Ze popisuje diskrétni veli¢inu y,; v zavislosti na spojité
veli¢iné z; ktera je vypoctena na zdkladé linedrni regrese z veli¢in, které mohou byt jak diskrétni,
tak i spojité.

Piiklad [logisticky model]

Modelujeme zavaznost nehody y: € {0, 1} v zavislosti na rychlosti automobilu vi,;; € R' a osvétleni
v € {1,2,3}, kde 1 znamena svétlo, 2 oznauje Sero a 3 predstavuje tmu. Linearni regrese (2.3) ma
rovnici

2zt = 0o + O01v1;e + O2v2;¢ + €4

a model (2.2) bude tvofen pravdépodobnostmi

ex V4

Py =1¢1,0) = HST(I)???&)’
1

Pl =00e®) = oGy

kde prvni rovnici je pro y; = 1 a druha pro y; = 0.

Princip fungovani tohoto modelu je nésledujici. Linearni regrese (2.3) mapuje regresni vektor 1);
na veli¢inu z;, které pfirozené nabyva hodnot z celé realné osy. Funkce (2.2) potom transformuje
tuto redlnou osu do intervalu (0, 1), takZe nakonec dostaneme hodnotu ve tvaru pravdépodob-
nosti. Hodnoty této pravdépodobnosti blizké 1 ukazuji na hodnotu y; = 1, hodnoty blizké 0
mluvi pro y; = 0.

Jiné vyjadreni logistického modelu

Jiné mozné vyjadieni stejného logistického modelu je mozno napsat pomoci funkce logit, ktera
je definovana

logit (p) = In <1p> . (2.4)

-D
Dosadime-li p = P (y; = 1|44, ©), dostaneme logisticky model ve tvaru



g

1- Py = 1|¢t»@)> =%O+en

Samoziejmé pro y; = 0 plati

P(y: = 0[¢,0) =1 — P (y; = 1], ©)

Prabéh funkce logit je vykreslen na Obréazku 2.1.



Function logit: z = In p/(1-p)

Function logit=inv: p = exp(z) / (1+exp(z))

0.81

0.6

0.4r1

0.21

Obrazek 2.1: Funkce z = logit(p)

Funkce logit pirevddi proménnou p, kterd md rozsah (0,1) na velicinu z, kterd
md hodnoty z celé redlné osy. Toho se vyuZije pti logistické regresi tak, Ze
hodnoty z = 'O € R se transformuji na pravdépodobnosti p € (0,1). Trans-
formace je patrnd z obrdzku: velké kladné hodnoty z se zobrazi blizko p = 1,
hodnoty z kolem nuly padnou blizko p = 0.5 a velké zdporné hodnoty z ddvaji
hodnoty blizko p = 0.

Funkci logit_inv inverzni k funkci logit dostaneme otocenim horniho ob-
rdzku o 45° (viz dolni obrdzek). Tato funkce pievddi naopak redlnd cisla na
pravdépodobnosti.
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Odhad

3 Odhad spojitého modelu

Model je matematickym popisem vybranych veli¢in sledovaného procesu. Tyto veli¢iny popisu-
jeme stochasticky (pomoci hustot pravdépodobnosti) v zavislosti na jinych vybranych veli¢inach
vétsinou jako linedrni vazby pomoci diferen¢nich rovnic.

Pfi navrhu modelu fesime dva kroky:

1. navrh struktury modelu, tj. vybér veli¢in a poctu kroku jejich zpozdéni, na kterych mo-
delovana veli¢ina zavisi,

2. urceni parametri modelu, které vyjadiuji konkrétni zavislosti ve sledovaném procesu.

Zde se budeme zabyvat druhym bodem - odhadem parametri modelu.

3.1 Bayesovské odhadovani
Parametry z hlediska bayesovstvi

V klasické statistice se odhadované parametry, ale i jiné odhadované veli¢iny, povazuji za na-
hodné veli¢iny. Jejich popisem je hustota pravdépodobnosti. Jestlize je pro konstrukci této hp
pouzita jen pfedb&Zna (expertni) znalost, hovofime o apriornim popisu. Jestlize jsou dale vyuzita
i méfend data, dostavame aposteriorni popis.

V piipadé popisu parametri se jedna o hp f(©), kterd se nazyva apriorni hp a kterd odrazi
prvotni znalosti o parametrech. V pribéhu odhadovani se méii data d; v casech ¢t =1,2,--- T,
kde T je horizont intervalu odhadovéni. Informace z méfenych dat se postupné vyuZivad pro
zpFesnéni popisu parametri a puvodni apriorni hp se vyviji na aposteriorni hp

dq do d?, dr
f®) = f®ldW) — f®ld2) — - = [(OeldT)

St¥edni hodnota aposteriorni hp vypovida o bodovych odhadech parametra (viz P¥ilohy 10.8),
kovarian¢ni matice o nepfesnosti odhada. Pfepocty hp popisujici parametry se provadi na za-
kladé Bayesova vztahu.
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Bayestv vztah

Vyvoj hp parametrad, tj. postupné upiesiiovani hp parametra podle informace pfichazejici z
méfenych dat dy, do, - -+ ,dy, se provadi podle Bayesova vzorce (viz Pilohy 77)

f(Old(t)) o< f (yeltor, ©) f (Od (t = 1)), (3.1)

ktery se po¢ita prot =1,2,--- ,T a startuje s tzv. apriorni hp f (0|d (0)) = f (), ktera odrazi
apriorni, expertni znalost.

Vztah (3.1) je mozno zapsat také rovnou pro koncovy ¢as T

T
F©ld(T)) = 11 f (welvr, ©) f (©1d(0)) = Lz (©) £ (8]d (0)),
t=1
kde
Ly (©) = [[ f wil¢r, ©) (32)

je veérohodnostni funkce (likelihood).

7 uvedeného je patrné, Ze bayesovsky odhad je vlastné klasicky odhad maximéalni vérohodnosti
korigovany apriorni hp.

Reprodukovatelné parametrické vyjadieni aposteriorni hp

Vztah (3.1) je rekurze pro funkce. Ta je prakticky nerealizovatelna, proto je t¥eba jednotlivé
hp vyjadrit v konkrétnim tvaru, ktery zavisi na kone¢ném poctu ¢iselnych charakteristik a tuto
funkcionélni rekurzi prevést na rekurzi algebraickou pro charakteristiky rozdéleni.!

Navic je tfeba parametrické vyjadieni volit tak, aby pfi postupném odhadu v ¢ase nevznikaly
nové a nové charakteristiky, tj, aby se formélni tvar hp parametra reprodukoval. Jinak se tato
hp velmi rychle stane tak slozitou, ze ji prakticky neni moZzno pocitat v rozumném case.

Napftiklad bude-li mit model normélni rozdéleni, zvolime apriorni hp také jako normélni. Naso-
beni normélnich hp vede opét na normalni rozdéleni, které je urcené svou stfedni hodnotou a
rozptylem. Ty je mozno pocitat pfimo ze stfednich hodnot a rozptyli modelu soustavy a apri-
orni hp. Dostavame tak rekurzi na ¢islech, nikoli na funkcich. Pokud mé model tuto vlastnost,
fekneme, Ze pii odhadu dostavame reprodukujici se aposteriorni hp.

Obecné tento problém vyfteSit nelze, ale pro piipady, kterymi se zde budeme zabyvat, tj. pro
regresni spojity model s normalnim rozdélenim a pro diskrétni model s multinomialnim rozdé-
lenim, takové tzv. adjungované apriorni distribuce na parametrech existuji ve formé inverzniho
Gauss-Wishartova a Dirichletova rozdéleni. Budeme o nich podrobnéji hovotit v nésledujicich
kapitoléach.

I'Napi. piepo&itat funkci f (x) na g (z) lze jenom tak, Ze ji pFepocitame f(x) — g (x) pro kazdy bod = € R.
Jestlize ale je f (z) = exp{az} a g(z) = exp{bzx}, pak staci pFepolitat a — b. Cela funkce uZ je ddna svym
predpisem.
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Ptiklad [odhadovani bez reprodukce aposteriorni hp|

V tomto prikladu budeme ilustrovat situaci, kdy odhadujeme s modelem, ktery nevede na reprodukujici se
aposteriorni hp.

Uvazujme model f (y|a) = ay® — 2ay + 222 pro y € (0, 2) a parametrem a € (—2, 2). Protoze zname

rozsah parametru a a nemame o ném zadnou apriorni informaci, budeme apriorni hp volit jako rovnomérnou,

tji. f(a) = 5 naintervalua € (-2, 2).

V prvnim kroku odhadu naméfime y; a dostaneme

da+ 3\ 4
Flaln) o £ (o) £ @) = (g = 200 + 2252) 5.
V druhém kroku
da+3 da+3)\ 4
f(alyl,yz)Mf(yzla)f(alyl):(ay§f2ay2+ a6 )(ayff2ay1+ a6 )5

pamatovat stale slozitéjsi vyrazy. Po prvnim kroku pracujeme s y? a y1. Po druhém uz to bude y3y3, yiys,
Y1Y3, Y1Y2 Ui, Y3, Y1, Y2 a tak dale.

Priklad [Odhadovani s reprodukci aposteriorni hp]

Zde ukazeme odhad s modelem, ktery vede na reprodukujici se aposteriorni hp.

Vezmeme model f (y:|la) = exp{—ay}, y > 0, a > 0. Jako apriorni hp uvazujme f(a) = exp{—ayo}.
Potom po prvnim kroku odhadu mame

[ (alyr) o< f (ytla) f (a) = exp {—ay1} exp{—ayo} = exp {—a (y1 + vo)}

po druhém
f(aly1,y2) oc exp {—a(y2 + y1 +yo)}

k
[ (aly (k)) o< exp {—a > yz} :
i=0
Je zfejmé, e kdyZ ozna&ime statistiku odhadu Sy = Zf:o i, pak pfepocet statistiky v Case k je

Sk = Sk-1 + Y-

a obecné

Formalni tvar hp parametrii se neméni a vzorec pro prepocet statistik ma stale stejny tvar.

Vysledek odhadovani

Vysledkem procedury odhadu je aposteriorni hp
f(©ld()),

kterd dava uplny stochasticky popis parametra - tedy vycet vSech moznych hodnot a jejich
pravdépodobnosti vyskytu. Pokud je to mozné (vétsinou z divodu spocitatelnosti), mélo by se
tam, kde mame neznidmé parametry, pocitat s touto celou distribuci.

Neni-li mozné vyuzit v dalsich vypoctech celou aposteriorni hp nebo potiebujeme-li jako odhady
¢isla, muzeme piejit k bodovym odhadim

0, = E[0ld(t)].

Obé tyto varianty vyuZziti procedury odhadovani lze dobie ilustrovat v dalsim odstavci Odhad
vystupu systému.

13



Odhad vystupu

Predpoveéd vystupu je popsana prediktivni hp f (ye|tpe, d (t — 1)) . ProtoZze parametry © obecné
nezname, nesmi se vyskytovat v podmince.?

Prediktivni hp dostaneme tak, ze modelujeme obé neznamé veli¢iny y; i © pomoci sdruzené hp,
kterou rozlozime podle fetézového pravidla a integrujeme pies O, abychom dostali popis jen pro

vystup y:

(yt|1/)t7 / f yt7@|1/}t, (t_l))d@

- /@ w1, ©) £ (©ld (¢~ 1) e, (33

kde chybéjici veli¢iny v podminkach vypadly z duvodu nezavislosti. Pfedpovéd vystupu v Case t
(jako nahodné veli¢iny) je tedy dana modelem f (y:|1)¢, ©) a vyjadienim nezndmého parametru
pomoci aposteriorni hp parametra f (O|d(t —1)).

Poznamka

Dobfe si viimnéte, jak bayesovstvi zachazi s nezndmou veli¢inou (tady parametrem). Kazdého by na-
padlo: mam model a potfebuji do ného parametr. Udélam odhad a ten tam dosadim. To ale neni
optimalni. Spravné je pouZiti dplné pravdépodobnosti tak jako v (3.3). Do modelu postupné dosazuji
vSechny mozné hodnoty parametrii a po¢itam vazeny prumér - dosazeni a s¢itani déla integral, vahy
jsou dany aposteriorni hp.

Bodovy odhad vystupu

Bodovy odhad parametru zkonstruovany s pomoci aposteriorni hp je (viz Pfiloha 10.8) podmi-
nénd stiedni hodnota parametru

&, = E[Old(t) /@f (©]d (1)) dO (3.4)

Tento bodovy odhad uZ neni tplny, ale jen ¢astecny popis parametru (napf. stiedni hodnota
nic nefikd o rozptylu). Pokud je ale aposteriorni hp dostate¢né ,3tihla“, a to ona po spravném

odhadu je,? je mozno ji nahradit Diracovym impulzem § (@ — @t), kde 4 (0) je jedna a jinde
nula, tedy
FOd(t—1)) a&(@fét_l). (3.5)

Dosadime za aposteriorni hp a dostaneme

I Wele,d (t —1)) / [ (elr, © (9 - étﬂ) de = f (yt|"/}ta étfl) . (3.6)

Vysledek je pravé ten, ktery bychom cekali. Jestlize mame model s nezndmymi parametry a
spo¢teme bodové odhady parametra, pak tyto bodové odhady pouZijeme misto neznamych pa-
rametri. Nedostavame optimélni feSeni, ale pro ,Stihlou aposteriorni hp“ je to feSeni casto
prijatelné.

2Jinak bychom tuto hp nemohli pfimo pouzit - neméli bychom za © co dosadit. Parametry ale potfebujeme
pro model. Proto musime odhad © zabudovat do konstrukce prediktivni hp.
3P#i odhadu ziskdvame informaci, tim klesa neuréitost a s ni i rozptyl odhadu.
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3.2 Odhad parametria regresniho modelu
Odhad parametri normalniho regresniho modelu na zakladé apriorni informace a dat d (t) mé-

fenych pribéZné na systému provedeme na zakladé Bayesova vzorce (3.1) s modelem (1.3) a
vhodné zvolenou apriorni hp f (©|d (0)) = f(0).

Model

Regresni model s regresnim vektorem 1;, jemu odpovidajicim vektorem regresnich koeficientu 6
a normalnim Sumem s rozptylem r ma tvar

1 1 r N2
f (il 0) = =1 "% oxp {—270 (e —vi0) } -

Pro ucely odhadu je vyhodné tuto hp (vyraz v exponentu) upravit do nasledujiciho tvaru (viz
Piiloha 10.6, rovnice (10.9))

L o5 1 / -1
— O — - [-10]D .
Pt ®) = —=ren {5 1o | L (3.7)
kde D, = [ Zt ] [yt, w;} je tzv. datova matice.
t

Dale v Priloze 10.7 v rovnici (10.10) je uveden tvar aposteriorni hp, ktery odpovida normalnimu
regresnimu modelu (jedné se o tzv. konjugovanou aposteriorni hp k normalnimu regresnimu
modelu, tj. takovy popis parametri, jehoZ tvar se pii odhadu podle Bayesova vzorce reprodukuje)

7 (1d (1) ox 1055 exp{—;r —10)V, [ 5 }} (35)

kde V; a k., jsou statistiky odhadu. Pro ¢asovy okamzik ¢ vzorec s 7 = t udava aposteriorni hp,
pro 7 =t —1 je to apriorni hp.

Rekurze pro statistiku

Dosazenim do Bayesova vzorce (3.1) dostaneme

5 1 -1
7055 exp {_27“ [-10']V; { 0 } } S

aposteriorni hp

1 -1 1 -1
-0.5 / —0.5Kk¢—1 /
xr exp{—2r[—19}Dt[ 0 }}r exp{ 27q[ 19]Vt1[ 9 ]}7

model apriorni hp

odkud porovninim obou stran tohoto vztahu dostaneme rovnice pro pfepocet statistik

Vi = Vi1 + Dy, (3.9)
Kt = K¢—1+ 1. (310)
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Uvedené statistiky se nazyvaji: V - rozsifena informac¢ni matice, k - pocitadlo vzorka a datova
matice D;. je

Dt:[fj}i}[% 1/1;],

Algoritmus odhadu
Postup odhadu parametri je nasledujici:

1. Konstrukce apriorni hp f (©|d (0)). Obecné& to neni jednoduch4 zélezitost. Jedna se o pie-
vod predpokladii nebo pozadavki tykajicich se parametra © (jako t¥eba © ma nezaporné
prvky, nebo mensi nez n&jaka horni hranice apod.) do apriornich statistik konstruované
apriorni hp.

Vystupem jsou apriorni statistiky V a ko a z nich zkonstruovana apriorni hp podle (3.8)
s dosazenymi apriornimi statistikami.

2. Mé&feni dat dy,ds,- - kde d = {y, u} a prubéZny piepocet statistik podle vztaha (3.9) a
(3.10) t.
Vi=Vici+D; a kg =Ke—1 + 1.

Vystupem jsou aposteriorni statistiky V; a ;.

3. Konstrukce aposteriorni hp f (©]d(t)) dosazenim do vztahu (3.8) s 7 = ¢ a statistikami
‘/ta Kt.
Vystupem je aposteriorni hp f (0]|d (t)).

4. Vypocet bodovych odhadi ©; (jsou-li potieba). Bodové odhady jsou dény jako podminéna
stfedni hodnota (viz Ptiloha 10.8)

6=FE[0ld(t)] = /@ Of (0ld(t)) de.

V Piiloze 10.9, v rovnicich (10.14) a (10.16) je ukazéano, 7e plati

. V, =V, Vi, 'V,
Oy =V, Wy, #=— y: v W (3.11)
t
Matice Vy, a vektor V, , dostaneme rozdélenim informa¢ni matice V; na submatice

v, V.
V, = [ vy } , (3.12)
! Vo Vi

kde V, je skalar, Vy je sloupcovy vektor, Vy/w je radkovy vektor a Vy, je ¢tvercova matice
a

k¢ je pocitadlo datovych vzorki, pro které plati K, = kr_1 +1, 7 =1,2---t s poCatecni
hodnotou k¢ (apriorni statistika).

Vysledkem uvedeného algoritmu je:

e konstrukce aposteriorni hp podle bodu 3,

e bodové odhady parametra (3.11).
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Bodovy odhad vystupu s bodovym odhadem parametru

St¥edni hodnotu vystupu y; (tedy jeho optimélni odhad) dostaneme piimo z modelu takto

Je = B [pltn d(t = D] = B[00 + et] = w6,
To znamen4, ze do modelu bez umu* dosadime data a odhady parametrii a jednoduse spo¢teme
vystup.

Odhadovani parametra regresniho modelu a jeho vystupu budeme ilustrovat na piikladech.

Piiklad [odhad regresniho modelu]

Simulujte spojity dynamicky systém popsany regresnim modelem 2. Fadu s regresnim vektorem
Y = [we, Y1, Ut—1, Ye—2, Ut—2, 1],
jemu odpovidajicimi regresnimi koeficienty
0 =11,0.6, 0.5, 0.2, —0.3, 0.1]’
a rozptylem Sumu r = 0.01. Odhadnéte parametry © = {6, r} tohoto systému.
Simulace se provadi s pomoci modelu (o = /r = 0.1)
Yo = 0 + ger = ur + 0.6ys—1 + 0.5us—1 — 0.2ys—2 — 0.3us_a + 0.1+ 0.1er,

kde

et ~ Ne, (0,1) je realizace standardniho normalniho Sumu, : je regresni vektor ze zadani alohy, 6 jsou
regresni koeficienty a o je smérodatna odchylka Sumu.

Pro odhad vytvafime rozsifeny regresni vektor

’

U = [yt, wt] (3.13)
prot=1,2,--- ,n, se kterym prepocitavame informaéni matici a pocitadlo
Vi = Vi + 00,
Kt = Ki—1+1,

s poc&ate€nimi (apriornimi) hodnotami Vj a ko.

Bodové odhady urcime rozkladem informacni matice podle (10.11)

v, V.
V, = v yy :| ,
' [ )

a dale podle vzorci
Viy = ViV Wiy

N —1 ~
et = Vw qu/, a Ty = ot

(3.14)

Podrobné feSeni je uvedeno v nasledujicim programu

40dhadem je st¥edni hodnota. St¥edni hodnota Sumu je nula, takze predikce se provadi jakoby s modelem bez
Sumu.
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cle, clear all
// Simulation and estimation of second order

// regression model

nt=100; // number of data

// SIMULATION

th=[1 .6 .5 —.2 —.3 .1]"; // regression coefficients

r=.01; // noise variance

s=sqrt (r); // standard deviation of noise
y=zeros (1,nt); // zero initial conditions + declar.
u—ones (1,nt)+rand(1,nt); // input declaration

// time loop for simulation

for t=3:nt

psi=[u(t) y(t—1) u(t—1) y(t-2) u(t-2) 1]°;
y(t)=psi’+«th + sxrandn;
end

// ESTIMATION

V=zeros (7); // initial statistics

// time loop for estimation

for t=3:nt
Psi=[y(t) u(t) y(t-1) u(t—1) y(t-2) u(t-2) 1]
V=V+PsixPsi ’;

end

Vy=V(1,1);

Vyp=V(2:end ,1);

Vp=V(2:end,2:end);

Eth=inv (Vp)*Vyp; // point est. of regr. coeff.

Cth=(Vy—Vyp’+inv (Vp)*Vyp)/nt; // point est. of noise var.

// print
Simulated noise variance=r

Estimated noise variance=Cth

Vysledky programu jsou na obrazcich
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Priklad [bodovy odhad regresniho modelu]

Alternativni postup pfi odhadu parametrd normalniho regresniho modelu vychazejici z metody nejmensich
Ctverci (ktery je ale s predchozim zplisobem ekvivalentni) je nasledujici.

Do rovnice regresniho modelu (z pfedchoziho prikladu)

Yy = bour + a1ye—1 + brus—1 + asyr—2 + bour—2 + k + et
postupné dosazujeme méfena data a rovnice pro t = 1,2,--- , N piseme pod sebe

y1 = bou1 + a1yo + biuo + asy—1 + bau_1 +k + €1
Yo = bouz + a1y1 + biur + a2yo + bauo + k + e2

yn = boun +a1yn—1 +biun—1 + acyn—2 + baun_2 +k +en.

Vytvorenou soustavu rovnic zapiSeme maticové

Y =V6+E,

kde Y je vektor modelované veli¢iny y;, ¥ je matice regresnich vektort v fadcich, 6 je vektor parametrd v
poradi odpovidajicim poradi veliCiny v regresnim vektoru a E je vektor Sumd.

Pro uvazovany model bude mit soustava tvar

bo

Y1 Uy Yo Ug y-1  u—1 1 ax €1

Y2 _ %) 1 Uy Yo Ug 1 by + €1
as

YN UN YN-1 UN-1 YN-—2 UN-—2 1 ba en
k

Bodovy odhad parametri je .
0= (v'w) vy,
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odhad rozptylu Sumu je

Py (Y - 9\11) —Y'E,,

kde E, =Y — OU je vektor chyb predikce Y, = 0.

Poznamka

Z porovnani obou uvedenych piiklada plyne

Y'Y =V, YUI=V,, a U=V,

4 Odhad diskrétniho a logistického modelu

4.1 Odhad parametra diskrétniho modelu

Diskrétni model popisuje systém, v némz jsou vSechny veli¢iny diskrétni. Model je reprezentovan
tabulkou pravdépodobnosti. Model i tlohy s nim spojené jsou velice jednoduché, ale

e prace s tabulkami muZe byt ponékud nezvykla,

e pokud maji veli¢iny vétsi pocet ruznych hodnot, bude tabulka modelu netunosné veliki. V
tom piipadé je lépe piejit na logistickou regresi.

Model a jeho souéinovy tvar

Model (2.1) obsahuje parametry ©,, (pravdépodobnosti jednotlivych konfiguraci rozsifeného

regresniho vektoru ¥, = [yt,w;} ), které jsou v obecném piipadé neznamé, a tak je t¥eba je

odhadovat z méfenych dat. Pro odhad pouZijeme Bayesuv vzorec (3.1), diskrétni model (2.1) a
vhodné zvoleny apriorni model parametra f (0]d (0)) = f (). Dle odstavce 3.1 o analytickém
tvaru hp parametrii a o reprodukovatelnosti jeji struktury je tfeba tuto hp parametria zvolit
v analytickém tvaru, a to takovém, aby se pii postupném nésobeni modelem soustavy jeho
analyticky tvar reprodukoval. Za timto telem piepiSeme model soustavy (2.1) forméalné do tzv.

soudéinového tvaru 50l o
yl,ye|Y
flydesn©)= T en" "™,
ylyper-

kde y|¢ je multiindex (tj. vektorovy index), ktery muZe nabyvat vSech moznych konfiguraci
hodnot pfipustnych pro jednotlivé veli¢iny v ném obsazenych; ¥* je mnozina vSech takovych
konfiguraci; symbol 0 (y|v¢, y¢|1:) je Kroneckerova funkce, ktera se rovna jedné, kdyz plati y|¢ =
yel|e (tj. y = ye a1 = 1, aZ Y, = Yn,e), v ostatnich piipadech je rovna nule.
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Ptiklad [model falesné mince]

Pro model falesné koruny (y = 1 je lic, y = 2 je rub) lze zapsat jednotlivé pravdépodobnosti ve tvaru
fly=1)=pia f(y=2)=p2, kde p1, p2 > 0 a p1 + p2 = 1. Tento model mtzeme zapsat nasledovné:

5(y,1), 8y, 5(y,
f(y):p(yl) (¥,2) _ Hp(yl)

Statistika

Piepis do souinového tvaru je ¢isté formélni zaleZitost. Pro v8echna y| # y:|vy dostdvame
©% =1 a jen pro Y|y = yi|¢ je O = Oy, |y, - Nicméné je pro nas soucinovy tvar navodem, jak
volit apriorni model parametria. Ten piSeme ve tvaru Dirichletova rozdéleni - viz Ptilohy 10.5

Vy|4p;0
f(©ld(o H ey\w ’

ylpew=

kde vy, je apriorni statistika (pro ¢as ¢ = 0) pro odhad parametru ©. Tato statistika je
matice stejnych rozméru jako ©. Podobné jako model ji muzeme reprezentovat pomoci tabulky.
Pocatecni statistika mé tedy nasledujici tvar

Vyly;0 (4.1)
[up,y—1] | Yo=1 wyo=2
1,1 Vi Y2111
1,2 V12 V2)12
2,1 V121 V2|21
2,2 V1)22 V2|22

Prepocet statistiky

Predchozi odvozené vztahy dosadime do Bayesova vzorce (3.1) a dostaneme pro ¢t =1

3(yl,ylyn) Vylpio _
foda)«< J] Oy II Oty =

y\we\lf* ylypev-

model apriorni

nové statistika
~ =

Wy lv1) g0 Vylap;1
H Gyldﬂ H Gy\w ’

ylpew ylper=

aposteriorni

kde
Vylps1 = 0 (Y, y1|¥1) + vyjeso

je statistika modelu parametra f (0|d (1)) pro ¢as ¢t = 1.
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Déle méfime data pro ¢t = 2,3, -+ , N a pfepocitadvame statistiku v podle obecného vzorce

Vy|'¢';t = 6 (vath)t) + Vyw,;tfl. (42)

Vyznam piepoctu statistiky ne nésledujici: Po kazdém zméfeni dat pfi¢teme jednicku do toho
policka statistiky (viz (4.1)), které odpovida dané konfiguraci hodnot rozsifeného regresniho
vektoru y;|¢,. Kazdé policko tedy obsahuje pocet, kolikrat prislusna konfigurace hodnot dosud
nastala.

Aposteriorni hp parametri se statistikou v; méa tvar

FRCTONE | [N (4.3)

ylyper=

Bodovy odhad parametri
Bodovy odhad parametru © je (viz Pfilohy 10.10)

A 12 [y;t
Oyt = B L (4.4)
4 EyEy* Vylst

coz zcela odpovida statistické definici pravdépodobnosti jevu ozna¢eného indexem y|i. Pro kaz-
dou konfiguraci regresniho vektoru v je v ¢itateli pocet piipadi, kolikrat nastala dand hodnota
y v ramci tohoto regresniho vektoru (pocet pfiznivych pokusii) a ve jmenovateli je celkovy pocet
pokust.

Tabulka bodovych odhadua mé stejny tvar jako samotny parametr nebo statistika

O, (4.5)
[ue, ye—1] | ye = Y =2
1,1 @1\11;15 Cj)2|11;t

1,2 it Oy
2,1 O1218  Ozj21
2,2 O1)22;¢  Oa20

a prvky této tabulky se pocitaji podle vzorce (4.4).

Bodovy odhad vystupu

Podobné jako v piipadé spojitého regresnitho modelu i pro diskrétni model s nezndmymi para-
metry je mozno neznamé parametry nahradit jejich bodovymi odhady - z tabulky (viz (4.1))
vezmeme fadek odpovidajici kombinaci hodnot v regresnimu vektoru ¢, a v ném jako odhad ¢,
vystupu y; vezmeme tu hodnotu, kterd méa vétsi pravdépodobnost.
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Ptiklad [odhad s diskrétnim modelem]

V dopravni oblasti byly sledovany nehody a byly rozliseny podle zavaznosti na lehké (jen hmotna 3koda)
a tézké (vazné zranéni nebo smrt). Nehody jako modelovanou veli¢inu oznaéime y; (kde ¢ nyni oznaluje
pofadi nehody, nikoli €as) s hodnotami y: = 1 - lehka nehoda a y: = 2 - tézka nehoda. Predpokladame, ze
na typ nehody maji hlavni vliv nasledujici veli€iny: 11 - rychlost (1 normalni, 2 velka), 12 - pocasi (1 sucho,
2 mokro) a 13 - osvétleni (1 svétlo, 2 tma).

Po dobu jednoho roku jsme méfili data a ziskali 18 nasledujicich zaznama.

t 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Yt 11 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 1 1
Y |1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 1 2 2 1
Yo (2 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2
Y3 102 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1

Model pro popis nehod podle (2.1) s vyuZzitim méFenych dat bude mit tvarf (y:|v:) s nasledujici tabulkou

@y\w

V13, Vo, V3] | =1 4y =2
] O1111 O2n11
] O1112  O2112
] O1121 Og)121
122 O1)122  O2122
]
]
]
]

O11211  O2p11
O1212  O2212
O1221  Ozp201
O1)222  O2202

Statistika odhadu podle (4.1) je reprezentovana stejnou tabulkou. Aktualizace statistiky zacind s apriorni
tabulkou a dale pokracuje podle vzorce (4.2), ktery Fika: pro kazdé t = 1,2, -- , n; podle hodnot pfisludnych
veligin y: a ¥ = [v1;t, vat, v3t]’ najdéte v tabulce odpovidajici policko a k nému prictéte jednicku.

V nasem prikladé zvolime nulovou apriorni tabulku, ktera odpovida nulové apriorni informaci. S touto nulovou
pocatecni statistikou vy dostaneme odhadovou statistiku

Vy|;0

—_

N

&
\V]

[v1;t, V2, V332 | Yt
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odkud (prostou normalizaci Fadki tabulky na soucet jedna) dostaneme odhad parametrd modelu.

@y\w;m
[Vise, vage, v3e] | ye =1 gy =2
i1 - -
[112] 1 0
[121] 1 0
[122] 34 1/a
[211] 0 1
[212] 34 1/4
[221] 1/3 2/3
[222] 2/3  1/3

Vysledek je pomérné Spatny. Parametry v prvnim fadku nelze uréit (zde statistika nebyla viibec prepoctena),
fadek 2,3 a 5 je deterministicky (ve skutecnosti je to dano tim, ze do téchto radkd pfisel jen jediny Gdaj)
a ostatni fadky vypadaji |épe, nicméné kazdy radek odpovida pokusu s hodem minci. Umime si predstavit,
kolik hod je tfeba, abychom alespon trochu objektivné posoudili pravdépodobnosti jejich stran. Podle hodnot
statistiky vidime, Ze do téchto radki jsou zapocteny maximalné Ctyfi idaje. To je velmi malo a je zfejmé, ze
vzhledem k dimenzi tabulky statistiky mame neiinosné malo dat. Nedostatek dat v téchto pfipadech je velmi
Casty a je tfeba moznosti Glohy v takovém pripadé dobre zvazit.

Jednou z moznosti, jak fesit nedostatek dat, je uvaZovat dalsi informaci a tou je informace expertni. V
krajnim pripadé je dokonce mozné postavit model na expertni (apriorni) informaci a zméfena data pouzit jen
k jakési korekci modelu. Tuto moznost ukazeme v dalsi ¢asti prikladu.

Apriorni statistiku je mozno sestavit takto: pro viechny Fadky tabulky (tj. pro viechny mozné regresni vektory)

1. urCime, jaké pravdépodobnosti bychom pfifadili hodnotam y pro konkrétni kombinaci hodnot ),
2. tyto pravdépodobnosti nasobime Cislem, které vyjadfuje miru divéry k nasemu pfifazeni.
Nap¥.: prvni regresni vektor v tabulce je ¢ = [1, 1, 1]', tj. rychlost = normalni, po&asi = sucho, svétlo =
dobré. V této situaci rozhodujeme o typu nehody. M{izeme fici, Ze jsou to idealni podminky, a tak nehoda
mize byt jen lehka. Volime proto prvni fadek statistiky
Vi 111;0) = [97 1]-
To odpovida 10 adajim o nehodach, z nichz 9 bylo lehkych a 1 tézka.

Druhy regresni vektor v tabulce je ¢ = [1, 1, 2] - rychlost = normalni, pocasi = sucho, svétlo = 3ero. Za
Sera jsou nékdy podminky jizdy oSemetné zvlasté pro chodce, ktefi jsou Spatné vidét. Proto volime

Vi 112;0) = [17 4]7
coz odpovida péti zaznamim, jeden s lehkou a Ctyfi s tézkou nehodou.

Stejné budeme pokracovat i pro dalsi regresni vektory, a tak ziskame nasledujici tabulku pro apriorni statistiku.

Vo
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[vi,v2,v3] | y=1 y=2
[111] 9 1
[112] 1 4
[121] 2 2
[122] 2 3
[211] 3 2
[212] 3 7
[221] 3 7
[222] 1 9

Odhadem z dat ziskdme parametry:
@y\w;m (46)

[Ul;t, V2;t, Us;t} Yt = 1 Yt = 2
[111] 9/10 1/10
[112] 1/3 2/3
[121] 2/3 1/3
[122] 5/9 4/9
[211] 1/2 1/2
[212] 3/7 4/7
[221] 4/13 9/13
[222] 3/13 10/13

V fadku, kde nepfisla zadna data (napf 1. Fadek), ztstaly apriorni odhady. Tam, kam data pfisla, je apriorni
informace korigovana daty.

4.2 Odhad parametri logistického modelu

V piipadé, kdy modelovana veli¢ina je diskrétni a zavisi jak na diskrétnich tak i na spojitych
veli¢inach, pouzijeme model logistické regrese. Tento model lze pouzit i v pfipadé, kdy vSechny
veli¢iny jsou diskrétni ale maji velky pocet riznych hodnot, takze ¢isté diskrétni model by mél
prilis vysokou dimenzi.

Zde se budeme zabyvat odhadem modelu zavedeného podle (2.2, 2.3), tedy modelem, ktery ma
tvar

logit (p¢) = 1/’;@ + ey,

kde p; = P (ys = 1]¢4) a yr € {0, 1}, P je pravdépodobnost a y; je dvouhodnotovy vystup. v
je regresni vektor externich veli¢in, napf. “pocasi” s hodnotami sucho, mokro, ndmraza nebo
“den v tydnu” s hodnotami vSedni den, vikend. Parametry modelu jsou prvky vektoru ©. Tyto
parametry se odhaduji na zékladé zmérené mnoziny dat d(t) = {y-, 7,/17};1 , kde ¥, jsou ska-
lary a ¢, = [1, 21,7, 22,7, - xn;T]/ je sloupcovy vektor hodnot nezavislé proménné. Jednicka na
zacatku je pridana pro odhad konstanty modelu.

vvvvvv

my se s nim zde nebudeme zabyvat.
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Odhad logistického modelu

Tato tloha nemé reprodukujici se statistiku. Odhad se provadi jednorazové metodou ML (maxi-
mum likelihood) pro cely shroméazdény datovy vzorek. Za timto u¢elem konstruujeme logaritmus
vérohodnostni funkce

t
InL(©)=In H [ (yrl-, ©)
T=1

jako soucin modelu (2.2), kde plati (2.3). Po dosazeni a drobnych tpravach dostaneme

t
_ exp yTzT
lIlL =In H 14+ GXp ZT Z Yror — 1 + C€Xp (ZT))] ’

T=1
kde z = 1,©

Bodové odhady lezi v maximu logaritmu vérohodnostni funkce. Toto maximum lze vyhodné
nalézt Newtonovou metodou, protoze jak gradient (prvni derivace), tak i Hessovu matici (druhé
derivace) je mozno vyjadiit v analytickém tvaru. Odvozeni je uvedeno v P¥iloze 10.11.

Piedpovéd vystupu

Logistickou regresi nejspiSe délame proto, abychom byli schopni pro dany regresni vektor od-
hadnout (pro jednotnost s predchozim vykladem ¥ikame piedpovédét) hodnotu odpovidajiciho
vystupu.

Toho lze dosshnout tak, Zze bodové odhady ©, dosadime do modelu (2.2), (2.3) a pro libovolny
regresni vektor v, dostdvidme odhad® pravdépodobnosti hodnot y

L\ e (yz//@t)
£ (v 60) = o (8]

Bodovou predikei § pro regresni vektor ¢ uréime jako podminénou stiedni hodnotu®

exp wlét
Elyly,d ny (QW% ) = He)(l()(wé)t)'

@)
H

Pokud pozadujeme bodovou predikci pouze v pfipustnych hodnotach {0, 1}, ziskanou hodnotu
¢ zaokrouhlime (pro ¢ < 0.5 na hodnotu 0 a pro § > 0.5 na hodnotu 1).

Priklad [odhad logistické regrese 1]

Uvazujme diskrétni veli¢inu y zavislou na dvou veliCinach regresniho vektoru 1 = [i1,)2]. Tyto veliCiny
modelujeme jako normalni nahodné veli¢iny ¢¥1 ~ N (—0.1, 0.25) a 92 ~ N (0.3, 1). Hodnoty y jsou
pfifazeny nasledovné

1 2 — 1
y_{ pro 241 —¢a+e>1 (4.7)

0 jinde

5Piseme odhad, protoZe spravné pravdépodobnosti bychom dostali nikoli dosazenim bodovych odhadii, ale
nasobenim aposteriorni hp a integraci pfed parametry ©. To je ale pfili§ slozité.

67 nasledujiciho vzorce je patrné, 7e plati § = f (y|1/), C;)t> =P (y = 1\1{),@),5) .
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kde e ~ N (0, 1) je Sum. Mame provést logistickou regresi téchto dat.

Reeni je dano v programu T23LogRegM.m, ktery je mozno nalézt v kapitole 72 Programy na str. 77 . Pro
odhad byl pouzit vzorek 50 dat. Vysledek demonstrovany na dvaceti nasledujicich (testovacich) datech je na
obrazku.

Predikce s logistickym modelem

it 0 90 @ ® 009
X
8 0.8
')_‘ X
k3
Q 06 X
(o)
T X
g 04 O output
g X probab(y=1)
>02 point estimate
> X x
x X
X X X
or &+ © B0OB0RD & X &1

0 5 . 10 . 15 2‘0
poradi regresnich vektoru

Z obrazku je vidét, ze bodové odhady (+) vétSinou spravné sedi na hodnotach vystupu (o), ale pravdépo-
dobnosti predikci (x) vykazuji urity stupen neurcitosti. Ta je dana pouzitym heuristickym generatorem dat
a Sumem e, ktery jsme do dat pricetli pfi urovani hodnot vystupu (4.7).

Piiklad [odhad s logistickym modelem 2]

UvazZujme systém s vystupem y € {1,2} a dalsimi veli¢inami, které tvofi regresni vektor ¥ = [, 12, 93],
i € {1,2}. Dale jsme zmérili data d (t) = d(5), ktera jsou uvedena v nasledujici tabulce.

data P y
1 2,2,2] |1
2 [1,2,2] | 2
3 @1, |1
4 |11 |1
5 [ [1,1,1] |2

Data jsou pod vlivem Sumu. Je vidét, ze posledni tfi datové polozky jsou ve sporu. Treti a Ctvrta rika, ze
regresnimu vektoru [1,1, 1] odpovida hodnota jedna, zatimco u paté polozky je to dvojka.

Cilem prikladu je provést odhad koeficienti logistické regrese, ur€it predikce pro y a ukazat, jak je provedena
klasifikace.

Pro odhad a predikci je opét mozno pouzit program z m-souboru T23LogRegM.m, ktery je uveden na str.
??. Odtud je mozno ziskat vysledky:

Rovnice logistické regrese
logit (y) = bo + biy1 + batha + bathz + barhs (4.8)

Parametry regrese

bo b1 bo b3
29.28 -63.22 1649  16.76
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V nasledujici tabulce jsou uvedeny mérené hodnoty regresnich vektor ¥, vystupu y:, predikované hodnoty
vystupu y: - pravdépodobnosti P (y: = 1) a bodové odhady §: (zaokrouhlené hodnoty pravdépodobnosti).

! P vy | Ple=1) | &
12,22 |1 0 1
2 | 1,22 | 2 1 2
3 | [1,1,1] |1 0.33 1
4 | 1,11 |1 0.33 1
5 | [1,1,1] | 2 0.33 1

Z tabulky je patrné, ze predikce pro hodnoty regresniho vektoru, pfi kterych se vyskytovaly sporné hodnoty
vystupu, nemaji pravdépodobnost nula nebo jedna. Tyto predikce fikaji, Ze jejich hodnoty jsou nejisté, ale
priklangji se k hodnoté nula, protoze nula odpovidala dvéma pripadtim dat, zatimco jednicka pouze jednomu.
Ostatni predikce jsou spravné a presné.
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Predikce

5 Piedpovéd modelované veli¢iny

Jestlize sledujeme vyvoj modelované veli¢iny v ¢ase a popisujeme ji pomoci dynamického modelu,
miZzeme se v ¢ase t zajimat o jeji pfedpovéd v Case t + k, tedy odhadovat jeji hodnotu ;.
Uplny popis pfedpovédi mizeme vyjadiit opét pomoci podminéné hp

f Yrrrly (2)) - (5.1)

Céstetny popis predpovédi, tedy jeji bodovy odhad (viz P¥ilohy 10.8), urtuje podminéna stredni
hodnota
Elsly®) = [ vessf (ssly () dyesr. (52)

Yy

Vypocet predpovédi se lisi podle (i) po¢tu kroki v pfedpovédi (jednokrokova, vicekrokové), (i4)
parametri modelu (zndmé, neznamé), (iii) formé odhadu (bayesovsky odhad, odhad s bodovym
odhadem parametri, bodovy odhad vystupu), (iv) typu modelu (diskrétni, spojity).

Data pro predpovéd’: Pro jednoduchost budeme v této kapitole uvazovat data tvofena pouze
vystupem soustavy. Nebudeme uvazovat ani fizeni, ani zadnou dalsi externi veli¢inu.

Casové znaceni: Dale budeme uvazovat situaci, kdy jsme v ase ¢, tj. zm&Fili jsme hodnotu
Y+, pripadné jsme piepocetli statistiky odhadu parametri a méame aposteriorni hp f (Oly (t)),
piipadné jsme spocitali bodové odhady parametri a nyni se zajimdme o hodnotu vystupu k
kroku dopfedu.

5.1 Jednokrokova predpovéd

Pro k = 1 dostavame jednokrokovou piedpovéd. O té jsme jiz mluvili dfive (viz odstavec 3.1)
jako o odhadu vystupu. Pokud mame model systému se znamymi parametry O, je situace
trividlni. Pfedpovéd vystupu je dana piimo modelem f (y:4+1|y (t)) nebo jeho stiedni hodnotou
1 = Eyeealy (O] = [« veerf e ly (£)) dyesr-

Ptiklad [jednokrokova predikce s regresnim modelem]

Pro regresni model y; = a1y1—1+a2yi—2+eq, kde er ~ N (0,7) je jednokrokova prediktivni hp dana hustotou
modelu

1 1
[ (eraly (8) = exp {—* (Ye41 — a1y — azyt—l)Q}
27r 2r

a bodova predpovéd je
Eys41ly ()] = a1y: + asys—1.

Obecné totiz pro model y; = 1/129 + e; plati:
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Elylin, 0] = B [010 + e,] = B [16] + Eled = E [0,0] (5:3)
D [yl ©] = D [116 + .| = Dfes] =, (5.4)

protoze 1,6 je konstanta’.

Pokud parametry modelu nezname, musime postupovat tak, jak jsme uvedli v kapitole o
odhadovéni ve vztahu (3.3)

Fnaly(®) = [ Flnealin. ) @l (1) 0. (55)

kde jsme doplnili a ihned zase vy-integrovali parametry © a rozvinuli sdruzenou hp podle feté-
zového pravidla®.

Hustota pravdépodobnosti predikce, tj. prediktivni hp, je dana integralem ze souéinu hp modelu
a hp popisujici parametry, tj. aposteriorni hp. S aposteriorni hp jsme se jiz setkali pfi odhadu
a vime, 7e tuto hp musime postupné vyvijet podle Bayesova vzorce pocinaje od apriorni hp.
Predikce modelované veli¢iny s modelem s neznamymi parametry v sobé tedy obsahuje implicitné
obé ulohy: odhad parametru a predpovéd vystupu.

Poznamka

Jednokrokova predpovéd vystupu (nebo jiné modelované veliciny) je velice dilezita. Rada tiloh odhadu
i fizeni je zaloZena na vypoctu chyby predikce é; = y; — §; jako rozdilu zméfené veli¢iny a jeji predikce.
Dalsi akce se provadi tak, aby se tato chyba zmenSovala. <

5.2 Vicekrokova predpovéd

Pro k£ > 1 v (5.1) hovofime o vicekrokové pfedpovédi. P#i jejim odvozeni budeme postupovat
podobné jako pii konstrukei jednokrokové predikce s modelem s nezndmymi parametry v (5.5).
Postup budeme ilustrovat na piikladé dvou-krokové piFedpovédi

I (We2ly (1)) :/ / [ Wer2, Y1, Oy (1)) dys41dO =
*Jy

:«Fl
(rozklad podle fetézového pravidla)
=[] T alin (0.0) £ aily (1), ©) 1 ©ly (1)) dyerd® =
Y
(podminky nezavislosti)

_ /@ / f Wereldes2, ©) F (esilnsn, ©) dyes f (Oly (1)) dO (5.6)
*Jyr

+1

"Protoze jak vy, tak i © jsou v podmince.
8V podmince modelu se misto celé historie uplatni jen regresni vektor ;.
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Oznacime-li
f er2ly (t),0) = [ Wr2|Ve42,0) f (Y1 |es1, ©) dypga
Yip1
jako prediktor se znamymi parametry modelu, pak prediktivni hp (5.6) lze zapsat podobné jako
v piipadé jednokrokové predpovédi (5.5)

f (el () = /@ f (wesly (). ©) £ (Oly () dO.

Obecna konstrukce prediktivni hp je jiz jednoduchym zobecnénim uvedeného piikladu. Pro
k-krokovou piedpoveéd plati

[ (Yesrly (1)) :/@ f(yerrly (1), ©) f(Bly (t)) dO, (5.7)
kde
[ (rkly (t),0) = / FWerkly @ +k=1)) - f (Yer1ly (t) dyssk—1 -+~ dyig1
t+k—1 Yt+1 (5_8)

je k-krokovy prediktor s modelem se zndmymi parametry.

Kritickym mistem pfi vypocétu k-krokové predpovédi s modelem s nezndmymi parametry je
integral v rovnici (5.7). Prediktor dany vztahem (5.8) je dan konvolucemi modelu a Casto je
mo7no jej vyjadiit analyticky. Problém je ale ve vypoctu integralu (5.7), protoZe aposteriorni
hp je slozita funkce a jeji konvoluce s prediktorem je vétSinou analyticky nespocitatelna. Jednim
ze zpusobl, jak tuto potiz fesit, muze byt misto aposteriorni hp uvazovat jen bodové odhady
parametri (zanedba se neurcitost v parametrech a &iselné odhady se berou jako pfesné). Pro
bodové odhady parametri 6, je mozno formalné psat hp

feldw)=a(e-6)

ve tvaru Diracovy funkce: ¢ (0) je jedna jinak je rovna nule.

Dosadime do (5.7)a dostaneme

Fnsaly @) = [ Fnanly().0)5(0=61) a0 = f (warly().61). (59

To znamena, Ze pro vypocet piedpovédi stadi vzit prediktor (5.8) a na misto neznamych para-

metra dosadit jejich bodové odhady.

5.3 Vicekrokova bodova predpovéd

Vypocet vicekrokové pfedpovédi vystupu s modelem s nezndmymi parametry je tloha tak slo-
Zita, Ze ji v praxi nelze pouzit. UkdZeme zde proto na piikladech nékteré jednodussi piipady
predpovédi a jeji feSeni.

Piedpovéd se spojitym modelem

K vyznamnému zjednoduSeni tlohy vicekrokové predpovédi vystupu systému dojde, jestlize
piejdeme k bodovym odhadiim, a to jak pro nezndmé parametry modelu (5.9), tak i pro vyjadieni

piedpovédi ve tvaru hodnoty ;.. Bodovou pifedpovéd vystupu pro linedrni normalni regresni
model budeme demonstrovat v nasledujicim ptikladeé.
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Ptiklad [bodova piedpovéd]

Uvazujme tfikrokovou bodovou predikci s modelem y:y1 = aoy: +a1yt—1+e: s pocatecni podminkou y: = &o
a Yt—1 = 571-

Dostavame:
Prvni krok
Yt+1 = aoyYt + a1ye—1 = aoo + a1é—1,
Druhy krok
Jt+2 = aoyt+1 + a1yr = aoBr+1 + a1éo =
=ao (a0 + a1§-1) + a1éo = (aﬁ + a1) & + aoaré-1,
Treti krok

Yt43 = QoYi+2 + Q1Yi+1 = QoYet2 + Q141 =
=ao ((a5 + a1) & + avaré 1) + a1 (aodo + a6 1) =
= (a% + 20001) o+ (a(z)al + a%) E_q.

Predpovéd s normélnim modelem, kterou jsme se zabyvali v pfedchozim piikladé, 1ze zobecnit
tim, Ze budeme pocitat nikoli bodovy odhad pfedpovédi, ale celo-prediktivni hp (samoziejmé pro
zndmé parametry nebo parametry dosazené jako bodové odhady). Vyuzijeme toho, Ze konvoluce
dvou normalnich rozdéleni, které pii vypocétu predpovédi vznikaji, maji opét normalni rozdéleni.
Neni proto potieba pocitat celou prediktivni hp (integraly), ale napo&itavat jen stfedni hodnoty
a rozptyly. Kone¢né prediktivni hp je jimi plné urcena. Postup vypoctu je nésledujici: misto

stfedni hodnoty (coZ je deterministicka ¢ast regresniho modelu) dosazujeme rovnici modelu i
se sumem. Z vysledné hodnoty y;yr pak uréime hledanou stfedni hodnotu a rozptyl. Situaci
ilustruje néasledujici priklad.
Ptiklad [pfedpovéd pro normalni rozdéleni]
Uréete dvou-krokovou predikci s modelem ;11 = ay: + erq1.

Ytz = ayit1 + €42 = a(aye + €141) + €142 = a2yt + €12 + aepy1.

Protoze stfedni hodnota konstanty je konstanta a stfedni hodnota Sumu je nula, je

E [yes2ly (1)] = a’ye + E [erra + aeer1] = a’ys.

Protoze plati D [ei+2] = D [et+1] = r a pfi vytknuti konstanty z rozptylu se tato konstanta umocni na
druhou, bude

D [ys12|y (t)] = D [et+2 + aers1] = (1 +a) 7.
Hp piedpovédi mé tvar

f (yt+2|y (t)) = Nyt+2 (Clet, (1 + a2) 7‘) :
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Piedpovéd s diskrétnim modelem

Tak jako ve vSech tlohach je i zde prace s diskrétnim modelem jednoducha (nemusi se fesit zadné
integraly a pouze se nasobi a sé¢itaji prvky tabulek). Operace s tabulkami jsou vSak ponékud
nezvyklé a mohou pusobit problémy. Tuto praci budeme demonstrovat v nasledujicim piikladé.
Tento ptiklad byl vybran jako autoregrese prvniho fadu, coz je piipad obzvlasté jednoduchy. V
obecnéjsim piipadé (napf. pro Fizeny model) je prace s tabulkami mnohem naro¢néjsi.

Priklad [pfedpovéd s diskrétnim modelem]|

Predikci s diskrétnim modelem ukazeme na tom nejjednodussim prikladu, tj. s nefizenym modelem prvniho
fadu f (yt|yt—1) zadanym nasledujici tabulkou.

I (yelye—1) Yt
Yt—1 1 2
1 O11 O
2 O1)2 Oy

Budeme chtit vyjadrit obecné k-krokovou predikci f (yx|yo) s pocatecni podminkou yo = 1. V tomto
jednoduchém pripadé Ize vysledek vyjadFit analyticky, takze si midzeme dovolit uvazovat parametry modelu
obecné.

Pro lepsi prehlednost odvodime predpovéd pro k = 3 a potom jednoduse zobecnime.

Rozkladem prediktivni pf (podle (5.6), pro k = 3) dostaneme

Fslyo) = > flusly2) Y f(welyn) f (wilyo) - (5.10)

y2=1 y1=1

f(y2lyo)

Nejprve si viimnéme dvou-krokové predpovédi f (y2|yo) oznalené svorkou. Jedna se o souet soucind prvk
tabulky (modelu). Tabulku, ktera zadava model f (y:|y-), oznaime M s prvky m. (vdimnéte si, Ze indexy u
prvki tabulky jsou prehozené - prvni index jde svisle, druhy vodorovné - znaceni vychazi ze zapisu podminéné
pravdépodobnosti). Dosadime do pfedchoziho vyrazu pro predpovéd a dostaneme

2 2

f (y2ly0) = Z Myq,y2Myo,y1 = Z m;z,ylm;lvyo =M'M = (M/)z’

y1=1 y1=1

kde apostrof znaCi transpozici a (M')2 je kvadrat transponované matice. Soucet souCint prvkd tabulek
modelu definuje soucin matic.

Oznacime-li tabulku pf predpovédi f (y2|yo) jako Mz bude platit
My =M'M atedy M= M>.

Dosadime do tfi-krokové predpovédi (5.10) a s vyuZitim vztahu Ma = M? dostaneme

F(slyo) = Y F (alue) f (yalyo) = MMy = (Mp M) = (M)

y2=1
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Jestlize tabulku tri-krokové predpovédi oznacime M:; bude platit

Ms = M3,

Pro vétsi prehlednost zavedeme model Ciselné: ©1; = 0.3, O3 =1 - 011 = 0.7 a O1)2 = 0.6, Oy =
1 — )2 = 0.4. Tedy tabulka M’ bude

- {0.3 0.7}

0.6 04

a prislusni matice M (transponovanéa tabulka) je

0.3 0.6
M= {0.7 0.4]

Trikrokova predpovéd f (ys|yo) je reprezentovéna matici

0.3 0.6(0.3 0.6] |03 0.6
0.7 04|07 04| (0.7 04

M = M = { {0.51 0.42] {0.3 0.6}

0.447 0.474
0.49 0.58| |0.7 0.4 '

0.553 0.526

Tabulka predpovédi bude dana transpozici této matice, tedy

f (y3lyo)
Yo |ys=1 ys3=2
0.447 0.553

2 0.474 0.526
Pro obecnou k-krokovou predpovéd bude platit
My = M*

a tabulka této predpovédi bude transpozici, tedy
k ’
f (elyo) — (M ) :

Hodnoty tabulky se po vice krocich ustali. Pro k > 9 vypada tabulka nasledovné

I (yxlyo)

Yo |yk=1 ypr=2
1 0.4615 0.5385 .
0.4615 0.5385

To znamena, Ze bez ohledu z jaké hodnoty yo jsme vychazeli, pro k > 9 predpovidame yr = 1 s pravdépo-
dobnosti 0.4615 a y, = 2 s pravdépodobnosti 0.5385 (coz neodporuje zdravému rozumu).

Poznamka

Znovu pripomeiime, Ze jednoduchost uvedeného piikladu je dana tim, Ze jsme mohli vyuzit maticového
poctu. V ostatnich pfipadech to jednoduSe nelze a pocitani je mnohem komplikovanéjsi. <
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Filtrace

6 Stav, stavovy model a odhad stavu

6.1 Stav

Stav x; je veli¢ina systému, kterou nelze méfit a které se (na rozdil od parametrii) v méni Case.
Aby veli¢ina mohla byt stavem, musi platit, ze v kazdém ¢asovém okamziku ¢ v sobé zahrnuje
veskerou informaci ze svého minulého vyvoje. Pokud zndme jeho hodnotu a aktuélni fizeni, jsme
schopni spocitat distribuci jeho budouci hodnoty.

Ptiklad [pojem stavu]

UvaZujme systém spojeny s méstskou fizenou Ctyf-ramennou kfizovatkou. V ramenech kfizovatky méfime
intenzitu provozu a zaznamenavame poméry zelené na semaforu. Zajimame se o délky kolon v kfizovatce.
Tato veliCina ,vektor délek kolon v k¥izovatce” je v této Gloze stavem. Nelze ji pfimo méfit a mame-li délku
kolony a vime-li, jaké fizeni bude pouzito, m&Zeme pocitat budouci délku kolony. Pficteme viechna auta, co
prijela do kolony pfed semaforem, a odeCteme vSechna auta, co odjela na zelenou. Rizné délky aut a dalsi
zaokrouhleni spojend s periodou vzorkovani zahrneme do Sumu. Tento Sum vnasi do vypocCtl neurcitost.

6.2 Stavovy model

Model stavové veli¢iny je reprezentovan dvéma vztahy: modelem stavu a modelem vystupu.
Pro oba modely se uvazuje normélni rozdéleni

— model dynamiky stavu
f (@epa|we,we) = Nayy, (May + Nug, 15) (6.1)

— model méfeni vystupu

[ (Welae, ur) = Ny, (Aze + Bug, 1y) , (6.2)
kde N, a N, zna¢i normélni rozdéleni.
Oba modely lze vyjadrit jako rovnice

Te41 MZEt + Nut + wy (63)
yr = Awg+ Bug + vy (6.4)

kde wy ~ Ny, (0, r3) a ep ~ N (0, 7).
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6.3 Odhad stavu

Cilem je odhad stavu z; pro t = 1,2,--- Odhad stavu je podobné jako odhad parametra dan
hp stavu za podminky zmé&fenych dat f (x¢|d (t)). V aloze rekurzivniho odhadu parametra (3.1)
existoval jen posun ¢asu pii vzorkovani dat. Pfi odhadu stavu existuji posuny dva:

— posun c¢asu v datech - tzv. filtrace, pii které se informace z nové zméfenych dat vklada
prostiednictvim modelu vystupu do odhadu stavu; jde o piepocet f (z¢|d (t — 1)) — f (z¢|d (¢))
a

— posun ¢asu ve stavu - tzv. predikce, pii které se stav predikuje podle modelu dynamiky stavu
“naslepo”, aniz by se méfila nova data; jde o prepocet f (x¢|d (t)) — f (zry1|d (2)).

Uvedené piepocty hp jsou néasledujici

f(yt|xtaut)f(xt|d(t - 1))
[ (elue, d (t — 1))

[ 5 Gralon,un) £ (aild 0) dae, (66)

f(xi]d (t))
[ (@eq1|d (1))

kde

o f(my]d(t—1))~N ($t|t—1, Rt‘t_l) je popis stavu, ktery vstupuje do KF a ktery zavisi na
datech do ¢asu t — 1.
Tyjs—1, Rye—1 jsou charakteristiky tohoto popisu - stiedni hodnota a kovarian¢ni matice.

o f(m|d(t)) ~ N (x4, Ryyt) je popis stavu po filtraci v okamziku, kdy je odhad stavu
korigovan podle aktualné zméfeného vystupu y;; tento odhad zavisi na datech d(t) =

{ye,d(t —1)}.
Charakteristiky popisu jsou s, Ry|;-

o f(@e41]d(t)) ~ N (zys1s, Res1pe) je popis stavu po predikei, kdy podle stavové rovnice
modelu predpovidame stav do piistitho ¢asového okamziku, aniz bychom ziskali novou
informaci z dat. Tento odhad je tedy stéle zavisly na datech d(t) ale plati jiz pro p¥isti
¢as t + 1. Tento popis stavu se stdva vstupnim pro odhad v pfisti periodé KF.
Charakteristiky popisu jsou zyy1)¢, Ryy1)e-

o f(ytlze,ue) a f (xeq1]xe, ue) jsou hp modelu stavu (6.1) a (6.2).

o f(yt|ue, d(t—1)) :fgj* I (ye|lze,ue) f (ze|d (¢ — 1)) dy je predikéni hp vystupu (popis vy-
stupu, nezavisly na stavu), ktera zde vystupuje jen jako normaliza¢ni konstanta.

Graficky lze pfepocty hp znazornit takto
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Poznamka

Odvozeni rekurze (6.5), (6.6) v pfipadé, kdy stavovy model obsahuje ¢len s Fizenim wu:, pfedpoklada
existenci tzv. pfirozenych podminek fizeni. Ty fikaji, Ze odhad stavu a ¥idici veli¢ina jsou podminéné
nezavislé. Pfedpokladem je platnost vztaht

F@elus,d (E = 1)) = £ @eld (¢ = 1)) & f (ueloe, d (E = 1)) = f (ueld (¢ = 1)).

Diskuze k témto vztahiim je uvedena v Ptiloze 10.2. <

6.4 Kalmanuv filtr

Vztahy pro vyvoj odhadu stavu podle (6.5) a (6.6) jsou (podobné jako Bayestuv vzorec) vztahy
pro funkce. S témi nelze v pocitaci dobie pracovat. Jestlize vSechny hp vyjadiime jako nor-
malni hp, 1ze rekurzi pocitat pro jejich charakteristiky - stfedni hodnoty a rozptyly (kovarianéni
matice). Dostavame nasledujici ¢iselnou rekurzi, ktera je dobfe znama jako Kalmantuv filtr

Filtrace:

Yp = Azyi—1 + Buy

piedpovéd vystupu
Rp =Ty + ARtlt—lA/

kovariance vystupu

Ryi=Ryjt—1 — Rt|t—1A/R;1ARt|t—1

prepocet kovariance stavu
K = Rt|tA/Ty_ 1
—_———
Kalmaniiv gain

Ty = Tee—1 + K (Y0 — yp)

datova oprava stavu
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Predikce:

Tyr1 = Mzy + Nuy

piedpovéd stavu

Rip1jp =ra+ MRy M’

prepocet kovariance stavu

Kalmanuv filtr je realizovana v programu, ktery je uveden v ¢asti Programy na strané 77?.

Pouziti tohoto programu budeme ilustrovat na piikladé.

Pfiklad [odhad stavu]

Uvazujme stavovy model

Ti;t4+1 _ 0.9 0.2 T1;t —-1.5 1 0.3 Wit
|::C2;t+1:| N {0 1 T2t + 1 ut +0.6 0 1 woye |’
| S —— | S — | —
M N sx
Tt
= 0.3, 0.7 ’ 0.1
wo= 0307 2|40t
A Sy

kde

we a e jsou sumy s nulovou stfedni hodnotou a konstantnimi kovarianénimi maticemi;
M, N, A jsou matice stavového modelu,

sz a sy jsou smérodatné odchylky® kovarianci umu.

e simulujte data z uvedeného stavového modelu,
e s pomoci Kalmanova filtru odhadnéte simulovany stav na daném Easovém intervalu,

e simulovany a odhadnuty stav porovnejte.

Reseni prikladu je ud&lano v programu, ktery je uveden v Easti Programy, na strang ?7.

Vysledky pfikladu jsou na Obrazku 6.1. Teckovana krivka je priibéh simulovaného stavu, plna cara je jeho
bodovy odhad. Horni graf ukazuje prvni slozku stavu, spodni druhou.

9Smérodatna odchylka kovarianéni matice C' je definovana tzv. L'DL rozkladem této matice, tj. jako horni
trojahelnikova matice L’ s jednickami na diagonale, pro kterou plati C = L' DL, kde D je diagonalni matice
s nezapornymi prvky na diagonale.
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First state and its estimate
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Obrézek 6.1: Odhad stavu pomoci Kalmanova filtru

Z grafi je patrné, Ze pocatecni odchylka odhadu od stavu zpisobend nesprdv-
nowu hodnotou pocdatecniho odhadu rychle vymizi a odhady jsou v rdmci pri-
tomného Sumu velmi presné. Musime mit ovSem na paméti, Ze stavovij model
md nastaveny spravné parametry (parametry modelu se predpoklddaji zndmé).
<

Poznamka k ptikladu

Kalmantv filtr startuje s po¢atetnim stavem x1o a pocatecni kovarianci R;jo. Stav x.|. a kovariance
odhadu stavu R.|. se béhem vypoctil prepocitavaji. Matice 7, a r, jsou kovariance Sumii ze stavové a
vystupni rovnice modelu. (Pozor!!! Nejsou to kovariance stavu a vystupu, ale kovariance $umi!!!). Ackoli
Kalmanitv filtr pracuje se znamym modelem, tyto kovariance vétSinou nezname a musime je nahradit
jejich odhadem. A pravé na spravné nastaveni téchto dvou kovarianci je dal$i béh Kalmanova filtru velmi
citlivy. Kovarianci Ry|q lze nastavit jako diagonalni s velkymi ¢isly na diagonale (asi tak 10%). Cim jsou
tato Cisla vé€tsi, tim méné duvéry vkladame do naSich pocatecnich odhadii stavu a tim rapidnéji se tyto
odhady na zac¢atku mohou ménit. Ovéite si tuto skute¢nost sami v predlozeném piikladé. <

Dalsi doporucené pokusy jsou:

e odhad z dat simulovanych bez a se Sumem (nastavi se pomoci smérodatnych odchylek r,, a ),
e odhad z jiné soustavy (zména parametrd - matic M, N, A),

e start odhadu s riiznymi pocatecnimi odhady stavu (volba xy).
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Klasifikace

7 Klasifikace

Klasifikace je tuloha, ve které jednotlivé datové polozky zaifazujeme do pfedem danych t¥id
oznacenych indexem ¢ =1, 2, --- , n., kde n, je pocet t¥id.

Pristupt k feSeni tlohy klasifikace je celad fada. Jsou to napft. algoritmy K-means, DBSCAN,
COBWESB a dalsi, shrnuté v systému Weka, volné ke stazeni na

http://www.cs.waikato.ac.nz/ml/weka/index downloading.html.

Bayesovsky pristup ke klasifikaci nejc¢asté&ji vyuziva modely ve tvaru smési komponent, o kterych
budeme mluvit v Kapitole ??. Nicméné kazdy model f (y:|1:) s diskrétnim vystupem y; €
{1, 2, - -+, n.} 1ze vyuzit pro klasifikaci. Hodnota predpovédi §; muZe byt povazovana za index
t¥idy, do které patii regresni vektor ;. Model tak rozdéluje prostor v8ech moznych regresnich
vektori do n. podprostori a kazdy z téchto podprostora tvoii jednu tiidu klasifikace. Vyuziti
diskrétniho modelu pro ulohu klasifikace ukdzeme v nasledujicim piikladeé.

Priklad [klasifikace s diskrétnim modelem]|

Pokracujeme v prikladu 4.1.

V nasem prikladé je v, € {1, 2}. Prvni hodnota odhadu vystupu 3 = 1 indikuje regresni vektor (vektor
veli€in majici vliv na vaznost nehody) z prvni tfidy (lehké nehody) a druha hodnota ¢ = 2 zarazuje okolnosti
nehody do druhé (tézké nehody).

Pro vypocet odhadu vystupu mame vzorec (3.3)

F e, d (t— 1)) /fytw)t, £ (©ld(t - 1)) de.

Jestlize prejdeme k bodovym odhadim parametru, tedy vezmeme aposteriorni hp jako Diractv impulz v
bodovém odhadu (3.5) f(©|d(t—1)) =4 (@ — ét_1), kde bodové odhady parametr@ jsou prvky tabulky

(4.6) , plati (3.6)
I (yeln, d (t — 1)) / I (yelye, © (@_ét—l) de:f(yt\d)t,ét—l).

Znameni to, ze prediktivni hp je pfimo dadna bodovym odhadem vystupu s dosazenym bodovym odhadem
parametrd.

V nasem pripadé, daném tabulkou4.6, mnozina viech regresnich vektordl (z levé Casti tabulky) je rozdélena
podle pravdépodobnosti hodnot y: do dvou skupin: {1, 3, 4}- kde vét3i pravdépodobnost ma y; = 1 a
{2, 6, 7, 8}- kde pravdépodobnéjsi je y. = 0. Regresni vektor 5 je hrani¢ni a mtize byt pfifazen do libovolné
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skupiny. Skupiny jsou charakterizovany hodnotou predpovidaného vystupu, ktery jsme ur€ili jako hodnotu s
nejvétsi pravdépodobnosti.

Data vypovidaji o tom, Ze lehké nehody se stavaji v pfipadech, kdy rychlost byla normalni, a pocasi a osvétleni
byly vétsinou dobré. Tézké nehody nastavaji vétsinou za velké rychlosti a pfi pocasi a osvétleni spiSe Spatném.

Logisticky model lze rovnéz vyuzit pro tlohu klasifikace. V odstavci 4.2 jsme ukézali, jak 1ze na
zakladeé odhadu logistické regrese z dat d (t) = {y (¢) , % (¢)} pro libovolné zvoleny regresni vektor
¥ ur€it jemu odpovidajici predikci . Pfitom mnoZina 1 (¢) nemusi zdaleka obsahovat (v praxi
také neobsahuje) vSechny konfigurace hodnot regresniho vektoru . Odhad logistické regrese a
na ném zaloZené predikce tak provadi klasifikaci v prostoru v8ech konfiguraci regresniho vektoru
¥, tj. kazdy regresni vektor v ptifadi do jedné ze dvou skupin: prvni skupina regresnich vektora
dava predikci 1 a druhd predikci 2.

Priklad [klasifikace s logistickou regresi]

Navazujeme na piiklad 4.2.

Do odhadnuté rovnice logistické regrese (4.8) mizeme za regresni vektor postupné dosadit viechny mozné
hodnoty regresniho vektoru a ziskat tak predikce i pro ty regresni vektory, které ve skutecnosti nebyly na-
méfeny. Tim ziskdme optimalni odpovéd na otazku: “Co bychom obdrzeli, kdyby nastalo -- - ?". Situace je v
nasledujici tabulce

P
1,1
1,1,2
1,2,1

(1,1,1]
(1,1,2]
(1,2,1]
[1,2,2]
(2,1,1]
(2,1,2]
(2,2,1]
2,2,2]

§S>

2,1,1
2,1,2
2,2,1
2,2,2

00 ~NO OB WN .

= = = = NN N

Z této tabulky je vidét, ze mnozZina vSech regresnich vektord (popisujicich urCitou situaci) se rozpadne
na dvé mnoziny, vzhledem k hodnoté pfedpovidaného vystupu (uréitého pfiznaku situace). Prvni mnozina
charakterizovana hodnotou predikce 0 je mnozina regresnich vektord {1, 5, 6, 7, 8} a druha mnozina obsahuje
regresni vektory {2, 3, 4}. Tim jsme proved|i klasifikaci regresnich vektort (situaci) ¢ podle hodnoty predikce
vystupu (pfiznaku) y.
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8 Rizeni se spojitym modelem

V této kapitole se stru¢né zminime o tuloze optiméalniho fizeni s popisem soustavy ve formé
regresniho modelu. Jestlize chceme hovofit o optimalnim fizeni, musime nejprve definovat krité-
rium optimality. ProtoZe pracujeme s veli¢inami ve formé nahodnych procest, je teba kritérium
psat jako stfedni hodnotu podminénou tim, co je ndm v daném okamziku k dispozici - apriorni

znalost, tedy kritérium mé tvar
N
> 140
t=1

kde J; je tzv. penaliza¢ni funkce, hodnotici fizeni v okamziku ¢. NejCastéji se voli kvadraticka
penaliza¢ni funkce J; = y? + wu?, ktera ¥idi vystup na nulu a ¢éstetné pokutuje velké hodnoty
tidici veli¢iny.

E

Hodnoty tohoto kritéria na celém intervalu fizeni, tj. prot = 1,2,--- , N, n4&m umoZzni porovnavat
rizné zpusoby Fizeni. Optimalni Fizeni je takové, pro které je hodnota kritéria miniméalni.

Dynamické programovani

Obecné lze ukazat, Ze optimalni ¥idici veli¢iny lze pocitat rekurzivné odzadu (od konce intervalu
fizeni) aplikaci nésledujicich dvou kroku.

1. Vypocet stiedni hodnoty
pr =B [Ji + pialu, d(t = 1)] (8.1)
kde J; oznacuje ¢ast kritéria J odpovidajici ¢asu J; = y? + wu?.

2. Minimalizace
r = min {p}, (8.2)

pri¢emz u;, pro které je dosazeno minima, je optimalnim fizenim v kroku t.

Rekurze startuje na konci intervalu fizeni, obecné pro t = N s koncovou podminkou 3, = 0.

Postup syntézy fizeni ukdzeme v nésledujicim piikladeé.
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Priklad

Uvazujeme nasledujici zadéni alohy: Je dano kvadratické kritérium optimality a model soustavy.

Kritérium

lz yt +wut |d (0 )1

t=1
Model
Yt = aYe—1 + buy + ey,

kde a, b jsou zndmé parametry modelu, e; ~ N (0, r) je Sum se znamym rozptylem r je a yq je
zndma pocatecni podminka.

Cilem je navrhnout fidici strategii uy, us, ug tak, aby bylo dosazeno minima kritéria J.

V tomto piikladé, kde N = 3, budeme postupné provadét oba zminéné kroky. Pro ¢t = 3 je ¢} = 0.
> Cast=3:

¢3 = E [y +wui + ¢}lus,d(2)] = E [(ayg + bus + es)” + wu§|u37d(2)] =

2

w 2
MPENCICh

kde posledni tprava byla dosazena doplnénim na ¢tverec v proménné us - viz ...

b
= (ays + bus)® +r +wud = (w+ %) [Ug + wj_bQZm}

Minimalizace je velmi jednoducha. Minima dosdhneme anulovanim hranaté zavorky (ta nemuze
byt mensi nez nula a vyraz za ni je na ug nezavisly)

ab
— U
us b2 Y2 3Y2,

kde U3 = —%.

Zbytek po minimalizaci dostaneme, jestlize za hranatou zévorku dosadime nulu

2
. wa

_ 2 a2
Y3 = et +1r = S3y;5 + T3,

p2 = E [y + wu + ¢3lus, d (1)] = E [y5 + wul + S3y3 + Taluz, d(1)] =
(dosazeno za ¢3)

= E [(1+ Ss) y3 + wuj + Ts|uz, d (1)] =
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(spojeny Cleny s y3)
= (14 S3) {(ay1 + buy)® + r} +wul + T3 =
(sttedovano y3 — (ayr + buz)® + 1)
= (1+S3) (a®y} + 2abyruz + b%ud) + (1 + S3) 7 +wui + T3 =
(umocnéno)
= (1+ S3)a®y? +2 (1 + S3) abyrus + (1 + S3) b%us + (1 + S3) 7 +wui + T3 =
(roznasobeno)
= {w+ (1+Sg)b2}u§+2(l+53)aby1u2+ (1+S3)a’y? + T3+ (1+S3)r =

(upraveno na kvadraticky trojélen v us)

14+ S3)ab
={w+ (1+ S3)v*} {u% +2wi(1j’k)g3)b2ylu4 + (14 83)a®y? +Ts+ (1 + S3)r =

(vytknut koeficient {w + (1+ S3)b*})

={w+ (14 S3)b*} |u3 +2

wt (1+ 82" T\ e (1+5)

(1+Sg)ab2 " < (1+53)abb2y1>2]

1+ S3)% a2
_My%+(1+S3)a2y%+T3+(l+Sg)r_

(pfipraveno na doplnéni na ¢tverec v us)

(1+S3)ab

= {OJ-I- (1 +53)b2} {Ug + w+(1+53)b2y1} -

w (14 Ss)a?
wy%+Tg+T=Sny+T2

(doplnéno na &tverec v ug)

Odtud plyne

o — (1+S3)ab _U

_ (14S3)ab
kde Uy = — sy

05 = Soyi + T,

2
kde Sy = 2080 Ty = Ty + (14 S) .

Zbyva dopocitat fizeni pro posledni ¢as ¢t = 1. To jiz ale nemusime odvozovat. Staci, kdyz
porovname vysledky z obou predchozich ¢ast. Zjistime, Ze mizeme psat obecné nésledujici
algoritmus:
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Algoritmus dynamického programovani pro regresni model 1. fadu

(1+St+1)ab
- o, 8.3
T T (A S 2 (8.3)

o = Swiq + Ty, (8.4)

kde
W(1+St+1)a2
S, = . Ty =T+ (1+ S 8.5
T+ (I S (14 Sesa)r (8:5)

Rekurze postupuje proti Casu a startuje v ¢ase N (tady N = 3) s hodnotou Sy+1 = 0, odkud
jiz vyjde Ty 41 = 1.

Dokonc¢ime piiklad podle odvozené rekurze

= Cast=1: ( )
1+SQ ab
e :U
Uy w+(1+52)b2y0 1Y05
©F = Siyg + T,
kde 61 g2
1
51=—w( +52)a Ty=Ty+(1+52)r

w+ (14 So) b2’
a Sy, Ts byly vypoéteny v kroku ¢ = 2.

Tim jsme vypocitali koeficienty Us, Us, Uy, ale Fizeni jsme zatim nemohli realizovat, protoze
jsme v Case t = 0 a hodnoty vystupu yo a y; zatim neznadme. KdyZz jsme se dostali do ¢asu
t = 1, zavisi fizeni na hodnoté yg, kterou uz zname. Muzeme tedy zacit s fizenim v redlném
Case. Spocteme Fizeni u; = Uyyg a aplikujeme je. V dalsi periodé pro ¢t = 2 zméfime vystup y;
(jako odezvu na aplikované u) a miZzeme pocitat us = Usyy, které opét aplikujme. Nakonec pro
t = 3 zméfime yo, vypocteme uz = Usys a aplikujeme jej. Tim jsme splnili zadani a optimalné
¥idili na intervalu ¥izeni pro t = 1,2, 3.

Vysledky, které jsme odvodili, jsou obecné a plati pro libovolné dlouhy interval fizeni.

Ukéazka programu na toto téma je v kapitole Programy, na str. 77.

9 Rizeni s diskrétnim modelem

Jak jsme jiz uvedli v Kapitole 2, obecny popis diskrétniho dynamického systému dostaneme tak,

ze kazdé konfiguraci hodnot jeho datového vektoru d, = [yt, 1/);} prifadime pfimo pravdépo-
dobnost, tj.
f (yt|¢ta 9) = @yt|’¢t'

V této kapitole budeme demonstrovat algoritmus dynamického programovani s diskrétnim mo-
delem. Pro vé&tsi prehlednost provedeme vyklad pro konkrétni jednoduchy piiklad.

45



Je dan model
f (yt| [utvytfl] ) @) = @ytl[ut,yt,l]»
kde [utyyt—l] = ¢t a Y, U € {172}, Vt.

Kritérium pro fizeni budeme definovat podobné jako u modelu pro kazdou konfiguraci datového
vektoru zvlast jako nezaporné ¢islo

{Jyt\[ut,yt—l] > O}yhuhytfle{LQ} ’

Pro predstavu lze jak model, tak i kritérium zapsat ve formé tabulky:

Model
f(ytI [utaytfl] 7@)
Uty Yt—1 | Yt = Yt =
1,1 O111  Omn
1,2 O112  O2n2
21 ©1)21 O221
2,2 O1)22 ©2)22
Kritérium

J
[ue,yea] | =1 y =2
1,1 Jinn Joun
1,2 Jiz Jop2
2.1 Jizr a2
2,2 Jip2 J2j22

Urcete optimalni strategii fizeni uy, us, us, kterd minimalizuje zvolené kritérium fizeni.
Pro feSeni pouzijeme algoritmus (8.1) — (8.2) odvozeny v minulé kapitole.

Zvolime model a kritérium v konkrétnim tvaru

I (el [we, ye-1],©) J
Uty Yt—1 yy=1 y=2 U, Y1 | Ye =1 y =2
1,1 0.7 0.3 1,1 0 1
1,2 02 08 1,2 1 0o
2,1 09 0.1 2,1 1 2
2,2 0.4 0.6 2,2 2 1

kde je v kritériu vyjadiena skutecnost, ze nechceme zmény ve vystupu a pro fizeni preferujeme
hodnotu 1. Rizeni budeme opét pocitat na horizontu N = 3.

Pro t = N = 3 je podle (8.1) nutné udélat stfedovani

2
w3 (us,y2) = E[J|ug, d(2)] = Z Jyslusys Ouslusys = T1jusys O1jusys + J2jusys O2fusys =

yz=1
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Uus, Y2 ¥3
1,1 0x0.7+1x03=0.3
= 1,2 1%x024+0x0.8=0.2
2,1 1x094+2x01=1.1
2,2 2x04+1x06=14

a podle (8.2) minimalizace

. ) 0.3 proys=1 (pfi uz=1)
Pz = Minys = o .
ug 0.2 pro yo =2 (pfi ug=1)

Ss : Optimélni Fizeni je tedy us = 1, a to jak pro yo = 1, tak i pro yo = 2. Tim je optimalizace
v kroku 3 hotova a pfechazime na krok 2.

Prot = N — 1 = 2 potfebujeme zbytek o3 ve formé tabulky. Regresni vektor v kroku 2 bude
[u2,y1], @5 zavisi jen na yo (tj. bude pro vSechny kombinace hodnot regresniho vektoru stejné),
takze tabulka bude

*

¥3
ug, Y1 | Y2 =1 ya=2
11 | 03 0.2
1,2 | 03 0.2
2,1 0.3 0.2
2,2 0.3 0.2

Prvnim krokem je opét stiedovani pie yo

2
2 = E[J + p3luz,d(1)] = Z (Jy2|u2y1 + 90;) Oyalusys =
y2=1

= (Jlluzyl + 90;) Otjusy, (J2|u3y2 + 90;) O2juyy, =

Uz, Y1 ‘ P2

1.1 0.8

= 1,2 0.7
2,1 1.6

2,2 1.9

So:y; =1 je viadku 1 a 3, v fadku 1 je mensi hodnota kriteria — pro y; = 1 volime us = 1.
Pro y2 = 2 je minimum v fadku 2, a tedy volime také us = 1.

«_ 08 proys =1,
72 = 0.7 proys = 2.

V case t =1 je

47



2
u, Yo | Y1 =1 yo1 =2
11 | 08 0.7
1,2 | 08 0.7
21 | 08 0.7
22 | 08 0.7
a

Ui, Yo ¥1

1,1 1.8

= 1,2 1.7

2,1 2.6

2,2 2.9

Sy : odkud u; =1 jak pro yo = 1 tak i pro yg = 2.
Strategie fizeni je dana v bodech S, Sa, Ss.

Protoze yy zndme, muzeme urcit uy, aplikovat, zméfit y; a tak dale.
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Priloha

10 Pi#ilohy

10.1 Doplnéni na ¢tverec

Pouziva se pro minimalizaci kvadratického vyrazu nebo pro integraci v konvoluci dvou normal-
nich rozdéleni (tady ma vyznam rozkladu normélni sdruzené hp na podminénou a marginalni).

Skalarni pripad

Pro skalarni veli¢iny = a y a konstanty a, b, ¢ plati

b b \? /b \?
2+ 20—y + (y) - (y)
a a a

b \> o, b, b \> ac—b* ,
alr+-y) +cy"——y"=alx+-y| + ye.
a a a a

az? 4+ 2bzy + ¢y’ =a + ey’ =

Vektorovy pripad

Pro veli¢iny = a y ve formé sloupcovych vektoru a konstantni matice A, B, C' odpovidajicich
rozméri, A a C symetrické, plati

' Az +22'By+1y'Cy = o’ Az +22' AA ' By+ (A_lBy)/ AA By — (A_lBy)/ AA T 'By+y/Cy =

’

= (a: + A_lBy) A (:v + A_lBy) +v/ (C — B/A_lB) Y.
kvadrét zbytek

Poznamka

Ve vektorovém piipadé vyrazu az® odpovida =’ Az. V tomto smyslu se d&ji i ipravy (konstanta - matice)
musi byt uprostied.

Vyrazy lze ovéfit rozndsobenim konce a porovnanim se zac¢atkem.

49



10.2 Prtirozené podminky rizeni

Piirozené podminky ¥izeni (Natural Conditions of Control, NCC) jsou podminky nutné pro to,
aby bylo mozno konzistentné provést odhadovani s modelem, ktery v sobé obsahuje ¢ast s ridici
veli¢inou, tedy modelem popsanym hp jako napf. f (y:|us, d (t —1),0) nebo f (x¢t1|ze, ue), kde
uy je fizeni a © nebo x; jsou odhadované veli¢iny. Tyto podminky lze odvodit z pfedpokladu,
ze ten kdo odhaduje, je také ten, kdo fidi. Pfitom odhad i fizeni je poc¢itano pouze z informace,
ktera je v ¢ase t obsaZena v minulych datech d (¢t — 1) . Odtud plyne, Ze jak odhad, tak i fizent
v sobé& neobsahuji dalsi informaci neZ tu, kterou nesou minuld data d (¢ — 1) . Proto napf. pro
odhad parametra f (©|us, d (t — 1)) plati, Ze vesker& dostupnd informace o parametru © je jiz
obsaZena v v datech d (t — 1) a v Fizeni u; jiz dalsi informace neni. Proto je mozno jej z podminky
vypustit

F (Olus,d(t—1)) = £ (©ld(t - 1)). (10.1)

Obréaceny vztah lze odvodit obdobnou tvahou, nebo jej lze pomoci Bayesova vzorce odvodit z
(10.1)

f(udld(t=1),0) = f (Olur,d(t 1)) W B

Bayes

f(u]d (t =1))
f(old(t—-1))
podle (10.1)

=f(©d{-1) = [ (uld (t=1)).

Podobné tvahy lze misto o parametru vést i o odhadovaném stavu.

10.3 Bayesuv vzorec
Odvozeni Bayesova vzorce

Odvozeni je velice jednoduché. Uvazujme tii nadhodné veli¢iny A, B a C a sdruZenou hp pro
A, B podminénou C.

f(A|B,C) f(B|C)  z jedné strany, nebo

f(A,B|C) = {f(BIA, C) f(A|C) =z druhé strany.

Porovnanim obou vyrazi na pravé strané dostaneme
f(A[B,C) f(BIC) = f (B|A,C) f (A|C).

Z této rovnosti pak lze vyjadiit bud f (A|B,C) nebo f (B|A,C) podle potieby, a tak ziskime

Bayestiv vzorec

A|B,C) f (B|C)
f(A|C) '

Hlavni vyznam Bayesova vzorce je v tom, Ze prepocitava apriorni hp f (B|C) z Citatele na pravé

strané vzorce na aposteriorni hp f(B|A,C) na levé strané. Apriorni hp popisuje ndhodnou

A =1

(10.2)
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veli¢inu B jen v zavislosti na ndhodné veli¢iné C, zatimco aposteriorni hp vyuziva informaci
také z ndhodné veli¢iny A, a to prostiednictvim hp f (A|B,C).

Hp ve jmenovateli pravé strany vyrazu (10.2) nezavisi na B a je tedy jen normaliza¢ni konstan-
tou, kterou lze ziskat integraci (sumaci) ¢itatele

f(AIC) = B*f(AIB,C)f(BIC)dB,

coz, jak dobfe vime, odpovida vzorci pro tiplnou pravdépodobnost.

Aplikace Bayesova vzorce
Pro ufely odhadu neznamych parametri modelu f (y¢|i¢, ©) zvolime
e A je vystup soustavy yi,

e B jsou odhadované parametry © a

e ( jsou stara data d (t — 1) (pFipadné s Fizenim u;).

Dostavame Bayesuv vzorec

F . ©) f (Ol (¢ — 1))
FOld ) = ==F 0 dt—1)

podle (3.1) s tim, ze
— stard data d (¢t — 1) v modelu soustavy v podmince lze nahradit regresnim vektorem 1),

— v pfipadé fizené soustavy, kdyz data jsou di = {y:, u:}, je tieba predpokladat pFirozené
podminky Fizeni (10.1), pii kterych plati

f(®lug,d(t—1)) = f(Old(t-1)),

tedy © a u; jsou podminéné nezavislé, jestlize zname stard data d (t — 1).

10.4 Multinomidlni rozdéleni

Multinomialni rozdéleni popisuje diskrétni ndhodnou veli¢inu, tj. veli¢inu, kterd muze nabyvat
jen kone¢ného po¢tu hodnot y € {1,2,--- ,n;} a jejiz jednotlivé hodnoty nastavaji s pevnymi
pravdépodobnostmi. Specidlnim piipadem tohoto rozdéleni pro n; = 2, jehoZz hodnoty jsou ale
vétsinou oznacovany 0 a 1, je rozdéleni alternativni.

Hustotu pravdépodobnosti multinomialntho rozdéleni je mozno vyjadfit ve formé tabulky

y ‘1 2 oy
FWlp p2 o pn
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kde p; jsou pravdépodobnosti, a tak plati p; > 0,i=1,2,--- ,nya > - p; = 1.
Jiné mozné vyjadieni multinomialniho rozdéleni je

f(y):py7 2/21727 , 1.

Model diskrétniho systému je podminénd hp, kterd pro kazdou konfiguraci hodnot veli¢in v
podmince popisuje modelovanou veli¢inu pomoci multinomialniho rozdéleni

(y|'(/)7 ) y\w

Tuto hp miizeme vyjadfit ve formé tabulky napi. pro y € {1,2} a ¢ = [u, v]’, kde u,v € {1,2}

f (ylu,v)
[u,v] y=1 y=2
L1 | O11 Ogu1
1,2 | ©O112 Ogn2
2,1 | ©121 Oz
2,2 | Oq22 Oy

kde ©;);, jsou podminéné pravdépodobnosti (proto je také jejich index rozdélen svislitkem).
Proto musi platit nezédpornost ©;;, > 0, Vi, j, k a déle soufet parametri pro kazdou konfiguraci

podminky musi dét jednicku Y7 Ojjk = 1, Vj,k.'° Pro ucely edhadu je vyhodné formalng
tento model vyjadfit v tzv. sou€inovém tvaru

Flv.0) =11 IT esae?, (10.3)
1EY* pEP*

kde 7 je index, ¢ je multiindex (vektorovy index), y*, ¥* oznacuji mnoZziny hodnot (&isel nebo
vektorit) piislusnych veli¢in a 6 (i|p, y|1)) je Diraciv impulz, tj. rovné se jedné pro i|p = y|¢ a
jinak je nula. Pfepis do sou¢inového tvaru je skuteéné formalni, protoZze cokoli na nulu je jedna
a po vynasobeni zistane jen ©),.

10.5 Dirichletovo rozdéleni

Konjugovanym rozdélenim'! k multinomialnimu je rozdéleni Dirichletovo
f(eld()) H IT e, (10.4)
ZEy peP*

kde

10Tento pozadavek je po tvaze opét zfejmy. Jestlize nastalo u = j a v = k, mé y pravé dvé moznosti: y = 1
nebo y = 2.

HKonjugované rozdéleni je takové rozdéleni apriorni hp parametrii, které s danym rozdélenim, pouZitym pro
model soustavy, produkuje v Bayesové vzorci aposteriorni rozdéleni, které si zachovava stejny tvar. Tedy nedochazi
k tomu, Ze se tvar aposteriorni hp v kazdém Case odhadovéani stava stale slozit&jsi, az je nakonec aposteriorni hp
pro vypocty nepouzitelna.
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1y je statistika rozdéleni se stejnou strukturou jako mé parametr © - viz tabulka v odstavci
10.4 a dalsi znaceni také odpovida znaceni zavedenému v tomto odstavci,

B (v) je zobecnéna beta funkce

[Tic,- T (vil)
B(v)= —_— (10.5)
wg* r (Zzey Vil%)

kde I' (+) je gama funkce definovana vztahem

I (2) = / T exp (<) dt, (10.6)

0

pro kterou plati
L(z+1)=2al(z), z€R". (10.7)
10.6 Normalni rozdéleni

Uvazujme normélni regresni model s regresni vektorem 1), koeficienty 6 a rozptylem Sumu r,
kde znacime © = {0, r} . Jeho rovnice je

Yt =¢;9+€t> et ~ N (0,7).

Podminéné hp tohoto modelu mé tvar

f (e, ©) = \/12?7"70'5 exp {2174 (yt - %/1;9)2} : (10.8)

Stiredni hodnota modelu je )
D) [yt‘/l;[}ta 6] = 1/’,59;

rozptyl je
D [yt|wt’®] =T

Pro ucely odhadovani je vyhodné exponent modelu (10.8) jesté upravit. Budeme postupovat
nasledovné:

e exponent rozdélime tak, abychom dostali sou¢in dvou ¢lent, z nichz jeden bude obsahovat
jen data a druhy jen parametry

st ] - 3

(minus je vytknuto formélné a pod kvadratem se ztrati).

e kvadrat napiSeme jako soucin a dosadime piedchozi vyrazy
’ 2 ’ !
(yt - %9) = (Z/t - %9) (yt - 1/%9) =
T 1p Yt -1 __1p -1
—t-107| Y e | 5 | =re1n ]
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Model (10.8) je s uvedenou tpravou mozno zapsat takto

kde D; = [ % ] [ys ¥1] je tzv. datova matice.

£ (e, ©) = \/12?7‘_0'5exp{—21r —16] D, [ _91 ” (10.9)

10.7 Inverzni Gauss-Wishartovo (GiW) rozdéleni

Toto rozdéleni vznika jako rozdéleni sou¢inu normalnich rozdéleni (tj. jako rozdéleni likelihoodu
pro normalni model). M4 tvar

F(Od () o 755 exp {;T 16V, { ‘91 ] } , (10.10)

kde x; a V; jsou statistiky rozdéleni (x; se nékdy nazyva pocitadlo, protoZe uchovava pocet
dosud zpracovanych datovych vektora a matice V; se nazyva rozsifena informadcni matice).

Matice V; je symetrickd a pozitivné definitni a ¢asto se rozklada

e na submatice

v, V.
Vi = [ v } , (10.11)
Vg Vi

kde Vj, je ¢islo, V. je sloupcovy vektor a Vi, je ¢tvercova matice stupné o jeden men3i nez
je Vi,

e na faktory /
V,=L DL, (10.12)

kde L je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonéle a D je diagonélni matice s
nezdpornymi prvky na diagonéle. Tento rozklad se nazyva LD-rozklad a pro symetrickou
pozitivné definitni matici je jednoznac¢ny. Matice L a D se potom rozkladaji na submatice

[ 1 0 [D, 0
L_[Lyw Lw}’ D_[ 0 Dw}’
kde L,y je sloupcovy vektor, L, dolni trojihelnikovd matice s jednickami na diagonéle,
D, je nezéporné ¢islo a Dy, je diagonélni matice s nezdpornymi prvky na diagonéle.

Uvedené rozklady se déle vyuziji pro vyjadieni potiebnych charakteristik rozdéleni.

10.8 Bodovy odhad podle kvadratického kritéria
Nejprve ukidzeme obecné, ze bodovy odhad optiméalni podle kvadratického kritéria je roven pod-

minéné stfedni hodnoté. Budeme odvozovat odhad ©; parametru © s aposteriorni hp f (©|d (t)),
ktery je optimalni podle kritéria

min £ [(@ - ét)Q \d (t)} . (10.13)
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Kritérium umocnime, aplikujeme stifedni hodnotu a doplnime na ¢étverec v proménné ©,. Do-
stavame A A

min E [@2 — 26,0 + 62|d (t)} -

O

= min {E [02]d ()] — 26,E[0d (1)) + éf} = +1x

vyuzili jsme skutecnost, ze 6, je ¢islo

el — Héin {E [©2d ()] — E [Old (1)]> + E[0|d(t)]* — 26,E[0|d (t)] + @?} = *2%

pouzili jsme vypocetni vzorec pro rozptyl D [0] = E [0?] — E[0]?

2 = min {D [0]d ()] + (ét _E[Old (t)})Q} — D[O]d(1)]

coz da optimalni odhad .
O, = FE[0ld(t)].

10.9 Bodové odhady parametri spojitého modelu

Ukézeme odvozeni MAP (Maximum Aposteriori Probability) bodového odhadu ktery maxima-
lizuje aposteriorni hp parametrii.

Hledame tedy maximum aposteriorni hp (10.10)
FOlAM) xr* expd — L —107v | TF | =
2r 0

1
— 71_0'5” exp {_27“ (Vy — 29/Vyw + glvwe)} ’

kde jsme vyuzili déleni matice V podle (10.11).

Nejdiive budeme hledat maximum podle 8, tj. derivovat podle 6 a hledat feSeni pro derivaci
rovnu nule.'?

(.00 0 {_;T 1oV [ " ] } (;1) (~2Vyy +2Vi) = 0.

Odtud pochéazi vztah

0=V, "Vyy. (10.14)
Vysledek dosadime do aposteriorni hp. V exponentu obdrzime zbytek po minimalizaci A
A=V, =20V, +0'V,0 =
Vy =2V, Vi Vo + Vi Vi ViV Wy,

a ted
y B A
A=V, - VWVd) Vi (10.15)

12Derivujeme vektory podle vektori. Spravnost lze ovéfit derivovanim podle slozek a zp&tnym sestavenim do
vektorového tvaru.
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Aposteriorni hp s dosazenym bodovym odhadem (10.14) je

F@rld (®) om0 exp {_QA} .

r

Derivujeme a polozime rovno nule

— A= =0
"or + r2 ’
a tedy dostaneme
A
r=—. 10.16
P (10.16)

6ar jsou bodové odhady, které tady hledame.

10.10 Bodové odhady parametri diskrétniho modelu

Bodové odhady parametru © multinomialniho rozdéleni (??) dostaneme pouhou normalizaci
statistiky v; tak, aby soutty jejich prvka v fadcich jejiho maticového vyjadfeni (jako pro © v
odstavci (?77?)) byly rovny jedné, tj.

~ 1% .
Ope = =21 — Wy eytay € v, (10.17)
Ziey* Vily;t

Tento bodovy odhad jsme urc¢ili jako podminénou stfedni hodnotu parametru s rozdélenim podle
aposteriorni hp (10.4) - pro piehlednost vynechdme ¢asovy index ¢

Oyip = B [Oyyld (1)] = /OOO Oy f (Old(t))dO =

_ 1 - Vile _
- W/o Oy [T I1 ©:krde = «1x,

LEY* pEP*

kde jsme dosadili za aposteriorni hp z (10.4) a beta funkce B je dana v (10.5). Parametr O,
formalné vyjadiime v sou¢inovém tvaru (10.3)

_ 3(ile,ylY)
Oyl = H H @ilw
1EY* pEYP*

a dosadime. Pokracujeme v dpravé

1 > Vil +8(il.l0)
1% = i 2 —
x 1% B(Vt)/o H H @W’ de

1EY* pEP*
1 /°° Vil +8(ilp.ul¥)
e e @,”‘P ’ d@ = *2*
I | | I | yly )
Hwew B (Vea) pepr 0 ey e

kde

[Ticy= T'(¥ile
B(v,) = 4F(§-,Ey*(w‘w% podle (10.5)
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jsme vyuzili pfedpoklad o nezavislosti parametri mezi riznymi konfiguracemi regresniho vek-
toru v, tj nezavislosti fadka v tabulkovém vyjadieni parametru v odstavci 10.4.

Dale si uvédomime, ze pro jednotlivé komponenty plati

/ 11 @Zlywmw W, B (vp) pro § =0,
e B(vy+1) pro éd=1.
Potom se vSechny ¢leny s § = 0 zkrati se stejnym ¢lenem ve funkci B a zistane jen ¢len s § = 1

a odpovidajicim normaliza¢nim ¢lenem ve jmenovateli. Pokrac¢ujeme ve vypoctu

’ ey T(iw+6(iy)
2% — B (Vw +4 (Zvy)) _ F(Ziey* ”Herl) = %3 % .
B (vy) ey D(virw)
F(Zz‘Ey* Vin)

Opét d (i, y) je nula vude kromé pifipadu, kdy y = i. VSechny ostatni ¢leny se zkréati. Dostaneme

F(Vy\¢+1) Vyly F(V"JW)
F(Ziéy* Vz‘|w+1) Dicy* Vilw F(ZiEy* ”ilw) Vylop
3% — _ - .
L (vylw) L (vylw) Ziey* Vil
F(Ziey* Viw) F(ZiEy* V’iW)

V prvni upravé piedchoziho vyrazu jsme vyuzili vlastnosti gama funkce (10.7). Tim jsme dokazali
vztah (10.17).

10.11 Logisticka regrese
Derivace vérohodnostni funkce

Derivace logaritmu vérohodnostni funkce In L s modelem (2.2) podle © je

t

0 RN exp (2r) _
%IDL 0) = Z |:y7—'¢‘r - 1—|—exp(zT)wT] = ; (Yr — pr) ¥rs

T=1

kde podle (2.3) je z; = 1,0 a tedy dz,/dO© = 1, . Dale jsme oznadcili

exp(zr) B
T 1+eXp(Z7—) *P(yt - 1|¢77@)
Druha derivace In L podle © je
0> 9 «
8@ hlL - 7@ ; Z 8®p7¢7 Zp‘r w‘rv
protoze
ip _ i exp (27) _ &P (2r) er (14 exp (z7)) — exp (2r) exp (z7) ¢'lr _
00" 00 1 +exp(z,) (1+exp (z,))°
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exp(z) ¥y _ ([ exp(zr) 1 o
(1+exp(z))? (1 Texp(z,) 1+ exp (zT)) U, =pr (1—p;)0,.

Pro hledani maxima logaritmu vérohodnostni funkce In L je vyhodné pouzit Newtonovu metou'?

Newtontv algoritmus

Pomoci Newtonova algoritmu je mozné numericky hledat extrémy'* nelinearnich funkei. Ozna¢me
takovou funkci g (z), kde & = [x1, x5 - - - z,,]". Déle ozna¢me gradient této funkce

9g
oz
9g
/ .
gl =1 o
9g
Oxp
a Hessovu matici
%9 g . 9%g
am% Ox10x2 Ox10x,
9%g 29 . 9%g
g/’ (I’) — Ox20x1 O3 0x20x,
%9 %9 . &g
O0x, 021 Ox,0xo Ox2
Algoritmus za¢ina hledanim extrému ve zvoleném bodé z(9) a v dalsich bodech (), z®) ... ge

hleda néasledujicim zptisobem:

provedeme Tayloriiv rozvoj funkce g v bodé z(Y) a vezmeme jeho prvni tfi ¢leny

gx)=g (x(i)> +4 (x(i)) (m - x(i)> + %g” (x(i)> (x — x(i))2.

Nasledujici bod hledani 2"+ polozime do maxima (minima) rozvoje - do bodu, kde je derivace

nulové:
s (xu)) 4 (xm) (x(m) _ x(i)) —0
7 toho plyne: _
USROG
q" (x(i)>
Iterace provadime tak dlouho, dokud dva po sobé nasledujici body nejsou dostatecné blizko.

10.12 Rozsiteny Kalmaniv filtr

Konstrukce rozsifeného KF

Mame nelinearni stavovy model

Tip1 = g(e,u) + wy,
Yt = h(xt,ut)Jrvt.

13Vyhodné je to zejména pro to, 7Ze se nam podafilo analyticky spoéitat jak prvni, tak i druhou derivaci
maximalizované funkce In L.
14Pogor! Jde samoziejmé o lokalni extrémy.
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Posledni bodovy odhad stavu x; oznacime ;.

Linearizaci funkci g a h z modelu provedeme rozvojem do Taylorovy fady a zanedbanim ¢leni
druhého a vysgich radia. Dostaneme

9(@e,ur) = g(Te,ur) + g (T, ur) (v — 34) =

= ¢ (Ee,ue) oo+ g (&0, u) — g (B, ur) 4] (10.18)
h(ze,ug) = h(Zgu) + 0 (2e,us) (g — 34) =

= B (Zg,ur) o+ [h (B, ur) — B (Te,up) 2] - (10.19)

Dosazenim do modelu dostaneme jeho linearizovanou verzi

o1 = g (B, up) e+ [g (B, ue) — ' (&0, ue) 4], +wy,
ye = N (@, u) ze + [h (B, u) — B (B, we) &) + vy

a s oznacenim

Q. = [g (fuut) - g/ (UACuUt) Cﬁt] , Qy = [h (ﬁta Ut) —n (ft7ut) ft] »
dostaneme linearni tvar modelu

Tipr = ¢ (Ep,u) 2+ Qu + 1wy, (10.20)
Yt = h/ (it,ut)xt +Qy + Vg (1021)

Pro tento model jiz lze pouzit obycejny Kalmanuv filtr. Je ale potieba si uvédomit, Zze bodovy
odhad Z; bude v kazdé rovnici jiny. V daném kroku KF se nejprve provadi filtrace, které odpovida
druhd (vystupni) rovnice. Pro ni bude poslednim odhadem z;;_;, ktery pochézi z minulého
kroku z predikce. Pro prvni (stavovou) rovnici bude poslednim odhadem #; = ), ktery jsme
obdrzeli v sou¢asném kroku KF z filtrace. Odtud je patrné, ze proceduru realizujici KF je pro
nelinearni filtraci tieba rozdélit do dvou ¢asti - do filtrace a predikce - a obé Casti realizovat
samostatnd. Po filtraci, kterd konéi uprostied algoritmu, je totiz t¥eba pfepoditat funkce ¢’ a
Qz ze stavoveé rovnice pro posledni odhad stavu ;.

Realizace KF

Obecné jsme konstatovali, ze metoda rozsiteného KF pievede nelinearni stavovy model na line-
arni tak, Ze nelinearni funkce na pravych strandch modelt rozvine do nultého a prvniho ¢lenu
Taylorova rozvoje. Vysledkem je linearizovany tvar modelu (10.20), (10.21). Pro tento model
je jiz mozno pouzit proceduru standardniho KF, ovSem pro model s konstantou. Ve skutec¢nosti
je ale mozno pocitat takto:

1. Stiedni hodnoty odhadu stavu a predikce vystupu je mozno pocitat z ptivodniho nerozsi-
feného modelu. Divod je tento: z rovnic (10.18) a (10.19) je vidét, Ze derivace g’ a b’ jsou

nasobeny prirtstkem stavu (ft — €t> , kde 5} je bod, v némz provadime Tayloriv rozvoj,
coz je posledni bodovy odhad stavu. Stejny bodovy odhad je ale dosazen za & a pomoci
ného se pocitd piisti bodovy odhad v algoritmu KF. Piiristek tedy bude (ét — ft> = 0.
Proto se pfi vypoctu stfedni hodnoty pivodniho (nerozgifeného) stavu uplatni jen ab-

solutni ¢len rozvoje, coz je pravi strana pivodniho stavového modelu. Cast rozsireného
stavu, kterd obsahuje neznamé parametry, zistava pii vypoctu stfedni hodnoty stejna.
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2.

Konstanta @, nebo @, se pii vypoctu kovarianci neuplatni. Dtivod ukdZeme ve zjednodu-
Seném piipadé na vypoctu rozptylu z ndhodné veli¢iny X plus konstanta a

DIX +a =E[(X+a-E[X+a)| = E[(X +a- E[X] - a)’| =

—E [(X—E[X])ﬂ — D[X].

Rozptyl ndhodné veli¢iny X + a a ndhodné veli¢iny X je stejny. Podobné to v obecném
piipadé plati i pro kovariance.

Realizace rozgiteného KF je tedy nasledujici:

1.
2.

7 minulého kroku mame “posledni” odhad stavu ét = &ipe—1-

Vezmeme tu ¢ast odhadu, kterd odpovida puvodnimu stavu, a podle ptivodni vystupni
rovnice
yr = Az

spoCteme predikci vystupu ;.

Kovariance pocitame podle matic rozsifené vystupni rovnice
Yt = Adft

s vynechanou konstantou @Q,.

Piepocteme (filtrace) {1 — &ipe
Pozn.: K vyvoji odhadovanych parametrii dochézi jen v této ¢asti algoritmu.

Za posledni odhad stavu dosadime ét = &ye-

Kovariance prepocteme s maticemi rozsifeného stavového modelu bez konstanty
a1 = M.

Piepocet (predikce) stavu provedeme podle pivodni stavové rovnice
Tpp1 = Muxy,

pri¢emz ¢ast stavu & odpovidajici neznamym parametrim zistava nezménéna.
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