1 Spojity model

Veli¢iny v dopravnim systému jsou ndhodné posloupnosti indexované diskrétnim casem ¢. V
kazdém ¢asovém okamziku to jsou ndhodné veli¢iny, po zméieni dostaneme realizace ndhodné
veli¢iny. Tyto ndhodné veli¢iny mohou byt bud spojité, nebo diskrétni. V této kapitole se
budeme zabyvat pifipadem, kdy vystupem systému je spojitd ndhodnda veli¢ina indexovand
diskrétnim ¢asem (ndhodné posloupnost se spojitymi hodnotami).

1.1 Princip stochastického modelu

Model je obrazem systému. Je to matematicky popis zavislosti modelované veli¢iny na jinych
(vhodné vybranych) veli¢inach. Ve vét§ing praktickych pifipadil funkei zavislosti piimo ne-
zname, a tak vztahy mezi veli¢inami popisujeme za pomoci parametri. Hodnoty parametri
ur¢ujeme pomoci odhadu z méfenych dat. Tato neznalost parametru a poruchy ve veli¢inach
(at uz vznikajici pii samotném generovani nebo v procesu méfeni) zpusobuji, ze je takovy
model prakticky vzdy pod vlivem neurcitosti.

Priklad [stochasticky model]

Princip modelovani lze demonstrovat na situaci, kdy byla nihle zablokovana silnice a prijizdéjici auta se
stavi do kolony. Modelovanou veli¢inou y; je délka kolony nardstajici v diskrétnim Case ¢t. Tato délka zavisi
na intenzité proudu I; a na primérné délce automobilu (vCetné mezery mezi automobily) 6. Pro vyvoj
kolony v Case miizeme psat

Ys = ye—1 + 01, yo =0,
kde yq je pocatecni délka kolony a 0 je okamzik vzniku blokace. Tento model Ize uvazovat jako determinis-
ticky.

Jestlize jsme naméili s periodou vzorkovani 90 sec

a uvazujeme-li délku vozidla 8 m, pak vyvoj délky kolony v metrech bude

t |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ye | 64 112 152 224 288 360 456 496 552 584

Je ale zfejmé, ze tento deterministicky model nemize platit presné. Pocitali jsme s délkou auta 8 m, coz je
jen hruby odhad, a rovnéz jsme zaokrouhlovali pocCet automobili v kazdé periodé méreni intenzity I;. Proto
realistiCtéjsi model je model stochasticky, ktery miizeme vyjadrit nasledujici rovnici s prictenym Sumem
reprezentujicim neurcitosti a poruchy v systému

Yo = Yp—1 + 0L + e



V tomto stochastickém modelu |ze uvazovat i pocatecni podminku 3y za nahodnou. Pokud jsme “v priiméru”
odhadovali dobre, bude mit Sum priblizné nulovou stredni hodnotu. V pripadé, ze systém priliS neméni své
stochastické vlastnosti, bude rozptyl Sumu konstantni. Pokud dale “vysvétlujici veliciny” modelu nesou o
modelované veli¢iné dostatek informaci, budou jednotlivé slozky ndhodné posloupnosti navzajem nezavislé.
Takové ndhodné posloupnosti fikame bily sum (white noise).

Model, ke kterému jsme dospéli v minulém piikladé, obsahuje deterministickou (tady linearni)
funkci pocitajici modelovanou veli¢inu y; v zavislosti na nezavislé veli¢iné I, jakémsi parametru
0, ktery vyjadiuje konkrétni miru souvislosti mezi y; a I;. Stochastickd ¢ast modelu je Sum
et, ktery (podobné jako v regresni analyze) “dorovnavd” modelovanou veli¢inu i s poruchami
proti jejim idedlnim hodnotam (predikei).

Na tuto rovnici lze také pohlizet jako na transformaci ndhodné veli¢iny e; s rozdélenim f (e;)
na néhodnou veli¢inu y; s podminénym rozdélenim f (y¢|yi—1, It,0) . Abychom transformaéni
rovnici mohli pouzit, musi byt veli¢iny y;_1, I+, # zndmé, tj. musi se vyskytnout v podmince roz-
déleni modelované veli¢iny. Transformace potom pfedstavuje pouhé posunuti z nulové stfedni
hodnoty §umu, na stfedn{ hodnotu modelované veli¢iny y;, ktera je

Elytlyi—1,11,0] = E [yi—1 + 01 + et|yr—1, L1, 0] = y—1 + 1.

Rozptyl y; je stejny jako rozptyl e;. (Oboji si zkuste dokazat).

1.2 Linearni regresni model s normalnim Sumem

Nejcastéji pouzivanym spojitym modelem je linedrni regresni model s normélnim rozdélenim
nahodné slozky - Sumu. Tento model ma obecné rovnici

Y = 1,0 + ey, (1.1)

kde 1 je modelovand veli¢ina,
Yy je regresni vektor (vektor veli¢in, které vysvetluji ),
O je parametr modelu (zahrnuje regresni koeficienty 6 a rozptyl Sumu r),
e; je Sum s normalnim rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozpty-
lem 7.
Staticky regresni model obsahuje v regresnim vektoru jen vstupni veli¢iny (vét§inou méfené
v soucasném ¢asovém okamziku), nikoli zpozdéné hodnoty modelované veli¢iny. Jeho rovnici
tedy miZeme psat ve tvaru

Yt = C1U1;¢ + CoV24 + - -+ + CUmt + k + €4,
’ . , . .
kde 9, = [v1;, V2, - - , Umyt, 1] je regresni vektor a 6 = [c1,¢a,- -+ , &m, k] je vektor regresnich
koeficientti. Nékteré z velic¢in regresniho vektoru mohou pfedstavovat Fizeni.

Typicky dynamicky regresni model popisujici vstup a vystup sytému je dan regresnim vektorem
ve tvaru
wt = [Ut, Yt—1, Ut—1, "+ 5 Yt—n, Ut—n, 1]



a jemu odpovidajicim vektorem parametri
(9/ = [bOa ai, bl: cty Ap, bTu k] .
Dosadime-li do (1.1), dostaneme model ve tvaru rovnice

ye = bouy + a1y—1 + brug—1 + - + anYi—n + bpus—n + k + e (1.2)

Tato rovnice pak definuje podminénou hp modelované veli¢iny y; takto:

Sum e; méa podle definice rozdéleni

€t) = ——=expq —=—€; (-

f(er) 5y p{ o t}

Podle transformacni rovnice (1.2), kterd ma Jakobian roven jedné, plati
e =y — Ul

a po dosazeni do rozdéleni Sumu dostaneme

Pt ®) = = esp{ =5 (- i0)" | (13)

coz je hledana podminénd hp modelované veli¢iny - model systému ve tvaru hustoty.

Radem regresniho vektoru nazveme nejvétsi zpozdéni modelované veli¢iny v regresnim
vektoru.

Staticky model je model nultého Fadu.

V modelu 1. fadu zavisi modelovana veli¢ina na své minulé hodnoté. Zpozdén{ jinych veli¢in
(Fizeni, externiho vstupu) fad modelu neovlivni.

1.3 Diferencialni a diferen¢ni rovnice ve spojitém modelu
Diskretizace diferencialni rovnice

Reélny ¢as plyne spojité a vétSina déji v readlném svété probtha rovnéz spojité. Je proto dobfe
si uvédomit, ze na pozad{ naseho systému stoji spojity proces a nas systém vznika diskretizaci
tohoto procesu. Celou situaci budeme demonstrovat na velmi jednoduché (idealizované) sou-
stavé popsané diferencialni rovnici prvniho fadu bez pravé strany - jedna se tedy o problém
doznivani pocateénich podminek. Spojité proménné zde budeme znacit velkymi pismeny s ar-
gumentem ¢asu 7 v zévorce - napt. Y (7). Spojity systém je tedy popsan rovnici (Y’ zde znaci
derivaci)
Y' (1) +aY (1) =0, Y (0) = yp.



Nagim tkolem je vyjadrit tuto diferencidlni rovnici pomoci diferenéni rovnice v diskrétnim
Case t s periodou vzorkovani T' (7 = tT') tak, aby vzorky generované diferen¢ni rovnici lezely
na funkci, kterd je feSenim diferencidlni rovnice a danych poc¢ate¢nich podminek.

Postup odvozeni diferen¢ni rovnice (diskretizace) je nésledujici. Reseni diferencialni rovnice
odhadneme ve znamém exponencidlnim tvaru a po dosazeni pocate¢nich podminek dostaneme

Y (1) =yoexp{—ar}.
Do feseni dosadime diskrétni ¢as 7 = tT'. Diskretizované feSen{ napiSeme pro ¢as ¢t + 1
Y((t+1)T)=yoexp{—a(t+1)T}.

Na levé strané je vzorek Y v case t + 1, ktery znacime y:41. Na pravé strané upravime expo-
nencialu
exp{—a(t+1)T} =exp{—atT}exp{—aT}.

Prvni ¢len na pravé strané pfedchozi rovnosti je vzorek Y v diskrétnim case ¢, druhy ¢len je
konstanta. Dosadime do diskretizovaného feSeni a dostaneme

Yi+1 = yoexp{—aT}ys nebo y =yoexp{—aTl}y—1

a tedy
yt = Aye—1,
kde A = ypexp {—aT'}. To je diferen¢ni rovnice, ktera splituje nage pozadavky.

Podobnym zptsobem lze diskretizovat i diferencidlni rovnice vysSich rfadd, i kdyZ postup je
ponékud zdlouhavéjsi.

Typy diferencidlnich a diferen¢nich rovnic

Pro feeni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty bez pravé strany je rozhodujici feSeni
jeji charakteristické rovnice. Pro rovnice druhého #adu

Y + a1y +ay =0

je charakteristick& rovnice
)\2+a1)\+a0 =0.

Mohou nastat t¥i typy fesSeni charakteristické rovnice:

1. dvé redlnd 7eseni A1 a Ay - diferencidlni rovnice mé FeSeni ve tvaru linedarni kombinace
dvou exponencial
y = arexp{ A7} + azexp {7}

2. jeden dvojndsobny koten A - feSeni je v tvaru

y = (17 + ag) exp {A7}



3. dva komplexné sdruZené koteny A\ + jw a A — jw - Fefeni diferencidlni rovnice je
y = exp {7} [aq sin (wT) + ag cos (wT)].
Pro diferen¢ni rovnice druhého rfadu s konstantnimi koeficienty bez pravé strany plati podobné

analyza. Pro rovnici
Y2 + a1ye+1 + aoyy =0

je opét rozhodujici charakteristick& rovnice
z2+a12+a0 =0,
kde z je operator jednokrokového predstihu yiy1 = zy.

Tato rovnice ma podobné typy FeSeni (i je imaginarni jednotka):
1. dva redlné koteny A1 a Ao - FeSeni diferen¢ni rovnice je
ye = B1A] + BaXy
2. jeden dvojndsobnyj koren A - feSeni je
yr = BIA" + Bot A
3. dva komplexné sdruZené koteny A\ £ iw - FeSeni je

Y = (A2 + w2)t/2 (1 sin (wt) + Po cos (wt))

1.4 Regresni model ve stavovém tvaru

Stav systému z; je takova veli¢ina (vektor veli¢in), ktery v sobé obsahuje informaci o celém
dosavadnim vyvoji systému. Jestlize zndme stary stav a aktualni fidici veli¢iny, jsme schopni
konstruovat pravdépodobnostni popis nového stavu. Model stavu méa tedy vzdy 1. fad. V
linedrnim p¥ipadé je dan rovnici

T = Mxzi_1 + Nup + wy,

kde M, N jsou matice odpovidajicich rozmért, w; je bily Sum.

V fadé piipadil je vyhodnéjsi pracovat s modelem 1. fadu, i kdyZz mnoho-rozmérnym, nez s
regresnim modelem s Fadem vySSim nez jedna. Konstrukei stavového modelu je celd fada. Ta-
kovato procedura je zndma napi. z pFepoctu diferencialni (nebo diferenéni) rovnice n-tého fadu
na n rovnic, prvniho fadu. Zde uvedeme tu nejjednodussi, kterd pfimo vychazi ze struktury
regresniho modelu.

Uvazujme obecné regresni model

Yr = bous + arys—1 + - + anYi—n + bpUi—pn + k + ;.



- / N ,
Definujeme vektor (stav) x: = [ye, Ut, Yt—1,Ut—1," " » Yt—n, Ut—n, 1] & pro néj s pomoci regres-
niho modelu a identickych rovnic sestavime model v nésledujicim tvaru

xy = Mxi_ 1+ Nus + ¢ (14)

se strukturou (z divodu piehlednosti ji uvedeme pro regresni model fadu 2)

Yt ar br az by k| [yi—1 bo et

Ut 0O 0 0 0 O Up—1 1 0
Y—1| =111 0 0 0 O |ye—2|+ |0 |us+ |0{,

Up—1 0O 1 0 0 O Up—9 0 0

1 0O 0 0 0 1 1 0 0
-~ —_——— ——

Tt A Tt—1 B wt

kde prvni rovnice predstavuje regresni model a zbytek jsou identity.

Vyznam tohoto prevodu ukdzeme na piikladeé.

Priklad |regresni model|

Pro regresni model 2. Fadu se zanedbatelnym Sumem (tedy Sumem s tak malym rozptylem, ze Sum lze
zanedbat) urcete hodnotu y5 pro pocatecni podminky y_1,yo a dané Fizeni u_1,ug, - , us.

Teoreticky je tloha jednoducha. Pro predpovéd y; dosadime do regresniho vektoru regresniho modelu a
hodnotu vystupu prosté vypocteme pfi souCasném zanedbani Sumu

y1 = bour + aryo + biug + azy—1 + bau_1 + k.
Pri vypoctu yo pouzijeme znamé hodnoty a také vypoctenou hodnotu vystupu ¥
Yo = bouz + ary1 + bius + asyo + baug + k =

= boua + a1 (bour + a1yo + biug + a2y—1 + bou—_1 + k) + bius + aoyo + bouo + k =
= boug + (a1b0 + b1) u + (a1b1 + bo) ug + arbou_q + (a% + CLQ) Yo +aragy_1 + (a1 + 1) k.

Timhle zptisobem lze pokraCovat az do Casu t = 5. Neni sice prilis slozité postfehnout, jakym zptisobem se
vyvijeji koeficienty u jednotlivych veli¢in, nicméné tato uloha je daleko snazsi, pouzijeme-li stavovy model

Ty = Mz 1 + Nuy,
kde jsme podle predpokladu zadani zanedbali Sum. Plati
1 = Mxog+ Nuq,
kde 29 = [yo, uo, y—1,1—1, 1}/. Dale
29 = Mz + Nug = M (Mzo + Nup) + Nuy = M?2zg + MNu; + Nuy,

x5 = Mz + Nug = M (M?zo + MNuy + Nus) + Nuz = Mz + M*Nuy + MNuy + Nug.



Ani nemusime pokraCovat a miizeme psat obecny vzorec:
t—1

Tt = Mt{I?() + E ]VI’Nut,i.
i=0

Pozadované y; je prvnim prvkem vektoru x5, tedy
4

Ty = Msl'o + Z]VIiNUt_i, a Ys = T1;5.

=0

2 Diskrétni a logisticky model

2.1 Diskrétni model

Pokud maji v8echny veli¢iny vstupujici do modelu koneény pocet hodnot, hovofime o diskrét-

nim modelu. Sefadime-li tyto veli¢iny do vektoru (tzv. rozsiteny regresni vektor W, = [yt, 1/12} ),
pak realizaci ndhodnych veli¢in v tomto vektoru dostaneme urcitou konfiguraci jejich hodnot.
Diskrétn{ systém mé koneény pocet takovych konfiguraci, které nazyvame mody. Prikladem
je odboceni auta v T-kiiZovatce doprava, nebo doleva (2 médy) nebo kolona nebyla a neni,
nebyla a je, byla a neni, byla a je (4 mody). Popis diskrétniho systému proto muzeme provést
velmi obecné, a to tak, Ze kazdé konfiguraci hodnot veli¢in v roz§ifeném regresnim vektoru
prifadime jeji pravdépodobnost, tedy

[ (el ©) = Oy, (2.1)

kde multi-index (rozsifeny regresni vektor s diskrétnimi hodnotami) y;|¢; = [yt, Y1, Yo, -+, Un, Wg]
je vektor indexi (hodnot diskrétnich veli¢in) a znaménko “|” je pouZito jen formélné a ukazuje,
které veli¢iny jsou modelovany a které se nachazi v podmince modelu.

Podobné jako u regresniho modelu nazveme fadem modelu nejvétsi zpozdéni modelované
veli¢iny v regresnim vektoru.

Ptiklad [diskrétni model]

Model budeme demonstrovat na jednoduchém, ale presto dostatecné obecném prikladé tzv. “fizené koruny
s paméti’. Jedna se o systém s dvouhodnotovym vystupem s hodnotami 1 a 2 (napf. rub a lic), ktery je
zavisly na minulém vystupu (napf. po dopadu se koruna zaSpini a tim se rozvaze pravdépodobnostni pomér
jednotlivych stran) a na dvouhodnotovém fizeni, rovnéz s hodnotami 1 a 2 (napf. zptsob, jak se polozi
mince na ruku pfi hodu). Potom plati

Yt € {172}a 7Pt = [Utvyt—l] S {172} X {152}7 \I}t = [yt‘utaytfl]

a model je mozno zapsat ve formé tabulky



f(ythu,yt_l) Yt
[u, ys—1] 1 2
1,1 03 07
1,2 0.8 0.2
2,1 0.1 0.9
2,2 02 08

kde @1|11 =03a napF. @2‘21 =0.9.

Obecné pro parametry diskrétniho modelu musi platit

1EY*
Vyuziti diskrétniho modelu je mozné zejména v situacich, kdy:

1. Modelovand veli¢ina je urcitou klasifikaci néjakého jevu - nap¥. nehoda nastala nebo
nenastala nebo nastala nehoda bez zranéni, se zranénim, s Gmrtim.

2. Nezavislé veli¢iny (v regresnim vektoru) oznacuji okolnosti, které doprovazeji naméfenou
hodnotu modelované veli¢iny. Tyto veli¢iny mohou byt nominaln{, naptiklad veli¢ina
denni{ doba s hodnotami: svitani, den, soumrak, noc.

Je potieba si uvédomit, ze ¢im vice veli¢in obsahuje regresni vektor a ¢im vice rtiznych hodnot
tyto veli¢iny mohou nabyt, tim v&tsi je pocet stavi takového systému. Abychom se o kazdém
stavu néco dozvédéli, potfebujeme obrovsky pocet dat. Pii tvorbé diskrétnitho modelu se proto
snazime do regresniho vektoru vybrat jen podstatné veli¢iny (vzhledem k vysvétleni hodnot
modelované veli¢iny) a u kazdé veli¢iny definovat co nejmensi pocet hodnot. Pomoci mize
napf. spojovani hodnot: pro denni dobu misto jitro, den, soumrak, noc lze definovat svétlo,
Sero, tma (pokud tomu nebrani konkrétni zadani ulohy).

2.2 Logisticky model

Logisticky model pouzijeme v pFipadé, kdy modelovand veli¢ina je diskrétni (dvouhodnotova)
y¢ € {0,1} a pfedpokladame, Ze jeji hodnota stochasticky zévisi na veli¢inich

Py = []-a L1ty T2t " * 'xn;t]/ y

které mohou byt jak diskrétni, tak i spojité. Jednicka v regresnim vektoru pfedstavuje opét
respektovan{ konstanty modelu. V pfipadé, kdy veli¢iny z vektoru 1, jsou v8echny diskrétni,
jednd se o diskrétni model, kterym jsme se zabyvali v kapitole 2.1.

Logisticky model ma tvar

F i, ©) = 22)



kde je pouzita linearni regrese
2= 010 + e (2.3)

Vyznam logistického modelu je v tom, Ze popisuje diskrétn{ veli¢inu y; v zavislosti na spo-
jité veli¢ing z; ktera je vypoctena na zakladé linedrni regrese z veli¢in, které mohou byt jak
diskrétni, tak i spojité.

Ptiklad [logisticky model]

Modelujeme zavaznost nehody vy, € {0, 1} v zavislosti na rychlosti automobilu v1,; € R a osvétleni
var € {1,2,3}, kde 1 znamena svétlo, 2 oznaCuje Sero a 3 predstavuje tmu. Linearni regrese (2.3) ma
rovnici

2 = 0 + 0115 + Oavo, + €4

a model (2.2) bude tvoren pravdépodobnostmi

exp (z
Py =1¢1,0) = 1+ex(pt(?zt)’
1
P (y; = 0[t), ©) TS oxp (21)]

kde prvni rovnici je pro y; = 1 a druha pro y; = 0.

Princip fungovani tohoto modelu je nasledujici. Linearni regrese (2.3) mapuje regresni vek-
tor ¢y na veli¢inu z;, které pfirozené nabyva hodnot z celé realné osy. Funkce (2.2) potom
transformuje tuto realnou osu do intervalu (0, 1), takze nakonec dostaneme hodnotu ve tvaru
pravdépodobnosti. Hodnoty této pravdépodobnosti blizké 1 ukazuji na hodnotu y; = 1, hod-
noty blizké 0 mluvi pro y; = 0.

Jiné vyjadreni logistického modelu

Jiné mozné vyjadieni stejného logistického modelu je moZzno napsat pomoci funkce logit, ktera
je definovana
. p
logit (p) =In| —— | . 24
ogit () =1n () (24
Dosadime-li p = P (y; = 1|, ©), dostaneme logisticky model ve tvaru

In < P (y; = 14, 0)

1— Py = 1\%79)) = %O +e

Samoziejmé pro y; = 0 plati
P(y: =04, 0) =1 = P (yr = 1[thy, ©)

Prubéh funkce logit je vykreslen na Obréazku 2.1.



Function logit: z = In p/(1-p)

Function logit-inv: p = exp(z) / (1+exp(z))

0.81

0.6

0.41

0.21

Obrazek 2.1: Funkce z = logit(p)

Funkce logit pievddi proménnou p, kterd md rozsah (0,1) na veli¢inu z,
kterd md hodnoty z celé redlné osy. Toho se vyuzije pri logistické regrest tak,
Ze hodnoty z = ¢¥'© € R se transformuji na pravdépodobnosti p € (0,1).
Transformace je patrnd z obrdzku: velké kladné hodnoty z se zobrazi blizko
p =1, hodnoty z kolem nuly padnou blizko p = 0.5 a velké zdporné hodnoty
z ddvaji hodnoty blizko p = 0.

Funkci logit_inv inverzni k funkci logit dostaneme otocenim horniho ob-
rézku o 45° (viz dolni obrdzek). Tato funkce pievddi naopak redlnd c¢isla na
pravdépodobnosti.
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