Inicializace odhadu smési distribuci

Odhad smési spociva v odhadu parametri jednotlivych komponent a modelu ukazovatka. pred-
poklada se, ze méfend data prichézeji postupné z riznych pracovnich modi systému a patii tedy
do riznych komponent modelu smési. Prvnim krokem pii zpracovani kazdého datového vektoru
je tedy urceni, ke které komponenté (nebo nékolika komponent) data patii. To se d&je prede-
v8im pomoci proximity (blizkost jednotlivych komponent ke zméifenému datovému vektoru).
Tato proximity se ur¢i tak, ze se do komponent dosadi existujici bodové odhady parametri a
zjistuje se, jakou hodnotu maji komponenty (jejich hustoty pravdépodobnosti) ve zmé&fenych
datech. Cim dale budou data od centra komponenty, tim bude hodnota proximity mensi. Z pro-
ximity se pak ur¢i vihy komponent vzhledem k namérenému datovému vektoru a podle toho se
data pouziji k prepoctu statistik komponent.

Z uvedeného plyne: Budou-li data daleko od pocatecnich komponent, budou vahy prakticky
nulové a k Zddnému odhadu nedojde. Proto je potieba

1. Nastavit pocatecni polohy tak, aby lezely v oblasti, kde se vyskytuji data.

2. Zabranit tomu, aby hned na zac¢atku néktera komponenta “neutekla” nebo aby s kompo-
nenty nepiekryly.

K tomu slouzi inicializace odhadu smési - tj. vhodné rozmisténi pocatecnich komponent a jejich
Castelna fixace (pomalejsi pohyb) béhem zacatku odhadovani. Pfitom pfedpokladame, Zze mame

zacatkem odhadu z prubézné méfenych dat).
Poznamka

Pokud apriorni data nejsou, zbyvd jedind cesta. Viechny veliciny skdlovat (upravit tak, aby mély
priblizné nulovou stiedni hodnotu a jednotkovy rozptyl a ddle pracovat na této mormalizovand
datové oblasti. Visledky pal lze opét pievést do puvodni metriky.

Obecné zasady pro inicializaci jsou nasledujici:
1. Najit si oblast, kde se vyskytuji méfena data. Napf. zjistit minima a maxima u jednotlivych
veli¢in, nebo 1épe prohlédnout si jejich histogramy.

2. Nastavit pocatecni hodnoty odhadu parametra tak dobie, jak je to jen mozné (s vyuZzitim
apriornich dat i expertni informace).

3. Na zacatku odhadovani piidrzime apriorni odhady center komponent, aby se nerozutekly
prilis daleko nebo se nepiekryly.

4. U komponent nechame fixni malé kovariance (pokud nam zalezi na tvaru klastri, spustime
jejich odhadovani pozdéji, kdy centra komponent jiz budou vice méné spravné urceny).

5. Provést opakovany odhad na stejném datovém vzorku. Pfi tom je t¥eba misto apriornich
parametru zadat dosavadni odhady a statistiky nechat apriorni (aby nebyly utazené).

6. Pro dynamické smési je dobré zac¢it s komponentami s potlac¢enou dynamikou (tedy ve
tvaru statickych). Pocatecni umisténi komponenty je pak déano piepoctenou konstantou.

7. Pouzit uméle vytvorené regresni modely a k nim expertné urcit odpovidajici vystup. Tato
umeéla data pouzit pro inicializaci.



8. Provést expertni klasifikaci nékolika apriornich nebo uméle vytvorenych dat a vyuzit je
pro inicializaci.

Jednotlivé body budeme dale ilustrovat teoreticky a v piikladech. Budeme uvazovat statické
komponenty, tedy modely ve tvaru y; = k;+e; (kde k; jsou centra komponent proi = 1,2, - - -, nc)

1. Oblast dat

Dejme tomu, ze mame 3 veli¢iny x1, 2 a x3 uspofadané v datové matici = se tfemi fadky a
tolika sloupci, kolik je pocet méieni. Potom

mi=min(x,'c") ma=max(x,'c')

da 3-prvkové vektory minimalnich a maximéalnich hodnot veli¢in. Soufadnice pocate¢nich kom-
ponent mizeme do tohoto prostoru rozmistit piikazem

for i=1:nc
thl(:,i)=(mi+ma)/2+.2*(ma-mi).*rand(3,1,'n")

end
kde (mi+ma)/2 je stied oblasti, (ma-mi) je 8ifka oblasti a nd je pocet komponent.

Program

// Ur&eni oblasti dat

[/ mm e
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

nd=100; // polet dat
for t=1:nd

y(:,t)=[5;3;8]+[2;1;3] .#rand(3,1,’n’);
end

mi=min(y,’c?’);
ma=max(y,’c’);

nc=5; // polet komponent
for i=1:nc

thI(:,i)=(mi+ma)/2+.2*(ma-mi) .*rand(3,1,°’n’);
end

scf();

plot(y(1,:),y(2,:),’b.?)
plot(thI(1,:),thI(2,:),’ro’, markersize’,12)
title ’Centers for the first two variables’

Popis programu

V programu jsou pocate¢ni centra “rozhazena” kolem stfedu oblasti dat (max(y)+min(y))/2.
Velikost “rozhézeni” je dana jakymsi polomérem oblasti dat max(y)-min(y).



2. Pocdateéni odhady parametria

Na poc¢ateénim umisténi parametri (center klastrii) extrémné zalezi. Centra by rozhodné méla
lezet v oblasti, kde se vyskytuji data a v idedlnim piipadé by jednotlivd centra méla lezet
pobliz vrcholka dat, tj. v mistech, kde s vyskytuji hustotni maxima predpokladanych klastra
(pracovnich modi systému).

Pokud nemame apriorni data, postupujeme podle piedchoziho bodu (data gkalujeme a centra
rozhodime kolem pocatku).

Pokud jsou apriorni data k dispozici (a mély by byt, protoze proces n&jak uz bézel - tieba
jen zkuSebné - a vétSinou se stali jen vynaloZit urcité usili a data se seZenou), rozhodné je
chceme vyuzit. Piedev§im uréime oblast, kde se data vyskytuji (viz pfedchozi bod) a potom
hleddme hustotni vrcholky - bud v histogramech jednotlivych veli¢in nebo ve dvojicich veli¢in
(vice nepiehlédneme). Histogramy jsou jasné. UkéZeme postup pro dvojice:

Mame 3 veli¢iny x1, 2 a z3. Vykreslime zy-grafy pro dvojice z1-x2 a x2-z3.
plot(x1,x2,’”’) a plot(x2,x3,”.")

Na ose x prvniho grafu najdeme soufadnice, korespondujici s viditelnymi klastry a na ose y jim
odpovidajici y-ove soufadnice. Mtze se stat, ze k jedné z-ové souradnici bude vice y-ovych - pak
zaznamename vSechny s tim, Ze z-ové se opakuji.

Prejdeme k druhému obrazku a na jeho z-ové ose vyznacime vSechny y-ové soutadnice z prvniho
obrazku. K nim dour¢ime y-ové soufadnice z druhého obrézku a piidame je jako tfeti ¢islo k
existujicim soutradnicim. Tak miizeme pokracovat i pro vice soufadnic. Vysledné soutradnice
pouzijeme jako centra komponent, tj. apriorni parametry statickych komponent.

Postup je znazornén na obrazku:

x2 3

a b zl Cdle z2

Centra z prvniho obrazku budou:
Cl-Ja,c], C2—[a,¢], C3—[b,d]

Z druhého obrazku doplnime
Cl=la,c,g], C2=Ja,e, f], C3=[b,d, h]

To nemusi nutné byt prava centra mnohorozmérnych komponent, ale alesponn vime, ze tady se
néco dé&je a pocatecni centra néjak patii hustotnim vrcholkim. K doladéni by mélo dojit pfi
vlastnim odhadu.

Program



// Polateéni odhady parametrti a k nim statistiky

[/ mmmmm

exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0), rand(’seed’,0)

nd=500; // number of data

I_estCov=0; // estimation of noise covariances 7 0|1 nolyes

// simulated reg.coef.
Cy(1).th=[1 2 4]°’;
Cy(2).th=[5 3 2]7;
Cy(3).th=[2 5 6]7;
Cy(4).th=[3 8 8]7;
nc=length(Cy);
nc=nc;
// simulated noise covariances
for i=1:4
rn=rand(3,3,’u’);
Cy(i).cv=.2x(eye(3,3)+rnt+rn’);
end
// simulated pointer parameters
Cp.th=fnorm(ones(1,3)+.1,2);

ct(1)=1; // initial poiner
// SIMULATION

for t=1:nd
ct(1,t)=sum(rand(1,1,’u’)>cumsum(Cp.th))+1;
j=ct(t); // active component
y=Cy (j) .th+uut (Cy(j) .cv)*rand (3,1, ’norm’);
yt(:,t)=y;

end

ii=[2 3 6];
set(scf(),’position’, [600 100 800 600])
for i=1:2
for j=i+1:3
subplot(3,3,3*(i-1)+j)
plot(yt(i,:),yt(j,:),?.”)
end
end

Popis programu

// pointer

// output

V programu jsou simuloviny 4 komponenty smési, jsou vykresleny xy-grafy veli¢in yl — y2,
y2 — y3 a y2 — y3. Z nich muzeme odecist tii-rozmérnd centra komponent.

3. PfidrZeni apriornich center

Je to velmi dulezitd metoda, pouzivana vice nebo méné v kazdém odhadu!!!

Na pocatku odhadu se informace o parametrech ¢erpa jen z malého poctu dat. Pokud bychom
parametry nechali zcela volné, “vrhaly” by se nesmyslné za kazdym zmérenym datovym vektorem



a snadno by mohly zabloudit nékam, odkud by uz nebyl navratu. Proto je t¥eba startovat se
statistikami, které v sobé jiz maji n&jakou informaci - bud z dat nebo expertni.

Situaci budeme demonstrovat pro normélni komponenty. V ostatnich p¥ipadech je situace po-
dobna.

Piepocet statistik pro odhad regresnich koeficientu se déje takto

Vi=Vi1 + 00
kde V je informag¢ni matice, ¥ = [y, 1}/ je rozsiteny regresi vektor s novymi daty. Z tohoto je
patrné, ze matice V' postupné roste jak se do ni nacitaji data.

Zaroven je ziejmé, Ze je-li matice V na zacCatku nulova, ihned prvni data ji velmi zméni. Je-li
ale dostatecné velika, pocatecni data na ni nemaji pfili§ velky vliv.

Bodové odhady regresnich koeficienti se déji podle vzorce
i —1
0=V, Vyy
!/

kde V,,, Vyypa Vy jsou submatice V' délené podle regresniho vektoru (obecné je W = [y, ¢y]';
tady u statickych komponent je 1y = 1). Nasobime-li matici V ¢islem ¢ bude

. . _1
0= (cVy) (Vyp) = Vi Vi

tedy odhady se nezméni - jen (pro velké c) bude ¢V vétsi, a tedy odolngjsi proti zménam vlivem

pocatecnich dat.

Zavér je tedy docela jednoduchy: Velka informaéni matice slouzi k pfidrzeni pocatec¢nich center
komponent.

Poznamka
Pokud mdme na mysli néjaké pocdtecni parametry 0o a chceme k nim sestrojit informacnid matici,
postupujeme takto
y=| b %
0y 1
Potom pruni odhad 6 = Vw_lvw = éo.
Program

// Pt¥idrZeni apriornich parametri

[/ m e
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

nd=200; // number of data for estimation
ni=1; // number of initial data ni>0

b0=1; al=.3; bl=-.2; k=1.5; sd=1; y(1)=-2; // sim. parameters

B0=2; Al1=.1; B1=.2; K=-1; // ini. est. parameters
u=sin(8*%pi*(1:nd)/nd)+rand(1,nd,’n’); // control

// Simulation

for t=2:nd



y (t)=b0*u(t)+al*y(t-1)+bl*u(t-1)+k+sd*rand(1,1,’n’);
end

// Initialization

V=[1 BO A1 Bl k // information matrix
bO1 0 O O
A1 O 1 0 O
B10 0 1 O
K 0 0 0 1]1;
V=V*ni; // Inf. matrix is set to give initial parameters, ni sais

// as if how many initial data items have been used.

// Estimation
for t=2:nd

Ps=[y(t) u(t) y(t-1) u(t-1) 11°;

V=V+Ps*Ps’;

Vy=V(1:2,1);

Vyp=V(2:$,1);

Vp=V(2:%$,2:%);

th=inv (Vp+le-12*eye (Vp))*Vyp;

tht(:,t)=th?’; // evolution of estimates
end

// Results

s=nd-50:nd;

tx=[’b’;’r’;’k’;’m’;’c’;’g’];

scf();

for i=1:size(tht,1)
plot(tht(i,2:$),tx (1))

end

plot(s,ones(s)*b0,”:’+tx (1))

plot(s,ones(s)*al,’:’+tx(2))

plot(s,ones(s)*bl,’:’+tx(3))

plot(s,ones(s)*k,’:’+tx(4))

title ’Evolution of estimated parameters and theit true values’

Popis programu

Odhaduje se skalarni regresni model 1. fadu, s parametry znacenymi malymi pismeny. Iniciali-
zace informaéni matice V' je nastavena tak, aby se z ni spocetly po¢ateéni parametry (oznacené
velkymi pismeny). Zkonstruovana matice V' se nasobi ¢islem ni (to je jako pocet dat, ze kterych
byla matice V' uréena). Podle velikosti ¢isla ni se se dale méni odhady parametri. Pro malé ni
rychle, pro velké ni pomalu. Na vystupu sledujeme vyvoj odhadu parametra v Case.

4. Fixni kovariance Sumu

Kovariance sumu urcuji tvar klastrii. Pokud ndm jde pfedevsim o nalezeni center klastri, mizeme
kovariance ponechat malé a fixni (neodhadovat je). Zadavame je jako jednotkova matice ndsobené
desetinou az setinou rozsahu (poloméru) piedpokladané datové oblasti.



Pokud ndm na tvaru klastru zaleZi, tfeba pii klasifikaci, kdy data délime do jednotlivych kom-
ponent, doporucuje se, zapnout jejich odhadovani az v pruabéhu odhadu (tfeba v poloving), kdy
uz budou centra v podstaté nalezena. Porad ale hrozi nebezpeci, Ze kovariance utecou nebo Ze,
jedna komponenta piekryje ostatni - proto pozor.

Program

// Fixni kovariance p¥i odhadu smési

[/ mm e
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

nd=500; // number of data
I_estCov=0; // estimation of noise covariances 7 0|1 nolyes

// simulated reg.coef.
Sim.Cy(1).th=[0.9 -.5]7;
Sim.Cy(2).th=[0.4 0.6]7;
nc=length(Sim.Cy) ;

Sim.nc=nc;

// simulated noise covariances
Sim.Cy(1).sd=0.5%[1 -.6;-.6,1];
Sim.Cy(2).sd=0.3%[1 .2;.2,1];

// simulated pointer parameters
Sim.Cp.th=fnorm(ones(1,2)+.1,2);

Sim.ct(1)=1; // initial poiner

// SIMULATION

for t=2:nd
Sim.ct(1,t)=sum(rand(1,1,’u’)>cumsum(Sim.Cp.th))+1; // pointer
j=Sim.ct(t); // active component
y=Sim.Cy(j) .th+Sim.Cy(j) .sd*rand(2,1, >norm’) ; // output
Sim.yt(:,t)=y;

end

// initial parameters
a=.5; // std of scattering initial parametrs
for j=1l:nc // from those used in simulation
[mr,mc]=size(Sim.Cy (1) .th);
Ps=[Sim.Cy(j).th;1]+[a*rand (mr,mc,’n’);0]; // initial parameters

Est.Cy(j).V=PsxPs’; // statistics
Est.Cy(j).th=Sim.Cy(j) .th+a*rand(2,1,’n’); // pt.est. of reg.coef
Est.Cy(j).sd=.01*eye(2,2); // standard deviation
end
Est.ka=ones(1,nc); // counter
Est.Cp.V=ones(1,nc); // pointer statistics
Est.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)); // pointer parameter
w=fnorm(ones(1,nc)); // weights

// ESTIMATION




printf(’ ?)
for t=2:nd
if t/fix(nd/10)==fix(t/£fix(nd/10)), printf(’.’); end
for j=1:nc
[xxx,G(j)]=GaussN(Sim.yt(:,t) ,Est.Cy(j).th,Est.Cy(j).sd);
// proximity
end
Lg=G-max (G) ;
g=exp(Lq) ;

ww=q’.*Est.Cp.th; w=ww/sum(ww) ; // generation of weights
wt(:,t)=w’;

// Update of statistic

Ps=[Sim.yt(:,t)’ 1]; // extended reg.vec.
for i=1:nc
Est.Cy(i).V=Est.Cy(i).V+w(i)*Ps’*Ps; // information matrix
Est.ka(i)=Est.ka(i)+w(i); // counter
Est.Cp.V(i)=Est.Cp.V(i)+w(i); // pointer statistics

//nove rozdeleni informacni matice V

Vy=Est.Cy(i).V(1:2,1:2); // part Vy - y.y
Vyp=Est.Cy (1) .V($,1:2); // part Vyp - psi.y
Vp=Est.Cy(1).V($,$); // part Vp - psi.psi’
Est.Cy(i).th=inv(Vp+le-8*eye(Vp))*Vyp; // pt.est. - reg.coef.
Est.Cy(i).tht(:,t)=Est.Cy(i).th’; // pt.est. - covar.

if I_estCov™=0
// PT.EST. OF NOISE COVARIANCE - USED OR NOT
Est.Cy(1).cv=(Vy-Vyp’*inv(Vp+le-8xeye(Vp))*Vyp)/Est.ka(i);
end
end
Est.Cp.th=fnorm(Est.Cp.V,2); // pt.est. of pointer parameter
[ss,Est.ct(l,t)]=max(w); // store
end
disp ’ ?
s=2:nd;
[q9,T]=c2c(Sim.ct(s) ,Est.ct(s));
Ect=q(Est.ct(s));

S=1ist();

for i=1:nc
j=find(Sim.ct==1);
S(1)=Sim.yt(:,3);

end

C=list();

for i=1:nc
j=find (Ect==1);
C(i)=Sim.yt(:,3);



end

// Results
wr=sum(Sim.ct (s) "=Ect?);
printf (’\n Wrong classifications %d from %d\n’,wr,length(s))

bigfig(1)

subplot (121)

plot(Est.Cy(1).tht(1,:),Est.Cy(1).tht(2,:),’.?)

plot(Est.Cy(1).tht(1,2),Est.Cy(1).tht(2,2),’g.’, markersize’,18)
lot(Sim.Cy(1) .th(1),Sim.Cy(1) .th(2),’ro’, markersize’,12)

p y y

subplot (122)

plot(Est.Cy(2).tht(1,:),Est.Cy(2).tht(2,:),’.?)

plot(Est.Cy(2).tht(1,2),Est.Cy(2).tht(2,2),’g.’, ’markersize’,18)
lot(Sim.Cy(2) .th(1),Sim.Cy(2).th(2),’ro’, markersize’,12)

p y y

bigfig(2)

subplot (121)
plot(S(1)(1,:),S(1)(2,:),’b.?)
plot(S(2)(1,:),8(2)(2,:),’r.?)
title ’Simulated’

subplot (122)
plot(C(1)(1,:),C(1)(2,:),’b.?)
plot(C(2)(1,:),C(2)(2,:),’r.?)
title ’Estimated’

nebo

// Fixni kovariance p¥i odhadu smési (odhad vice komponent neZ v sim)

[/ m e
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

nd=500; // number of data
nc=38; // number of componentd
t_estCov=50; // when estimation of covariances is switched on

// simulated reg.coef.
Sim.nc=nc;
Sim.Cy(1).th=[0.9 -.5]7;
Sim.Cy(2).th=[0.4 0.6]7;



// simulated noise covariances
Sim.Cy(1).cv=0.2%[1 -.6;-.6,1];
Sim.Cy(2).cv=0.1x[1 .2;.2,1];

// simulated pointer parameters
Sim.Cp.th=fnorm(ones(1,2)+.1,2);

Sim.ct(1)=1; // initial poiner

// SIMULATION

for t=2:nd
Sim.ct(1,t)=sum(rand(1,1,’u’)>cumsum(Sim.Cp.th))+1; // pointer
j=Sim.ct(t); // active component
y=Sim.Cy(j) .th+uut (Sim.Cy(j).cv)*rand(2,1, ’norm?’); // output
Sim.yt(:,t)=y;

end

// initial parameters
my=mean (Sim.yt,2);
a=.3; // std of scattering initial parametrs
for j=1l:nc // from those used in simulation
[mr ,mc]=size(Sim.Cy (1) .th);
th=my+a*rand (mr,mc,’n’);

Ps=[th;1]; // initial parameters
Est.Cy(j).V=Ps*Ps’; // statistics
Est.Cy(j) .th=th; // pt.est. of reg.coef
Est.Cy(j).cv=.01*eye(2,2); // standard deviation
end
Est.ka=ones(1,nc); // counter
Est.Cp.V=ones(1,nc); // pointer statistics
Est.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)); // pointer parameter
w=fnorm(ones(1,nc)); // weights

// ESTIMATION

I_estCov=0;
printf(’ ?)
for t=2:nd
if t/fix(nd/10)==fix(t/fix(nd/10)), printf(’.’); end
for j=1:nc
[xxx,G(j)]=GaussN(Sim.yt(:,t) ,Est.Cy(j).th,Est.Cy(j).cv);
// proximity
end
Lg=G-max (G) ;
g=exp(Lq) ;

ww=q’.*Est.Cp.th; w=ww/sum(ww); // generation of weights
wt(:,t)=w’;

// Update of statistic
Ps=[Sim.yt(:,t)’ 1]; // extended reg.vec.
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for i=1:nc

Est.Cy(i) .V=Est.Cy(i).V+w(i)*Ps’*Ps; //

Est.ka(i)=Est.ka(i)+w(i);
Est.Cp.V(i)=Est.Cp.V(i)+w(i);

//
//

//nove rozdeleni informacni matice V

Vy=Est.Cy(i).V(1:2,1:2);
Vyp=Est.Cy(i).V($,1:2);
Vp=Est.Cy(i).V($,$);

//
//
//

Est.Cy(i).th=inv(Vp+le-8*eye(Vp))*Vyp; //
Est.Cy(i).tht(:,t)=Est.Cy(i).th’; //

if t>t_estCov,

if I_estCov™=0

I_estCov=1; end

information matrix
counter
pointer statistics

part Vy - y.y
part Vyp - psi.y
part Vp - psi.psi’
pt.est. - reg.coef.
pt.est. - covar.

// PT.EST. OF NOISE COVARIANCE - USED OR NOT
Est.Cy(i).cv=(Vy-Vyp’*inv(Vp+le-8*eye(Vp))*Vyp) /Est.ka(i);

end
end

Est.Cp.th=fnorm(Est.Cp.V,2);
[ss,Est.ct(1,t)]=max(w);

end
disp ’ ?
s=2:nd;

Sc=Sim.ct(s);

Ec=Est.ct(s);

yt=Sim.yt(:,s);

S=1ist();

for i=1:2
j=find (Sc==1);
S(L)=yt(:,3);

end

C=1list();

for i=1:nc
j=find (Ec==1);
C(i)=yt(:,3);

end

// Results
bigfig(1)

for i=1l:nc
subplot(1,nc,i)

// pt.est. of pointer parameter

// store

plot(Est.Cy(i).tht(1,:),Est.Cy(i).tht(2,:),’.?)
plot(Est.Cy(i).tht(1,2),Est.Cy(i).tht(2,2),’g.’, markersize’,18)

end

title ’zelené kleCko - kde to zaclo’

bigfig(2)
subplot(1,nc+1,1)

plot(S(1)(1,:),8(1)(2,:),’b.?)

11



plot(S(2)(1,:),S(2)(2,:),’r.?)

set (gca(),’data_bounds’,[-1 3 -1.5 2])
title ’Simulated’

for i=1:nc

subplot(1,nc+1,i+1)

if “isempty(C(i))
plot(C(i)(1,:),C(1)(2,:),’.7)

end

title ’Estimated’
set(gca(),’data_bounds’,[-1 3 -1.5 2])
end

Popis programu

O odhadu nebo ne-odhadu kovarianci §umt rozhoduje parametr | _estCov. Je-li roven 0, kovari-
ance se neodhaduji a zustévaji ty, co jsme nastavili v inicializaci. Pro | _estCov = 1 se odhaduji.
Kompromisem je jejich zpozdény odhad, pii kterém se za¢nou odhadovat az od zadaného Casu
t_estCov.

5. Opakovany odhad na stejnych datech

Centra komponent startuji ve svych poc¢atecnich centrech a postupné putuji k hustotnim vrchol-
kam. Kazdy datovy zdznam je trochu posune podle toho, jak do které komponenty patii (podle
vah w). Pokud je dat malo, muZe se stat a taky se stavé, Ze odhad konéi jesté pied tim, nez
centra doputovala. Potom je rozumné pokracovat v odhadu se stejnymi daty znovu, ale zacit ne
v pocatecnich centrech, ale z téch, ke kterym zatim doputovala.

Je tu ale jeden problém. Na konci odhadu jsou informac¢ni matice velké (fikame, ze odhad je
utaZen) a centra by se uz bud nepohybovala, nebo jen velmi maélo. Proto je tfeba postupovat
nésledovné:

1. Pocatec¢ni centra komponent nastavime na hodnoty ze skon¢eného odhadu.

2. Statistiky z odhadu zahodime a pouzijeme zase ty puvodni z prvniho odhadu.

Takto muzeme postupovat opakované. Pfi tom je dobré sledovat vyvoj center tieba v grafu a
pokracovat do té doby, dokud se odhady center pohybuji.

Program ilustruje situaci pro dva odhady

// Opakovanj odhad na stejnjch datech
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[/ m e
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

nd=10;
k=[2; -1]; sd=.01;

for t=1:nd
y(:,t)=k+sd*rand(2,1,’n’);
end

// Inicializace k prvnimu odhadu

kk=[-5;8]; // pol. hodnota par. je kk
VO(1:2,1:2)=kkx*kk’;

V0(3,1:2)=kk’; V0(1:2,3)=kk; V0(3,3)=1; // nastaveni V

V0=V0*10; V=VO0; // V schvaln& trochu fixujeme - VO=VO0*10

// Prvni odhad

for t=1:nd
Ps=[y(:,t)’ 1]1°;
V=V+Ps%*Ps’;
Vy=V(1:2,1:2);
Vyp=V(3:$,1:2);
Vp=V(3:$,3:%);
th=inv (Vp+le-12*eye(Vp))*Vyp;

thi(:,t)=th’; // vyvoj odhadt v prvni fazi
end
thi=[kk thi]; // z vjchoziho odhadu kk se dale odhaduje
£i=50; // Zkuste fi=1,10,50

V=V/fi; // ZAPOMENUTI (uvolnéni odhadu pro daldi postup)
// Druhy odhad na stejnych datech
for t=1:nd

Ps=[y(:,t)’ 1]1°;

V=V+Ps*Ps?;

Vy=V(1:2,1:2);

Vyp=V(3:$,1:2);

Vp=V(3:$,3:$);

th=inv (Vp+le-12*eye (Vp))*Vyp;

th2(:,t)=th’; // vyvoj odhadid v druhé fazi
end

// Vysledky

scf();

plot(th1(1,:),th1(2,:),?.:?) // prvni odhad
plot(th2(1,:),th2(2,:),’.:g%) // druhy odhad

plot(2,-1,’ro’, ‘markersize’,12) // spravna hodnota paramrtru k

set(gca(),’data_bounds’,[-6 4 -2 9])
title ’Vyvoj odhadu konstanty - b=1.odhad. g=2.odhad’

Popis programu
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V programu se uvazuje odhad statického regresniho modelu s dvourozmérnymi daty. Odhad je
inicializovan (konstantou kk) a spustén. Vysledkem prvniho odhadu je informac¢ni matice V' a z
ni spoc¢tené bodové odhady parametra. Nasleduje druhy odhad se stejnymi daty, ale v informaéni
matici spoctenou v pfedchozim b&hu. Tuto matici je vhodné podrobit zapominani (déleni celé
matice &islem fi). Odhad potom zacne z bodovych odhadu parametri z pr¥edchoziho kroku.
Zapominani informad¢ni matici uvolni, aby se odhady opét mohly pohybovat. Zkuste nabizené
koeficienty zapominani fi a sledujte jejich ucinek.,

6. Dynamické smési

Na rozdil od statickych smési, jejichz komponenty maji ve skutecnosti pevna centra - stiedni
hodnoty komponent (vrcholky hustotnich kopeckil), dynamické smési maji stfedni hodnotu za-
vislou na datech a tedy pohyblivou. Odhady jejich center tedy nekonverguji k pevnym bodum,
ale k pohyblivym. Jejich po¢atecni nastaveni je tedy komplikovanéjsi.

Ukéazeme postup, ktery vychazi ze statickych komponent a dynamika se postupné pridava pii
odhadu.

Budeme uvazovat jednu dynamickou komponentu 1. fadu

Yt = aye—1 +buy + k + e

1. Jako apriorni parametry vezmeme ¢ = 0 a b = 0. Tomu odpovidé staticky model y; = k+e;.

[N

. Zjistime nebo odhadneme primérnou hodnotu y jako ¥.

3. Pocatecni konstantu k nastavime na hodnotu %.

=~

. Pocate¢ni informac¢ni matici uréime takto

—2 /
_ | v ¥
ole T

kde U = [0, 0, k]', k = 7 a I je jednotkova matice.
Odpovidajici program je nasledujici

// Inicializace dynamickjch komponent

[/ m e
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0)

// INITIALLIZATION QF ESTIMATION 0D DYNAMIC MODEL AS STATIC ONE
function V=th2VN(nps,my) ;

// nps length of regression vector (without y(t))

// my  average of y

my=my (:) ;

ny=length(my) ;

nPs=ny+nps;

V=eye (nPs,nPs) ;

V(ny,ny)=my*my’ ;

V(nPs,1:ny)=my’;
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V(1:ny,nPs)=my;
endfunction

nd=500;

b0=1; a=.2; bl=-.3; k=2; sd=.1; y(1)=2; y(2)=5; //simul. parameters
u=1+.2*sin(10*%pi*(1:nd) /nd)+.1*rand(1,nd, ’n’); // input

// sinulation

for t=3:nd
y (£)=b0*u(t)+axy(t-1)+bil*u(t-1)+k+sd*rand(1,1,’n’);
end
my=mean (y) ; // mean of initial output

// Konstruction of V
VO=th2VN (4,my) ;
V=V0;

// Estimation

for t=3:nd
Ps=[y(t),u(t),y(t-1),u(t-1),1]1’;
V=V+Ps%*Ps’;
Vy=v(1,1);
Vyp=V(2:$,1);
Vp=V(2:$,2:%);
th=inv (Vp+le-12*eye(Vp))*Vyp;

tht(:,t)=th; // evolution of est. parameters
end

set (scf(1),’position’, [300 300 500 400])
plot(tht’)

title ’Evolution of par.estimates’
disp(th,’Esimated parameters’)

// Prediction

for t=3:nd
yp(t)=th(1)*u(t)+th(2)*y(t-1)+th(3)*u(t-1)+th(4);

end

s=2:nd;

set (scf(2),’position’, [800 300 500 400])
plot(s,y(s),s,yp(s))

title ’Prediction’

function [th,s2]=v2thN(v,m)
// [th,s2]=v2thn(v,m) computation of par. point estimates

// from normalized information matrix
// v information matrix
// m dimension of y

// th  regression coefficients
// s2 noise cobariance estimate
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if argn(2)<2 // check for number of input arguments
m=1;
end

// partitioning of information matrix
vy=v(l:m,1:m);

vyf=v(m+1:$,1:m);

vi=v(m+1:$,m+1:$);

// computation of point estimates
th=inv(vi+le-12*eye(vf))*vyf;
s2=(vy-vyf’*th);

endfunction

V programu uvazujeme dynamicky regresni model
Yt = bour + ayr—1 +brur—1 +k + et
Tento model inicializujeme jako staticky, tedy ve tvaru
yr =k + e

kde oc¢ekavame hodnotu & pfiblizné rovnu pruméru z apriornich y. P¥ito doufame, Ze pro staticky
model jsme se “trefili do dat” a dynamika se postupné do odhadne.

7. Umélé regresni vektory

Dobry zptisob jak pfevést casto abstraktni expertni znalost do podoby dat, které jsou vhodna pro
inicializaci odhadu, je tzv. tvorba umélych datovych vektori. Kazdy datovy vektor se sklada z
regresniho vektoru a jemu odpovidajici hodnoty vystupu. Situaci budeme ilustrovat na prikladé:

Sledujeme délku kolony v jenom rameni fizené kiizovatky, kterd sbird dopravu z urcité oblasti.
V této oblasti je 5 kritickych mist, kterd mohou byt podle situace v rizném stupni dopravy.
Regresni vektor bude tedy obsahovat 5 veli¢in (stupné dopravy v danych mistech oblasti) a
vystupem je délka kolony v kiizovatce. Expert svou znalost miuZze pirevést na vyvér nejdilezi-
t&j8ich kombinaci zatiZeni jednotlivych mist v oblasti a jim pfifadit (podle svého presvédceni)
odpovidaji hodnotu délky kolony v kiizovatce.

Poznamka

Pokud jsou k dispozici apriorni data, je samoziejmé mozno je vyuzit a vybrat z nich nékteré
diilezité datové vektory, které jsou pro danou situaci rozhodugici a nesou hodné informace. Vyjbér
muZe byt opét podle doporuceni experta.

Zkonstruované datové vektory se potom zpravuji norméalné, jako mérené datové vektory v rameci
inicializace.

Metodu ilustruje nasledujici program. Popis nasleduje za programem.

// Umélé regresni vektory



exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0), rand(’seed’,0);

nd=200; // all data (init + estim)
ni=50; // initial data
I_init=0; // I_init=1 - initialization (only)

// I_init=0 - estimation with constructed initial V

// Simulation

ul=  sign(2*sin(12#Ypi*(1:nd)/nd))+1;
u2= 2*sign(2*sin(10*Ypi*(151:nd+150)/nd))+2;

u3=.2*sign(2*sin(8*)pi*(1:nd)/nd))+1;

a=.6; k=.5; y(1)=0;
for t=2:nd

y(t)=a*xy(t-1)+ul (t)+u2(t)+uld(t)+k+.5*xrand(1,1,’n’);

end

// Initialization (external data vectors)

if I_init==
s=2:ni;

plot([y(s) ul(s)? u2(s)’ u3d(s)’])

legend(’y’,’ul’,’u2’,’u3’);
end

Psi=list();

// Psi = [y(t) y(t-1) ul(t) u2(t) u3(t) 1]

// thO: a bl

b2

b3

k

// data vector
// corresponding parameters

// extracted from prior data (can be also from expert knowledge)

Psi(1)=[10 9 2 0 1.2 1]7;

Psi(2)=[17 156 2 4 1.2 1]7;
Psi(3)=[15 16 0 4 1.2 1]°;
Psi(4)=[14 14 0 4 .8 1]’;
Psi(5)=[10 13 0 0 .8 1]’;
Psi(6)=[11 10 2 0 1.2 1]’;
Psi(7)=[11 11 2 0 1.2 1]7;
Psi(8)=[8 7 2 0 .8 1]7;

Psi(9)=[9 8 2 0 .8 1]7;

Psi(10)=[9 8 2 0 .8 1]’;

m=length(Psi(1));

n=length(Psi);

V=zeros(m,m) ;

for i=1:n
V=V+Psi(i)*Psi(i)’;

end

thO=v2thN(V/n,1)°
if I_init==1, return, end
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// Estimation;
V=V*50;
for t=(ni+1):nd
Psi=[y (%) y(t-1) ul(s) u2(t) u3d(t) 1]’;
V=V+Psi*Psi’;
th=v2thN(V/(t-n),1);
tht(:,t)=th;
end
th=th’
thSim=[.6 1 1 1 .5]

scf();
plot(tht’)

Popis programu

V programu se ukazuje odhad regresniho modelu prvniho fadu se tfemi vstupy
Yo = ayi—1 +uly +u2y +uds +k+e

Program je rozdéleni na 2 c¢asti podle volby | init. Pro volbu 1 se ukazuji apriorni data a
uzivatel si z nich mize vybrat diilezité polozky pro datové vektory Psi, které jsou dale vyuzity
pro inicializaci. Volba | _init=0 piipravi béh “naostro”, tj. pfipravenou inicializaci s naslednym
odhadem. Ukazuje se vyvoj odhadu parametra.

8. Expertni klasifikace
Tato metoda sleduje pfedchozi postup, ale misto pfifazeni hodnoty vystupu k regresnimu vektoru
se vybranym datim expertné piifazuje tiida (komponenta), do které patii.

Opét je nékolik moznosti, jak tuto pred-klasifikaci provést.

1. Expertné vytvorime cely datovy vektor a zafadime jej do urcité tiidy.
2. Vezmeme né&jaky apriori zméfeny datovy vektor a expertné mu piifadime tiidu.

3. PouZijeme urcité nadstandardni nastroje (nechame situaci pozorovat ¢lovékem nebo piij-
¢ime né&jaky drahy méfici pfistroj) abychom pro apriorni méfeni zméfFili nejen datové
zéznamy ale i prislusné tiidy klasifikace.

To, co ziskdme, pouZijeme pro inicializaci, kdy provadime ufeni s ucitelem (tedy se znalosti
spravné klasifikace).

Nésledujici program ukazuje tuto pred-klasifikovanou inicializaci. Popis nésleduje za programem.

// Inicializace s ulitelem

[/ mm e
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0), rand(’seed’,0)

nd=500; // number of data
ni=20; // lenght of initialization phase
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t_estCov=1; // when estimation of covariances is switched on

// simulated reg.coef.
Sim.Cy(1).th=[1.9 -.5]7;
Sim.Cy(2).th=[0.4 0.6]’;
Sim.Cy(3).th=[-1.2 1.6]7;
Sim.Cy(4).th=[.1 -1.6]7;
Sim.Cy(5).th=[2.1 2.2]7;
nc=length(Sim.Cy) ;
Sim.nc=nc;
// simulated noise covariances
rcv=.8; // amplitude of covariances
for i=1:nc
g=rand(2,2,’u’);
Sim.Cy (i) .cv=rcv*(eye(2,2)+(g+tg’));
end
// simulated pointer parameters
Sim.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)+.1,2);
Sim.ct(1)=1; // initial poiner

// SIMULATION

for t=1:(ni+nd)
ct(l,t)=sum(rand(1,1,’u’)>cumsum(Sim.Cp.th))+1; // pointer
j=ct(t); // active component
dt(:,t)=Sim.Cy(j) .th+uut (Sim.Cy(j).cv)*rand(2,1,’norm’); // output

end

// initial data

Sim.yi=dt(:,1:ni);

Sim.ci=ct(1:ni);

// simulated data

Sim.yt=dt(:, (ni+(1:nd)));

Sim.ct=ct(ni+(1:nd));

// INITIALIZATION

// initial parameters

yi=1list(;

for i=1:nc
j=find(Sim.ci==1i);
yi(i)=Sim.yi(:,j);

end

for i=1:nc // from those used in simulation
Est.Cy(i).V=zeros(3,3);
nj=size(yi(i),2);

for j=1:nj
Ps=[yi(i)(:,j);1]; // initial parameters
Est.Cy(i).V=Ps*Ps’; // statistics

end

Est.Cy(i).V=Est.Cy(i).V; // the weight is proportional to data
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Est.Cy(i).th=v2thN(Est.Cy(i).V,2);

Est.Cy(i).cv=.1*eye(2,2);

// standard

Est.Cy(i).tht(:,1)=Est.Cy(i).th;

end
Est.ka=ones(1,nc);
Est.Cp.V=ones(1,nc);

Est.Cp.th=fnorm(ones(1,nc));

w=fnorm(ones(1,nc));

// counter
// pointer
// pointer
// weights

// pt.est. of reg.coef

deviation

statistics
parameter

// ESTIMATION
I_estCov=0;
printf(’ ?)
for t=2:nd

if t/fix(nd/10)==fix(t/£fix(nd/10)), printf(’.’); end

for j=1:nc

[xxx,G(j)]=GaussN(Sim.yt(:,t) ,Est.Cy(j).th,Est.Cy(j).cv);

end
Lg=G-max (G) ;
g=exp(Lq) ;

ww=q’.*Est.Cp.th; w=ww/sum(ww) ;

wt(:,t)=w?;

// Update of statistic
Ps=[Sim.yt(:,t)’ 1];

for i=1:nc

Est.Cy(i) .V=Est.Cy (i) .V+w(i)*Ps’*Ps;

Est.ka(i)=Est.ka(i)+w(i);

Est.Cp.V(i)=Est.Cp.V(i)+w(i);

//nove rozdeleni informacni matice V

Vy=Est.Cy(i).V(1:2,1:2);
Vyp=Est.Cy(i).V($,1:2);
Vp=Est.Cy(i).V($,$);

//

//

//

//
//
//

//
//
//

Est.Cy(i).th=inv(Vp+le-8*eye(Vp))*Vyp; //
Est.Cy(i).tht(:,t)=Est.Cy(i).th’;

if t£>200, I_estCov=1; end

if I_estCov™=0

//

proximity

generation of weights

extended reg.vec.

information matrix
counter
pointer statistics

part Vy - y.y
part Vyp - psi.y
part Vp - psi.psi’
pt.est. - reg.coef.
pt.est. - covar.

// PT.EST. OF NOISE COVARIANCE - USED OR NOT
Est.Cy(i).cv=(Vy-Vyp’*inv(Vp+le-8xeye(Vp))*Vyp) /Est.ka(i);

end
end

Est.Cp.th=fnorm(Est.Cp.V,2);
[ss,Est.ct(1,t)]=max(w);

end
disp ’ ?

// Results

// pt.est. of pointer parameter
// store
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bigfig(1)

for i=1l:nc

//subplot(1l,nc,i)

plot(Est.Cy(i).tht(1,:),Est.Cy(i).tht(2,:),’.?)
plot(Est.Cy(i).tht(1,1),Est.Cy(i).tht(2,1),’g.’, markersize’,14)
plot(Sim.Cy (i) .th(1) ,Est.Cy(i).th(2),’r.’, ’markersize’,8)

end

title ’zelené kolecCko - kde to zaclo, Cervend telka - spravnd centra’

Popis programu

Program ukazuje standardni odhad smési s norméalnimi komponentami a simulovanymi daty.
Metoda pred-klasifikovaného odhadu zacina jiz v simulaci, kde si pfipravime jednak apriorni
data pro inicializaci Sim.yi, jednak vlastni méfena data pro odhad Sim.yt. V inicializaci pomoci
piikazu find() ur¢ime, ktera z apriornich dat patii které komponenté.V dalsim odstavci provadime
odhad jednotlivych komponent z apriornich dat a standardnim zptisobem doplnime inicializaci
modelu pointru. Nasleduje odhad, kde jako pocatecéni statistiky a odhady parametra pouZijeme
vysledky inicializace.

Druhy program ukazuje zjednoduSené pouziti uvedené metody.

// Inicializace s ulitelem (jednoducha varianta)

[/ mm e
exec SCIHOME/ScIntro.sce, mode(0), rand(’seed’,0)

nd=500; // number of data
ni=20; // lenght of initialization phase
t_estCov=1; // when estimation of covariances is switched on

// simulated reg.coef.

Sim.Cy(1).th=[1.9 -.5]7;

Sim.Cy(2).th=[0.4 0.6]’;

Sim.Cy(3).th=[-1.2 1.6]’;

Sim.Cy(4).th=[.1 -1.6]7;

Sim.Cy(5).th=[2.1 2.2]7;

nc=length(Sim.Cy) ;

Sim.nc=nc;

// simulated noise covariances

rcv=.8; // amplitude of covariances

for i=1:nc
g=rand(2,2,’u’);
Sim.Cy(i).cv=rcv*(eye(2,2)+(gtg’));

end

// simulated pointer parameters

Sim.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)+.1,2);

Sim.ct(1)=1; // initial poiner

// SIMULATION
for t=1:nd
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Sim.ct(1,t)=sum(rand(1,1,’u’)>cumsum(Sim.Cp.th))+1; // pointer

j=Sim.ct(t); // active component

Sim.yt(:,t)=Sim.Cy(j).th+uut(Sim.Cy(j).cv)*rand(2,1,’norm’); // output
end

// INITIALIZATION
// initial parameters

for i=1:nc // from those used in simulation
Est.Cy(i).V=eye(3,3);
Est.Cy(i).th=rand(2,1); // pt.est. of reg.coef

Est.Cy(i).cv=.1*eye(2,2); // standard deviation
Est.Cy(i).tht(:,1)=Est.Cy(i).th;

end

Est.ka=ones(1,nc); // counter
Est.Cp.V=ones(1,nc); // pointer statistics
Est.Cp.th=fnorm(ones(1,nc)); // pointer parameter
w=fnorm(ones(1,nc)); // weights

// ESTIMATION
I_estCov=0;
printf(’ ?)
for t=2:nd

if t/fix(nd/10)==fix(t/£fix(nd/10)), printf(’.’); end

for j=1:nc

[xxx,G(j)]=GaussN(Sim.yt(:,t) ,Est.Cy(j).th,Est.Cy(j).cv);
// proximity

end
Lg=G-max (G) ;
g=exp(Lq);

ww=q’.*Est.Cp.th; w=ww/sum(ww) ; // generation of weights
// KNOWN POINTERS FOR INITIAL DATA

if t<=ni, w=zeros(l,nc); w(Sim.ct(t))=1; end

wt(:,t)=w?;

// Update of statistic

Ps=[Sim.yt(:,t)’ 1]; // extended reg.vec.
for i=1:nc
Est.Cy(i).V=Est.Cy(i).V+w(i)*Ps’*Ps; // information matrix
Est.ka(i)=Est.ka(i)+w(i); // counter
Est.Cp.V(i)=Est.Cp.V(i)+w(i); // pointer statistics

//nove rozdeleni informacni matice V

Vy=Est.Cy(i).V(1:2,1:2); // part Vy - y.y
Vyp=Est.Cy (i) .V($,1:2); // part Vyp - psi.y
Vp=Est.Cy(1).V($,$); // part Vp - psi.psi’
Est.Cy(i).th=inv(Vp+le-8xeye(Vp))*Vyp; // pt.est. - reg.coef.
Est.Cy(i).tht(:,t)=Est.Cy(i).th’; // pt.est. - covar.

if t>200, I_estCov=1; end
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if I_estCov™=0
// PT.EST. OF NOISE COVARIANCE - USED OR NOT
Est.Cy(1).cv=(Vy-Vyp’*inv(Vp+le-8xeye(Vp))*Vyp)/Est.ka(i);
end
end
Est.Cp.th=fnorm(Est.Cp.V,2); // pt.est. of pointer parameter
[ss,Est.ct(l,t)]=max(w); // store
end
disp ’ ?

// Results

bigfig(1)

for i=1l:nc

//subplot(1l,nc,i)

plot(Est.Cy(i).tht(1,:),Est.Cy(i).tht(2,:),’.?)
plot(Est.Cy(i).tht(1,1),Est.Cy(i).tht(2,1),’g.’, markersize’,14)
plot(Sim.Cy(i).th(1) ,Est.Cy(i).th(2),’r.’, ’markersize’,8)

end

title ’zelené kolecCko - kde to zaclo, Cervend telka - spravnd centra’

Tento program je prakticky shodny s pfedchozim. Situaci ale nekomplikujeme zv1astni iniciali-
zaci, ale prosté apriorni data i se znamym ukazovatkem pouZijeme na zacatku odhadu. Ukazo-
vatko vnutime tak, Ze odhadnuté vahy pro apriorni data nahradime vektorem nul a s jednickou
na misté, kam ukazuje ukazovatko.
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