1 Stav, stavovy model a odhad stavu

1.1 Stav

Stav x; je veli¢ina systému, kterou nelze méfit a kterd se (na rozdil od parametril) v méni
¢ase. Aby veli¢ina mohla byt stavem, musi platit, Ze v kazdém Casovém okamZziku t v sobé
zahrnuje veskerou informaci ze svého minulého vyvoje. Pokud zname jeho hodnotu a aktualni
Fizeni, jsme schopni spocitat distribuci jeho budouci hodnoty.

Piiklad [pojem stavu]

Uvazujme systém spojeny s méstskou fizenou Ctyf-ramennou kfizovatkou. V ramenech kfizovatky méfime
intenzitu provozu a zaznamenavame poméry zelené na semaforu. Zajimame se o délky kolon v kfizovatce.
Tato veliCina ,vektor délek kolon v krizovatce" je v této Gloze stavem. Nelze ji pfimo mérit a mame-li délku
kolony a vime-li, jaké fizeni bude pouzito, mazeme pocitat budouci délku kolony. Pricteme vsechna auta, co
prijela do kolony pred semaforem, a odeCteme vSechna auta, co odjela na zelenou. Raizné délky aut a dalsi
zaokrouhleni spojend s periodou vzorkovani zahrneme do Sumu. Tento Sum vnasi do vypocti neurcitost.

1.2 Stavovy model

Model stavové veli¢iny je reprezentovin dvéma vztahy: modelem stavu a modelem vy-
stupu. Pro oba modely se uvazuje normalni rozdéleni

— model dynamiky stavu
[ @i1loe, we) = Noyy (May + Nug, rz) (1.1)

— model mé&feni vystupu
I (yelze, ue) = Ny, (Azy + Buy, 1ry) , (1.2)

kde N, a Ny znaci normalni rozdéleni.

Oba modely lze vyjadfit jako rovnice

Tt4+1 = Ma:t+Nut—i—wt (13)
Y = AJZ‘t + But + (%7

kde wy ~ Ny (0, 72) a ex ~ Ne (0, 7y) .

1.3 Odhad stavu

Cilem je odhad stavu x; prot =1,2,--- Odhad stavu je podobné jako odhad parametra dan
hp stavu za podminky zméfenych dat f (x¢|d(t)). V tloze rekurzivniho odhadu parametra
(??7) existoval jen posun ¢asu pii vzorkovani dat. P¥i odhadu stavu existuji posuny dva:



— posun Casu v datech - tzv. filtrace, pii které se informace z nové zmérenych dat vklada
prostiednictvim modelu vystupu do odhadu stavu; jde o pfepocet f (z¢|d (t — 1)) — f (x¢|d (t))
a

— posun ¢asu ve stavu - tzv. predikce, pii které se stav predikuje podle modelu dynamiky
stavu “naslepo”; aniz by se mé¥ila nova data; jde o prepocet f (x¢|d (t)) — f (xe1|d (2)).

Uvedené pfepoc¢ty hp jsou nésledujici

L o (15)

f(zeald(t) = /* I (@egalze, we) f (w|d () day, (1.6)

kde

o fxd(t—1)) ~N (21, Rt|t_1) je popis stavu, ktery vstupuje do KF a ktery zavisi
na datech do ¢asu ¢t — 1.
Tyy—1, Ryji—1 jsou charakteristiky tohoto popisu - st¥edni hodnota a kovarianén{ matice.

o f(a]d(t)) ~ N (44, Ry) je popis stavu po filtraci v okamziku, kdy je odhad stavu
korigovan podle aktudlné zméfeného vystupu y;; tento odhad zavisi na datech d(t) =
(v d (t— 1)},

Charakteristiky popisu jsou @y, Ry

o f(xpy1]d (b)) ~ N ($t+1\t, Rt+1\t) je popis stavu po predikci, kdy podle stavové rovnice
modelu pfedpovidame stav do pfistiho ¢asového okamziku, aniz bychom ziskali novou
informaci z dat. Tento odhad je tedy stéle zavisly na datech d (t) ale plati jiz pro pFisti
Cas t + 1. Tento popis stavu se stdva vstupnim pro odhad v pfigti periodé KF.
Charakteristiky popisu jsou z; 1), Ryq1)s-

o f(yi|ze,ur) a f(xi41]2e, ue) jsou hp modelu stavu (1.1) a (1.2).

o f(yiu,d(t—1)) :fw* I (yelze, we) f (xe]d (t — 1)) day je predikéni hp vystupu (popis vy-
stupu, nezavisly na stavu), kterd zde vystupuje jen jako normaliza¢ni konstanta.

Graficky lze prepoc¢ty hp zndzornit takto

Ye, Ut

i

T (yele, we) F(@eg]me, ue)

Ty Tt41

T f(@ld-1) f(ad(t)) flaealdt=1))




Poznamka

Odvozeni rekurze (1.5), (1.6) v piipadg, kdy stavovy model obsahuje ¢len s Fizenim w;, predpoklada
existenci tzv. pfirozenych podminek fizeni. Ty fikaji, Ze odhad stavu a fidici veli¢ina jsou podminéné
nezavislé. Predpokladem je platnost vztaht

F (@ilur, d(t = 1)) = f (@ld (¢ = 1)) & [ (ular,d(t 1)) = f (wld (¢t - 1)).

Diskuze k témto vztahiim je uvedena v Piiloze 77. <

1.4 Kalmaniv filtr

Vztahy pro vyvoj odhadu stavu podle (1.5) a (1.6) jsou (podobné jako Bayesiv vzorec) vztahy
pro funkce. S témi nelze v pocitadi dobfe pracovat. Jestlize vSechny hp vyjadfime jako norméln{
hp, lze rekurzi pocitat pro jejich charakteristiky - stfedni hodnoty a rozptyly (kovarianéni
matice). Dostavame nasledujici ¢iselnou rekurzi, které je dobfe znama jako Kalmantv filtr

Filtrace:

Yp = Axyy_1 + Buy

predpovéd vystupu
Rp =Ty + ARt‘tflA/

kovariance vystupu

Rr\t:Rt\t—l - Rt|t—1A/R;1ARt|t—1

prepocet kovariance stavu
_ /. —1
K= Rt|tA T‘y
~—_———
Kalmantiv gain

Tope = Typ—1 + K (Y — yp)

datova oprava stavu

Predikce:

Tyjpp1 = Mzyy + Nug

predpovéd stavu

Ryi1jp = 1o + MRy, M’

pfepocet kovariance stavu

Kalmantv filtr je realizovana v programu, ktery je uveden v ¢asti Programy na strané ?7.

Pouziti tohoto programu budeme ilustrovat na piikladeé.



Piiklad [odhad stavu]

Uvazujme stavovy model
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kde

w¢ a e; jsou Sumy s nulovou stfedni hodnotou a konstantnimi kovarianénimi maticemi;
M, N, A jsou matice stavového modelu,

sz a sy jsou smérodatné odchylky! kovarianci sumu.

e simulujte data z uvedeného stavového modelu,
e s pomoci Kalmanova filtru odhadnéte simulovany stav na daném casovém intervalu,

e simulovany a odhadnuty stav porovnejte.

Reseni prikladu je udélano v programu, ktery je uveden v asti Programy, na strané ??.

Vysledky prikladu jsou na Obrazku 1.1. Teckovana krivka je pritbéh simulovaného stavu, plna Cara je jeho
bodovy odhad. Horni graf ukazuje prvni slozku stavu, spodni druhou.

Poznamka k ptikladu

Kalmantv filtr startuje s pocatecnim stavem x|, a pocatecni kovarianci Ryo. Stav z.|. a kovariance
odhadu stavu R.|. se béhem vypocti piepocitavaji. Matice r, a r, jsou kovariance Sumii ze stavové
a vystupni rovnice modelu. (Pozor!!! Nejsou to kovariance stavu a vystupu, ale kovariance suma!!!).
Ackoli Kalmanuv filtr pracuje se znamym modelem, tyto kovariance vét§inou nezndme a musime je
nahradit jejich odhadem. A pravé na spravné nastaveni téchto dvou kovarianci je dalsi béh Kalmanova
filtru velmi citlivy. Kovarianci R,|q Ize nastavit jako diagonalni s velkymi ¢isly na diagonéle (asi tak
103). Cim jsou tato Cisla vétsi, tim méné divéry vkladame do naSich pocatecnich odhadid stavu a
tim rapidnéji se tyto odhady na zac¢atku mohou ménit. Ovérte si tuto skuteénost sami v pfedlozeném
piikladé. <

Dalsi doporucené pokusy jsou:

'Smérodatna odchylka kovarian¢ni matice C je definovana tzv. L'DL rozkladem této matice, tj. jako
horni trojahelnikova matice L’ s jednickami na diagonale, pro kterou plati C = L'DL, kde D je diagonalni
matice s nezapornymi prvky na diagonale.
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Obrazek 1.1: Odhad stavu pomoci Kalmanova filtru

Z grafu je patrné, Ze pocdtecni odchylka odhadu od stavu zpisobend nesprdv-
nou hodnotou pocdtecniho odhadu rychle vymizi a odhady jsou v rdmci pri-
tomného Sumu velmi presné. Musime mit ovSem na paméti, Ze stavovy mo-
del md nastaveny spravné parametry (parametry modelu se piedpoklidaji
zZndmé). <

e odhad z dat simulovanych bez a se Sumem (nastavi se pomoci smérodatnych odchylek r,,
e odhad z jiné soustavy (zména parametrti - matic M, N, A),

e start odhadu s riiznymi pocatecnimi odhady stavu (volba x1o).

ary),
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