Odhad hierarchické smési

Hierarchickd smés je piesné to, co se pod pojmem “hierarchickd” mysli. Nahofe je smés s néko-
lika komponentami. Kazda komponenta je opét smési a miize ukazovat na dalsi smési jako své
komponenty.

Hlavni vyznam takového modelu je zfejmé v tom, Ze cely problém (klastrovani a klasifikace) je
na nejvyssi arovni zhruba rozdélen do nékolika ¢asti (komponenty vrchni smési). Kazda z téchto
Casti je potom déle podrobngji zkouména (dé&lena) podle dalsich podrobnosti v komponentéach
piislusné sub-komponenty z vyssi ¢asti. Pro lepsi pfedstavu uvedeme konkrétni piiklad.

Priiklad

Sledujeme jizdu osobniho automobilu a rddi bychom detekovali, zda jde o jizdu ekomomickou
(opatrnou) nebo sportovni (divokou). To, jak se jizda projevuje se nejlépe poznd z méreného
pricného a podélného zrychleni. Ekonomickd jizda md tato zrychleni vétsinou nulové, jen vy-
jimecné se objevuyi malé odchylky. Divokd jizda naopak md tato zrychleni vétsinou menulovd,
obcas mohou klesnout smérem k nule ale obcas také mohou vyletét do vétsich hodnot.

Ale to, jak se zmény v akceleraci projevi bude ziejmé zdviset na tom, kde se automobil zrovna
pohybuje. Vytipujeme si 3 druhy prostredi: ve mésté, mimo mésto a na ddlnici.

Vrchni komponenta modelu se bude tgkat prostiedi. Bude mit 8 komponenty (podle typi prostiedi)
a jako data zvolime rychlost (do 50 km/h mésto, mezi 50 a 100 km/k mimo mésto a nad 100
km/h ddlnice - tyto hodnoty vyuZijeme pro apriorni nastaveni horni smési).

Kazdd z prdvé jmenovanych komponent bude zase smési s dvéma komponentami. Jedna pro
ekonomickou jizdu (mald zrychleni) a druhd pro divokou jizdu (vetsi zrychleni).

Model

Obecné formulace hierarchického modelu smési plyne z uvedeného piikladu. Pro jednoduchost
se ale budeme i nadéle piikladu drzet. Nejprve zavedeme znadceni:

Horni smés

y¢ jsou jsou data pro horni smés (rychlost)

¢t je ukazovatko pro horni smés

© jsou parametry hornich komponent (zavisi na c;)

« je parametr horniho ukazovatka

Dolni smési

dy jsou data pro dolni smési (pfi¢né a podélné zrychleni)
k: je ukazovatko pro dolni smési (k; bude zavislé na ¢;)
9 jsou parametry dolnich komponent (zavisi na ¢; i k)

B jsou parametry dolnich ukazovatek

Model pak bude
f(yt7dt|ct7kta®7197@a/8) = f(yt|ct7@aa)f(dt|ktvct7’l976)

kde prvni ¢ast na pravé strané je model horni smési a druhé ¢ast jsou modely dolnich smési.



Odhad parametri modelu

Pro odvozeni odhadu vyjdeme opét ze sdruzené pravdépodobnosti 7 (kde Dy = [y (t — 1),d (t — 1)]
je mnoZina vSech starych dat)
T = [ (e, diyce, ke, 0,9, 0, B|1Dy—1) =

= I (ile, ©) F(Oly (¢t — 1)) x fleila) f(ealy (t = 1)) f (aly (t —1)) x

horni komponenty horni pointer model
X £ (dslces ke 9) £ (9] (£ = 1)) x § (keles, B) £ (Bld (= 1)).
dolni komponenty dolni pointer model

Oznadime:

— predikce z hornich komponent
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Sdruzenou predikei v8ech ukazovitek muzeme psat

P = f (Ct7 Ct—1, kt|y (t) 7d(t)) X pctdct|ct_1fct71 X qkt|ctBkt\ct

kde prva ¢ast (do x) patii horni smési a druhé ¢ast dolnim smésim.

Sdruzené pravdépodobnost ¢; a ¢;_1 je
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ki
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Tim je urcen vypocet potiebnych vah.



Piepocet statistik

Prepocet statistik pro ukazovatka je standardni pirepocet pro diskrétni model s pFislusSnymi
vahami komponent.

Prepocet statistik pro komponenty zavisi na modelu, ktery se pro né pouzije. Zde se opfeme o
jiz zminény piiklad o sledovéni jizdy osobniho automobilu.

Horni komponenty pracuji s veli¢inou rychlost a otekdvame centra komponent v hodnotach 40
(mésto), 80 (mino mésto) a 110 (dalnice). I kdyZ se jedné o nezapornou veliinu, miZeme pro
ni uvazovat normélni model (data budou pfiblizné symetrick4 podle zminénych center).

Dolni komponenty modeluji zrychleni. Protoze o¢ekavime, Ze rozjezdt bude piiblizné stejné jako
brzdéni a zatacek doleva tolik, kolik zatacek doprava, ¢ekdme, Ze data budou symetricka kolem
pocatku - pricemz maximalni pocet hodnot pro ekonomickou jizdu bude v nule, pro sportovni
jizdu kolem nuly. Klastry tedy budou v nule (ekonomicka jizda) a jakysi prstenec kolem nuly
(sportovni jizda). Takové klastry ale nejsou vhodné pro detekci pomoci hustot pravdépodobnosti.
Proto tyto data pfevedeme na absolutni hodnoty a dale s nimi budeme pocitat v této forme.

Méame tedy nezaporna data: v jedné komponenté nahromadéna piedevSim na nule, v druhé
kousek od nuly. Modely téchto komponent hleddme tedy mezi nezépornymi rozdélenimi - viz
tloha ODHAD SMESI PRO NEZAPORNA DATA.

Program

// Estimation of hierarchical mixture

// - upper - SPEED (with three normal components)

// - lower - SPEED DIFFERENCE and CROSS ACCELERATION

// (economical and sport-like driving is to be detected)
//  absolute values of data -> first quadrant

//  two lower components: 1. HNm, 2. Exp

[/ mmmm

exec ScIntro.sce, mode(0)

nd=1500; // number of data for estimation
ni=50; // virtual length of initialization
load dataOkruhy.dat; // real data from a car

dat=datalkruhy.datalrig(:,3001:10:$);
dat=dat (:,3601:7240);

// data

v=dat(2,1:nd); // upper data - velocity
d=abs([diff(v) 0]); // abs. values of velocity variations
a=20*abs(dat(9,1:nd)); // abs. values of cross-acceleration

// variables
yt=v; // data -> varibles (speed)
dt=[d;al+1e-8; // data -> varibles (accelerations)

// INITIAL PARAMETERS



thC0=[50 70 100]; // speeds in: town, out-town, motorway

thPO=[.2 .5 .3]; // probabilities of going in -"-
ncO=length(thC0); // number of upper components
nv=2; // number of lower variables
nc=[2 2 2]; // number of lower components
wO=fnorm(ones(1,nc0)); // initial upper weights
w=1list();

for i=1:nc0 // initial lower weights

w(i)=3+rand(1,nc(i));
w(i)=w(i)/sum(w(i));

end

thCr=1list(); thCe=list();
// parameters of lower components

// - the data are: - dl long. acceleration (mean value is 2.6

// - d2 cross accel. (mean after normaliz. is 3.8
// dl d2

thCe(1)= [1 .2]; // Exp (1st comp. of 1st mixture)
thCr(1)=Ypi/2*[8 4]7; // HNm (2nd komp. of 1st mixture)
thCe(2)= [1 .21 // 2nd mixture

thCr(2)=Y%pi/2*[8 4]17; //  expectation -> statistics
thCe(3)= [1 .2]7; // 3rd mixture

thCr(3)=Ypi/2*[8 4]1;

// INITIALIZATION
// UPPER mixture

for j=1:nc0
Ps=[thCO(:,j);1]; // Regression vector
Cyp.V=Ps*Ps’;
Est0.Cy(j)=Cyp; // information matrix
Est0.Cy(j).th=thC0(:,]); // parameters
Est0.Cy(j) .sd=.1; // std of noise

end

Est0.ka=1*rand(1,nc0,’u’); // counter

Est0.Cp.V=rand(ncO,nc0,’u’)+1;// statistics for pointer estimation
Est0.Cp.th=fnorm(Est0.Cp.V,2);// parameters of pointer model

EstO.ct=1; // initial value of the pointer
Est0.nc=nc0; // number of upper components
Est0.w=w0; // initial weight

Est0.W=zeros(nc0,nc0) ;
Est0.tht=zeros(nc0,nd) ;
Est0.wt=zeros(ncO,nd) ;

// LOWER mixture
for i=1:ncO



Esti.i=i; // label of lower component
Esti.ka=ni*ones(1,2); // counter

// first component

Esti.Cy(1).V=nix*thCe(i); // statistics

Esti.Cy(1).th=thCe(i); // initial parameters
// second component
Esti.Cy(2) .V=ni*thCr(i); // statistics

Esti.Cy(2).th=.8*thCr(i); // initial parameters

Esti.Cp.V=rand(1,nc(i),’u’)+1; // pointer statistics
Esti.Cp.th=fnorm(Esti.Cp.V); // pointer parameters

Esti.nc=nc(i); // number of lower components
Esti.w=w(i); // initial weights
Esti.ct=zeros(1,nd);

Est(i)=Esti; // lower component construction
end
//pause
// ESTIMATION loop

tic(Q;

kk=ceil(nd/10); printf(’\n 2 4 6 8 |\n ?)
for t=1:nd

if t/kk==fix(t/kk), printf(’.’); end

[Est0,Est]=MEst78(yt(:,t),dt(:,t),Est0,Est);
[xxx,Est0.ct(1,t)]=max(Est0.w);
EstO.wt(:,t)=Est0.w’;
Est0.tht(:,t)=[Est0.Cy(1).th,Est0.Cy(2).th,Est0.Cy(3).th]’;

for i=1:nc0
Est(i).tht(:,t)=[Est(i).Cy(1).th(:);Est(i).Cy(2).th(:)];
[xxx,Est (i) .ct(t)]=max(Est(i).w);
Est(i).wt(:,t)=Est(i).w’;
end
end

// end of estimation loop
disp ’ ’, time=toc()/60; printf(’ time = %5.2f min.\n’,time)

// RESULTS
d=1list();
for i=1:3
m=find (Est0.ct==1);
d(i)=dt(:,m);
for j=1:2
k=find(Est(i).ct(m)==j);
Ct.t=d(i) (:,k);
E(i).C(j)=Ct; // data in components
end



end

// data clusters colored with respect to components

tx=[’in town’;’outside town’;’motorway’];
set (scf(112),’position’, [400 150 1000 350]);
for i=1:3

subplot(1,3,1i)

plot(E(i).C(1).t(1,:),E(i).C(1).t(2,:),’b.’, ’markersize’,3)
plot(E(i).C(2).t(1,:),E(1).C(2).t(2,:),’r.’,’ markersize’,3)

title(tx(i))
set(gca(),’data_bounds’, [0 30 0 20]);

legend (’economic driving’,’sport driving’);

end

Procedura

function [Eh,Ed]=MEst78(y,d,Eh,Ed)

// estimation of both upper and lower mixture

// upper: 3 norm. components

// lower: 2 comp. - first half-normal
// - second exponential
nc=Eh.nc;

al=Eh.Cp.th;

Wh=Eh.w;

ny=length(d) ;

wd=1ist();
v=1list();
// PROXIMITIES AND WEIGHTS
for i=1:nc
// PROXIMITY UPPER

[xxx,Gh(i)]=GaussN(y,Eh.Cy(i).th,Eh.Cy(i).sd); // Gauss

// PROXIMITY LOWER

[xxx,Gd (1) ]=HnormN(d,Ed(i).Cy (1) .th)
[xxx,Gd(2)]=ExpN(d,Ed(i).Cy(2).th);
Ld=Gd-max (Gd) ;
q(i,:)=fnorm(exp(Ld))’;

wd(i)=Ed(i) .w;
be(i,:)=Ed(i).Cp.th;
end
Lh=Gh-max (Gh) ;
p=fnorm(exp(Lh))’;

W=fnorm((Wh’*p) .*al);
Wh=sum(W,1);
[xxx,ch]=max(Wh) ;

// (th is "s"; E=.8%s)
// (th is expectation)

// proximity lower

// proximity upper

// joint pf of c_t and c_t-1
// uppwer weight



Eh.w=Wh;

Wd=fnorm((Wh’*ones(1,2)).*(q.*be)); // lower weight
for i=1:Eh.nc

Ed(i) .w=Wd(i,:);
end // -—-——mmmmm e end of proximity

// UPDATE OF COMPONENTS AND COMPUTATION OF POINT ESTIMATES
// UPPER mixture

Ps=[y’;1]; // Regression vekcor
for i=1:Eh.nc
Eh.Cy(i).V=Eh.Cy(i) .V+Wh(i)*Ps*Ps’; // information matrix
Eh.ka(i)=Eh.ka(i)+Wh(i); // counter

// point estimates of upper parameters
// for scalar y !!!

Vy=Eh.Cy(i).V(1,1); // Vyp - y.y
Vyp=Eh.Cy(i).V($,1); // Vyp - psi.y
Vp=Eh.Cy(i).V($,$); // Vp - psi.psi’

Eh.Cy (i) .th=inv(Vp+le-8*eye (Vp))*Vyp; // estimate of reg. coef.
Eh.Cy(i).tht(:,t)=Eh.Cy(i).th’;

if 0 // estimate of covariance

Eh.Cy (i) .cv=(Vy-Vyp’*inv(Vp+le-8*eye(Vp) ) *Vyp) /Eh.ka (i) ;
end

end
Eh.Cp.V=Eh.Cp.V+W; // pointer statistics
Eh.Cp.th=fnorm(Eh.Cp.V,2); // estimate of pt. parameters

// LOWER mixture
// update of statistics for hnm
for i=1:Eh.nc
Ed(i).Cy(1).V=Ed(i).Cy (1) .V+wd (i) (1)*d~2; // stat. = sum of squares
Ed(i) .ka(1)=Ed(i).ka(1)+wd (i) (1); // counter
// point estimates of parameters for hnm
Ed(i).Cy (1) .th=sqrt(Ed(i).Cy(1).V/Ed(i).ka(1));

// update of statistics for exp

Ed(i).Cy(2).V=Ed(i).Cy(2) .V+wd (i) (2)*d; // stat. = sum
Ed(i) .ka(2)=Ed(i).ka(2)+wd (i) (2); // counter

// point estimates of parameters for exp
Ed(i).Cy(2).th=Ed(i).Cy(2).V/Ed(i).ka(2);

Ed(i).Cp.V=Ed(i).Cp.V+wd(i); // pointer statistics
Ed(i) .Cp.th=fnorm(Ed(i).Cp.V,2); // pointer parameters
end
endfunction



Popis programu
Program je dosti slozity. Proto je realizovin pomoci procedury MEst78.sci, ktera obsahuje algo-
ritmus vlastniho odhadu komponent jednotlivych smési.

Hlavni program obstarava

e nataZeni a upravu dat (absolutni hodnoty akceleraci),
e inicializaci odhadu pro horni a dolni smési,

e prezentaci vysledki.

V ¢asové smycce (ESTIMATION lopp) se vola funkce MEst78(yt(:,t) dt(:,t),Est0,Est), ktera ob-
starava on-line béh odhadovaciho algoritmu.

Je tvorena tifemi ¢astmi

1. Vypocet vah w pro jednotlivé komponenty, kde hlavnim prvkem jsou tzv. proximity -
tj. hodnoty hustoty pravdépodobnosti pfislusné komponenty s dosazenymi existujicimi

bodovymi odhady parametri a aktudlné zmérenymi daty, tj. fe (yt|(:)c;t_1), kde ¢ =
1,2,---,nc (pro viechny komponenty).

2. Prepocet statistik, kde data se pridavaji s piisluSnou vahou.
3. Vypocet bodovych odhadu.
Kazdy z téchto kroku se provadi nejdiive pro horni smés a pak pro jednotlivé dolni smési. Pro-

ximity jsou pocitany pomoci funkci GaussN, HNormN a ExpN, a pomoci nich jsou dale poc&itany
vahy Wh a Wd.

V dalsi ¢asti jsou prepocitavany statistiky a pocitany bodové odhady parametrd pro jednot-
livé smési: horni s normalnim rozdélenim a dolni s poloviénim normélnim a exponencialnim
rozdélenim.



