
1 �ízení se spojitým modelem

V této kapitole se stru£n¥ zmíníme o úloze optimálního °ízení s popisem soustavy ve form¥
regresního modelu. Jestliºe chceme hovo°it o optimálním °ízení, musíme nejprve de�novat
kritérium optimality. Protoºe pracujeme s veli£inami ve form¥ náhodných proces·, je t°eba
kritérium psát jako st°ední hodnotu podmín¥nou tím, co je nám v daném okamºiku k dispozici
- apriorní znalost, tedy kritérium má tvar

E

[
N∑
t=1

Jt| d (0)

]
,

kde Jt je tzv. penaliza£ní funkce, hodnotící °ízení v okamºiku t. Nej£ast¥ji se volí kvadratická
penaliza£ní funkce Jt = y2t +ωu2t , která °ídí výstup na nulu a £áste£n¥ pokutuje velké hodnoty
°ídící veli£iny.

Hodnoty tohoto kritéria na celém intervalu °ízení, tj. pro t = 1, 2, · · · , N, nám umoºní porov-
návat r·zné zp·soby °ízení. Optimální °ízení je takové, pro které je hodnota kritéria minimální.

Dynamické programování

Obecn¥ lze ukázat, ºe optimální °ídicí veli£iny lze po£ítat rekurzivn¥ odzadu (od konce intervalu
°ízení) aplikací následujících dvou krok·.

1. Výpo£et st°ední hodnoty

ϕt = E
[
Jt + ϕ∗t+1|ut, d (t− 1)

]
, (1.1)

kde Jt ozna£uje £ást kritéria J odpovídající £asu Jt = y2t + ωu2t .

2. Minimalizace
ϕ∗t = min

ut
{ϕt} , (1.2)

p°i£emº ut, pro které je dosaºeno minima, je optimálním °ízením v kroku t.

Rekurze startuje na konci intervalu °ízení, obecn¥ pro t = N s koncovou podmínkou ϕ∗N+1 = 0.

Postup syntézy °ízení ukáºeme v následujícím p°íklad¥.

P°íklad

Uvaºujeme následující zadání úlohy: Je dáno kvadratické kritérium optimality a model sou-
stavy.

Kritérium
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J = E

[
3∑
t=1

(
y2t + ωu2t

)
|d (0)

]
.

Model

yt = ayt−1 + but + et,

kde a, b jsou známé parametry modelu, et ∼ N (0, r) je ²um se známým rozptylem r je a y0
je známá po£áte£ní podmínka.

Cílem je navrhnout °ídící strategii u1, u2, u3 tak, aby bylo dosaºeno minima kritéria J.

V tomto p°íklad¥, kde N = 3, budeme postupn¥ provád¥t oba zmín¥né kroky. Pro t = 3 je
ϕ∗4 = 0.

V �as t = 3 :

ϕ3 = E
[
y23 + ωu23 + ϕ∗4|u3, d (2)

]
= E

[
(ay2 + bu3 + e3)

2 + ωu23|u3, d (2)
]

=

= (ay2 + bu3)
2 + r + ωu23 =

(
ω + b2

) [
u3 +

ab

ω + b2
y2

]2
+

ωa2

ω + b2
y22 + r,

kde poslední úprava byla dosaºena dopln¥ním na £tverec v prom¥nné u3 - viz ...

Minimalizace je velmi jednoduchá. Minima dosáhneme anulováním hranaté závorky (ta nem·ºe
být men²í neº nula a výraz za ní je na u3 nezávislý)

u3 = − ab

b2 + ω
y2 = U3y2,

kde U3 = − ab
b2+ω

.

Zbytek po minimalizaci dostaneme, jestliºe za hranatou závorku dosadíme nulu

ϕ∗3 =
ωa2

ω + b2
y22 + r = S3y

2
2 + T3,

kde S3 = ωa2

ω+b2
, T3 = r.

V �as t = 2 :

ϕ2 = E
[
y22 + ωu22 + ϕ∗3|u2, d (1)

]
= E

[
y22 + ωu22 + S3y

2
2 + T3|u2, d (1)

]
=

(dosazeno za ϕ∗
3)

= E
[
(1 + S3) y

2
2 + ωu22 + T3|u2, d (1)

]
=
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(spojeny £leny s y22)

= (1 + S3)
{

(ay1 + bu2)
2 + r

}
+ ωu22 + T3 =

(st°edováno y22 → (ay1 + bu2)
2

+ r)

= (1 + S3)
(
a2y21 + 2aby1u2 + b2u22

)
+ (1 + S3) r + ωu22 + T3 =

(umocn¥no)

= (1 + S3) a
2y21 + 2 (1 + S3) aby1u2 + (1 + S3) b

2u22 + (1 + S3) r + ωu22 + T3 =

(roznásobeno)

=
{
ω + (1 + S3) b

2
}
u22 + 2 (1 + S3) aby1u2 + (1 + S3) a

2y21 + T3 + (1 + S3) r =

(upraveno na kvadratický troj£len v u2)

=
{
ω + (1 + S3) b

2
} [
u22 + 2

(1 + S3) ab

ω + (1 + S3) b2
y1u2

]
+ (1 + S3) a

2y21 + T3 + (1 + S3) r =

(vytknut koe�cient
{
ω + (1 + S3) b2

}
)

=
{
ω + (1 + S3) b

2
}[

u22 + 2
(1 + S3) ab

ω + (1 + S3) b2
y1u2 +

(
(1 + S3) ab

ω + (1 + S3) b2
y1

)2
]
−

− (1 + S3)
2 a2b2

ω + (1 + S3) b2
y21 + (1 + S3) a

2y21 + T3 + (1 + S3) r =

(p°ipraveno na dopln¥ní na £tverec v u3)

=
{
ω + (1 + S3) b

2
} [
u22 +

(1 + S3) ab

ω + (1 + S3) b2
y1

]2
−

ω (1 + S3) a
2

ω + (1 + S3) b2
y21 + T3 + r = S2y

2
1 + T2

(dopln¥no na £tverec v u3)

Odtud plyne

u2 = − (1 + S3) ab

ω + (1 + S3) b2
y1 = U2y1,

kde U2 = − (1+S3)ab
ω+(1+S3)b2

, a

ϕ∗2 = S2y
2
1 + T2,

kde S2 = ω(1+S3)a2

ω+(1+S3)b2
, T2 = T3 + (1 + S3) r.
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Zbývá dopo£ítat °ízení pro poslední £as t = 1. To jiº ale nemusíme odvozovat. Sta£í, kdyº
porovnáme výsledky z obou p°edchozích £as·. Zjistíme, ºe m·ºeme psát obecn¥ následující
algoritmus:

Algoritmus dynamického programování pro regresní model 1. °ádu

ut = − (1 + St+1) ab

ω + (1 + St+1) b2
yt−1, (1.3)

ϕ∗t = Sty
2
t−1 + Tt, (1.4)

kde

St =
ω (1 + St+1) a

2

ω + (1 + St+1) b2
, Tt = Tt+1 + (1 + St+1) r. (1.5)

Rekurze postupuje proti £asu a startuje v £ase N (tady N = 3) s hodnotou SN+1 = 0, odkud
jiº vyjde TN+1 = 1.

Dokon£íme p°íklad podle odvozené rekurze

V �as t = 1 :

u1 = − (1 + S2) ab

ω + (1 + S2) b2
y0 = U1y0,

ϕ∗1 = S1y
2
0 + T1,

kde

S1 =
ω (1 + S2) a

2

ω + (1 + S2) b2
, T1 = T2 + (1 + S2) r

a S2, T2 byly vypo£teny v kroku t = 2.

Tím jsme vypo£ítali koe�cienty U3, U2, U1, ale °ízení jsme zatím nemohli realizovat, protoºe
jsme v £ase t = 0 a hodnoty výstupu y2 a y1 zatím neznáme. Kdyº jsme se dostali do £asu
t = 1, závisí °ízení na hodnot¥ y0, kterou uº známe. M·ºeme tedy za£ít s °ízením v reálném
£ase. Spo£teme °ízení u1 = U1y0 a aplikujeme je. V dal²í period¥ pro t = 2 zm¥°íme výstup y1
(jako odezvu na aplikované u1) a m·ºeme po£ítat u2 = U2y1, které op¥t aplikujme. Nakonec
pro t = 3 zm¥°íme y2, vypo£teme u3 = U3y2 a aplikujeme jej. Tím jsme splnili zadání a
optimáln¥ °ídili na intervalu °ízení pro t = 1, 2, 3.

Výsledky, které jsme odvodili, jsou obecné a platí pro libovoln¥ dlouhý interval °ízení.

Ukázka programu na toto téma je v kapitole Programy, na str. ??.

4



2 �ízení s diskrétním modelem

Jak jsme jiº uvedli v Kapitole ??, obecný popis diskrétního dynamického systému dostaneme

tak, ºe kaºdé kon�guraci hodnot jeho datového vektoru dt =
[
yt, ψ

′
t

]′
p°i°adíme p°ímo prav-

d¥podobnost, tj.
f (yt|ψt,Θ) = Θyt|ψt

.

V této kapitole budeme demonstrovat algoritmus dynamického programování s diskrétním
modelem. Pro v¥t²í p°ehlednost provedeme výklad pro konkrétní jednoduchý p°íklad.

Je dán model
f (yt| [ut, yt−1] ,Θ) = Θyt|[ut,yt−1],

kde [ut, yt−1] = ψt a yt, ut ∈ {1, 2} , ∀t.

Kritérium pro °ízení budeme de�novat podobn¥ jako u modelu pro kaºdou kon�guraci datového
vektoru zvlá²´ jako nezáporné £íslo{

Jyt|[ut,yt−1] ≥ 0
}
yt,ut,yt−1∈{1,2}

.

Pro p°edstavu lze jak model, tak i kritérium zapsat ve form¥ tabulky:

Model

f (yt| [ut, yt−1] ,Θ)

ut, yt−1 yt = 1 yt = 2

1,1 Θ1|11 Θ2|11
1,2 Θ1|12 Θ2|12
2,1 Θ1|21 Θ2|21
2,2 Θ1|22 Θ2|22

,

Kritérium

J

[ut, yt−1] yt = 1 yt = 2

1,1 J1|11 J2|11
1,2 J1|12 J2|12
2.1 J1|21 J2|21
2,2 J1|22 J2|22

.
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Ur£ete optimální strategii °ízení u1, u2, u3, která minimalizuje zvolené kritérium °ízení.

Pro °e²ení pouºijeme algoritmus (1.1)− (1.2) odvozený v minulé kapitole.

Zvolíme model a kritérium v konkrétním tvaru

f (yt| [ut, yt−1] ,Θ)
ut, yt−1 yt = 1 yt = 2

1,1 0.7 0.3
1,2 0.2 0.8
2,1 0.9 0.1
2,2 0.4 0.6

J
ut, yt−1 yt = 1 yt = 2

1,1 0 1
1,2 1 0
2,1 1 2
2,2 2 1

,

kde je v kritériu vyjád°ena skute£nost, ºe nechceme zm¥ny ve výstupu a pro °ízení preferujeme
hodnotu 1. �ízení budeme op¥t po£ítat na horizontu N = 3.

Pro t = N = 3 je podle (1.1) nutné ud¥lat st°edování

ϕ3 (u3, y2) = E [J |u3, d (2)] =
2∑

y3=1

Jy3|u3y2Θy3|u3y2 = J1|u3y2Θ1|u3y2 + J2|u3y2Θ2|u3y2 =

u3, y2 ϕ3

1,1 0× 0.7 + 1× 0.3 = 0.3
= 1,2 1× 0.2 + 0× 0.8 = 0.2

2,1 1× 0.9 + 2× 0.1 = 1.1
2,2 2× 0.4 + 1× 0.6 = 1.4

a podle (1.2) minimalizace

ϕ∗3 = min
u3

ϕ3 =

{
0.3 pro y2 = 1 (p°i u3 = 1)

0.2 pro y2 = 2 (p°i u3 = 1)
.

S3 : Optimální °ízení je tedy u3 = 1, a to jak pro y2 = 1, tak i pro y2 = 2. Tím je optimalizace
v kroku 3 hotova a p°echázíme na krok 2.

Pro t = N − 1 = 2 pot°ebujeme zbytek ϕ∗3 ve form¥ tabulky. Regresní vektor v kroku 2 bude
[u2, y1], ϕ∗3 závisí jen na y2 (tj. bude pro v²echny kombinace hodnot regresního vektoru stejné),
takºe tabulka bude

ϕ∗3
u2, y1 y2 = 1 y2 = 2

1,1 0.3 0.2
1,2 0.3 0.2
2,1 0.3 0.2
2,2 0.3 0.2
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Prvním krokem je op¥t st°edování p°e y2

ϕ2 = E [J + ϕ∗3|u2, d (1)] =
2∑

y2=1

(
Jy2|u2y1 + ϕ∗3

)
Θy2|u2y1 =

=
(
J1|u2y1 + ϕ∗3

)
Θ1|u2y1 +

(
J2|u3y2 + ϕ∗3

)
Θ2|u2y1 =

u2, y1 ϕ2

1,1 0.8
= 1,2 0.7

2,1 1.6
2,2 1.9

S2 : y1 = 1 je v °ádku 1 a 3, v °ádku 1 je men²í hodnota kriteria → pro y1 = 1 volíme u2 = 1.
Pro y2 = 2 je minimum v °ádku 2, a tedy volíme také u2 = 1.

ϕ∗2 =

{
0.8 pro y2 = 1,

0.7 pro y2 = 2.

V £ase t = 1 je

ϕ∗2
u1, y0 y1 = 1 y21 = 2

1,1 0.8 0.7
1,2 0.8 0.7
2,1 0.8 0.7
2,2 0.8 0.7

a

u1, y0 ϕ1

1,1 1.8
= 1,2 1.7

2,1 2.6
2,2 2.9

S1 : odkud u1 = 1 jak pro y0 = 1 tak i pro y0 = 2.

Strategie °ízení je dána v bodech S1, S2, S3.

Protoºe y0 známe, m·ºeme ur£it u1, aplikovat, zm¥°it y1 a tak dále.
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