
3 D·leºitá rozd¥lení náhodné veli£iny

Co to znamená, kdyº prohlásíme, ºe jsou n¥jaká d·leºitá rozd¥lení? Rozd¥lení náhodné veli£iny je její popis. A náhodná
veli£ina p°edstavuje ur£itý náhodný pokus (kde výsledky prezentujeme jako £ísla). Jedná se tedy o typické náhodné
pokusy u nichº je znám jejich pravd¥podobnostní popis. N¥kolik takových známých rozd¥lení jak pro diskrétní, tak i
pro spojitou náhodnou veli£inu si dále uvedeme.

3.1 Diskrétní rozd¥lení

Diskrétní rozd¥lení má kone£ný nebo spo£etný po£et realizací. Distribu£ní funkce je skoková

P°íklady: hod mincí, hod kostkou, taºení králku ze 3 modrých a 5 bílých, po£et nehod na k°iºovatce za 1 rok, po£et
aut zaznamenaných detektorem za 1 hodinu.

3.1.1 Alternativní rozd¥lení Alt (π)

Alternativní rozd¥lení Alt (π) je diskrétní rozd¥lení, které popisuje situaci, kdy p°i jednom pokusu náhodná veli£ina
X m·ºe nabývat pouze dvou hodnot: 1 (jestliºe jev nastoupí - úsp¥ch) a 0 (jestliºe jev nenastoupí - neúsp¥ch).

Pravd¥podobnostní funkce
f (x) = πx (1− π)1−x , x = {0, 1}

kde π je parametr - pravd¥podobnost úsp¥²ného pokusu.
Uvedenou pravd¥podobnostní funkci lze také vyjád°it tabulkou

x 0 1
f (x) 1− π π

Z tabulky je p°ímo vid¥t, ºe pravd¥podobnost úsp¥chu (x = 1) je π a pravd¥podobnost neúsp¥chu (x = 0) je 1−π.
Totéº dostaneme i z analytického vyjád°ení, kdyº dosadíme za x p°íslu²nou hodnotu.

Distribu£ní funkce

F (x)=


0

1− π
1

x < 0
0 ≤ x < 1
x ≥ 1

X ∼ Alt (π) (náhodná veli£ina s alternativním rozd¥lením) má:

• st°ední hodnotu E [X] = π,

• rozptyl D [X] = π (1− π).

P°íklad
Máme sklad s výrobky mezi nimiº je 15 % zmetk·. Vybereme náhodn¥ jeden výrobek. Úsp¥ch je, kdyº je výrobek

dobrý, neúsp¥ch, je-li výrobek zmetek. Ur£ete, s (i) jakou pravd¥podobností vybereme zmetek a (ii) s jakou dobrý
výrobek. Dále ur£ete (iii) st°ední hodnotu a (iv) rozptyl a (v) nakreslete pravd¥podobnostní a distribu£ní funkci.

�e²ení:

(i) (1− π) = 0.15 ... pravd¥podobnost, ºe vybereme vadný výrobek

(ii) π = 0.85 ... pravd¥podobnost, ºe vybereme bezvadný výrobek

(iii) st°ední hodnota E [X] = π = 0.85

(iv) rozptyl D [X] = π (1− π) = 0.85× 0.05 = 0.1275

(v) gra�cké zobrazení pravd¥podobnostní a distribu£ní funkce
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Pravd¥podobnostní funkce Distribu£ní funkce

3.1.2 Binomické rozd¥lení Bi (π, n)

Provedeme-li n nezávislých pokus· s alternativním rozd¥lením, pak sou£tem výsledk· pokus· (tj. za výsledek vezmeme
po£et dosaºených úsp¥ch·) získáme binomické rozd¥lení. Platí tedy, ºe pro nezávislé náhodné veli£iny Yi ∼ Alt (π) , i =
1, 2, ..., n m·ºeme psát

X=
∑
i

Yi ∼ Bi (π, n)

Pravd¥podobnostní funkce

f (x) =
(
n

x

)
πx (1− π)n−x , x = 0, 1, 2, . . . , n

kde π je pravd¥podobnost úsp¥chu v odpovídajícím alternativní pokusu a n je po£et provedených alternativních
pokus·. π a n jsou parametry rozd¥lení.

Vzorec, kterým jsme vyjád°ili pravd¥podobnostní funkci binomického rozd¥lení se nazývá vzorec pro binomickou
pravd¥podobnost. Jeho odvození je pom¥rn¥ snadné. �len πx p°edstavuje pravd¥podobnost poºadovaných x úsp¥ch·
(p°i nezávislých pokusech), £len 1− πn−x je pravd¥podobnost zbylých pokus·, kdy výsledkem byl neúsp¥ch a kombi-
na£ní £íslo

(
n
x

)
p°edstavuje po£et zp·sob·, kterými lze z provedených n pokus· vybrat x úsp¥ch·.

X ∼ Bi (π, n) má:

• st°ední hodnotu E [X] = nπ,

• rozptyl D [X] = nπ (1− π).

P°íklad 1
Ve velikém skladu jsou uloºeny výrobky4. Mezi nimi jich je 85% dobrých výrobk· a 15% zmetk·. Jak veliký je

t°eba ud¥lat výb¥r, aby v n¥m bylo s pravd¥podobností 99% alespo¬ 5 dobrých výrobk·?

�e²ení:

Jedná se o binomické rozd¥lení s velikostí výb¥ru n a pravd¥podobností úsp¥chu π = 0.85. Hledáme první n
takové, ºe platí

P =
n∑
i=5

(
n

5

)
π5 (1− π)n−5 ≥ 0.99

To je ale implicitní nerovnice, která by se obecn¥ musela °e²it n¥jakou numerickou metodou. V na²em p°ípad¥,
kdy n je diskrétní, sta£í po£ítat hodnoty P postupn¥ pro n = 5, 6, · · · a za výsledek vezmeme první hodnotu n
pro kterou sledovaná nerovnice platí. Výpo£ty uspo°ádáme do tabulky

n 5 6 7 8 9
P 0.4356 0.7765 0.9262 0.9786 0.9944

Hledaný výb¥r tedy bude o rozsahu n = 9.
4Uvaºovaný sklad musí být hodn¥ velký. Základním p°edpokladem pro binomické rozd¥lení je, ºe uvaºované pokusy jsou nezávislé.

Jestliºe ale vybíráme výrobky a nevracíme je zp¥t, jedná se závislé pokusy, protoºe po£et a tím i pravd¥podobnost dobrých a ²patných
výrobk· se m¥ní. Jestliºe je ale sklad hodn¥ veliký a v n¥m velké mnoºství výrobk·, bude relativní vliv vybraných výrobk· na celkový
po£et zanedbatelný a pravd¥podobnosti m·ºeme pokládat za konstantní.
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P°íklad 2
Za jednu hodinu projede k°iºovatkou v pr·m¥ru 50 aut. Jaká je (i) pravd¥podobnost, ºe 5 z nich odbo£í, je-li

pravd¥podobnost p°ímé jízdy 0.9? Dále ur£ete (ii) st°ední hodnotu, (iii) rozptyl a (iv) nakreslete pravd¥podobnostní
a distribu£ní funkci.

�e²ení:

(i) V tomto p°íklad¥ povaºujeme za úsp¥ch odbo£ení a jeho pravd¥podobnost je π = 1−0.9 = 0.1. Pravd¥podob-
nost odbo£ení p¥ti aut z 50 je

f (5) =
(

50
5

)
0.150.945 = 0.185,

(ii) st°ední hodnota E [X] = nπ = 50× 0.1 = 5,

(iii) rozptyl D [X] = nπ (1− π) = 50× 0.1× 0.9 = 4.5,

(iv) gra�cké zobrazení pravd¥podobnostní a distribu£ní funkce

Pravd¥podobnostní funkce Distribu£ní funkce

3.1.3 Hypergeometrické rozd¥lení Hg (N,M,n)

Hypergeometrické rozd¥lení je roz²í°ením binomického, resp. binomické rozd¥lení je limitním p°ípadem hypergeomet-
rického. Jedná se o pokus, kdy ze souboru o N prvcích, z nichºM má danou vlastnost, vybereme n prvk·, aniº bychom
vybrané prvky do souboru vraceli. Náhodná veli£ina X ∼ Hg (N,M,n) nabývá hodnot z mnoºiny p°irozených £ísel N
nebo 0.

Binomické rozd¥lení je tedy limitním p°ípadem hypergeometrického, a sice pro n → ∞ a M
N → 0. Pom¥r M

N je u
binomického rozd¥lení de�nován jako pravd¥podobnost úsp¥chu π.

Pravd¥podobnostní funkce

f (x) =

(
M
x

)(
N −M
n− x

)
(
N
n

)
pro x = 0, 1, 2, . . . ,min(n,M). Dále musí platit n < N , M < n.

X ∼ Hg (N,M,n) má:

• st°ední hodnotu E [X] = nMN ,

• rozptyl D [X] = nMN
(
1− M

N

)
N−n
N−1 .

P°íklad
Ve skladu je uloºeno 40 výrobk·. Mezi nimi jich je 85% dobrých výrobk· a 15% zmetk·. (i) Jak veliký je t°eba

ud¥lat výb¥r, aby v n¥m bylo s pravd¥podobností 99% alespo¬ 5 dobrých výrobk·? (ii) Nakreslete pravd¥podobnosti a
distribu£ní funkci pro p°ípad, ºe ze ud¥láme výb¥r 10 výrobk· a sledujeme pravd¥podobnost výskytu dobrých výrobk·
ve výb¥ru. K tomuto p°ípadu ur£ete (iii) st°ední hodnotu a (iv) rozptyl.
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�e²ení:

(i) V tomto p°ípad¥ se nejedná o binomické rozd¥lení, a£koliv zadání vypadá tém¥° shodn¥. Rozdíl je v tom, ºe
v tomto p°ípad¥ kaºdý výb¥r ovlivní dal²í výb¥r a tudíº jiº nelze hovo°it o nezávislých náhodných veli£inách.
Pro toto zadání se tedy pouºije hypergeometrické rozd¥lení Hg (N,M,n).

Jedná se tedy o hypergeometrické rozd¥lení s velikostí souboru N = 40, z nichº práv¥M = 34 je dobrých výrobk·
a vybíráme n prvk·. Hledáme první n takové, ºe platí

P (x = 5) =
n∑
i=5

(
M
5

)(
N −M
n− 5

)
(
N
n

) ≥ 0.99

Stejn¥ jako u binomického rozd¥lení i tady by se musela tato implicitní nerovnice °e²it numerickou metodou. I v
tomto p°ípad¥ je moºno pouºít postupný výpo£et pravd¥podobnosti P , a proto budeme postupovat stejn¥ a pro
n = 5, 6, ... jí dopo£teme a budeme hledat první n pro které bude nerovnice platit.

n 5 6 7 8
P 0.4229 0.7853 0.9453 0.9905

Hledaný výb¥r tedy bude o rozsahu n = 8.
(ii) gra�cké zobrazení pravd¥podobnostní a distribu£ní funkce

Pravd¥podobnostní funkce Distribu£ní funkce

(iii) st°ední hodnota E [X] = nMN = 10 34
40 = 8.5,

(iv) rozptyl D [X] = nMN
(
1− M

N

)
N−n
N−1 = 0.29.

3.1.4 Poissonovo rozd¥lení Po (λ)

P°i velkých hodnotách n a malých hodnotách π je binomické rozd¥lení pro výpo£et klasickou numerickou metodou
nevhodné. Z tohoto d·vodu lze pravd¥podobnostní a distribu£ní funkce Binomické rozd¥lení Bi (π, n) aproximovat
Poissonovým rozd¥lením Po (λ). Poissonovo rozd¥lení je tedy limitním p°ípadem binomického, a sice pro n → ∞ a
π → 0, a to tak, ºe limita sou£inu n · π = λ je konstantní.

Toto rozd¥lení má sice nekone£ný po£et realizací, ale nekone£n¥ spo£etný (realizacím lze jednozna£n¥ p°i°adit
p°irozená £ísla). Proto pat°í mezi diskrétní rozd¥lení. Pravd¥podobnostní funkci Poissonova rozd¥lení lze odvodit jako
limitu binomického rozd¥lení. Odvození je uvedeno v dodatku ??

Pravd¥podobnostní funkce

f (xi) = e−λ
λxi

xi!
, x = 0, 1, 2, · · ·

Podle základních vlastností musí být sou£et v²ech £len· roven jedné, tj.

∞∑
i=0

e−λ
λxi

xi!
= e−λ

∞∑
i=0

λxi

xi!
= 1

coº skute£n¥ je, protoºe suma v prost°edním výrazu není nic jiného neº Taylor·v rozvoj funkce e−λ [CITACE].

X ∼ Po (λ) má:
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• st°ední hodnotu E [X] = λ,

• rozptyl D [X] = λ.

Poissonovo rozd¥lení se velmi £asto vyuºívá v Teorii hromadné obsluhy, protoºe se vlastn¥ jedná o rozd¥lení, které
je vhodné na popis náhodné veli£iny, kde úsp¥ch nastane s malou pravd¥podobností na del²ím intervalu. P°íkladem
m·ºe být vstup zákazníka od obchodu (p°edpokládáme obchod s men²í frekvencí zákazník·, nikoliv nákupní centra).

P°íklad 1

Uvaºujme podobný p°íklad jako byl u binomického rozd¥lení ale s extrémn¥j²ími hodnotami: Za jeden den projede
k°iºovatkou v pr·m¥ru 3500 aut. Jaká je (i) pravd¥podobnost, ºe 25 z nich odbo£í, je-li pravd¥podobnost p°ímé jízdy
0.999? Dále ur£ete (ii) st°ední hodnotu, (iii) rozptyl a (iv) nakreslete pravd¥podobnostní a distribu£ní funkci.

�e²ení:

(i) Pokud bychom cht¥li úlohu °e²it pomocí binomického rozd¥lení (protoºe se skute£n¥ o binomické rozd¥lení
jedná), dosp¥jeme k výrazu

f (5) =
(

350
5

)
0.00150.9993495

coº není moc hezké. Proto aproximujeme Poissonovým rozd¥lením pro λ = 350 · 0.01 = 35. Dostaneme

fP (5) = e−35 355

25!
= 0.132,

(ii) st°ední hodnota E [X] = λ = 3.5,

(iii) rozptyl D [X] = λ = 3.5

(iv) gra�cké zobrazení pravd¥podobnostní a distribu£ní funkce
pravd¥podobnostní funkce distribu£ní funkce

P°íklad 2

Sledujeme silnici s malým provozem. Po dobu jedné minuty zaznamenáváme kaºdou vte°inu p°ítomnost auta. Po
hodin¥ sledování jsme zjistili, ºe v pr·m¥ru za jednu minutu projedou 3 auta. Za p°edpokladu Poissonova rozd¥lení
po£tu projetých aut b¥hem jedné minuty ur£ete pravd¥podobnost, ºe b¥hem jedné minuty projede více neº 5 automo-
bil·.

�e²ení:

Pro ur£ení λ známe n = 60, π = 3/60. Odtud λ = nπ = 3.

P (X > 5) = 1− P (X ≤ 5) = 1− e−3

(
30

0!
+

31

1!
+

32

2!
+

33

3!
+

34

4!
+

35

5!

)
= 0.084.

Pravd¥podobnost projetí více neº p¥ti aut za jednu minutu je 0.084.

3.1.5 Geometrické rozd¥lení G (π)

Základem pro geometrické rozd¥lení je op¥t náhodný pokus s alternativním rozd¥lením Alt (π), tedy pokus se dv¥ma
výsledky (úsp¥ch a neúsp¥ch) a s pevnou pravd¥podobností úsp¥chu, ozna£enou π. Toto rozd¥lení po£ítá pravd¥podob-
nost toho, ºe p°i opakovaných nezávislých pokusech bude první úsp¥ch p°edcházet x neúsp¥ch·.
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Pravd¥podobnostní funkce
f (x) = π (1− π)x , x = 0, 1, 2, · · ·

Pro zp°esn¥ní je lépe uvést, ºe p°i výpo£tu pravd¥podobnostní funkce geometrické náhodné veli£iny X ∼ G (π) se
do výpo£tu pravd¥podobnosti uvaºují v²echny neúsp¥²né pokusy i pokus úsp¥²ný.

X ∼ G (π) má:

• st°ední hodnotu E [X] = 1
π ,

• rozptyl D [X] = 1−π
π2 .

P°íklad 1
Sledujeme silni£ní sí´ s °ízenými k°iºovatkami. Sítí projíºdí automobil a pravd¥podobnost, ºe ho kaºdý jednotlivý

semafor zastaví je stejná a stálá, rovna 0.62. Jaká je pravd¥podobnost, ºe automobil bude na dvou k°iºovatkách
zastaven a teprve na t°etí projede bez zastavení? Uvaºujeme, ºe dopravní sí´ je volná.

�e²ení

V tomto p°íklad¥ je úsp¥ch projetí automobilu bez zastavení. Pravd¥podobnost úsp¥chu je π = 1− 0.62 = 0.38.
Sledovaná realizace je x = 2 (dv¥ zastavení p°ed volným pr·jezdem). Dosazením do pravd¥podobnostní funkce
dostáváme

f (2) = 0.38 (1− 0.38)2 = 0.146

Pravd¥podobnost, ºe automobil bude dvakrát zastaven neº se mu poda°í projet bez zastavení je tedy 0.146.

P°íklad 2

Máme sklad s výrobky mezi nimiº je 15 % zmetk·. Vybereme náhodn¥ jeden výrobek. Úsp¥ch je, kdyº je výrobek
dobrý, neúsp¥ch, je-li výrobek zmetek. Ur£ete, s (i) jakou pravd¥podobností vybereme zmetek, pokud m·ºeme vybírat
aº 5x. Dále ur£ete (ii) st°ední hodnotu a (iii) rozptyl a (iv) nakreslete pravd¥podobnostní a distribu£ní funkci.

�e²ení

V tomto p°íklad¥ je úsp¥ch výb¥r zmetku, tzn. π = 0.15.

(i)

f (0) = 0.15 (1− 0.15)0 = 0.150

f (1) = 0.15 (1− 0.15)1 = 0.128

f (2) = 0.15 (1− 0.15)2 = 0.108

f (3) = 0.15 (1− 0.15)3 = 0.092

f (4) = 0.15 (1− 0.15)4 = 0.078

(ii) st°ední hodnota E [X] = 1
π = 1

0.15 = 6.667,

(iii) rozptyl D [X] = 1−π
π2 = 1−0.15

0.152 = 37.778,

(iv) gra�cké zobrazení pravd¥podobnostní a distribu£ní funkce
pravd¥podobnostní funkce distribu£ní funkce
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3.1.6 Negativn¥ binomické rozd¥lení NBi (n, π)

Negativn¥ binomické rozd¥lení je roz²í°ením geometrického rozd¥lení. Vychází také z alternativního pokusu a podobn¥
jako geometrické rozd¥lení ur£uje pravd¥podobnost toho, ºe n-tý úsp¥ch p°edchází x neúsp¥ch·. P°itom p°edchozích
n− 1 úsp¥ch· mohlo nastat kdykoli od za£átku provád¥ní pokus·.

Zjednodu²en¥ lze °íci, ºe náhodná veli£ina X ∼ NBi (n, π) popisuje po£et x neúsp¥²ných pokus· neº nastoupí n-tý
úsp¥²ný pokus. Pokud n = 1, pak hovo°íme o geometrickém rozd¥lení.

Pravd¥podobnostní funkce

f (x) =
(
x+ n− 1
n− 1

)
πn (1− π)x , x = 0, 1, 2, · · ·

X ∼ NBi (n, π) má:

• st°ední hodnotu E [X] = n(1−π)
π ,

• rozptyl D [X] = n(1−π)
π2 .

P°íklad
Sledujeme silni£ní sí´ s °ízenými k°iºovatkami. Sítí projíºdí automobil a pravd¥podobnost, ºe ho kaºdý jednotlivý

semafor zastaví je stejná a stálá, rovna 0.62. (i) Jaká je pravd¥podobnost, ºe automobil bude na prvních dvou k°iºo-
vatkách zastaven a aº na t°etí projede bez zastavení? (ii) Jaká je pravd¥podobnost, ºe p°i projíºd¥ní k°iºovatek bude
pot°etí zastaven práv¥ na 5. k°iºovatce. Pro tuto situaci ur£ete (iii) st°ední hodnotu a (iv) rozptyl. (v) Nakreslete
pravd¥podobnostní a distribu£ní funkci pro p°ípad, ºe n-tý úsp¥²ný pokus bude 3. zastavení a po£et neúsp¥²ných
pokus· x = 0, 1, 2, 3, . . . , 20.

�e²ení

(i) Zadání je x = 2 (po£et neúsp¥ch· p°ed prvním úsp¥chem), π = 0.38 (pravd¥podobnost, ºe nastoupí úsp¥ch -
automobil projede) a n = 1 (po£et úsp¥ch·). Dosazením dostaneme

f (2) =
(

2 + 1− 1
2

)
0.381 (1− 0.38)2 = 0.146.

V tomto p°ípad¥ se podle de�nice pravd¥podobnostní funkce vlastn¥ nejedná o negativn¥ binomické rozd¥lení, ale
o geometrické rozd¥lení. Protoºe je ov²em negativn¥ binomické rozd¥lení pouze roz²í°ením, z principu musí být
výsledek stejný jako p°i pouºití geometrického. V tomto p°ípad¥ lze porovnat výsledek s výsledkem u p°íkladu
£. 1 u geometrického rozd¥lení (°e²ené p°íklady).

(ii) Zadání je x = 3, π = 0.38 a n = 2 (aº druhý úsp¥ch bude ten �správný�). První úsp¥ch tedy v daném p°ípad¥
m·ºe nastoupit p°i projetí 1. nebo 2. nebo 3. nebo 4. k°iºovatkou.

f (3) =
(

3 + 2− 1
2− 1

)
0.382 (1− 0.38)3 = 0.1377,

(iii) st°ední hodnota E [X] = 2(1−0.38)
0.38 = 3.26,

(iv) rozptyl D [X] = 2(1−0.38)
0.382 = 8.58,

(v) gra�cké zobrazení pravd¥podobnostní a distribu£ní funkce
pravd¥podobnostní funkce distribu£ní funkce
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3.1.7 Rovnom¥rné rozd¥lení U (n)

Diskrétní rovnom¥rné rozd¥lení pat°í k základním a nejjednodu²²ím typ·m rozd¥lení. Na n¥m jsou zaloºeny nejznám¥j²í
�²kolní� p°íklady o házení mincí nebo kostkou. Diskrétní rozd¥lení popisuje náhodnou veli£inu s kone£ným po£tem n
realizací které nastávají se stejnou pravd¥podobností 1

n . Rovnom¥rnost rozd¥lení vyjad°uje skute£nost, ºe v realizacích
nemáme ºádné preference nebo, ºe o nich nic nevíme.

Rovnom¥rné rozd¥lení má dv¥ d·leºité charakteristiky

• v²echny realizace jsou rovnocenné (ºádný výsledek není preferován),

• ostré hranice pro de�ni£ní obor (hranice nelze p°ekro£it).

Pravd¥podobnostní funkce

f (x) =
1
n
, x = 1, 2, · · · , n

Rovnom¥rné rozd¥lení se £asto pouºívá p°i generování dat. Jeho vyuºití je d·leºité nap°íklad p°i ur£ení chyby
p°ístroje, resp. rozptylu chyby p°ístroje.

X ∼ U (n) má:

• st°ední hodnotu E [X] = 1
n

∑
xi,

• rozptyl D [X] = 1
n

∑
(xi − E (X))2.

P°íklad
Házíme ²estistrannou hrací kostkou. Náhodná veli£ina je £íslo, které padne. Gra�cky znázorn¥te (i) pravd¥podob-

nostní a distribu£ní funkci. Dále ur£ete (ii) st°ední hodnotu a (iii) rozptyl.

�e²ení:

Pokus má ²est realizací, tj. na kostce m·ºe padnout 6 r·zných variant a kaºdá má pravd¥podobnosti 1
6 .

(i) gra�cké zobrazení pravd¥podobnostní a distribu£ní funkce
pravd¥podobnostní funkce distribu£ní funkce

(ii) st°ední hodnota E [X] = 1
6 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 3.5000,

(iii) rozptyl D [X] = 1
6

(
(1− 3.5)2 + (2− 3.5)2 + . . .+ (6− 3.5)2

)
= 2.9167,

3.2 Spojité rozd¥lení

Spojité rozd¥lení má nekone£ný nespo£etný po£et realizací, tj. jeho realizace jsou z reálné osy. Pravd¥podob-
nost výskytu v jednom daném okamºiku je tém¥° rovna nule, ale zárove¬ je distribu£ní funkce spojitého
rozd¥lení absolutn¥ spojitá.

P°íklady: chyby v m¥°ení rozm¥ru sou£ástky, doba £ekání na tramvaj, bezporuchová doba fungování p°ístroje, in-
tenzita dopravního proudu (je vlastn¥ diskrétní, ale lze ji aproximovat spojitým - p·lky aut)

3.2.1 Rovnom¥rné rozd¥lení U (a, b)

O rovnom¥rném rozd¥lení jsme mluvili uº v diskrétních rozd¥leních. Nyní se dostáváme k jeho spojité variant¥. I u této
varianty platí, ºe má ve v²ech bodech na intervalu (a, b) konstantní hustotu pravd¥podobnosti. Mimo tento interval je
hustota pravd¥podobnosti rovna 0.
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Hustota pravd¥podobnosti

f (x) =

{
1
b−a pro x ∈ (a, b)
0 pro x /∈ (a, b)

,

kde a, b ∈ R.

Distribu£ní funkce

F (x) =


0 pro x ≤ a
x−a
b−a pro a < x < b

1 pro x ≥ b
.

X ∼ U (a, b) má:

• st°ední hodnotu E [X] = a+b
2 ,

• rozptyl D [X] = (b−a)2
12 .

P°íklad
Sledujeme dobu £ekání na tramvaj, která má pevný a stálý interval 8 minut, pro náhodn¥ p°icházející osoby. Dolní

hranice je 0 (osoba tramvaj zrovna dob¥hla) a horní mez je rovna intervalu (dané osob¥ tramvaj práv¥ ujela a ona
musela £ekat na dal²í). Ur£ete (i) st°ední hodnotu, (ii) rozptyl a (iii) gra�cky znázorn¥te hustotu pravd¥podobnosti a
distribu£ní funkci.

�e²ení:

(i) St°ední hodnota E [X] = 0+8
2 = 4,

(ii) rozptyl D [X] = (8−0)2

12 = 5.33,

(iii) gra�cké zobrazení pravd¥podobnostní a distribu£ní funkce
pravd¥podobnostní funkce distribu£ní funkce

3.2.2 Normální rozd¥lení N
(
µ, σ2

)
Normální rozd¥lení (n¥kdy nazývané Gaussovo rozd¥lení) je nej£ast¥ji pouºívaným rozd¥lením spojité náhodné veli£iny.
D·vody k tomu jsou dva:

1. normální rozd¥lení vzniká p°i spolup·sobení velkého mnoºství nezávislých malých náhod, takºe °ada ne p°esn¥
de�novaných neur£itostí se mu zna£n¥ podobají - nap°. kdyº se sype suchý písek, zrní£ka na sebe navzájem
mnohokráte narazí a výsledkem je hromada, která dosti p°ipomíná �dvourozm¥rnou gaussovku�,

2. normální rozd¥lení je jedním z mála, pro které se dají analyticky dopo£ítat i sloºit¥j²í statistické úlohy - jinak je
£asto t°eba d¥lat ur£ité aproximace.

Hustota pravd¥podobnosti

f (x) =
1√

2πσ2
e−

1
2σ2 (x−µ)2 , x ∈ R

kde parametry rozd¥lení jsou µ - st°ední hodnota a σ2- rozptyl.

Normální rozd¥lení s nulovou st°ední hodnotou µ=0 a jednotkovým rozptylem σ2 = 1 nazýváme normovaným
normálním rozd¥lením. Budeme-li normáln¥ rozd¥lenou náhodnou veli£inu X normovat tak, aby m¥la st°ední hodnotu
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nula a rozptyl jedna, dostaneme náhodnou veli£inu Z se standardním normálním rozd¥lením. Normovací vztah je
z = (x− µ) /σ a odpovídající hustota pravd¥podobnosti

f (z) =
1√
2π

e−
1
2 z

2

Distribu£ní funkce

F (x) =

xˆ

−∞

1√
2πσ2

e−
1

2σ2 (t−µ)2dt

X ∼ N
(
µ, σ2

)
má:

• st°ední hodnotu E [X] = µ,

• rozptyl D [X] = σ2.

A£koli je normální rozd¥lení tak £asté a pro svoje dobré výpo£etní vlastnosti oblíbené, je s ním trochu potíº. K
hustot¥ pravd¥podobnosti totiº neexistuje primitivní funkce. Pravd¥podobnosti interval·, coº jsou integrály z hus-
toty pravd¥podobnosti p°es tyto intervaly, a stejn¥ tak hodnoty distribu£ní funkce nelze analyticky po£ítat. Hodnoty
distribu£ní funkce pro standardní normální rozd¥lení je moºné vypo£íst numericky pomocí r·zných matematických
program· nebo lze pouºít statistické tabulky (po znormování).

P°íklad 1
Z vojenského tábora má do sousedního stanovi²t¥ dojet nákladní automobil. Po cest¥ se nachází most o vý²ce 4

metry. Vý²ka vojenských nákladních automobil· lze popsat normálním rozd¥lením se st°ední hodnotou µ = 3.8 m a
sm¥rodatnou odchylkou σ = 0.3. (i) Jaká je pravd¥podobnost, ºe vyslané nákladní auto pod mostem projede? Ur£ete
(ii) st°ední hodnotu a (iii) rozptyl. (iv) nakreslete hustotou pravd¥podobnosti a distribu£ní funkci.

�e²ení:

(i) Ze zadání tedy plyne, ºe vý²ka auta je náhodná veli£ina X ∼ N
(
3.8, 0.32

)
, tj. s normálním rozd¥lením

se st°ední hodnotou µ = 3.8 a rozptylem σ2 = 0.32 = 0.09. Ptáme se, na pravd¥podobnost P (X < 4) . Pro
ur£ení této pravd¥podobnosti m·ºeme pouºít tabulky (ukáºeme jen pro p°ehled, dále budeme uvaºovat pouze s
programy) nebo n¥jaký statistický nástroj (Matlab, Statistica...).

1. Pouºití tabulek:
p°i práci s tabulkami se p°edpokládá, ºe náhodná veli£ina je ve form¥ normovaného normálního rozd¥lení,
tedy X ∼ N (0, 1). Musíme tedy úlohu p°evést do normované oblasti, tj. náhodnou veli£inu X a s ní
související údaje musíme p°epo£ítat na náhodnou veli£inu Z ∼ N (0, 1) . Vzorec pro p°epo£et je

Z =
X − µ
σ

(7)

Pro hledanou pravd¥podobnost nyní platí

P (X < 4) = P

(
X − µ
σ

<
4− 3.8

0.3

)
= P (Z < 0.67) = 0.749

2. Pouºití programu Matlab5

Hledáme pravd¥podobnost, kdy náhodná veli£ina X bude men²í neº 4, tzn. hledáme distribu£ní funkci
nikoliv hustotu pravd¥podobnosti (tu bychom pouºili v p°ípad¥, ºe by tam bylo znaménko ” = ”). Pouºijeme
tedy funkci
normal_cdf(4, 3.8, 0.09) % normal_cdf(X,m,v)

Tedy pravd¥podobnost, ºe vojenský automobil projede pod mostem je 0.749.

P°íklad 2
Na m¥stské komunikaci nedaleko od °ízené k°iºovatky m¥°íme rychlosti projíºd¥jících automobil· a uvaºujeme o

tom, zda tyto rychlosti m·ºeme popsat pomocí normálního rozd¥lení.
Ov¥°ení typu rozd¥lení je p°edm¥tem testování, ke kterému se dostaneme aº pozd¥ji ve statistice. Nyní se budeme

drºet jen základních rys·, které by normální rozd¥lení m¥lo mít.
5P°i práci s programem MATLAB se pracuje s verzí 7.5 (R2007b). Dále se p°edpokládá pouºití Statistického balí£ku, který je vytvo°en

p°ímo pro pot°eby p°edm¥tu. P°ípadn¥ v n¥kterých p°ípadech lze pouºít Statistic toolbox, který je roz²í°ením programu MATLAB.
Vzhledem k tomu, ºe se jedná o placené roz²í°ení, °e²ené p°íklady budou °e²eny pomocí statistického balí£ku, který je moºno stáhnout na
stránkách p°edm¥tu.
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Budeme-li situaci sledovat, ihned zjistíme, ºe rychlosti automobil· se významn¥ li²í v situaci, kdy do m¥°eného
místa zasahuje z k°iºovatky kolona, a jestliºe ºádná kolona není nebo je tak malá, ºe na m¥°ené místo nemá vliv.
Rozhodneme-li se popisovat rychlosti bez ohledu na kolonu, dostaneme velmi hrubý popis, který nepopisuje dob°e ani
jednu ze zmín¥ných situací. Bude proto lépe situaci rozd¥lit na dva p°ípady: kolona má velký vliv a kolona má malý
vliv.

V²imn¥me si nejprve prvního stavu, kdy kolona prakticky zasahuje na m¥°ené místo a zp·sobuje, ºe £asto nam¥°íme
rychlost nula. V d·sledku toho, bude st°ední hodnota blízká nule. Vzhledem k tomu, ºe normální rozd¥lení je symetrické,
bude jeho hustota pravd¥podobnosti svou levou £ástí zasahovat do záporné poloosy realizací a tím tvrdíme, ºe mohou
nastat i záporné rychlosti (mají nenulovou pravd¥podobnost). V tomto p°ípad¥ je tedy normální rozd¥lení nevhodné.

V druhém p°ípad¥ jsou rychlosti aut v¥t²í (z°ejm¥ n¥kde kolem maximální povolení rychlosti). Pr·m¥rná rychlost
bude taky velká a odchylky od ní budou na ob¥ strany, jak kladné (auta p°ekra£ující povolenou rychlost), tak i
záporné (ti, co telefonují, hledají neznámou adresu atd.). V tomto p°ípad¥ lze dob°e p°edpokládat, ºe nulové rychlosti
se nebudou vyskytovat. Gaussova k°ivka, která popisuje hustotu pravd¥podobnosti normálního rozd¥lení bude svým
vrcholem nad st°ední hodnotou a levou £ástí bude zasahovat do záporných hodnot aº v míst¥, kdy je prakticky nulová,
a to tak, ºe i hodnota integrálu p°es záporné hodnoty bude p°ibliºn¥ nula. V tomto p°ípad¥ je pro popis rychlostí
projíºd¥jících aut moºno pouºít normální rozd¥lení.

3.2.3 Log-normální rozd¥lení LN (µ, σ)

Normální rozd¥laní, kterým jsme se práv¥ zabývali, má jednu nevýhodu. Je symetrické, de�nované na celé reálné
ose a tedy, p°ipou²tí i záporné realizace náhodné veli£iny. P°itom nezápornost je p°irozenou vlastností celé °ady
reálných veli£in, nap°. délka, po£et (tj. intenzita i hustota dopravního proudu), rychlost a mnoho dal²ích. S touto
nevýhodou se £áste£n¥ vypo°ádává log-normální rozd¥lení. Jeho realizace dostaneme transformací normálního rozd¥lení
U ∼ N

(
µ, σ2

)
podle rovnice X = eU . Toto rozd¥lení se pro velká µ chová p°ibliºn¥ jako normální, pro malá µ je

nesymetrické. Obor hodnot, na kterém je jeho hustota pravd¥podobnosti nenulová je mnoºina nezáporných reálných
£ísel. Za toto vylep²ení se ale platí sloºit¥j²ím popisem a jednoduchost p°i úpravách se v¥t²inou ztrácí.

Hustota pravd¥podobnosti

f (x) =
1

xσ
√

2π
e−

1
2σ2 (ln x−µ)2 pro x > 0

X ∼ LN (µ, σ) má:

• st°ední hodnotu E [X] = eµ+σ2/2,

• rozptyl D [X] =
(
eσ

2 − 1
)
e2µ+σ2

.

Toto rozd¥lení se hodí nap°. pro modelování dopravního proudu. Pro velké intenzity mohou být zm¥ny kladné i záporné
(blízké normálnímu rozd¥lení), p°i nulové intenzit¥ mohou být zm¥ny jen kladné.

3.2.4 Exponenciální rozd¥lení Exp (δ)

Exponenciální rozd¥lení je spojitou obdobou geometrického, které popisuje po£et neúsp¥ch·, které je t°eba absolvovat,
neº dojde ke zm¥n¥ stavu a obdrºíme úsp¥ch. Podobn¥ exponenciální rozd¥lení vyjad°uje £as mezi náhodn¥ se vysky-
tujícími událostmi nap°. dobu fungování ur£itého p°ístroje, neº dojde ke zm¥n¥ stavu - p°ístroj se porouchá. Tomuto
jevu se b¥ºn¥ °íká bezporuchová doba fungování p°ístroje. Zde se ale jedná o velmi speciální p°ípad, kdy porucha je
zp·sobena nikoli stárnutím, ale n¥jakou vn¥j²í p°í£inou, která p°ístroj v £ase ohroºuje se stále stejnou intenzitou. Z
této skute£nosti plyne vlastnost exponenciálního rozd¥lení, která °íká, ºe toto rozd¥lení nemá pam¥´. To lze vyjád°it
vztahem P (X > t+ s|X > t) = P (X > s), který °íká: jestliºe p°ístroj fungoval aº do £asu t, pak pravd¥podobnost,
ºe bude je²t¥ dále fungovat po dobu s je stejná, jako pravd¥podobnost, ºe bude fungovat po dobu s, aniº byl p°ed tím
v provozu.

Hustota pravd¥podobnosti

f (x, δ) =
1
δ
e−

x
δ , x ≥ 0

X ∼ Exp (δ) má:

• st°ední hodnotu E [X] = δ,

• rozptyl D [X] = δ2.
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P°íklad
�ivotnost závodního automobilu: Jaká je pravd¥podobnost, ºe závodní automobil dokon£í t°íhodinový závod, jestliºe

jeho st°ední ºivotnost na plný výkon je 2 hodiny a 15 minut?
Hp je f (x) = 1

2.25e
−x/2.25.

P (X < 3) =
ˆ 3

0

f (x) dx =

=
ˆ 3

0

e−x/2.25dx =
1

2.25
(−2.25)

[
e−x/2.25

]3
0

= 1− e−3/2.25 = 0.736

3.2.5 χ2rozd¥lení χ2(n)

χ2 rozd¥lení je odvozeno ze sou£tu kvadrátu nezávislých náhodných veli£in s normovaným normálním rozd¥lením6,
tedy

χ2 (n) =
n∑
i=1

(Ni (0, 1))2

kde n je po£et stup¬· volnosti. Se zvy²ujícím se po£tem stup¬· volnosti se hustota χ2 blíºí k normovanému
normálnímu rozd¥lení N (0, 1).

Hustota χ2 rozd¥lení je pro hodnoty x ≤ 0 je nulová. Zápis hustoty pravd¥podobnosti pro hodnoty x > 0 je
komplikovaný a vyuºívá se pro n¥j mmj. Γ (gamma) funkce.

X ∼ χ2 (n) má:

• st°ední hodnotu E [X] = n,

• rozptyl D [X] = 2n.

3.2.6 Studentovo t-rozd¥lení t (n)

Dal²í spojité rozd¥lení, které je odvozeno od normovaného normálního rozd¥lení. t-rozd¥lení získáme jako podíl dvou
veli£in, jedné s normovaným normálním rozd¥lením a druhé s χ2rozd¥lením, tedy

t (n) =
N (0, 1)
χ2 (n) /n

D·leºitá vlastnost t-rozd¥lení je ta, ºe se vr·stajícím po£tem stup¬· volnosti n se studentovo t-rozd¥lení blíºí
normovanému rozd¥lení (souvisí to s chováním χ2 rozd¥lení). P°i niº²ím po£tu stup¬· volnosti se podobá normovanému
normálními rozd¥lení, ale s t¥º²ími konci, tzn. D [X] > 1.

X ∼ t (n) má:

• st°ední hodnotu E [X] = 0,

• rozptyl D [X] = n
n−2 .

3.2.7 F rozd¥lení F (m,n)

F rozd¥lení neboli Fisherovo rozd¥lení je spojité rozd¥lení pro podíl dvou nezáporných veli£in. U obou veli£in se
p°edpokládá χ2 rozd¥lení se stupni volnosti m a n a platí tedy

F (m,n) =
χ2

1 (m) /m
χ2

2 (n) /n

X ∼ F (m,n) má:

• st°ední hodnotu E [X] = ν,

• rozptyl D [X] = 2ν.

F rozd¥lení popisuje veli£inu ve tvaru podílu dvou rozptyl·. Typicky se jedná o rozptyl vysv¥tlený a nevysv¥tlený p°i
zkoumání závislosti dvou nebo více veli£in.

6Toto rozd¥lení doprovází veli£iny, které jsou tvo°eny kvadráty - rozptyl, kriterium ve tvaru sou£tu £tverc· ...
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