3 Diilezita rozdéleni ndhodné veli¢iny

Co to znamend, kdyz prohlasime, Ze jsou néjaka dilezita rozdéleni? Rozdéleni ndhodné veli¢iny je jeji popis. A ndhodné
veli¢ina piedstavuje urcity ndhodny pokus (kde vysledky prezentujeme jako ¢isla). Jedna se tedy o typické nahodné
pokusy u nichz je zndm jejich pravdépodobnostni popis. Nékolik takovych znamych rozdéleni jak pro diskrétni, tak i
pro spojitou ndhodnou veli¢inu si déle uvedeme.

3.1 Diskrétni rozdéleni

Diskrétni rozdéleni mé kone¢ny nebo spocetny pocet realizaci. Distribuéni funkce je skokova

PRIKLADY: hod minci, hod kostkou, tazeni kralku ze 3 modrych a 5 bilych, pocet nehod na kiizovatce za 1 rok, pocet
aut zaznamenanych detektorem za 1 hodinu.

3.1.1 Alternativni rozdéleni Alt (7)

Alternativni rozdéleni Alt (7) je diskrétni rozdéleni, které popisuje situaci, kdy pii jednom pokusu nadhodné veli¢ina
X miuiZze nabyvat pouze dvou hodnot: 1 (jestlize jev nastoupi - uspéch) a 0 (jestlize jev nenastoupi - neispéch).

Pravdépodobnostni funkce

f@)=a"1-m)"", z=1{0,1}

kde 7 je parametr - pravdépodobnost tspésného pokusu.
Uvedenou pravdépodobnostni funkci lze také vyjadiit tabulkou

T ‘ 0 1
f@)|1-7 =

Z tabulky je pfimo vidét, Zze pravdépodobnost tspéchu (x = 1) je m a pravdépodobnost netispéchu (x = 0) je 1 — .
Totéz dostaneme i z analytického vyjadieni, kdyz dosadime za x pfislusSnou hodnotu.
Distribu¢ni funkce

0 z <0
Fz)=<¢ 1—n 0<z<1
1 r>1

X ~ Alt (r) (n&dhodné veli¢ina s alternativnim rozdélenim) mé:

e stfedni hodnotu F [X] = 7,
e rozptyl D [X] =7 (1 —m).

Priklad

Mame sklad s vyrobky mezi nimiz je 15 % zmetkt. Vybereme nahodné jeden vyrobek. Uspéch je, kdyz je vyrobek
dobry, netspéch, je-li vyrobek zmetek. Urcete, s (i) jakou pravdépodobnosti vybereme zmetek a (ii) s jakou dobry
vyrobek. Déle urcete (iii) stfedni hodnotu a (iv) rozptyl a (v) nakreslete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci.

Reseni:
(i) (1 —m) =0.15 ... pravdépodobnost, Ze vybereme vadny vyrobek

(ii) # = 0.85 ... pravdépodobnost, ze vybereme bezvadny vyrobek

(iii) stfedni hodnota E [X] =7 = 0.85

(iv) rozptyl D [X] =7 (1 —7) = 0.85 x 0.05 = 0.1275

(

v) grafické zobrazeni pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce
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Pravdépodobnostni funkce Distribu¢ni funkce
f(x) F(x)

0.851 [ ]

pravdepodobnost
pravdepodobnost

0158} N q U,Wﬁj B
0 0

vyrobky vyrobky

3.1.2 Binomické rozdéleni Bi (7, n)

Provedeme-li n nezavislych pokusu s alternativnim rozdélenim, pak sou¢tem vysledki pokusu (tj. za vysledek vezmeme
pocet dosazenych tspéchit) ziskdme binomické rozdéleni. Plati tedy, Ze pro nezavislé nahodné veli¢iny Y; ~ Alt (7), i =
1,2, ...,n mizZeme psat

X=>'Y; ~ Bi(m,n)

Pravdépodobnostni funkce

f(z) = <”>7rw(1—7r)”x, 2=0,1,2,...,n

T

kde 7 je pravdépodobnost uspéchu v odpovidajicim alternativni pokusu a n je pocet provedenych alternativnich
pokust. 7 a n jsou parametry rozdéleni.

Vzorec, kterym jsme vyjadiili pravdépodobnostni funkci binomického rozdéleni se nazyva vzorec pro binomickou
pravdépodobnost. Jeho odvozeni je pomérné snadné. Clen 7° pfedstavuje pravdépodobnost pozadovanych x tspéchi
(pfi nezavislych pokusech), ¢len 1 — 7™~ % je pravdépodobnost zbylych pokusi, kdy vysledkem byl netispéch a kombi-
na¢ni &slo (") predstavuje pocet zpusobi, kterymi lze z provedenych n pokusu vybrat z tspéchi.

X ~ Bi(m,n) ma:
e stfedni hodnotu F [X] = n,
e rozptyl D [X] =nn (1 — 7).
Priklad 1

Ve velikém skladu jsou ulozeny vyrobky*. Mezi nimi jich je 85% dobrych vyrobki a 15% zmetkii. Jak veliky je
t¥eba udélat vybér, aby v ném bylo s pravdépodobnosti 99% alespoii 5 dobrych vyrobka?

Reseni:

Jedna se o binomické rozdéleni s velikosti vybéru n a pravdépodobnosti ispéchu m = 0.85. Hledame prvni n
takové, ze plati

" /n n—
P:Z(5>7T5(1—7r) ®>0.99
=5

To je ale implicitni nerovnice, kterd by se obecné musela fesit néjakou numerickou metodou. V nasem piipadé,
kdy n je diskrétni, staci pocitat hodnoty P postupné pro n = 5,6,--- a za vysledek vezmeme prvni hodnotu n
pro kterou sledované nerovnice plati. Vypocty usporadame do tabulky

nl| 5 6 7 8 9
P [ 04356 0.7765 0.9262 0.9786 0.9944

Hledany vybér tedy bude o rozsahu n = 9.

4Uvazovany sklad musi byt hodné velky. Zakladnim predpokladem pro binomické rozdéleni je, Ze uvazované pokusy jsou nezavislé.
Jestlize ale vybirdme vyrobky a nevracime je zpét, jedna se zavislé pokusy, protoZe pocet a tim i pravdépodobnost dobrych a Spatnych
vyrobkil se méni. JestliZze je ale sklad hodné veliky a v ném velké mnoZstvi vyrobkid, bude relativni vliv vybranych vyrobkt na celkovy
pocet zanedbatelny a pravdépodobnosti miZeme pokladat za konstantni.

13



Priklad 2

Za jednu hodinu projede kiizovatkou v prameéru 50 aut. Jaki je (i) pravdépodobnost, Ze 5 z nich odbo¢i, je-li
pravdépodobnost piimé jizdy 0.97 Déle urcete (ii) stfedni hodnotu, (iii) rozptyl a (iv) nakreslete pravdépodobnostni
a distribu¢ni funkci.
Reseni:

(i) V tomto piikladé povazujeme za tspéch odboceni a jeho pravdépodobnost je # = 1—0.9 = 0.1. Pravdépodob-
nost odboceni péti aut z 50 je

50

f(5)= ( . >0.150.945 = 0.185,

(ii) stfedni hodnota E [X] = nm =50 x 0.1 =5,
(iii) rozptyl D[X] =nn (1 — ) =50 x 0.1 x 0.9 = 4.5,

(iv) grafické zobrazeni pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce
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3.1.3 Hypergeometrické rozdéleni Hg (N, M,n)

Hypergeometrické rozdéleni je rozsifenim binomického, resp. binomické rozdéleni je limitnim piipadem hypergeomet-
rického. Jedné se o pokus, kdy ze souboru o N prvcich, z nichz M méa danou vlastnost, vybereme n prvki, aniz bychom
vybrané prvky do souboru vraceli. Nahodnéa veli¢ina X ~ Hg (N, M, n) nabyva hodnot z mnoZiny pfirozenych ¢isel N
nebo 0.

Binomické rozdéleni je tedy limitnim piipadem hypergeometrického, a sice pro n — oo a % — 0. Pomér % jeu
binomického rozdéleni definovan jako pravdépodobnost aspéchu .

e
()

proz =0,1,2,...,min(n, M). Dale musi platit n < N, M < n.

Pravdépodobnostni funkce

X ~ Hg (N, M,n) mé:

e stfedni hodnotu E [X] = niL,

e rozptyl D [X] = n% (1 _ %) N:rlt_

2

Priklad

Ve skladu je uloZeno 40 vyrobkd. Mezi nimi jich je 85% dobrych vyrobka a 15% zmetka. (i) Jak veliky je tfeba
udélat vybér, aby v ném bylo s pravdépodobnosti 99% alespon 5 dobrych vyrobka? (i) Nakreslete pravdépodobnosti a
distribuéni funkci pro p¥ipad, Ze ze udélame vybér 10 vyrobku a sledujeme pravdépodobnost vyskytu dobrych vyrobkt
ve vybéru. K tomuto p¥ipadu urcete (iii) stfedni hodnotu a (iv) rozptyl.
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Reseni:
(i) V tomto piipadé se nejednd o binomické rozdéleni, ackoliv zadani vypada témési shodné. Rozdil je v tom, Ze

v tomto piipadé kazdy vybér ovlivni dalsi vybér a tudiz jiz nelze hovofit o nezavislych ndhodnych veli¢inach.
Pro toto zadani se tedy pouZije hypergeometrické rozdéleni Hg (N, M, n).

Jedna se tedy o hypergeometrické rozdéleni s velikosti souboru N = 40, z nichz pravé M = 34 je dobrych vyrobka
a vybiradme n prvka. Hleddme prvni n takové, ze plati

P(z=5) = i<ﬂ54><]\;:]¥ > >0.99

=)

Stejné jako u binomického rozdéleni i tady by se musela tato implicitni nerovnice fesit numerickou metodou. I v
tomto pfipadé je mozno pouzit postupny vypocet pravdépodobnosti P, a proto budeme postupovat stejné a pro
n =5,6,... jl dopocteme a budeme hledat prvni n pro které bude nerovnice platit.

n| 5 6 7 8
P [0.4229 0.7853 0.9453 0.9905

Hledany vybér tedy bude o rozsahu n = 8.
(ii) grafické zobrazeni pravdépodobnostni a distribuéni funkce

Pravdépodobnostni funkce Distribu¢ni funkce
(x) F(x)

0.6 emmsmem e e -

] RS, b R

pravdepodobnost
pravdepodobnost

\ryrc:bkyE vozidla
(iii) stiedn{ hodnota E [X] = n¥ =103 =825,
(iv) rozptyl D [X] =n%l (1 — 45) Z=2 = 0.29.

3.1.4 Poissonovo rozdéleni Po ()\)

P1i velkych hodnotéch n a malych hodnotéch 7 je binomické rozdéleni pro vypocet klasickou numerickou metodou
nevhodné. Z tohoto divodu lze pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Binomické rozdéleni Bi (7, n) aproximovat
Poissonovym rozdélenim Po (A). Poissonovo rozdéleni je tedy limitnim piipadem binomického, a sice pro n — oo a
m — 0, a to tak, Ze limita soucinu n - 7 = A\ je konstantni.

Toto rozdéleni méa sice nekonefny pocet realizaci, ale nekone¢né spocetny (realizacim lze jednoznaéné piifadit
piirozend ¢isla). Proto pat¥i mezi diskrétni rozdéleni. Pravdépodobnostni funkci Poissonova rozdéleni lze odvodit jako
limitu binomického rozdéleni. Odvozeni je uvedeno v dodatku ?7?

Pravdépodobnostni funkce
A%
-

f(‘rl):e .T"7$:O7172’“.
i
Podle zakladnich vlastnosti musi byt soucet v8ech ¢lenii roven jedné, tj.
o0 o0
A% AT
Zei/\flzeiA 71
i=0 L i=0 Li:

coz skute¢né je, protoze suma v prostfednim vyrazu neni nic jiného nez Tayloriv rozvoj funkce e=* [CITACE].

X ~Po(\) ma:
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e stiedni hodnotu E'[X] = A,
e rozptyl D[X] =\

Poissonovo rozdéleni se velmi ¢asto vyuziva v Teorii hromadné obsluhy, protoze se vlastné jedna o rozdéleni, které
je vhodné na popis ndhodné veli¢iny, kde tispéch nastane s malou pravdépodobnosti na delsim intervalu. Piikladem
muZe byt vstup zakaznika od obchodu (pfedpoklddame obchod s mensi frekvenci zakazniki, nikoliv nédkupni centra).

Priklad 1

Uvazujme podobny piiklad jako byl u binomického rozdéleni ale s extrémnéjSimi hodnotami: Za jeden den projede
kiizovatkou v praméru 3500 aut. Jaka je (i) pravdépodobnost, Ze 25 z nich odbo¢i, je-li pravdépodobnost piimé jizdy
0.9997 Dale urcete (ii) stfedni hodnotu, (iii) rozptyl a (iv) nakreslete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkei.

Reseni:
(i) Pokud bychom chtéli ulohu Fesit pomoci binomického rozdéleni (protoZe se skutefné o binomické rozdéleni

jedna), dospéjeme k vyrazu
350
f(5)= ( . >0.00150.9993495

coz neni moc hezké. Proto aproximujeme Poissonovym rozdélenim pro A = 350 - 0.01 = 35. Dostaneme

35°
fp(5) =e 3" =0.132,
25!

(ii) stfedni hodnota E'[X] = A = 3.5,
(iii) rozptyl D [X] =X =35

(iv) grafické zobrazeni pravdépodobnostni a distribuéni funkce

pravdépodobnostni funkce distribu¢ni funkce
f(x) F(x)
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Priklad 2

Sledujeme silnici s malym provozem. Po dobu jedné minuty zaznamenavame kazdou vtefinu pfitomnost auta. Po
hodiné sledovani jsme zjistili, Ze v pruméru za jednu minutu projedou 3 auta. Za piedpokladu Poissonova rozdéleni
poctu projetych aut béhem jedné minuty urcete pravdépodobnost, Ze béhem jedné minuty projede vice nez 5 automo-
bilu.

Reseni:
Pro uréeni A zname n = 60, = = 3/60. Odtud A = nw = 3.
30 3t 32 3% 3t 3

P(X>5)=1-P(X<5)=1-e" ( ST TR T

ol 3 =] > = 0.084.

Pravdépodobnost projeti vice nez péti aut za jednu minutu je 0.084.

3.1.5 Geometrické rozdéleni G ()

Zakladem pro geometrické rozdéleni je op&t nahodny pokus s alternativnim rozdélenim Alt (), tedy pokus se dvéma
vysledky (aspéch a netuspéch) a s pevnou pravdépodobnosti uspéchu, oznacenou 7. Toto rozdéleni pocita pravdépodob-
nost toho, ze pfi opakovanych nezavislych pokusech bude prvni tspéch predchézet x netspéchii.
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Pravdépodobnostni funkce
f((E) :ﬂ—(]‘_ﬂ—)w7 {172071,2,"-

Pro zpfesnéni je lépe uvést, ze pii vypottu pravdépodobnostni funkce geometrické ndhodné veliciny X ~ G () se
do vypoctu pravdépodobnosti uvazuji vSechny netaspésné pokusy i pokus Uspésny.
X ~ G (m) ma:

e stfedni hodnotu F [X] = %

)

e rozptyl D [X] = 15F.

2

Priklad 1
Sledujeme silni¢ni sit s fizenymi kiizovatkami. Siti projizdi automobil a pravdépodobnost, ze ho kazdy jednotlivy
semafor zastavi je stejni a stala, rovna 0.62. Jaki je pravdépodobnost, Ze automobil bude na dvou kfiZzovatkach
zastaven a teprve na tieti projede bez zastaveni? UvaZujeme, 7e dopravni sit je volna.
Resent
V tomto piikladé je tspéch projeti automobilu bez zastaveni. Pravdépodobnost tspéchu je 7 =1 —0.62 = 0.38.

Sledovana realizace je © = 2 (dvé zastaveni pied volnym prijezdem). Dosazenim do pravdépodobnostni funkce
dostavame

£(2) =0.38 (1 —0.38)° = 0.146

Pravdépodobnost, ze automobil bude dvakrat zastaven nez se mu podaii projet bez zastaveni je tedy 0.146.

Priklad 2

Mame sklad s vyrobky mezi nimiz je 15 % zmetki. Vybereme nahodné jeden vyrobek. Uspéch je, kdy# je vyrobek
dobry, netspéch, je-li vyrobek zmetek. Urcete, s (i) jakou pravdépodobnosti vybereme zmetek, pokud muZeme vybirat
az 5x. Déle urcete (ii) st¥edni hodnotu a (iii) rozptyl a (iv) nakreslete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkei.

Resent
V tomto piikladé je uspéch vybér zmetku, tzn. 7 = 0.15.

(i)

0

f(0) = 0.15(1-0.15)" =0.150
f) 0.15(1 —0.15)" = 0.128
7(2) 0.15 (1 — 0.15)* = 0.108
f(3) = 0.15(1—0.15)° = 0.092
7 (4) 0.15 (1 — 0.15)* = 0.078
(ii) stfedni hodnota E [X] =1 = ;1= = 6.667,
(iii) rozptyl D [X] = 158 = 1=045 = 37.778,
(iv) grafické zobrazeni pravdépodobnostni a distribuéni funkce
pravdépodobnostni funkce distribu¢ni funkce
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3.1.6 Negativné binomické rozdéleni NBi (n, 1)

Negativné binomické rozdéleni je rozsifenim geometrického rozdéleni. Vychézi také z alternativniho pokusu a podobné
jako geometrické rozdéleni urcuje pravdépodobnost toho, Ze n-ty uspéch predchazi x netspéchi. Pfitom predchozich
n — 1 aspéchit mohlo nastat kdykoli od za¢atku provadéni pokusii.

Zjednodusene lze ¥ici, Ze ndhodna veli¢ina X ~ NBi (n, 7) popisuje pocet = netsp&snych pokust nez nastoupi n-ty
ispésny pokus. Pokud n = 1, pak hovoiime o geometrickém rozdéleni.

Pravdépodobnostni funkce

X ~ NBi(n,7) mé:

e stiedni hodnotu E [X] = 2=

e rozptyl D [X] = "(;7:”)
Priklad

Sledujeme silni¢ni sit s Fizenymi kiizovatkami. Siti projizdi automobil a pravdépodobnost, Zze ho kazdy jednotlivy
semafor zastavi je stejné a stéla, rovna 0.62. (i) Jaka je pravdépodobnost, Ze automobil bude na prvnich dvou kiiZo-
vatkach zastaven a aZ na tieti projede bez zastaveni? (ii) Jaka je pravdépodobnost, Ze p¥i projizdéni kiizovatek bude
potieti zastaven pravé na 5. kiizovatce. Pro tuto situaci urcete (iii) stfedni hodnotu a (iv) rozptyl. (v) Nakreslete
pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci pro pfipad, ze n-ty tspésny pokus bude 3. zastaveni a pocet neuspésnych
pokusu z =0,1,2,3,...,20.

Resent

(i) Zadani je x = 2 (pocCet neaspéchii pred prvnim uspéchem), 7 = 0.38 (pravdépodobnost, Ze nastoupi tspéch -
automobil projede) a n = 1 (pocet uspéchi). Dosazenim dostaneme

2+1-1

f2) = < ) )0.381 (1—10.38)% = 0.146.

V tomto pripadé se podle definice pravdépodobnostni funkce vlastné nejedné o negativné binomické rozdéleni, ale
o geometrické rozdéleni. Protoze je ovSem negativné binomické rozdéleni pouze rozsifenim, z principu musi byt
vysledek stejny jako pii pouziti geometrického. V tomto piipadé lze porovnat vysledek s vysledkem u piikladu
¢. 1 u geometrického rozdéleni (fesené piiklady).

(ii) Zadani je x = 3, # = 0.38 a n = 2 (az druhy uspéch bude ten ,spravny*). Prvni aspéch tedy v daném piipadé
miuze nastoupit pii projeti 1. nebo 2. nebo 3. nebo 4. kiizovatkou.

3+2-1

f(3)= ( - )0.382 (1-0.38)° = 0.1377,

N w1 _2(1-0.38) _
(iii) stfedni hodnota E [X] = S5~ = 3.26,

. _2(1-0.38) _
(iv) rozptyl D [X] = Z55g7— = 8.58,

(v) grafické zobrazeni pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce
pravdépodobnostni funkce distribu¢ni funkce
f(x) F(x)
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3.1.7 Rovnomérné rozdéleni U (n)

Diskrétni rovnomeérné rozdéleni patii k zékladnim a nejjednodussim typim rozdéleni. Na ném jsou zaloZeny nejznaméjsi
wSkolni“ pfiklady o hazeni minci nebo kostkou. Diskrétni rozdéleni popisuje ndhodnou veli¢inu s koneénym poctem n
realizaci které nastavaji se stejnou pravdépodobnosti % Rovnomérnost rozdéleni vyjadiuje skutecnost, ze v realizacich
neméame zadné preference nebo, Ze o nich nic nevime.

Rovnomérné rozdéleni mé dvé dilezité charakteristiky

e viechny realizace jsou rovnocenné (Zadny vysledek neni preferovan),

e ostré hranice pro defini¢ni obor (hranice nelze piekrocit).

Pravdépodobnostni funkce
f(g:) = -, = 1527"' s

Rovnomeérné rozdéleni se Casto pouziva pii generovani dat. Jeho vyuziti je dulezité napiiklad pii uréeni chyby
pristroje, resp. rozptylu chyby piistroje.
X ~U(n) ma:

e stfednf hodnotu E [X] = 1 " ;,

o tozptyl D[X] = 1 3 (z; — E(X))%.
Priklad

Hazime Sestistrannou hraci kostkou. Nahodna veli¢ina je ¢islo, které padne. Graficky znazornéte (i) pravdépodob-
nostni a distribu¢ni funkci. Dale urcete (ii) stfedni hodnotu a (iii) rozptyl.
Regent:

Pokus mé Sest realizaci, tj. na kostce miize padnout 6 ruznych variant a kazd& mé pravdépodobnosti %.

(i) grafické zobrazeni pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce
pravdépodobnostni funkce distribu¢ni funkce
f(x) Fix)

01667 + + + + + +

pravdepodobnost
pravdepodobnost
H
i

¢islo na kostce cislo na kostce

(ii) stfedni hodnota E [X] = £(1+2+4 3+ 445+ 6) = 3.5000,
(iii) rozptyl D[X] = 1 ((1 352+ (2-35)>2 4 ...+ (6 3.5)2) — 2.9167,

3.2 Spojité rozdéleni

Spojité rozdéleni ma nekoneény nespocetny pocet realizaci, tj. jeho realizace jsou z realné osy. Pravdépodob-
nost vyskytu v jednom daném okamziku je téméf rovna nule, ale zaroven je distribu¢ni funkce spojitého
rozdéleni absolutné spojité.

PRIKLADY: chyby v méfeni rozméru soucéstky, doba ¢ekani na tramvaj, bezporuchova doba fungovéini pfistroje, in-
tenzita dopravniho proudu (je vlastné diskrétni, ale lze ji aproximovat spojitym - pilky aut)
3.2.1 Rovnomérné rozdéleni U (a,b)

O rovnomérném rozdéleni jsme mluvili uz v diskrétnich rozdélenich. Nyni se dostavame k jeho spojité varianté. I u této
varianty plati, Ze mé ve vSech bodech na intervalu (a, b) konstantni hustotu pravdépodobnosti. Mimo tento interval je
hustota pravdépodobnosti rovna 0.
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Hustota pravdépodobnosti

kde a,b € R.

Distribuéni funkce

X ~U(a,b) ma:

e stfedni hodnotu F [X] = atb

e rozptyl D [X]| = (b—a)®

12

Priklad

Sledujeme dobu ¢ekani na tramvaj, kterd mé pevny a staly interval 8 minut, pro ndhodné ptichézejici osoby. Dolni
hranice je 0 (osoba tramvaj zrovna dobéhla) a horni mez je rovna intervalu (dané osob& tramvaj pravé ujela a ona
musela ¢ekat na dalsi). Urcete (i) stfedni hodnotu, (ii) rozptyl a (iii) graficky znazornéte hustotu pravdépodobnosti a

distribuc¢ni funkeci.
Reseni:

(i
(ii) rozptyl D [X] =
(i

i
i

) Stfedni hodnota F [X] =

(-0 _ 533,

i) grafické zobrazeni pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce
pravdépodobnostni funkce

flx)

_ 7 proz € (a,b)
0 pro z ¢ (a,b)’
0 proz <a
= —e bproa<wz<b.
1 prox >b

distribu¢ni funkce

0151
016

014}

0.12F

01F
008}
0.06
004}

pravdepodobnost

0.02

002F

pravdepodobnost

3.2.2 Normalni rozdéleni N (u, 02)

Normalni rozdéleni (nékdy nazyvané Gaussovo rozdéleni) je nejéastéji pouZivanym rozdélenim spojité nahodné veliciny.

Divody k tomu jsou dva:

1. normélni rozdéleni vznika pii spoluptsobeni velkého mnozstvi nezavislych malych ndhod, takze fada ne presné
definovanych neurcitosti se mu zna¢né podobaji - napf. kdyZ se sype suchy pisek, zrnicka na sebe navzajem

3 1 5
doba cekani

F(x)

doba cekani

mnohokrate narazi a vysledkem je hromada, ktera dosti pfipomina ,dvourozmérnou gaussovku*,

2. normalni rozdéleni je jednim z mala, pro které se daji analyticky dopocitat i slozit&jsi statistické tlohy - jinak je
Casto tieba délat urcité aproximace.

Hustota pravdépodobnosti

1

V2mo?

e @z e R

kde parametry rozdéleni jsou p - stiedni hodnota a o2- rozptyl.

Normélni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou p=0 a jednotkovym rozptylem o2 = 1 nazyvidme normovanjym
normalnim rozdélenim. Budeme-li norméalné rozdélenou ndhodnou veli¢inu X normovat tak, aby méla stfedni hodnotu
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nula a rozptyl jedna, dostaneme nahodnou veli¢inu Z se standardnim normalnim rozdélenim. Normovaci vztah je
z = (x — p) /o a odpovidajici hustota pravdépodobnosti

1 1.2

52

f(z)= EQ_Q

Distribuéni funkce

F “nr(ton gy

x
1
x) = —
(=) / V2ro?
X ~N (/.L,O'Q) ma:
e stfedni hodnotu F [X] = p,
e rozptyl D [X] = 02,

Ac¢koli je norméalni rozdéleni tak ¢asté a pro svoje dobré vypocetni vlastnosti oblibené, je s nim trochu potiz. K
hustoté pravdépodobnosti totiz neexistuje primitivni funkce. Pravdépodobnosti intervalid, coz jsou integraly z hus-
toty pravdépodobnosti pies tyto intervaly, a stejné tak hodnoty distribu¢ni funkce nelze analyticky pocitat. Hodnoty
distribu¢ni funkce pro standardni normalni rozdéleni je mozné vypocist numericky pomoci riznych matematickych
programi nebo lze pouZit statistické tabulky (po znormovani).

Priklad 1

7 vojenského tdbora méa do sousedniho stanovisté dojet ndkladni automobil. Po cesté se nachézi most o vysce 4
metry. Vyska vojenskych nakladnich automobild lze popsat normélnim rozdélenim se stfedni hodnotou ¢ = 3.8 m a
smérodatnou odchylkou o = 0.3. (i) Jaka je pravdépodobnost, ze vyslané nékladni auto pod mostem projede? Urcete
(ii) st¥edni hodnotu a (iii) rozptyl. (iv) nakreslete hustotou pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci.

Reseni:
(i) Ze zadani tedy plyne, Ze vyska auta je ndhodna veli¢ina X ~ N (3.8, 0.32), tj. s normalnim rozdélenim
se stfedni hodnotou p = 3.8 a rozptylem o2 = 0.32 = 0.09. Ptame se, na pravdépodobnost P (X < 4). Pro

urceni této pravdépodobnosti mizeme pouzit tabulky (ukédZeme jen pro prehled, déle budeme uvazovat pouze s
programy) nebo né&jaky statisticky néastroj (Matlab, Statistica...).

1. Pouziti tabulek:
pii praci s tabulkami se predpoklada, ze ndhodné veli¢ina je ve formé normovaného normélniho rozdélent,
tedy X ~ N (0, 1). Musime tedy ulohu pfevést do normované oblasti, tj. ndhodnou veli¢inu X a s ni
souvisejici idaje musime pfepocitat na ndhodnou veli¢inu Z ~ N (0, 1). Vzorec pro pfepocet je

_X-p

o ag

Z

(7)

Pro hledanou pravdépodobnost nyni plati

X—pn 4-338
<
o 0.3

P(X<4):P( ):P(Z<O.67):0.749

2. Pouziti programu Matlab®

Hledame pravdépodobnost, kdy nadhodné veli¢ina X bude mensi nez 4, tzn. hledame distribu¢ni funkci
nikoliv hustotu pravdépodobnosti (tu bychom pouzili v pfipadg, ze by tam bylo znaménko ” = 7). PouZzijeme
tedy funkci

normal _cdf(4, 3.8, 0.09) % normal _cdf(X,m,v)

Tedy pravdépodobnost, 7e vojensky automobil projede pod mostem je 0.749.

Priklad 2

Na méstské komunikaci nedaleko od fizené kiizovatky méfime rychlosti projizdéjicich automobilii a uvazujeme o
tom, zda tyto rychlosti mizeme popsat pomoci normalniho rozdéleni.

Ovéfeni typu rozdéleni je pfedmétem testovani, ke kterému se dostaneme az pozdéji ve statistice. Nyni se budeme
drzet jen zékladnich rysi, které by normalni rozdéleni mélo mit.

5P#i praci s programem MATLAB se pracuje s verzi 7.5 (R2007b). Dale se pfedpoklada pouziti Statistického balitku, ktery je vytvofen
pfimo pro potfeby pfedmétu. P¥ipadné v nékterych p¥ipadech lze pouzit Statistic toolbox, ktery je rozsifenim programu MATLAB.
Vzhledem k tomu, Ze se jedné o placené rozsifeni, feSené piiklady budou FeSeny pomoci statistického balicku, ktery je moZno stahnout na
strankach predmétu.
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Budeme-li situaci sledovat, ihned zjistime, Ze rychlosti automobilt se vyznamné li§i v situaci, kdy do méreného
mista zasahuje z kfizovatky kolona, a jestlize zddn& kolona neni nebo je tak malé, Ze na méfené misto nemé vliv.
Rozhodneme-li se popisovat rychlosti bez ohledu na kolonu, dostaneme velmi hruby popis, ktery nepopisuje dobie ani
jednu ze zminénych situaci. Bude proto lépe situaci rozdélit na dva piipady: kolona ma velky vliv a kolona méa maly
vliv.

Vsimnéme si nejprve prvniho stavu, kdy kolona prakticky zasahuje na méfené misto a zptisobuje, Ze ¢asto naméfime
rychlost nula. V disledku toho, bude stfedni hodnota blizka nule. Vzhledem k tomu, Ze normalni rozdéleni je symetricke,
bude jeho hustota pravdépodobnosti svou levou ¢asti zasahovat do zaporné poloosy realizaci a tim tvrdime, Ze mohou
nastat i zaporné rychlosti (maji nenulovou pravdépodobnost). V tomto piipadé je tedy normalni rozdéleni nevhodné.

V druhém pfipadé jsou rychlosti aut vétsi (ziejmé nékde kolem maximalni povoleni rychlosti). Praumérna rychlost
bude taky velkid a odchylky od ni budou na obé strany, jak kladné (auta prekracujici povolenou rychlost), tak i
zaporné (ti, co telefonuji, hledaji nezndmou adresu atd.). V tomto p¥ipadé lze dobie pfedpokladat, Ze nulové rychlosti
se nebudou vyskytovat. Gaussova kiivka, kterd popisuje hustotu pravdépodobnosti normélniho rozdéleni bude svym
vrcholem nad stfedni hodnotou a levou ¢éasti bude zasahovat do zapornych hodnot az v misté, kdy je prakticky nulova,
a to tak, Ze i hodnota integrélu pfes zaporné hodnoty bude pfiblizné nula. V tomto pfipadé je pro popis rychlosti
projizdéjicich aut mozno pouzit normalni rozdéleni.

3.2.3 Log-normalni rozdéleni LN (u,0)

Normalni rozdélani, kterym jsme se pravé zabyvali, ma jednu nevyhodu. Je symetrické, definované na celé redlné
ose a tedy, pripousti i zaporné realizace ndhodné veli¢iny. Pfitom nezdpornost je pfirozenou vlastnosti celé fady
redlnych veli¢in, nap¥. délka, poCet (tj. intenzita i hustota dopravniho proudu), rychlost a mnoho dalgich. S touto
nevyhodou se ¢astec¢né vypoiadava log-normalni rozdéleni. Jeho realizace dostaneme transformaci normélniho rozdéleni
U~N (u, 02) podle rovnice X = eV. Toto rozdéleni se pro velkd p chova pfiblizné jako normélni, pro mala p je
nesymetrické. Obor hodnot, na kterém je jeho hustota pravdépodobnosti nenulova je mnozina nezapornych realnych

vvvvvv

Hustota pravdépodobnosti
1
f(z) = > e~ mz(nz—p)?’ prox >0
xoV 21

X ~ LN (p,0) mé:
e stiedni hodnotu F [X] = ento®/2,
e rozptyl D [X] = (e"2 _ 1) o2uta?

Toto rozdéleni se hodi napft. pro modelovani dopravniho proudu. Pro velké intenzity mohou byt zmény kladné i zaporné
(blizké normélnimu rozdéleni), p¥i nulové intenzité mohou byt zmény jen kladné.

3.2.4 Exponencialni rozdé&leni Exzp (0)

Exponencialni rozdéleni je spojitou obdobou geometrického, které popisuje pocet netspéchii, které je tieba absolvovat,
nez dojde ke zméné stavu a obdrzime tspéch. Podobné exponencidlni rozdéleni vyjadiuje ¢as mezi ndhodné se vysky-
tujicimi udalostmi napf. dobu fungovani urc¢itého piistroje, nez dojde ke zméné stavu - pfistroj se porouchéi. Tomuto
jevu se bézné fika bezporuchova doba fungovani pfistroje. Zde se ale jedna o velmi specidlni pfipad, kdy porucha je
zpusobena nikoli starnutim, ale n&jakou vné&jsi pri¢inou, kterd pristroj v ¢ase ohrozuje se stéle stejnou intenzitou. Z
této skutecnosti plyne vlastnost exponencidlniho rozdéleni, ktera iika, Ze toto rozdéleni nemé pamét. To lze vyjadrit
vztahem P (X >t+ s|X >t) = P(X > s), ktery fika: jestlize p¥istroj fungoval az do ¢asu t, pak pravdépodobnost,
ze bude jesté déle fungovat po dobu s je stejné, jako pravdépodobnost, ze bude fungovat po dobu s, aniz byl pred tim
vV provozu.

Hustota pravdépodobnosti
X ~ Ezp(§) ma:

e stiedni hodnotu F [X] =4,
e rozptyl D [X] = §°.
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Priklad

Zivotnost zadvodniho automobilu: Jaka je pravdépodobnost, Ze zdvodni automobil dokon¢i tithodinovy zavod, jestlize
jeho stiedni Zivotnost na plny vykon je 2 hodiny a 15 minut?

Hp jo f (x) = glge /2.

3
P(X<3) = /Of(x)dx:
3

= / oe/22gy - 1 (—2.25) [eﬂ/mr =1-e3/2% =0.736
0 2.25 0

3.2.5 y’rozdéleni x?(n)

x? rozdéleni je odvozeno ze souctu kvadratu nezavislych nghodnych velidin s normovanym norméalnim rozdélenimb,

tedy
) = > (N (0,1))°

i=1

kde n je pocet stupiiii volnosti. Se zvy3ujicim se poctem stupiii volnosti se hustota 2 blizi k normovanému
normalnimu rozdéleni N (0, 1).

Hustota x2 rozdéleni je pro hodnoty z < 0 je nulova. Zapis hustoty pravdépodobnosti pro hodnoty = > 0 je
komplikovany a vyuZiva se pro ngj mmj. I' (gamma) funkce.

X ~x?(n) ma:
e stfedni hodnotu F [X] = n,

e rozptyl D [X] = 2n.

3.2.6 Studentovo t-rozdéleni ¢ (n)

Dalsi spojité rozdéleni, které je odvozeno od normovaného normalniho rozdéleni. ¢-rozdéleni ziskame jako podil dvou
veli¢in, jedné s normovanym normalnim rozdélenim a druhé s x2?rozdélenim, tedy

N (0,1
)=

Dulezita vlastnost t-rozdéleni je ta, Ze se vristajicim poCtem stupnid volnosti n se studentovo t-rozdéleni blizi
normovanému rozdéleni (souvisi to s chovanim x? rozdéleni). P¥i niz§im poétu stupiii volnosti se podoba normovanému

“x o

normalnimi rozdéleni, ale s t&78imi konci, tzn. D [X] > 1.
X ~t(n) ma:
e stfedni hodnotu F [X] =0,

e rozptyl D [X] = 15,

3.2.7 F rozdéleni F (m,n)

F rozdéleni neboli Fisherovo rozdéleni je spojité rozdéleni pro podil dvou nezapornych veli¢in. U obou veli¢in se
predpoklada x? rozdéleni se stupni volnosti m a n a plati tedy

i (m)/m
Flmn) = 2w /n

X ~ F(m,n) ma:
e stiedni hodnotu E [X] = v,
e rozptyl D [X] = 2v.

F rozdéleni popisuje veli¢inu ve tvaru podilu dvou rozptylti. Typicky se jedné o rozptyl vysvétleny a nevysvétleny pfi
zkoumani zavislosti dvou nebo vice velicin.

6Toto rozdéleni doprovazi veli¢iny, které jsou tvofeny kvadraty - rozptyl, kriterium ve tvaru souétu &tverci ...
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