
Jevy, nezávislost, Bayesova v¥ta

17. b°ezna 2015

Instrukce:

Projd¥te si v²echny p°íklady. Kaºdý p°íklad se snaºte pochopit. Pak vymyslete a vy-
°e²te p°íklad podobný. Tím se ujistíte, ºe p°íkladu rozumíte. Dal²í p°íklady najdete na
stránkách Ivana Nagye.

U£ivo:

Zápis jev· pomocí mnoºin.
Pravd¥podobnost pr·niku/sjednocení dvou obecných/neslu£itelných/nezávislých jev·.
Závislost/nezávislost jev·.
�e²ení p°íklad· pomocí pravd¥podobnostního stromu.
Úplná pravd¥podobnost.
Bayes·v vzorec (bez úplné pravd¥podobnosti).

Jevy zapsané mnoºinou

Hrací kostka. Zapi²te mnoºinov¥ jev J = �Padne sudé £íslo.� Jaká je pravd¥podobnost tohoto jevu?

J = {2, 4, 6}
Základní prostor:
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
V²echny elementární jevy jsou stejn¥ pravd¥podobné.
P = 3

6 = 0, 5

Dv¥ hrací kostky. Zapi²te mnoºinov¥ jev J = �Padne sou£et men²í neº 5.� Jaká je pravd¥podobnost
tohoto jevu?

J = {[1, 1] , [1, 2] , [1, 3] , [2, 1] , [2, 2] , [3, 1]}
Základní prostor má 6x6 prvk·.
V²echny elementární jevy jsou stejn¥ pravd¥podobné.
P = 6

36 = 1
6
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Podmín¥ná pravd¥podobnost

Dv¥ hrací kostky. Jaká je pravd¥podobnost, ºe padne sou£et men²í neº 5, pokud na první kostce
padla 2?

J = {[2, 1] , [2, 2]}
Základní prostor má 6x6 prvk·. Nás ale zajímají jen ty, kdy na první kostce padne 2.
T¥ch je ²est. A z t¥chto ²esti odpovídají na²emu jevu dv¥ moºnosti.
V²echny elementární jevy jsou stejn¥ pravd¥podobné.
P = 2

6 = 1
3

Dv¥ hrací kostky. Jaká je pravd¥podobnost, ºe padne sou£et v¥t²í neº 8, pokud na první kostce
padlo liché £íslo?

J = {[3, 6] , [5, 4] , [5, 5] , [5, 6]}
Základní prostor má 6x6 prvk·. Nás ale zajímají jen ty za£ínající lichým £íslem. t¥ch je
18. A z t¥chto 18 odpovídají na²emu jevu 4 moºnosti.
V²echny elementární jevy jsou stejn¥ pravd¥podobné.
P = 4

18 = 2
9

Pr·nik a sjednocení jev·

A a B jsou neslu£itelné jevy. P (A) = 0, 2. P (B) = 0, 3. Jaká je pravd¥podobnost jejich pr·niku a
sjednocení?

P (A ∩B) = 0
P (A ∪B) = P (A) + P (B) = 0, 2 + 0, 3 = 0, 5

A a B jsou jevy. P (A) = 0, 2. P (B) = 0, 3. Pokud nastal jev A, je pravd¥podobnost jevu B rovna:
P (B|A) = 0.5. Jaká je pravd¥podobnost jejich pr·niku a sjednocení?

P (A ∩B) = P (B|A) .P (A) = 0, 5.0, 2 = 0, 1
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) = 0, 2 + 0, 3− 0, 1 = 0, 4
Vzorec pro pr·nik je jasný. Pravd¥podobnost, ºe nastanou oba jevy, je pravd¥podobnost,
ºe nastane jeden jev krát pravd¥podobnost, ºe nastane druhý jev, ov²em uº za podmínky,
ºe nastal ten první jev.
Vzorec pro sjednocení je krásn¥ vid¥t z následujícího obrázku. P°i se£tení pravd¥podob-
ností bychom pr·nik zapo£ítali dvakrát, proto ho musíme jednou ode£íst.
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A a B jsou nezávislé jevy. P (A) = 0, 2. P (B) = 0, 3. Jaká je pravd¥podobnost jejich pr·niku a
sjednocení?

P (A ∩B) = P (A) .P (B) = 0, 2.0, 3 = 0, 06
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) = P (A) + P (B)− P (A) .P (B) = 0, 2 + 0, 3−
0, 2.0, 3 = 0, 44

Závislost a nezávislost jev·

Hrací kostka.
Jev A: Padne jedno z £ísel 1,2,5,6.
Jev B: Padne jedno z £ísel 3,4,6.
Jsou tyto jevy závislé nebo nezávislé?

Pro nezávislé jevy platí dva speciální vztahy:
P (A|B) = P (A) ... nezáleºí na podmínce
P (A ∩B) = P (A) .P (B) ... plyne z p°edchozího vztahu po dosazení do P (A ∩B) =
P (A|B) .P (B).
Testujme nap°. podle druhého vztahu:
A ∩B = {6}
P (A) = 4

6
P (B) = 3

6
P (A ∩B) = 1

6
Dosadíme do vztahu a dostaneme:
1
6 6=

4
6 .

3
6

Tedy jevy NEjsou NEzávislé, tedy jsou závislé.

Hrací kostka.
Jev A: Padne jedno z £ísel 1,2,3,6.
Jev B: Padne jedno z £ísel 3,4,6.
Jsou tyto jevy závislé nebo nezávislé?

Pro nezávislé jevy platí dva speciální vztahy:
P (A|B) = P (A) ... nezáleºí na podmínce
P (A ∩B) = P (A) .P (B) ... plyne z p°edchozího vztahu po dosazení do P (A ∩B) =
P (A|B) .P (B).
Testujme nap°. podle druhého vztahu:
A ∩B = {3, 6}
P (A) = 4

6
P (B) = 3

6
P (A ∩B) = 2

6
Dosadíme do vztahu a dostaneme:
2
6 = 4

6 .
3
6

Tedy jevy jsou NEzávislé.
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Chováme my²ky. Bílé a £erné. S modrýma nebo hn¥dýma o£ima. Jejich po£ty ukazuje následující
tabulka:

modré o£i hn¥dé o£i
bílé 5 15
£erné 10 30

Jev A: My²ka je £erná.
Jev B: My²ka má modré o£i.
Jsou tyto jevy závislé nebo nezávislé?

Pro nezávislé jevy platí dva speciální vztahy:
P (A|B) = P (A) ... nezáleºí na podmínce
P (A ∩B) = P (A) .P (B) ... plyne z p°edchozího vztahu po dosazení do P (A ∩B) =
P (A|B) .P (B).
Testujme nap°. podle druhého vztahu:
P (A) = 40

60
P (B) = 15

60
P (A ∩B) = 10

60
Dosadíme do vztahu a dostaneme:
10
60 = 40

60 .
15
60

Tedy jevy jsou NEzávislé.

Poznámka: V rámci náhody se samoz°ejm¥ m·ºe stát, ºe i kdyº jsou jevy nezávislé, rovnost
P (A ∩B) = P (A) .P (B) nebude spln¥na p°esn¥. Zvládnout tuto situaci se budeme u£it ve Statis-
tice.

Strom

V pytlíku je ²est kuli£ek modrých a t°i £ervené. Jaká je pravd¥podobnost, ºe vytáhnu jednu modrou
a dv¥ £ervené?

Kuli£ky po jednotlivých tazích nevracíme. Tím se tedy pr·b¥ºn¥ m¥ní pravd¥podobnost,
ºe vytáhnu takovou £i onakou kuli£ku. Musíme si tedy sestrojit strom v²ech moºností a
pak vybrat ty moºnosti, které vyhovují zadání.
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Zadání vyhovují t°i zelen¥ ozna£ené moºnosti.
6
9 .

3
8 .

2
7 + 3

9 .
6
8 .

2
7 + 3

9 .
2
8 .

6
7 = 3

14

V klobouku je 5 jmen chlapeckých a 3 jména dív£í. Losuji dv¥. Jaká je pravd¥podobnost, ºe ob¥
jména budou chlapecká, pokud

1. po vylosování lístek vrátím do klobouku.

2. po vylosování lístek nevrátím do klobouku.

1) Vrátím do klobouku

5
8 .

5
8 = 25

64
2) Nevrátím do klobouku
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5
8 .

4
7 = 5

14

Bayesova v¥ta

Odvození Bayesovy v¥ty:

P (A ∩B) = P (A|B).P (B)

= P (B|A).P (A)

Tedy: P (A|B).P (B) = P (B|A).P (A)

Tedy: P (A|B) = P (B|A).P (A)
P (B)

90% lidí s rakovinou plic jsou ku°áci.
28% lidí kou°í.
8% lidí má rakovinu plic.
Jaká je pravd¥podobnost, ºe onemocním rakovinou plic, pokud budu kou°it?

K ... Kou°í.
R ... Rakovina plic.
P (K) = 0, 28
P (R) = 0, 08
Na t¥chto p°íkladech je nejt¥º²í ur£it, co je podmínka.
První v¥tu m·ºu p°epsat: Kdyº vím, ºe n¥kdo má rakovinu plic, tak je to na 90%
ku°ák. Nebo taky: Za podmínky, ºe má rakovinu plic, tak je to na 90% ku°ák. Tedy:
P (K|R) = 0, 9.
Bayesova v¥ta:
P (R|K) = P (K|R).P (R)

P (K) = 0,9.0,08
0,28 = 0, 26 = 26%

Kdyº budu kou°it, na 26% dostanu rakovinu plic.

Kdyº sedneme za volant, máme ²anci asi 0,01%, ºe b¥hem této jízdy zp·sobíme váºnou dopravní
nehodu. Asi p·l procenta °idi£· na silnicích °ídí pod vlivem alkoholu. Asi 14% váºných dopravních
nehod zp·sobili °idi£i pod vlivem alkoholu. Kdyº se napiji alkoholu a pak jdu °ídit, kolikrát vzroste
pravd¥podobnost, ºe b¥hem této jízdy zp·sobím váºnou dopravní nehodu?
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A ... Alkohol.
N ... Nehoda.
P (A) = 0, 005
P (N) = 0, 0001
... Z t¥ch °idi£·, kte°í zp·sobili nehodu, jich bylo 14% pod vlivem. = Za podmínky, ºe
zp·sobili nehodu, je pravd¥podobnost, ºe byli pod vlivem 14%. Tedy: P (A|N) = 0, 14.
Bayesova v¥ta:
P (N |A) = P (A|N).P (N)

P (A) = 0,14.0,0001
0,005 = 0, 0028

Pravd¥podobnost nehody je u opilého °idi£e P (N |A)
P (N) = 28 krát v¥t²í, neº kdyº o pití

°idi£e nevíme nic.

Pokud chceme spo£íst, kolikrát vzroste pravd¥podobnost proti °idi£i, který nepil, musíme
spo£íst zlomek : P (N |A)

P (N |A′) .
Pouºijeme rozpis pro úplnou pravd¥podobnost: P (N) = P (N ∧ A) + P (N ∧ A′) =
P (N |A).P (A) + P (N |A′).P (A′).

Vyjád°íme to, co nás zajímá: P (N |A′) = P (N)−P (N |A).P (A)
P (A′) .

Je²t¥ pot°ebujeme vyjád°it pravd¥podobnost, ºe náhodný °idi£ nepil alkohol: P (A′) =
1− P (A) = 0, 995
Spo£teme pravd¥podobnost, ºe °idi£, který nepil, zp·sobí váºnou dopravní nehodu:
P (N |A′) = P (N)−P (N |A).P (A)

P (A′) = 0,0001−0,0028.0,005
0,995 = 0, 000086

Dosadíme: P (N |A)
P (N |A′) = 0,0028

0,000086 = 32, 4.
Pravd¥podobnost váºné nehody u °idi£e, který pil alkohol je 32-krát v¥t²í neº u °idi£e,
který alkohol nepil.

Bayes·v vzorec s úplnou pravd¥podobností

V anglickém m¥ste£ku Longsweek ukradli z muzea vzácnou sochu �erného prince. P°ihlásil se
sv¥dek, který uvedl, ºe u muzea vid¥l dodávku zna£ky Bedford CA modré barvy. To by mohlo
vy²et°ujícímu detektivovi velmi pomoci, protoºe zjistil, ºe funk£ních tmavých Bedford· CA je v
Británii uº pouze 432 a z nich je modrých pouze patnáct. Ostatní jsou £erné. Cht¥l si ov¥°it, ºe
se sv¥dek nespletl v barv¥ a proto druhý den nechal na stejné místo za stejných okolností p°ed-
jíºd¥t n¥kolik tmavých aut. Sv¥dek se spletl v jednom pokusu z osmi. Jaká je za t¥chto okolností
pravd¥podobnost, ºe vid¥né auto bylo skute£n¥ modré?

Jev M ... Bedford CA je modrý.
Jev V ... Sv¥dek vyhodnotí barvu jako modrou.
P (M) = 15

432 = 0, 0347
Pokud je auto modré, pak jej sv¥dek vyhodnotí jako modré s pravd¥podobností:
P (V |M) = 7

8 = 0, 875.
Pokud auto není modré, pak jej sv¥dek vyhodnotí jako modré s pravd¥podobností:
P (V |M ′) = 1

8 = 0, 125.
Jaká je pravd¥podobnost P (M |V )?

Vyjdeme z Bayesova vzorce: P (M |V ) = P (V |M).P (M)
P (V ) .
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Neznáme v²ak P (V ). Spo£teme je úplnou pravd¥podobností:
P (V ) = P (V ∩M) + P (V ∩M ′) = P (V |M).P (M) + P (V |M ′).P (M ′)
Známe v²e aº na P (M ′), které je ale triviáln¥: P (M ′) = 1− P (M) = 0, 9653.
Dosadíme a spo£teme: P (V ) = 0, 875 · 0, 0347 + 0, 125 · 0, 9653 = 0, 151.
Dosadíme do Bayesova vzorce: P (M |V ) = 0,875·0,0347

0,151 = 0, 201.
Pravd¥podobnost, ºe Bedford CA byl opravdu modrý je pouhých dvacet procent.

T¥hotná maminka m·ºe absolvovat invazivní genetický test miminka. P°i n¥m se zji²´uje krom¥
jiného Down·v syndrom. Spolehlivost testu je cca 99,5%. Down·v syndrom má cca jedno z 900
po£atých d¥tí. Pokud byl test u miminka pozitivní, jaká je pravd¥podobnost, ºe má skute£n¥ Down·v
syndrom?

Jev D ... Miminko má Down·v syndrom.
Jev T ... Test je pozitivní.
P (D) = 1

900 = 0, 0011
Pokud je miminko nemocné, pak test bude pozitivní na 99,5%: P (T |D) = 0, 995.
Pokud je miminko zdravé, bude test pozitivní na 0,5%: P (T |D′) = 0, 005.
Jaká je pravd¥podobnost P (D|T )?
Vyjdeme z Bayesova vzorce: P (D|T ) = P (T |D).P (D)

P (T ) .
Neznáme v²ak P (T ). Spo£teme je úplnou pravd¥podobností:
P (T ) = P (T ∩D) + P (T ∩D′) = P (T |D).P (D) + P (T |D′).P (D′)
Známe v²e aº na P (D′), které je ale triviáln¥: P (D′) = 1− P (D) = 0, 9989.
Dosadíme a spo£teme: P (T ) = 0, 995 · 0, 0011 + 0, 005 · 0, 9989 = 0, 006089.
Dosadíme do Bayesova vzorce: P (D|T ) = 0,995·0,0011

0,006089 = 0, 18.
Pravd¥podobnost, ºe miminko má skute£n¥ Down·v syndrom je cca 18%.

Poznámka 1: Ve skute£nosti je situace s testováním Downova syndromu o n¥co sloºit¥j²í.
Poznámka 2: Invazivní vy²et°ení (odb¥r vzorku z placenty nebo plodové vody) se n¥kdy nepovede.
Asi v jednom procentu p°ípad· vy²et°ení zp·sobí smrt miminka.

8


