Jevy, nezavislost, Bayesova véta

17. bfezna 2015

Instrukce:

Projdéte si v8echny piiklady. Kazdy piiklad se snazte pochopit. Pak vymyslete a vy-
feste priklad podobny. Tim se ujistite, ze piikladu rozumite. Dalsi piiklady najdete na
strankach Ivana Nagye.

Uc¢ivo:

Zapis jevi pomoci mnozin.

Pravdépodobnost praniku/sjednoceni dvou obecnych /neslucitelnych /nezavislych jevi.
Zavislost /nezavislost jeva.

Regent priklada pomoci pravdépodobnostniho stromu.

Uplna pravdépodobnost.

Bayestv vzorec (bez tplné pravdépodobnosti).

Jevy zapsané mnoZinou
Hraci kostka. ZapiSte mnozinové jev J = ,Padne sudé ¢islo.” Jaka je pravdépodobnost tohoto jevu?

J=1{2,4,6}

Zakladni prostor:

0=1{1,2,3,4,5,6}

Vgechny elementarni jevy jsou stejné pravdépodobné.
P= % =0,5

Dve hraci kostky. Zapiste mnozinové jev J = ,Padne soucet mensi nez 5.” Jaka je pravdépodobnost
tohoto jevu?

J = {[]" 1] ) [17 2] ) [17 3} ) [2’ 1] ) [27 2] ) [37 1]}
Zakladni prostor mé 6x6 prvki.
Vs8echny elementarni jevy jsou stejné pravdépodobné.

=56 _1
P=g5=5




Podminéna pravdépodobnost

Dvé hraci kostky. Jaka je pravdépodobnost, Ze padne soufet mensi nez 5, pokud na prvni kostce
padla 2?7

J={[2,1],[2,2]}

Zakladni prostor ma 6x6 prvkia. Nas ale zajimaji jen ty, kdy na prvni kostce padne 2.
Téch je Sest. A z téchto Sesti odpovidaji naSemu jevu dvé moznosti.

Vgechny elementarni jevy jsou stejné pravdépodobné.

_2_1
P_6_3

Dvé hraci kostky. Jaka je pravdépodobnost, ze padne soucet vétsi nez 8, pokud na prvni kostce
padlo liché ¢islo?

J = {[33 6] ) [574] ) [57 5} ) [5v 6]}

Zakladni prostor ma 6x6 prvku. Néas ale zajimaji jen ty zac¢inajici lichym ¢islem. téch je
18. A z téchto 18 odpovidaji naSemu jevu 4 moznosti.

Vgechny elementarni jevy jsou stejné pravdépodobné.

— 4 _2
P=3%=3

Prinik a sjednoceni jevi
A a B jsou neslutitelné jevy. P(A) = 0,2. P(B) = 0,3. Jaka je pravdépodobnost jejich priniku a
sjednoceni?

P(ANB)=0
P(AUB)=P(A)+P(B)=0,240,3=0,5

A a B jsou jevy. P(A) =0,2. P(B) =0, 3. Pokud nastal jev A, je pravdépodobnost jevu B rovna:
P (B|A) = 0.5. Jaka je pravdépodobnost jejich praniku a sjednoceni?

P(ANnB)=P(B|A).P(A) =0,5.0,2=0,1
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANnB)=0,240,3-0,1=0,4

Vzorec pro prinik je jasny. Pravdépodobnost, Ze nastanou oba jevy, je pravdépodobnost,
7e nastane jeden jev krat pravdépodobnost, Ze nastane druhy jev, ovem uZz za podminky,
ze nastal ten prvni jev.

Vzorec pro sjednoceni je krasné vidét z nasledujicitho obrazku. Pii secteni pravdépodob-
nosti bychom prinik zapocitali dvakrat, proto ho musime jednou odeéist.
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A a B jsou nezavislé jevy. P(A) = 0,2. P(B) = 0,3. Jaka je pravdépodobnost jejich pruniku a
sjednoceni?

P(ANB) = P(A).P(B)=0,2.0,3=0,06

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=P(A)+P(B)—P(A).P(B)=0,2+0,3 -
0,2.0,3 = 0,44

Zavislost a nezavislost jevi

Hraci kostka.

Jev A: Padne jedno z ¢isel 1,2,5,6.
Jev B: Padne jedno z ¢isel 3,4,6.
Jsou tyto jevy zavislé nebo nezavislé?

Pro nezavislé jevy plati dva specialni vztahy:

P (A|B) = P(A) ... nezalezi na podmince

P(ANB) = P(A).P(B) ... plyne z pfedchoziho vztahu po dosazeni do P (AN B) =
P (A|B).P(B).

Testujme napt. podle druhého vztahu:

AN B = {6}

P(A) = %

P(B) =3

P(ANB)=¢

Dosadime do vztahu a dostaneme:

1,43

g g:g - . . .
Tedy jevy NEjsou NEzavislé, tedy jsou zévislé.

Hraci kostka.

Jev A: Padne jedno z ¢&isel 1,2,3,6.
Jev B: Padne jedno z ¢isel 3,4,6.
Jsou tyto jevy zavislé nebo nezévislé?

Pro nezavislé jevy plati dva specidlni vztahy:

P (A|B) = P(A) ... nezaleZi na podmince

P(ANB) = P(A).P(B) ... plyne z predchoziho vztahu po dosazeni do P (AN B) =
P (A|B).P(B).

Testujme napt. podle druhého vztahu:

ANB={3,6}

P(4) =3
P(B) =3
P(ANB)=2

Dosadime do vztahu a dostaneme:
2 _43

'S

6 66
Tedy jevy jsou NEzavislé.



Chovame mygky. Bilé a ¢erné. S modryma nebo hnédyma oc¢ima. Jejich po¢ty ukazuje nasledujici
tabulka:
H modré oci \ hnédé oci ‘
bilé 5 15
Cerné 10 30

Jev A: Myska je Cerné.
Jev B: Myska mé modré odi.
Jsou tyto jevy zavislé nebo nezavislé?

Pro nezavislé jevy plati dva specialni vztahy:
P (A|B) = P(A) ... nezaleZi na podmince
P(ANB) = P(A).P(B) ... plyne z pfedchoziho vztahu po dosazeni do P (AN B) =

P (A|B).P(B).

Testujme napt. podle druhého vztahu:
P(A)= %

P(ANB) =

Dosadime do vztahu a dostaneme:

10 __ 40 15

60 — 6060
Tedy jevy jsou NEzavislé.

Poznamka: V ramci ndhody se samoziejmé muze stat, ze i kdyz jsou jevy nezavislé, rovnost

P(ANB)=P(A).P(B) nebude splnéna piesné. Zvladnout tuto situaci se budeme uéit ve Statis-
tice.

Strom

V pytliku je Sest kulicek modrych a tii éervené. Jaka je pravdépodobnost, zZe vytdhnu jednu modrou
a dvé Cervené?

Kulicky po jednotlivych tazich nevracime. Tim se tedy priitbézné méni pravdépodobnost,
ze vytahnu takovou ¢ onakou kulicku. Musime si tedy sestrojit strom v8ech moznosti a
pak vybrat ty moznosti, které vyhovuji zadéani.



1. tah

V klobouku je 5 jmen chlapeckych a 3 jména divéi. Losuji dvé. Jaka je pravdépodobnost, ze obé
jména budou chlapecké, pokud

1. po vylosovani listek vratim do klobouku.

2. po vylosovani listek nevratim do klobouku.

1) Vratim do klobouku

5 - 25
8

5
8'8 ~ 64
2) Nevratim do klobouku



Bayesova véta
Odvozeni Bayesovy véty:

P(ANB) = P(A|B).P(B)
— P(B|A).P(

=

Tedy: P(A|B).P(B) = P(B|A).P(A)

Tedy: P(A|B) = 713(3},‘23'1;(’4)

90% lidi s rakovinou plic jsou kuFaci.

28% lidi koufi.

8% lidi mé rakovinu plic.

Jaka je pravdépodobnost, Ze onemocnim rakovinou plic, pokud budu kouftit?

K ... Kouii.

R ... Rakovina plic.

P(K)=0,28

P(R)=0,08

Prvni vétu muzu prepsat: Kdyz vim, Ze ndkdo ma rakovinu plic, tak je to na 90%
kurak. Nebo taky: Za podminky, ze méa rakovinu plic, tak je to na 90% kurak. Tedy:
P(K|R)=0,9.

Bayesova véta:

P(R|K) = PELDIE = 03008 — 0,26 = 26%

Kdyz budu koufit, na 26% dostanu rakovinu plic.

Kdyz sedneme za volant, mame 8anci asi 0,01%, Zze b&hem této jizdy zpusobime vaznou dopravni
nehodu. Asi pil procenta fidi¢t na silnicich ¥idi pod vlivem alkoholu. Asi 14% vaznych dopravnich
nehod zpusobili Fidi¢i pod vlivem alkoholu. KdyZ se napiji alkoholu a pak jdu fidit, kolikrat vzroste

pravdépodobnost, Zze béhem této jizdy zpusobim vaznou dopravni nehodu?



A ... Alkohol.

N ... Nehoda.
P(A) = 0,005
P(N) =0,0001

... Z t&ch fidic¢n, kteri zpusobili nehodu, jich bylo 14% pod vlivem. = Za podminky, ze
zpiusobili nehodu, je pravdépodobnost, Ze byli pod vlivem 14%. Tedy: P(A|N) =0, 14.
Bayesova véta:

_ P(A|N).P(N) __ 0,14.0,0001 __
P(N|A) = ZADPID - BLLE0001 — 0, 0028

Pravdépodobnost nehody je u opilého Fidice
fidi¢e nevime nic.

P(N|A)
P(N)

= 28 krat vétsi, nez kdyz o piti

Pokud chceme spocist, kolikrat vzroste pravdépodobnost proti fidici, ktery nepil, musime
spocist zlomek : %.
PouZijeme rozpis pro uplnou pravdépodobnost: P(N) = P(N A A) + P(N AN A') =
P(N|A).P(A) + P(N|A").P(A").

P(N)—P(N|A).P(A)

Vyjadiime to, co nas zajima: P(N|A') = PAT)

Jests potiebujeme vyjadrit pravdépodobnost, 7e ndhodny Fidi¢ nepil alkohol: P(A’) =
1— P(A) = 0,995
Spocteme pravdépodobnost, ze 7idi¢, ktery nepil, zpusobi vaZznou dopravni nehodu:
_ P(N)—P(N|A).P(A) _ 0,0001—0,0028.0,005 _
P(N|A") = P = SnE = 0, 000086
. P(NJA) _ 0,0028 _
Dosadime: P(N|A) = 0,000086 — 32,4.
Pravdépodobnost vazné nehody u tidice, ktery pil alkohol je 32-krat vétsi nez u fidice,

ktery alkohol nepil.

Bayestv vzorec s tplnou pravdépodobnosti

V anglickém méstecku Longsweek ukradli z muzea vzacnou sochu Cerného prince. Prihléasil se
svédek, ktery uvedl, ze u muzea vidél dodévku znacky Bedford CA modré barvy. To by mohlo
vySetfujicimu detektivovi velmi pomoci, protoze zjistil, Ze funk¢nich tmavych Bedfordu CA je v
Britanii uz pouze 432 a z nich je modrych pouze patnact. Ostatni jsou ¢erné. Chtél si ovéfit, ze
se svédek nespletl v barvé a proto druhy den nechal na stejné misto za stejnych okolnosti pred-
jizdét nékolik tmavych aut. Svédek se spletl v jednom pokusu z osmi. Jaka je za téchto okolnosti

pravdépodobnost, Ze vidéné auto bylo skuteéné modré?

Jev M ... Bedford CA je modry.

Jev V' ... Svédek vyhodnoti barvu jako modrou.

P(M) = £5 =0,0347

Pokud je auto modré, pak jej svédek vyhodnoti jako modré s pravdépodobnosti:
P(V|IM) =1 =0,875.

Pokud auto neni modré, pak jej svédek vyhodnoti jako modré s pravdépodobnosti:
P(VIM') = £ =0,125.

Jaka je pravdépodobnost P(M|V)?

Vyjdeme 7 Bayesova vzorce: P(M|V) = w.

V)



Nezname vsak P(V). Spocteme je uplnou pravdépodobnosti:
PV)=PVnNM)+P(VNM)=PV|M).P(M)+ P(V|M").P(M")

Znéame v8e a7z na P(M'), které je ale trivialng: P(M') =1 — P(M) = 0, 9653.
Dosadime a spoc¢teme: P(V) = 0,875 -0,0347 + 0,125 - 0,9653 = 0, 151.
Dosadime do Bayesova vzorce: P(M|V) = W =0,201.
Pravdépodobnost, ze Bedford CA byl opravdu modry je pouhych dvacet procent.

Téhotnd maminka muZe absolvovat invazivni geneticky test miminka. P¥i ném se zjistuje kromé
jiného Downiiv syndrom. Spolehlivost testu je cca 99,5%. Downiiv syndrom mé cca jedno z 900
pocatych déti. Pokud byl test u miminka pozitivni, jaka je pravdépodobnost, Ze ma skute¢né Downiiv
syndrom?

Jev D ... Miminko ma Downtv syndrom.

Jev T' ... Test je pozitivni.

P(D) = 555 = 0,0011

Pokud je miminko nemocné, pak test bude pozitivni na 99,5%: P(T|D) = 0, 995.
Pokud je miminko zdravé, bude test pozitivni na 0,5%: P(T'|D’) = 0,005.

Jaka je pravdépodobnost P(D|T)?
Vyjdeme z Bayesova vzorce: P(D|T) =
Nezname vsak P(T). SpoCteme je tplnou pravdépodobnosti:
P(T)=P(TND)+P(TND")=P(T|D).P(D)+ P(T|D").P(D)

Zname vie az na P(D'), které je ale trividlng: P(D’) =1 — P(D) = 0,9989.
Dosadime a spocteme: P(T) = 0,995 - 0,0011 + 0,005 - 0, 9989 = 0, 006089.
Dosadime do Bayesova vzorce: P(D|T) = % =0,18.

Pravdépodobnost, Ze miminko m4 skute¢né Downtiv syndrom je cca 18%.

P(T|D).P(D)
P(T) )

vvvvvv

Poznamka 2: Invazivni vySetfeni (odbér vzorku z placenty nebo plodové vody) se nékdy nepovede.
Asi v jednom procentu p¥ipadu vySetfeni zptsobi smrt miminka.




