
T°i hlavní v¥ty pravd¥podobnosti

15. kv¥tna 2015

První p°íklad

P°edstavme si, ºe máme atomy typu A, které se samovolným radioaktivním
rozpadem rozpadají na atomy typu B. Pr·m¥rná doba rozpadu je 3 hodiny.
Víme, ºe takový rozpad má exponenciální rozd¥lení.

Provedeme ve Scilabu simulaci pro 10 000 jader, vykreslíme histogram a
porovnáme s danou hustotou pravd¥podobnosti f (x) = 1

D · e
− x

D , kde D = 3:

Aº dosud pracujeme se známým rozd¥lením, takºe nap°. spo£ítat, za jak
dlouho se rozpadne 90% jader, není problém.

Nyní p°edchozí p°íklad upravme. Jádro A se bude rozpadat na jádro B a
to na jádro C. Pro jednoduchost m¥jme oba rozpady exponenciální se st°ední
dobou rozpadu 3 hodiny. Vykresleme nyní histogram pro náhodnou veli£inu, za
jak dlouho nám vznikne jádro C. Tato doba je dána sou£tem dob obou rozpad·
- exponenciálních náhodných veli£in.
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V simulaci tedy vygenerujeme dva °ádky náhodných £ísel s p°íslu²ným expo-
nenciálním rozd¥lením a ty se£teme. Pro tento sou£et pak vykreslíme histogram:

Vidíme, ºe toto rozd¥lení jiº rozhodn¥ není exponenciální, ani nep°ipomíná
ºádné jiné standardní rozd¥lení. Ur£it, za jak dlouho nám vznikne 90% jader C,
je jiº mnohem náro£n¥j²í problém.

V tomto p°ípad¥ bychom je²t¥ um¥li výslednou hustotu pravd¥podobnosti
g (x) ur£it dle vzorce:

g (x) =

xˆ

t=0

f (t) · f (x− t) dt,

kde f (t) je v na²em p°ípad¥ hustota exponenciálního rozd¥lení.
Pokud bychom ale s£ítali více náhodných veli£in, tak s kaºdou dal²í by nám

ve výpo£tu p°ibýval jeden integrál a výpo£et by se stal prakticky nezvládnutel-
ným.

Vykresleme nyní histogramy, pokud by v rozpadové °ad¥ bylo n rozpad·.
�erven¥ vykreslujeme Gaussovo rozd¥lení se stejnou st°ední hodnotou a roz-

ptylem, jako má zkoumané sou£tové rozd¥lení. Tuto st°ední hodnotu a rozptyl
spo£teme velmi snadno, protoºe víme, ºe p°i s£ítání náhodných veli£in se st°ední
hodnoty i rozptyly také s£ítají. V na²em p°ípad¥ budou tedy st°ední hodnota a
rozptyl rovny:

µ = n ·D,
ρ2 = n ·D2.
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Co pozorujeme? Za£ali jsme s exponenciálním rozd¥lením. P°i s£ítání byl
tvar sou£tového rozd¥lení pom¥rn¥ sloºitý, velmi rychle se v²ak blíºil normálnímu
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rozd¥lení. Pro n = 8 je sou£tové rozd¥lení je²t¥ trochu nahnuté doleva, pro t°icet
je uº vícemén¥ dobré, pro sto uº sedí výborn¥. Dokonale by samoz°ejm¥ sed¥lo
aº pro n =∞.

M·ºeme tedy pro sou£et cca t°iceti a více náhodných veli£in (se
stejným rozd¥lením) pouºívat normální rozd¥lení N

(
nµ, nρ2

)
, kde

n je po£et s£ítaných veli£in a µ a ρ2 jsou st°ední hodnota a rozptyl
jedné veli£iny.

Druhý p°íklad

Do práce jezdím vlakem. Vlak p°ijíºdí kaºdých 24 minut a já p°icházím v ná-
hodný okamºik. Doba £ekání má tedy spojité rovnom¥rné rozd¥lení od 0 do 24
minut se st°ední hodnotou 12 minut a rozptylem 48 minut na druhou.

Takto budu jezdit kaºdý den. Jaká bude pr·m¥rná doba £ekání po n dnech?
Pomohu si op¥t simulací ve Scilabu. Nejprve vygeneruji v jednom °ádku

10 000 hodnot s p°íslu²ným rovnom¥rným rozd¥lením. Takových °ádk· vyge-
neruji n a po sloupcích zpr·m¥ruji. Získám tedy 10 000 hodnot pro pr·m¥rné
hodnoty. Vykreslíme histogramy:

Vidíme, ºe i tentokrát nám získané pr·m¥rové rozd¥lení velmi rychle konver-
guje k p°íslu²nému Gaussovu rozd¥lení. Velmi dobrou shodu získáváme jiº pro
n = 10.
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Parametry Gaussova rozd¥lení získáme snadno: St°ední hodnota pr·m¥ru je
stejná jako st°ední hodnota jednoho £ekání, rozptyl je n-krát men²í neº rozptyl
jednoho £ekání.

M·ºeme tedy pro pr·m¥r cca t°iceti a více náhodných veli£in (se

stejným rozd¥lením) pouºívat normální rozd¥lení N
(
µ, ρ

2

n

)
, kde n je

po£et s£ítaných veli£in a µ a ρ2 jsou st°ední hodnota a rozptyl jedné
veli£iny.

V¥ta o s£ítání a od£ítání náhodných veli£in

P°i s£ítání náhodných veli£in se s£ítají jejich st°ední hodnoty i roz-
ptyly.

P°i od£ítání náhodných veli£in se od£ítají jejich st°ední hodnoty a
s£ítají jejich rozptyly.

V¥ta o pr·m¥rování náhodných veli£in

P°i pr·m¥rování náhodných veli£in se stejným rozd¥lením je st°ední
hodnota pr·m¥ru rovna st°ední hodnot¥ jedné pr·m¥rované veli£iny
a rozptyl pr·m¥ru je n-krát men²í neº rozptyl jedné pr·m¥rované
veli£iny.

Centrální limitní v¥ta

Nech´ má náhodná veli£ina Xi LIBOVOLNÉ rozd¥lení.
Nech´ veli£ina Y vzniká jako sou£et nebo pr·m¥r n veli£in Xi, kde
n je velké (tj. t°icet a více).
Pak má veli£ina Y p°ibliºn¥ Gaussovo rozd¥lení.
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