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12. kv¥tna 2015

N¥kdy k popisu n¥jaké situace pot°ebujeme více neº jednu náhodnou veli£inu. Nap°. v¥k, hmot-

nost, vý²ku. Mezi t¥mito veli£inami mohou být i n¥jaké statistické vztahy. V tomto materiálu se

stru£n¥ seznámíme s hlavními prost°edky, které pro práci s náhodným vektorem (více náhodnými

veli£inami) budeme pot°ebovat.

Pracovat zde budeme se spojitými veli£inami. Pokud bychom cht¥li pracovat s diskrétními,

nahradíme integrály sumami apod.

Sdruºená, marginální a podmín¥ná hustota pravd¥podobnosti

Sdruºená hustota f(x, y)

Jedná se o funkci více prom¥nných, která:

1) Je na celém de�ni£ním intervalu nezáporná.

2) Integrál (sou£et) p°es celý de�ni£ní obor z této funkce je 1.

Pravd¥podobnost, ºe náhodná veli£ina x je mezi 3 a 5 a sou£asn¥ je náhodná veli£ina y mezi 4

a 6, spo£teme podle vzorce:

P (x ∈ (3, 5) ∧ y ∈ (4, 6)) =

5ˆ

x=3

6ˆ

y=4

f (x, y) dydx.

Marginální hustota f(x)

Jedná se o hustotu pravd¥podobnosti jedné prom¥nné odvozenou ze sdruºené, s tím, ºe mne

zajímá pravd¥podobnostní rozd¥lení pouze této jedné prom¥nné. Spo£te se integrováním p°es

v²echny ostatní prom¥nné a p°es celý de�ni£ní obor:

f(x) =

ˆ

Ω

f(x, y) · dy

Pravd¥podobnost, ºe náhodná veli£ina x je mezi 3 a 5, pokud o veli£in¥ y nevíme nic, spo£teme

podle vzorce:

P (x ∈ (3, 5)) =

5ˆ

x=3

f (x) dx.
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Podmín¥ná hustota f(x|y)

Jedná se o hustotu pravd¥podobnosti jedné prom¥nné (x) odvozenou za p°edpokladu, ºe znám

hodnoty ostatních prom¥nných (y). Spo£te se:

f(x|y) =
f(x, y)

f(y)

Pokud f(x|y) = f (x), jsou veli£iny x a y nezávislé. To znamená, ºe znalost o jedné z nich mi

nep°iná²í jakoukoliv informaci o druhé z nich.

Pravd¥podobnost, ºe náhodná veli£ina x je mezi 3 a 5, pokud veli£ina y je 10, spo£teme podle

vzorce:

P (x ∈ (3, 5) |y = 10) =

5ˆ

x=3

f(x|10)dx.

St°ední hodnota

Pokud chceme po£ítat st°ední hodnotu £ehokoliv - Č, spo£teme ji jako ur£itý integrál p°es celý

de�ni£ní obor z Č krát hustota.

Tedy st°ední hodnotu pro x spo£teme:

µx =

ˆ
Ω

x · f (x, y) dxdy.

St°ední hodnotu pro y spo£teme:

µy =

ˆ
Ω

y · f (x, y) dxdy.

N¥kdy se chce st°ední hodnota pro vektorovou veli£inuX = (x, y). Tou je vektor: µX = (µx, µy).

Podobn¥ pracujeme s rozptylem nebo jinými charakteristikami.

Kovariance a korelace

Chci um¥t °íci, jak moc jsou dv¥ veli£iny na sob¥ lineárn¥ závislé. První obrázek ukazuje velkou

závislost, druhý nulovou.
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Na prvním obrázku vidíme, ºe pokud je x v¥t²í neº pr·m¥r, i y bývá v¥t²í neº pr·m¥r. D·leºité

jsou tedy odchylky od pr·m¥ru. Základem tedy nebudou vektory hodnot, ale vektory hodnot, od

nichº je ode£tena st°ední hodnota. Nap°. X = x− µx.
Z t¥chto vektor· ud¥lám skalární sou£in X · Y =

∑
(x− µx) · (y − µy).

Protoºe skalární sou£in bude tím v¥t²í, £ím víc poloºek budou mít vektory, pod¥lím skalární

sou£in po£tem poloºek a dostanu kovarianci.

Pokud pracuji s výb¥rovým souborem, ned¥lím n, ale n− 1. Je to úpln¥ stejné jako u rozptyl·.

Pozor na to!

Mimochodem - kovariance vektoru se sebou samým dává práv¥ rozptyl.

Základní soubor:

cov(x, y) =

∑
(x− µx) (y − µy)

n

Výb¥rový soubor:

cov(x, y) =

∑
(x− x̄) (y − ȳ)

n− 1

Uºite£n¥j²í neº kovariance je korela£ní koe�cient.

Moºná si vzpomenete na vzore£ek ze st°ední ²koly pro skalární sou£in: cosα = ~u·~v
|u|·|v| . Kdyº

je kosinus blízký jedni£ce, ukazují oba vektory tém¥° stejným sm¥rem. Kdyº je blízký -1, ukazují

tém¥° opa£n¥. Kdyº je kolem nuly, ukazují zcela jinam.

A to je vlastn¥ korela£ní koe�cient. Kdyº si za vektory vezmu ty s ode£tenou st°ední hodnotou

(X = x− µx, Y = y − µy), m·ºeme korela£ní koe�cient de�novat jako:

rxy =
X · Y
|X| · |Y |

=

∑
(x− µx) (y − µy)√∑

(x− µx)
2 ·

∑
(y − µy)

2

Jinak m·ºeme pouºít i de�nici:

rxy =
cov(x, y)

σx · σy
Tento vzorec platí pro základní i výb¥rový soubor, protoºe faktor n− 1 resp. n se vykrátí.

Hodnota korela£ního koe�cientu je vºdy mezi -1 a 1. Pokud je blízko krajním hodnotám, veli£iny

na sob¥ siln¥ lineárn¥ závisí. Pokud je blízko nuly, lineární závislost je slabá nebo ºádná.

Kovarian£ní a korela£ní matice

Kdyº mám vektor· více, mohu sestrojit kovarian£ní nebo korela£ní matici, kam napí²u kovarianci

resp. korelaci kaºdého vektoru s kaºdým.

Na diagonále kovarian£ní matice tak dostanu rozptyly. Na diagonále korela£ní matice jedni£ky.

Následuje n¥kolik ilustra£ních graf· s hodnotami korela£ního koe�cientu.

3



4



V p°edposledním obrázku získáváme nulový korela£ní koe�cient, protoºe y není závislé na x.

Pro jakékoliv x je stále nula.

V posledním obrázku vidíme, ºe korela£ní koe�cient m¥°í jen lineární závislost. Sloºit¥j²í závis-

lost není schopen zachytit.
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