Priklady - Bodovy odhad

15. ffjna 2013

Prazské metro

Prijdu v prazském metru na nastupisté a tam zjistim, ze metro v mém sméru jelo pfed 2:30 a

metro v opa¢ném sméru pied 4:20. Udélejte bodovy odhad, jak dlouho budu ¢ekat na metro.

1) Metoda momentt

Oznadim si:

X =2:30=150s,

Y =4:20 = 260s.

Predpokladejme, Ze metra jezdi v pravidelnych intervalech po B sekundéach. Pokud pfijdu v
nédhodny okamzik, ma doba, jakou budu ¢ekat, rovhomérné spojité rozdéleni od 0 do B.

Odhaduji jeden parametr, bude mi tedy stacit prvni moment, tedy stfedni hodnota. Zjistim
tedy stfedni hodnotu, jak dlouho bych ¢ekal na metro a stfedni hodnotu z rovnomérného spojitého
rozdéleni. Oboji porovnam.

Podle zadani budu v jednom sméru ¢ekat x1 = B — X a v druhém sméru zo = B — Y. Stiedni
hodnota téchto ¢asu je: = % =D - % =B - 150;& = B —205.

St¥edni hodnota pro rovnomérné rozdéleni od 0 do B je: pu = 2B = %.
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Mame tedy bodovy odhad pro dobu, po jaké jezdi metra. Bodovy odhad pro dobu, jakou budu
¢ekat v prvnim sméru je tedy: T'= B — X = 410 — 150 = 260.
MiZeme si v§imnout, ze nam vysla stejnd hodnota jako je Y. Neni to nahoda, protoze kdyz

piiklad nechame v pismenkach X a Y, vyjde nam
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T = B-X=Y

Ziskavame tedy ponékud paradoxni vysledek, ze nejlepsi bodovy odhad doby, jakou budu ¢ekat
na metro, ziskdm tak, Ze se podivim na hodiny v opaéném sméru.

Je tento podivny vysledek spravné?

Ano, je. Musime si ale uvédomit, ze délame bodovy odhad, ktery nam nic nefika o piesnosti

odhadu. A protoZe celou metodu nasazujeme jen na dva tdaje, je odhad velmi, velmi nepfesny.

2) Metoda maximalni vérohodnosti

Vyfesime stejny piiklad metodou maximalni vérohodnosti. Pro rovnomérné rozdéleni se to déla
spiSe tvahou nez vypoctem, coz si ukazeme.

Metra jezdi v pravidelnych intervalech délky B. Pro dobu, ptfed jakou odjelo metro, mam opé&t
rovnomeérné rozdéleni od 0 do B.

Znam dvé hodnoty pro doby, pfed jakou odjelo metro:

X =2:30=150s,

Y =4:20 = 260s.

Urcité chei, aby tyto hodnoty lezely v intervalu (0, B). Pak bude hustota pravdépodobnosti pro
obé hodnoty rovna:

f(150) = 4.

£(260) = .

(Hustota pravdépodobnosti ma tvar obdélniku. Jeho délka je B. Integral pies def. obor musi
byt 1, takZe vyska obdélniku je %)

Chci mit co nejvétsi vérohodnostni funkei, coz je: V (B) = f (150) - f (260) = % - 4. Proto musf
byt B co nejmensi. A presto se obé hodnoty musi do intervalu vejit. To mejlépe udélam tak, ze B
bude rovno nejvétsi hodnoté z dat. Tedy B = max (X;) = 260.

Odhad pro dobu ¢ekani je tedy 260 — 150 = 110.

Shrnuti a porovnani metod

Obé metody nam tedy dévaji razné odhady. A maji také rizné statistiky pro odhad parametru B:

B=X+Y,

B = max (X;).

Které z téchto statistik je lepsi?

Soustfedme se na druhou statistiku. Pokud bychom znali skutetnou hodnotu B a pak ji
odhadovali nejvétsi hodnotou, ktera padla, pak bude odhad vZdy mensi nez skuteéna hodnota.
TakZze statistika nebude nestranna!!! (Bude tzv. ,vychylena”.) TakZe to neni dobra statistika a
dame prednost prvni metodé momenti.

Udélejme si takové porovnani obou metod:
Rovnomeérné rozdéleni: Lepsi je metoda momenti.
Exponencialni rozdé&leni: Obé metody déavaji stejné vysledky. Metoda momentt byva jednodussi.

Normalni = Gaussovo rozdéleni: Metoda momenti je jednodussi a dava lepsi vysledky.



Slozité nékolikarozmérné rozdéleni: Lepsi je metoda maximéalni vérohodnosti.

Normalni = Gaussovo rozdéleni

Nameérili jsme tato data: 2, 8, 8, 14. Pfedpoklddame, Ze tato data maji norméalni rozdéleni. Jaké

konkrétni Gaussové kiivce nejlépe odpovidaji?

1) Metoda maximalni vérohodnosti

Tato metoda je pomérné pracné a pro normalni rozdéleni nedéava pfilis dobry odhad pro rozptyl.
Ptesto jsem ji tu ukazal, abyste se s ni seznamili.
Gaussova kiivka je ddna parametry p a o. Tyto parametry tedy odhadneme.

Hustota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni je dana vzorcem:
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Vérohodnostni funkce je tedy déana vzorcem:
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Hleddme maximum funkce, tedy body, v nichz jsou obé parcialni derivace podle p i podle o
rovny 0.

Spoc¢téme prvni parcialni derivaci:
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Kdy se tento vyraz rovna nule? Tehdy, kdyZ je nulova hranata zavorka napravo. Mame tedy

rovnici:
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Spoctéme jesté druhou parcialni derivaci:
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Kdy se tento vyraz rovna nule? KdyZ je nulova hranata zavorka na poslednim radku. Mame
tedy:

40+ 2=’ + B -+ B —p’+14—p)® = 0
—402 +(2-8)°+(8—8)°+(8—8)°+(14—8)> = 0
~40% +36+0+0+36 = 0

o2 = 18.

Hledané rozdéleni je tedy: N (8, 18).
Muzeme si vSimnout, ze ziskany rozptyl je rozptyl, jako kdyby data byla zakladnim souborem.
To je chybicka, ktera s rostoucim pocétem dat mizi. Odhad rozptylu je vychyleny, proto dame

prednost metodé moment.

2) Metoda momentt
Stredni hodnota dat je: T = 8.
Vybérovy rozptyl dat je: s? = 24.
Stredni hodnotu a rozptyl zakladniho souboru odhadneme stfedni hodnotou a rozptylem vybérového

souboru:

Hledané rozdéleni je: N (8,24).

Metoda je podstatné jednodussi a déava pro rozptyl spravny vysledek.

Priklady ke spocteni
1) Neékolik atomovych jader zkoumaného prvku se rozpadlo po 8, 4, 12, 2, 19, 3 minutach. Odhad-
néte funkci, ktera udava pravdépodobnost, Ze se jadro v ur¢itém case rozpadne.

Exponencilni rozdéleni, f (t) = § - e s

2) Hmotnost mysi ma normalni rozdéleni. Ziskali jsme nasledujici hmotnosti mysi: 6, 12, 7, 10, 18,
9, 12, 10, 15. Odhadnéte rozdéleni hmotnosti mysi.

Metoda momentt, f (m) ~ N (11; 14, 25)



3) Ma tramvaj jezdi rdno v pravidelnych intervalech. Zly vandal ale strhl jizdni ¥ad. Na tramvaj

jsem minuly tyden ¢ekal 2, 14, 8, 11 a 5 minut. Odhadnéte, v jakém intervalu jezdi tramvaj.
Metoda momentii, rovnomérné spojité rozdéleni, 16 minut.

4) Jsem opravar na Zelezni¢ni trati. Rano jsem zjistil, Ze musim provést opravu na 111., 123. a 89.

kilometru. Odhadnéte, jaky tsek trati mam na starosti.

Metoda momentii, rovnomérné spojité rozdéleni, 75. az 139. kilometr.



