Regrese

28. listopadu 2013

Pokud chceme daty prolozit vhodnou regresni kiivku, musime obvykle splnit t¥i tikoly:
1. Ukazat, ze data jsou opravdu zavisla.

2. Provést regresi.

3. Ukazat, ze zvolené kfivka je pro data opravdu vhodné.

Témto tfem tkolim se budeme postupné vénovat.

Korelac¢ni koeficient

Pro porozuméni dalsimu textu musime znat pojem ,regresni koeficient”, ktery udava silu linearni
zavislosti mezi dvémi veli¢inami.

Jak si prislusny vzorec snadno zapamatovat? Jiz na stiedni Skole jsme se naucili vzorec pro
vypocet thlu mezi dvéma vektory:

cosy = ———.
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Kosinus thlu je jedna pro vektory ukazujici stejnym smérem, tj. v piipadé, Ze jeden vektor je
kladnym nasobkem druhého.

Kosinus thlu je minus jedna pro vektory ukazujici smérem opacnym, tj. v pripadé, Ze jeden
vektor je zdpornym nasobkem druhého.

Tato skutec¢nost plati pro vektory o dvou, t¥ech, nebo tieba tisici polozkach.

Nyni stadi vzit za vektor o data x, od nichz odectu jejich stfedni hodnotu a podobné pro vektor
v. Tedy:

x— 7,
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Za korela¢ni koeficient r mezi veli¢inami = a y pak prohlasime pravé onen kosinus tthlu. Tedy:

u-v 2 (z-7)-(y -7
B
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Korela¢ni koeficient tedy nabyva hodnot mezi 1 a -1.

T =

Na nasledujicich obrazcich mame korela¢ni koeficienty pro nékteré piipady veli¢in x a y:
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Zavislost ¢i nezavislost dat

Prokladat daty jakoukoliv kifivku méa smysl pouze v pfipadé, Ze jsou data zavisla. My budeme daty
prokladat pfimku, proto budeme ovéfovat zavislost linearni.

O té nam mnoho fika jiz korela¢ni koeficient, ten ale nezohlediiuje mnozstvi dat. Je néco jiného
r = 0,5 pro tfi body a pro 1000 bodi.

Proto provedeme test (ne)zavislosti dat. Testti, které se k tomuto pouzivaji, je cela fada, my se

nauc¢ime test Pearsoniv.

Pearsonuv test nezavislosti

Nulova hypotéza: Data = a y jsou linearné nezavisla.
Smérovani testu: Test je oboustranny.
Testova statistika:

kde r je regresni koeficient a n pocet zméfenych bodi..

Rozdéleni statistiky: Studentovo s n — 2 stupni volnosti - St (n — 2).

Priklad

Naméfili jsme tato data:

T 3 ) 8 9 11 14
y || 115 | 112 | 123 | 128 | 131 | 144

Jsou tato data linearné zavisla?

Provedeme Pearsontv test na hlading vyznamnosti a = 5%.
Nejprve spoéteme korela¢ni koeficient: r = 0, 9619.

Dosadime do testové statistiky:

po 09619 o g6,

1—r2 1-0,96192
n—2 6—2

V tabulkidch Studentova rozdélené se 4 stupni volnosti najdeme kvantily, které odfiznou 2,5%

vlevo a 2,5% vpravo:

to,025 (4) = —2,776,

to,975 (4) = 2, 776.

Obor pfijeti je mezi témito kvantily. Statistika ale padla do kritického oboru, proto nulovou
hypotézu na hlading vyznamnosti 5% zamitame:

Data x a y jsou line4drné linearné zavisla a pravdépodobnost, Ze se v tomto mylime, je mensi
nez 5%.

Priklad

Testujte stejné zadani pomoci Matlabu. Hladinu vyznamnosti volte oo = 5%.




Je potfeba mit nainstalovany statisticky bali¢ek. Pokud jej nemaéte, najdéte si na strankach
Ivana Nagyho (http: //www.fd.cvut.cz/personal /nagyivan/) v ¢asti PRP material Uvod do Matlabu
a postupujte podle kapitolky 1.8.

Pomoci prikazu hlp, volba 5, zjistime, Ze test nezavislosti ma tvar: struc=cor _test(x,y,alt,method).

Dosadime:

struc=cor _test([3,5,8,9,11,14],[115,112,123,128,131,144],’<>""p’)

Zapis '<>’ znamen4, Ze se jedna o oboustranny test, volba 'p’, Ze se jedna o Pearsontiv test.

Funkce nam vypiSe kromé jiného hodnotu statistiky ¢ = 7.0349 (mirné odlisna diky nasemu
zaokrouhlovani) a zejména p-hodnotu 0.0022.

P-hodnota je mensi, nez nase zvolena hladina vyznamnosti 5%, proto nulovou hypotézu za-
mitame:

Data z a y jsou linearné¢ linearné zavisla a pravdépodobnost, Ze se v tomto mylime, je 0,22%.

Poznamka

Tento zavér testu je pro nas zadouci. Ovéfime tim totiz na pfislusné hladiné vyznamnosti, resp.
s prislusnou p-hodnotou, Ze data jsou opravdu linearné zavislé a zZe ma smysl pokracovat linearni

regresi.

Metoda nejmensich ¢tvercia

Drive, nez s nasimi daty provedeme linedrni regresi, ukazeme si, jak se prislusné vzorce odvozuji
metodou nejmensich ¢tverca. UZite¢né je to v tom, Ze stejnou metodou muZeme odvodit vzorce
pro vypocet parametri pro libovolnou kfivku. Napf. parabolu, exponencielu, logaritmus, né&jakou
s-kfivku, atd.

Myslenka je nasledujici: Body, které sedi na piimce, spliuji rovnici: y, = A - x,, + B. Reélna
data ale obvykle pfesné na piimce nesedi, ale jsou rozmisténa v okoli pfimky. To popiSeme tak, Ze

Yn vznika nejen vlivem x,,, ale i vlivem nadhodné veli¢iny e,,:
Yn =A-xn+ B+ e,

Nahodné odchylky e,, jsou na obrazku vyznaceny Cervené:
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Data (modré hvézdicky) zname, ale onu ,spravnou” pfimku (modré ¢ara) nezname. Z davodd,
které jsou skryty hloubéji v teorii, tipujeme, Ze ona ,spravna” pifimka bude pravé ta, pro niz bude
soudet &tverci odchylek e, nejmensi. ' Odtud nazev metody ,metoda nejmensich étvercd”.

O tom, Ze to neni hloupa myslenka, nas presvédéi dalsi obrazek, kde jsme se pokusili prolozit

daty zcela §patnou piimku a vidime, Ze chyby e,, (a tudiz i jejich ¢tverce) jsou podstatné vetsi.
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Nyni z principu nejmensich ¢tverci odvodime vzorce pro parametry A a B regresni pfimky
Yn =A- -z, + B.

Soucet ¢tverct chyb e, si ozna¢ime S:
S = Z e2.
Chyby e, si muzeme vyjadiit za pomoci dat takto:
en =1Yn — A-x, — B.
S je tedy funkci dvou nezndmych parametri A a B. Hodnoty x, a y, zname z méfeni.
S(A,B)=> (yo— Az, — B)*.

S chceme mit co nejmensi. Minimum této funkce najdeme tak, ze zjistime, kde jsou obé& parcialni

derivace nulové:

oS
ga — 0
0S5
o ~

Spocteme derivace:

oS

94 22'(%1_14'1'71_3)'(_5571):

—2an-yn+2AZmi+232xn =0,

INebudeme tu fesit, pro¢ zrovna druhd mocnina a ne tfeba &tvrta & pro¢ ne absolutni hodnota.




O N2 (g A-wa—B)-(~1) =

0B
—2Zyn+2Aan+2321:

—2> yn +24) "z, +2Bn=0.

Mame tedy dvé rovnice pro dvé neznamé:

AZ:E%—FBZZ‘,,L = an'ynv
AZQ:H—FBn Zyn

Odtud jiz snadno vyjadiime A i B:

A = DT D Yn — MY Tn - Yn
(Cwn) —ny a2

B = Emnzxnyn_zxizyn
(Cwn) —nY a2

)

Priklad

Metodou nejmensich étverci odvodte vzorec pro bodovy odhad pro parametr A, pokud vite, ze

veli¢iny = a y spolu souvisi pfimou amérnosti y, = A - z,, + e,.

V tomto piipadé vime, ze piimka musi prochazet nulou. Nemtzeme tedy pouzit vzorec odvozeny
vyse, kde je B obecné, ale musime si vzorec odvodit:

Soucet ¢tverci chyb e, si oznacime S:

S = Z e2.
Chyby e,, si mizeme vyjadiit za pomoci dat takto:
en =1UYn — A xp.

S je tedy funkci neznamého parametru A. Hodnoty x,, a y, zndme z méfeni.

S(A) =) (yn—A-2n).

S chceme mit co nejmensi. Minimum této funkce najdeme tak, Ze zjistime, kde je derivace

nulova: 2

ds
aa ="
Spocteme derivaci:

das
dA

ZQ(yn —A-an) - (—an) =
= Z (—2mnyn + 2Awi) =

2Pokud méame vice parametri, pouZivame parcialni derivace. Pokud je parametr jediny, pouZijeme derivaci oby&e-
jnou.




= *zzxnyn+2AZmi =0.

Vyjadiime A:
A = 2 TnYn
Yan

Linearni regrese

Nyni jiz mame vSe pfipraveno. Ovérili jsme, ze data jsou opravdu linearné zavisla, rozvazime si,
zda hledané linearni zéavislost je pfima améra y, = A - x,, nebo obecné piimka y, = A-x, + B a
dosadime do pfislusnych vzorci.

Vzorce, které jsme zde uvedli, jsou pro bodovy odhad. To znamena, Ze nam daji tu nej-
pravdépodobnéjsi hodnotu parametri s tim, Ze ty skutecné spravné hodnoty jsou nejspiSe trosku
jinde.

Bodovym odhadem miizeme odhadovat i vystupni veli¢inu y. To udélame velmi jednoduse tak,
7e dosadime piislusné x do rovnice se spoctenymi parametry, ale bez Sumu.

Kromé bodovych odhadi miizeme mit i odhady intervalové, kdy pro parametry i vystup ziskdme
prislusné intervaly spolehlivosti. Vzorce pro intervalovy odhad ani jejich odvozeni zde uvadét nebu-

deme.

Priklad

Zjistéte bodové odhady parametria piimky z néasledujicich dat. Spoc¢téte i bodovy odhad vystupu
pro x = 10.

z 3 5 8 9 11 14
115 | 112 | 123 | 128 | 131 | 144

Pro tato data jsme jiz ovérili linearni zéavislost, miizeme proto rovnou pristoupit k linearni
regresi. Jako model volime obecnou piimku y, = A - x, + B + e,.

Dosadime do vzorce:

A = 2T Yo — N Ty Yn
(Sen) 522
B = o )27n2x2 = 102,0756.

Tyto vysledky jsem si poctivé spocetl dle téchto vzorct v Matlabu, mohl jsem ale rovnou pouzit

=2,8109,

funkci ze statistického balicku lin_reg(z,y). Bodovy odhad vystupu pro z = 10 spo¢tu dosazenim:
y=A-z+B=A-104+ B =130,1849.

Vysledky i regresni pfimku jsem vykreslil:
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Ovéreni vhodno

sti regresni kiivky

Casto jsme v situaci, kdy nevime, jakou presné kfivkou mame data prolozit. Pomoci nam muze

teorie, dilezité je také data vykreslit a ,yidét”. Zda byla vybrané kfivka opravdu vhodna, mtZzeme

zjistit pohledem, nebo milZzeme provést test poradové nezavislosti pro rezidua (chyby) e,,.

Test poradové nezavislosti rezidui

Nésledujici obrazek nam

znaménkem pfili§ mélo a

30
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20

ilustruje, ze pokud kiivku nezvolime dobie, bude sérii rezidui se stejnym

test poradové nezavislosti neprojde.
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V tomto pfipadé, pro 41 dat, mame jen tfi série znamének. Kladnou, zapornou a kladnou.

Dosadime do pfislusné statistiky:

_2%—(n—2) _2-3—(41—

2)
MY VAl —1

= —5,2178.

Test je levostranny, provedeme jej na hladiné vyznamnosti 1%. Prislusny kvantil najdeme v

tabulce: 20,01 = —20,99 =

—2,326. Obor piijeti je tedy (—2,326, 00).

Statistika padla do kritického oboru, proto hypotézu, Ze data jsou pofadové nezavisla, respek-

tive, ze odchylky od pfimky jsou pouze nadhodné, respektive, ze naSe piimka je vhodnou regresni



kiivkou, zamitame. Pravdépodobnost, Ze se v tomto mylime, je mensi nez 1%.

Priklad

Ovéite, ze pfimka, kterou jste spocetli linearni regresi v minulém piikladé je pro data opravdu

vhodnou kfivkou.

Nejsnazsi je vyjit z obrazku a vyznadit si znaménka rezidui:

145 -
140 -
135
130 -
1251
120 -

115+

110 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14

Ziskame tuto posloupnost znamének: +, -, -, +, -, +. Mame tedy pét sérii: b = 5. Pocet dat je:

n = 6. Dosadime do piislusné statistiky pro test poradové nezavislosti:

20— (n—2)
V-1

Test je levostranny, provedeme jej na hladiné vyznamnosti 5%. Pfislusny kvantil najdeme v
tabulce: 29,05 = —20,95 = —1,645. Obor piijeti je tedy (—1,645, c0).
Statistika padla do oboru pfijeti, proto hypotézu, Zze data jsou poradové nezavisla, respektive, ze

2 = 2,6833.

odchylky od pifimky jsou pouze ndhodné, respektive, Ze naSe piimka je vhodnou regresni kfivkou,

nezamitame.

Prevod nelinearni regrese na linearni

Casto potfebujeme daty prokladat jinou kfivku nez pfimku. Muzeme si pro ten ¢ onen piipad
odvodit pfislusné vzorce metodou nejmensich Gtverci, ¢asto se ale voli jiny postup, a nelinearni
pfipad se pfevede na linearni:

Prikladem muze byt nepiima timérnost:

k
y=-.
T

Pokud misto dat = vezmu jejich prevracenou hodnotu X = %, ziskavam rovnici pfimé tmeérnosti:

y=k-X.

Nyni mohu pouzit vzorec, ktery jsme si jiz odvodili.



Jinym piikladem muze byt exponenciala:
y=b-e
Rovnici zlogaritmujeme:
Iny=Inb-e** =Inb+Ine*” =Ilnb+arlne = ax + Inb.

Pokud misto hodnot y vezmu Y = In y a konstantu In b si ozna¢im B, dostavam obecnou linearni
zévislost
Y =ax+ B.

Pouziji standardni vzorce a spoc¢tu konstanty a a B. Konstantu malé b spo¢tu z velkého B

snadno: Inb= B — b= 5.
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