Převod diferenciální rovnice na diferenční =

= numerické řešení diferenciální rovnice

1) Podívám se na rovnici. Je extra jednoduchá? Tedy:

a) Je prvního řádu a umím ji řešit?

b) Je lineární s nulovou pravou stranou a s konstantními koeficienty?

A) 1. METODA - Je prvního řádu a umím ji řešit. 
Např. 

y' = 2y/x
a) Vyřeším rovnici: 
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b) Vyjádřím n-tý a n+1-ní člen:

1. x bude dáno nějakými kroky. Nejjednodušeji, když začneme od nuly a x se při každém kroku zvětší o jedničku. Pak:
x = n

y(n) = C n2
y(n+1) = C (n+1)2
2. Obecněji začnu od x0 a délka kroku bude h:

x = x0 + n.h

y(n) = C (x0 + n.h)2
y(n+1) = C (x0 + (n + 1).h)2
c) Spojím poslední dvě rovnice tak, aby vypadla konstanta C. Tady stačí podělením rovnic. Obecně si poradím vyjádřením C z rovnic:

C =  y(n) / (x0 + n.h)2
C = y(n+1) / (x0 + (n + 1).h)2
d) Spojím a vyjádřím n+1-ní člen:

y(n+1) = y(n) . (x0 + (n + 1).h)2 / (x0 + n.h)2
Tato diferenční rovnice bude přesně kopírovat zadanou diferenciální rovnici. 

Následující obrázek ukazuje řešení diferenciální i diferenční rovnice pro dvoje různé počáteční podmínky a h = 1:

1) C = 1 ............. a tedy y(1) = 1
2) C = 2 ............. a tedy y(1) = 2
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B) 2. METODA - Je lineární s nulovou pravou stranou a s konstantními koeficienty. Např.:

y'' – 3y' + 2y = 0
a) Napíšu charakteristickou rovnici a spočtu (:

(2 - 3( +2 = 0

(( - 2)(( - 1) = 0

(1 = 1

(2 = 2

b) Místo těchto lambd vezmu nové koeficienty L jako exponenciály:

L1 = e1
L2 = e2
c) Vytvořím novou charakteristickou rovnici a z ní odvodím novou diferenční rovnici:

(( - L1)(( - L2) = 0

(2 – (L1 + L2)( + L1.L2 = 0

(2 – (e1 + e2)( + e1. e2 = 0

y(n+2) - (e1 + e2).y(n-1) + e3. y(n) = 0

Tato diferenční rovnice bude přesně kopírovat zadanou diferenciální rovnici. 

(Délka kroku h = 1)

Následující obrázek ukazuje řešení diferenciální i diferenční rovnice pro dvoje různé počáteční podmínky:

1) y = ex + e2x .............. a tedy y(1) = e1 + e2.1 a y(2) = e2 + e2.2
2) y = ex + 0,3.e2x ........ a tedy y(1) = e1 + 0,3.e2.1 a y(2) = e2 + 0,3.e2.2
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C) 3. METODA – Rovnice je těžká. Použijeme univerzální Eulerovu metodu, která je však pouze přibližná. 
Např. 

9.y.y'' + y'.y''' + 324 = 0

a) Vyjádřím nejvyšší derivaci:

y’’’ = (-324 – 9.y.y’’) / y’
b) Za první derivaci y substituuji z. Z jedné rovnice třetího řádu máme tedy dvě rovnice druhého řádu:

y’ = z

z’’ = (-324 – 9.y.z‘) / z

... podobně pokračuji dle potřeby ...
c) Za první derivaci z substituuji t. Z jedné rovnice třetího řádu máme tedy tři rovnice prvého řádu, což je to, co chceme:

y’ = z

z’ = t

t’ = (-324 – 9.y.t) / z

d) Přesné derivace nahradím přibližnými podíly:

(yn+1 – yn) / h = z

(zn+1 – zn) / h = t

 (tn+1 – tn) / h = (-324 – 9.y.t) / z

a dodám rovnici pro definici kroku:

h = xn+1 –  xn
e) Vyjádřím n+1-ní členy:

yn+1 = yn + h.z

zn+1 = zn + h.t

tn+1 = tn + h. (-324 – 9.y.t) / z

xn+1 = xn + h

f) Přepíšu původní podmínky podle substituce. Např.

y(0) = 0.......................y1 = 0

y’(0) = 6......................z1 = 6

y‘‘(0) = 0.....................t1 = 0
....................................x1 = 0

g) Už jen dokolečka dosazuji a počítám další a další y.

Pozor! Metoda je pouze přibližná a proto může „uletět“. Následující obrázek ukazuje přesné řešení předchozí diferenciální rovnice (zeleně) a dvě řešení Eulerovou metodou. Modře je pro h = 0,01 a červeně pro h = 0,00001. Vidíme, jak obě řešení ulétávají. 
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