
�ízení

2. prosince 2014

Spousta lidí má pocit, ºe by m¥la n¥co °ídit. A n¥kdy to bývá pravda.
Kdyº uº nás my²lenky na °ízení napadají, m¥li bychom si poloºit následující

t°i otázky:

�ídit?

Obrovskou zku²eností pro mne byl kdysi jeden letní tábor, kdy mne, coby hla-
vase, na pár dní sklátila borelioza. Zápasíc s hore£kou, leºe v týpku, s údivem
jsem zji²´oval, ºe tábor najednou b¥ºí snad je²t¥ lépe, neº kdyº jsem jej °ídil.

Takºe - v °ízení n¥kdy mén¥ znamená více.

Kam °ídit?

Volba cíle odd¥luje and¥ly a zloduchy.

Pak jsou je²t¥ t°etí,

o svém cíli nemající potuchy.

Kaºdopádn¥, kdyº uº se pro n¥jaký cíl rozhoduji, m¥l bych si být jist, ºe to je
TEN CÍL, který opravdu stojí za to.

Abych ºivotem nebloudil jak ztracená ove£ka.

Jak °ídit?

Je-li stanoven cíl, ptám se, jak ho dosáhnout.
Prvním a hlavním krokem je vytvo°ení hodnotících kritérií. Abych mohl

posoudit, zda mne ur£itý krok k cíli p°iblíºil £i vzdálil.
Dám-li kritériu matematickou podobu, m·ºe mi matematika pomoci vytvo°it

optimální taktiku.

Tvorba kritéria

Nejprve si ur£ím veli£iny, na nichº moje hodnocení optimality bude záviset.
Nap°. pro jízdu auta to bude rychlost v a plyn p.

�asto chci, aby dané veli£iny byly co nejblíºe ur£ité hodnot¥. Nap°. rychlost
chceme mít cca 50 km/h, plyn co nejblíºe nule.
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Pokud chci penalizovat odchylky na ob¥ strany od optimální hodnoty, £asto
volíme druhou mocninu.

Na²e kritérium by tedy mohlo vypadat takto:

K = A (v − 50)
2
+Bp2.

Konstanty A a B jsou váhy a ur£ují, jakou d·leºitost p°isuzuji optimalit¥
rychlosti resp. plynu. Nastavení t¥chto konstant je v¥cí �politiky�, p°esv¥d£ení,
názoru. To za nás ºádná matematika neud¥lá. Vysoké A znamená, ºe je pro mne
d·leºité udrºovat rychlost blízko padesátky, vysoké B znamená, ºe je pro mne
d·leºitá ²et°ivá jízda.

Protoºe ve skute£nosti záleºí pouze na pom¥ru jednotlivých vah, £asto se
jedna z vah volí jedni£ka a ostatní se k tomu dopo£ítají.

Vícekrokové °ízení

Zkusili jste si n¥kdy stoupnout v kánoi? Trochu se zhoupne. Pokusíte se to vy-
rovnat, ale kánoe se zhoupne je²t¥ víc. Je²t¥ se jednou se to pokusíte vyrovnat,
... a pak uº plavete. To je ukázka jednokrokového °ízení, kdy se snaºíte opti-
máln¥ °e²it sou£asnou situaci, ale nezvaºujete, co to ud¥lá do budoucna. Takové
jednokrokové °ízení £asto systém (kánoi, auto, ekonomiku, ...) rozkmitá.

Proto, chceme-li °ídit rozumn¥, musíme °ídit vícekrokov¥. Optimální by sa-
moz°ejm¥ bylo zvaºovat následky �od te¤ aº do konce sv¥ta�. Na²t¥stí ale zji²-
´ujeme, ºe pokud zv¥t²ujeme po£et krok·, °ízení pro sou£asnost se ustaluje a
p°íli² se jiº nem¥ní. V praxi tedy sta£í zvolit takový po£et krok·, aby se s dal²ím
p°idáváním krok· aktuální °ízení jiº p°íli² nem¥nilo.

�asto nastavíme kritérium pro sou£asné i budoucí okamºiky stejné. Pak by
na²e kritérium pro auto mohlo mít tvar:

K =

n+k∑
t=n+1

A (vt − 50)
2
+Bp2t .

Písmenko k zna£í po£et krok· °ízení.
V kritériu nám vystupují budoucí veli£iny, které neznáme. Musíme tedy za

n¥ dosazovat odhady. �ím dále do budoucna s t¥mito odhady jdeme, tím jsou
nejist¥j²í a nejist¥j²í. A tím je i °ízení do budoucna nejist¥j²í a nejist¥j²í.

To nám v²ak nevadí, protoºe obvykle pot°ebujeme jen °ízení aktuální.
V praxi to vypadá tak, ºe spo£teme nap°. padesátikrokové °ízení. Pouºijeme

ale jen to jedno °ízení aktuální. Pak po£káme na nová data, spo£teme op¥t celé
padesátikrokové °ízení, pouºijeme ale jen °ízení aktuální, ... a tak se to opakuje.

Pokud bychom nedostávali dal²í data, pouºívali bychom samoz°ejm¥ dal²í a
dal²í spo£tená °ízení z posledního výpo£tu.

Zkuste si n¥kolikakrokové °ízení vykreslit za pomoci programu, který máte na
stránkách. Podle toho, jaké zvolíte parametry, m·ºete n¥kdy vid¥t, ºe na konci
se to °ízení chová �divn¥�. To je proto, ºe na konci uº °ízení nehlídá, �co bude
potom.� My ale pouºijeme jedno £i n¥kolik °ízení ze za£átku, která s dal²ími
kroky po£ítají.

2



Ru£ní výpo£et °ízení

Nyní si vyzkou²íme výpo£et °ízení ru£n¥. Jaké hlavní poznatky si odneseme? �í-
zení musíme po£ítat odzadu. Nejprve hledáme (pomocí derivace), jaké poslední
°ízení vzít, aby kritérium bylo co nejmen²í. Protoºe poslední °ízení se nám vy-
skytuje jen v posledním £lenu kritéria, není to na²t¥stí t¥ºké. Toto optimální
poslední °ízení dosadíme do posledního £lenu kritéria a dostaneme tím jakýsi
zbytek posledního £lenu.

Nyní se vrhneme na °ízení p°edposlední. To se vyskytuje jen v p°edposledním
£lenu a ve zbytku. Hledáme (pomocí derivace) takovou hodnotu, aby kritérium
bylo co nejmen²í. Dosadíme a získáme tím nový zbytek.

P°edp°edposlední °ízení se vyskytuje jen v p°edp°edposledním £lenu a ve
zbytku. ... Stejným zp·sobem pokra£ujeme, aº dopo£ítáme °ízení aktuální.

Zjistíte, ºe to není t¥ºké, spí²e dlouhé. Proto jist¥ oceníte, kdyº tuto práci
ud¥lá po£íta£.

Ru£ní °ízení - p°íklad 1

Máme lineární regresní model druhého °ádu s °ízením. Spo£t¥te dvoukrokové
optimální °ízení. Váhu pro °ízení volte dvakrát v¥t²í neº pro výstup.

Model:

yn = un + 3yn−1 − 2yn−2 + en,

en ∼ N (0, 1) .

První dva výstupy:

y1 = 4,

y2 = 3.

Kritérium:

K =

4∑
i=3

(
y2i + 2u2

i

)
.

Dosadíme za y4 a známé y2:

K = y23 + 2u2
3 + y24 + 2u2

4 =

= y23 + 2u2
3 + (u4 + 3y3 − 2y2)

2
+ 2u2

4 =

= y23 + 2u2
3 + (u4 + 3y3 − 6)

2
+ 2u2

4

Zderivujeme a spo£teme u4:

∂K

∂u4
= 0.

3



2 (u4 + 3y3 − 2y2) · 1 + 4u4 = 0

2u4 + 6y3 − 4y2 + 4u4 = 0

6u4 = −6y3 + 4y2

u4 = −y3 +
2

3
y2

u4 = −y3 + 2.

Dosadíme za u4 a pak za y3 a známá y2 a y1:

K = y23 + 2u2
3 + ((−y3 + 2) + 3y3 − 6)

2
+ 2 (−y3 + 2)

2
=

= y23 + 2u2
3 + (2y3 − 4)

2
+ 2 (−y3 + 2)

2
=

= y23 + 2u2
3 + 4y23 − 16y3 + 16 + 2y23 − 8y3 + 8 =

= 2u2
3 + 7y23 − 24y3 + 24 =

= 2u2
3 + 7 (u3 + 3y2 − 2y1)

2 − 24 (u3 + 3y2 − 2y1) + 24 =

= 2u2
3 + 7 (u3 + 9− 8)

2 − 24 (u3 + 9− 8) + 24 =

= 2u2
3 + 7 (u3 + 1)

2 − 24 (u3 + 1) + 24.

Zderivujeme a spo£teme u3:

∂K

∂u3
= 0.

4u3 + 14 (u3 + 1)− 24 = 0

18u3 − 10 = 0

u3 =
10

18
=

5

9
.

Zapí²eme výsledky:

u3 = 5
9 ,

u4 = −y3 + 2.

Ru£ní °ízení - p°íklad 2

Máme lineární regresní model prvního °ádu s °ízením. Spo£t¥te t°íkrokové op-
timální °ízení. Váhu pro výstup volte dvakrát v¥t²í neº pro °ízení.

Model:

yn = un − 3yn−1 + en,

en ∼ N (0, 10) .
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První výstup:

y1 = 11.

Kritérium:

K =

4∑
i=2

(
2y2i + u2

i

)
.

Dosadíme za y4:

K = 2y22 + u2
2 + 2y23 + u2

3 + 2y24 + u2
4 =

= 2y22 + u2
2 + 2y23 + u2

3 + 2 (u4 − 3y3)
2
+ u2

4.

Zderivujeme a spo£teme u4:

∂K

∂u4
= 0.

4 (u4 − 3y3) · 1 + 2u4 = 0

4u4 − 12y3 + 2u4 = 0

6u4 = +12y3

u4 = 2y3.

Dosadíme za u4 a pak za y3:

K = 2y22 + u2
2 + 2y23 + u2

3 + 2 (2y3 − 3y3)
2
+ (2y3)

2
=

= 2y22 + u2
2 + 8y23 + u2

3 =

= 2y22 + u2
2 + 8 (u3 − 3y2)

2
+ u2

3.

Zderivujeme a spo£teme u3:

∂K

∂u3
= 0.

16 (u3 − 3y2) + 2u3 = 0

16u3 − 48y2 + 2u3 = 0

18u3 = 48y2

u3 =
48

18
y2 =

8

3
y2.
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Dosadíme za u3 a pak za y2:

K = 2y22 + u2
2 + 8

(
8

3
y2 − 3y2

)2

+

(
8

3
y2

)2

=

= 2y22 + u2
2 + 8

(
8

3
y2 −

9

3
y2

)2

+

(
8

3
y2

)2

=

=
18

9
y22 + u2

2 +
8

9
y22 +

64

9
y22 =

= 10y22 + u2
2 =

= 10 (u2 − 3y1)
2
+ u2

2.

Zderivujeme a spo£teme u3:

∂K

∂u2
= 0.

20 (u2 − 3y1) + 2u3 = 0

20u2 − 60y1 + 2u2 = 0

22u2 = 60y1

u2 =
60

22
y1 =

30

11
· 11 = 30.

Zapí²eme výsledky:

u2 = 30,
u3 = 8

3y2,
u4 = 2y3

Kriteriální matice

Kdyº se pokusíte ru£ní výpo£et p°evést do programu a chcete, aby byl program
aspo¬ trochu univerzální, zjistíte, ºe to není v·bec lehké.

Velmi nám pom·ºe zápis pomocí matic. Pracovat budeme se stavovým mo-
delem.

Nejprve p°evedeme do maticové podoby na²e kritérium. To zatím vypadá
takto:

K =

n+k∑
t=n+1

A · v2t − 2 ·A · vt · 50 +A · 502 +Bp2t .

Tento výraz m·ºeme p°epsat:

K =

n+k∑
t=n+1

(
vt pt 1

)
·

 A 0 −50A
0 B 0

−50A 0 502 ·A

 ·

 vt
pt
1

 .
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Matici uprost°ed °íkáme kriteriální matice. Vektory na obou stranách jsou
stavové vektory. Pokud by model vyºadoval, mohou být ve stavovém vektoru i
veli£iny dal²í, Pak ale musíme kriteriální matici pat°i£n¥ nafouknout. Uvedený
vektor je jakýsi minimální stavový vektor.

Poznámka: Pokud bychom cht¥li mít v kritériu pro kaºdý £as jinou rychlost,
ke které se chceme blíºit, zna£me ji gt, pak by v matici místo 50 �gurovala tato
gt.

Poznámka: Pokud bychom cht¥li mít v kritériu nap°. i p°ír·stky rychlostí,
tedy £len (vt − vt−1)

2, musela by ve stavovém vektoru p°ibýt veli£ina vt−1. Kri-
térium s tímto t°etím £lenem a optimální rychlostí gt by pak vypadalo:

K =

n+k∑
t=n+1

A (vt − 50)
2
+Bp2t + C (vt − vt−1)

2
=

=
n+k∑

t=n+1

A · v2t − 2 ·A · vt · 50 +A · 502 +Bp2t + C · v2t − 2 · C · vt · vt−1 + C · v2t−1 =

=

n+k∑
t=n+1

(
vt pt vt−1 1

)
·


A+ C 0 −C −Agt

0 B 0 0
−C 0 C 0
−Agt 0 0 Ag2t

 ·


vt
pt

vt−1

1

 .
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