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Úloha 2 - Rekonstrukce 3D scény

1 Zadání
Prove¤te rekonstrukci scény ze dvou obraz·. Nalezn¥te epipóly a epipoláry a transforma£ní
matice obou kamer a na jejich základ¥ vypo£t¥te sou°adnice bod· rekonstruované scény.

Obr. 1. Snímky pro rekonstrukci

2 Úvod
Nejdd°íve za pomoci nástroje CORRGUI v Matlabu nalezneme mnoºinu dvojic korespondujících
bod· z prvního a druhého obrázku. Tyto korespondence pak pouºijeme k výpo£tu fundamentální
matice F.

Obr. 2. Epipolární geometrie

Co to vlastn¥ fundamentální matice je, si vysv¥tlíme na obrázku 2. M¥jme dv¥ kamery C a C ′

sledující scénu, ve které se nachází také bod X. Tento bod se promítne do bod· u a u′ p°íslu²ných
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obraz·. Body e a e′ jsou obrazy druhé kamery v prvním obrazu, resp. první kamery v druhém
obrazu; nazývají se epipóly. P°ímky spojující obrazy u, u′ a epipóly se nazývají epipoláry.
Vzhledem k tomu, ºe body X, C a C ′ leºí v jedné rovin¥, musí platit (sou°adnou soustavu
spojenou s prvním obrázkem ozna£íme β, soustavu druhého obrázku β′):

uβ · (bβ × u′β) = 0 ⇒ uβ · (bβ ×Au′β′) = 0 ,

kde A je matice p°echodu z báze β′ do báze β, tedy z báze druhého obrázku do prvního. Tuto
rovnici m·ºeme také zapsat tak, ºe vektorový sou£in vyjád°íme pomocí maticového násobení:

uβ [bβ]×Au′β′ = 0 ,

nebo také
uβ F u′β′ = 0 .

Fundamentální matice nám tedy dává do souvislosti dva obrazy jednoho bodu zachycené r·znými
kamerami. Tato matice má hodnost 2, vzhledem k tomu, ºe matice pro vektorový sou£in má
hodnost 2 a matice p°echodu A má hodnost 3.
Sou°adnice bod· uβ, u′β′ máme jiº k dispozici - jsou to homogenní sou°adnice korespondujících
bod·: uβ = (u, v, 1)T , u′β′ = (u′, v′, 1)T . Matici F nalezneme °e²ením následující soustavy rovnic:
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Matice F je ur£ena osmi parametry (jeden m·ºeme zvolit díky singularit¥). Proto musíme vyjít
minimáln¥ z 8 korespondencí. Soustavu m·ºeme °e²it nap°. pomocí rozkladu na singulární £ísla
(SVD). M·ºe se nám stát, ºe výsledná matice nebude mít hodnost 2, ale 3, pokud jsme pouºili
více neº osm korespondencí a nam¥°ené hodnoty jsou nep°esné (a to jsou tém¥° vºdy). Potom
nalezenou matici F op¥t rozloºíme pomocí SVD, upravíme rozklad SVD tak, ºe vynulujeme t°etí
prvek na diagonále prost°ední (diagonální matice), a potom matice získané rozkladem op¥t mezi
sebou vynásobíme.
Nyní, kdyº uº máme matici F, m·ºeme vypo£ítat a vykreslit epipóly a epipoláry. Epipóly jsou
body obrazu, do kterých se zobrazí kamery. Platí:

eTF = 0 ,

Fe′ = 0 .

Jinými slovy vyjád°eno, epipóly p°edstavují bázi levého a pravého nulového prostoru matice F.
Epipoláry jsou p°ímky, procházející epipóly, do kterých se zobrazují body druhého obrazu:

l = Fu′ ,
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l′ = uTF .

Sloºky vektor· l, l′ nám udávají rovnici p°ímky; m·ºeme proto jednodu²e zobrazit do obrázku
epipoláry (zvolíme si x-ové sou°adnice krajních bod· úse£ky a y-ové dopo£ítáme). Výsledek je
na obrázcích 3 a 4.

Obr. 3. Epipoláry pro první obrázek

Obr. 4. Epipoláry pro druhý obrázek

3 Rekonstrukce scény
V této £ásti si ukáºeme postup, jak z obraz· u, u′ bod· scény m·ºeme tuto scénu rekonstruo-
vat. Nejd°íve budeme hledat vhodné projek£ní matice pro obrazy; ukáºeme si dva zp·soby -
faktorizaci a výpo£et projek£ních matic pomocí fundamentální matice. V prvním p°ípadu jsme
jako vedlej²í produkt získali sou°adnice rekonstruovaných bod·, v druhém je musíme dopo£í-
tat. Nakonec musíme najít a�nní zobrazení (homogra�i), které nám dává do souvislosti body
rekonstruovaného a skute£ného prostoru.

3.1 Nalezení projek£ních matic faktorizací
Princip faktorizace spo£ívá v °e²ení soustavy rovnic, vyjad°ující vztahy mezi v²emi body scény,
obrazy i kamerami. Vztah mezi bodem a jeho obrazem m·ºeme zapsat jako

αu = PX ,

kde α ∈ R\{0} a projek£ní matice P ∈ R3,4. Máme-li n bodových korespondencí v k obrazech,
bude mít tato soustava tvar
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nebo ve zkráceném zápisu αijuij = PiXj. V p°ípad¥, ºe chceme jen najít n¥jaké °e²ení (a nezáleºí
nám na tom, jestli zachovává topologii scény), m·ºeme v matici na levé stran¥ rovnice vynechat
projektivní hloubky (koe�cienty αij). Ozna£me tedy R = (uij). Hledáme rozklad této matice na
sou£in dvou matic P a X. Tento rozklad nalezneme pomocí jiº n¥kolikrát zde zmín¥ného SVD.
Musíme se ale postarat (omezením matic U, D, V získaných z SVD), aby výsledné matice m¥ly
poºadované rozm¥ry (R ∈ R3k,n, P ∈ R3k,4, X ∈ R4,n):

R = UDVT

U → U′ ∈ R3k,4

D → D′ ∈ R4,4

VT → V′T ∈ R4,n

P = U′D′, X = V′T .

Matice P potom bude obsahovat k pod sebou umíst¥ných projek£ních matic pro jednotlivé
kamery; ty jsou ur£eny jednozna£n¥ aº na a�nní zobrazení H (viz odstavec 3.4). Rekonstruované
sou°adnice bod· udávají sloupce matice X.

3.2 Nalezení projek£ních matic volbou jedné a výpo£tem druhé
Jiný p°ístup k tomuto problému spo£ívá v odvození projek£ních matic z fundamentální matice
F. Je t°eba si uv¥domit, ºe i kdyº nám dv¥ projek£ní matice P, P′ ur£ují fundamentální matici
jednozna£n¥, opa£né tvrzení neplatí a my m·ºeme nalézt k jedné fundamentální matici celou
t°ídu projek£ních matic P, P′; tyto t°ídy se budou li²it o a�nní transformaci H. M¥jme dva
obrazy u, u′ bodu X po°ízené kamerami P, P′. Tyto body jsou v²ak také obrazy bodu H−1X
vzhledem ke kamerám PH, P′H pro libovolnou a�nní transformaci H. P°i hledání vyhovujících
projek£ních matic si m·ºeme tedy jednu z nich zvolit a druhou dopo£ítat. �asto se pouºívá
kanonický tvar první projek£ní matice P = [E|0] (rekonstrukce bude v sou°adné soustav¥ první
kamery). Ozna£íme-li si X = [xT | 1]T a P′ = [A| b], potom má platit:

uTFu′ = 0 ,

(PX)TFP′X = 0 ,

xTFAx + xTFb = 0 .

Pokud zvolíme b = e′, zbavíme se tak druhého £lenu na levé stran¥ poslední rovnice. Vzhledem k
tomu, ºe xTFAx = 0, musí být matice FA antisymetrická. Matici A získáme °e²ením následující
soustavy rovnic:
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Matice této soustavy má hodnost 5, hodnost mnoºiny °e²ení je tedy 4. Matici A je pak vytvo°ena
libovolnou lineární kombinací £ty° bázových vektor·. M·ºeme si vybrat °e²ení, které nám bude
nejvíce vyhovovat (nap°íklad matice s nejv¥t²ím moºným pom¥rem prvních a posledních hodnot
na diagonále). Projek£ní matice P′ bude mít potom tvar P′ = [A| e′]. Toto °e²ení m·ºeme také
vyjád°it pomocí epipólu e′:

P = [E| 0] , P′ =
[
[e′]×F + e′vT

∣∣ λe′] ,

kde v ∈ R3 je libovolný vektor a λ nenulové reálné £íslo.

3.3 Rekonstrukce scény
Ve chvíli, kdy uº máme k dispozici matice P a P′ reprezentující kamery, nám nic nebrání v
rekonstrukci scény z korespondujících bod· u, u′. Mezi rekonstruovanými body a jejich obrazy
platí vztahy

PX = αu ,

P′X = α′u′ ,

kde α, α′ jsou op¥t nenulová reálná £ísla a X = (x, y, z, w)T je bod scény vyjád°en homogenními
sou°adnicemi. Ozna£íme-li P = [A| b], P′ = [A′| b′] a X = [xT | 1]T (x, b ∈ R3, A ∈ R3,3),
m·ºeme p°edchozí rovnice napsat jako

Ax + b = αu ⇒ x = αA−1u−A−1b ,

A′x + b′ = α′u′ ⇒ x = α′A′−1u′ −A′−1b′ .

Tuto soustavu rovnic m·ºeme °e²it pro neznámé α, α′ a zp¥tným dosazením získat x. Ve
skute£nosti je situace sloºit¥j²í, protoºe na²e data (sou°adnice bod· u, u′ v obraze) nejsou p°es-
nými obrazy bod· scény a p°i zp¥tné projekci nemusí odpovídat jedinému bodu x, ale dv¥ma
bod·m x1 a x2. Budeme tedy hledat takové °e²ení, aby tyto body byly k sob¥ co nejblíºe, z
následným zpr·m¥rováním (nalezením st°edu úse£ky s krajními body x1, x2) najdeme bod x.
Chceme tedy minimalizovat výraz ||x1 − x2||2 = (x1 − x2)

T (x1 − x2), víme-li, ºe

x1 = αA−1u−A−1b ,

x2 = α′A′−1u′ −A′−1b′ .

Zderivováním podmínky podle α, resp. α′ získáme rovnice

(A−1u)T (x1 − x2) = 0 ,

(A′−1u′)T (x1 − x2) = 0 ,

a po dosazení x1, x2

α(A−1u)TA−1u− α′(A−1u)TA′−1u′ = (A−1u)TA−1b− (A−1u)TA′−1b′ ,

α(A′−1u′)TA−1u− α′(A′−1u′)TA′−1u′ = (A′−1u′)TA−1b− (A′−1u′)TA′−1b′ ,

�e²ením této soustavy pak získáme α a α′, pomocí nich vypo£teme x1 a x2. Bod x potom bude
leºet ve st°edu úse£ky s krajními body x1, x2.
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3.4 Nalezení a�nní transformace H

Transforma£ní matice H v na²em p°ípad¥ vyjad°uje vztah mezi body X̂ skute£né a X rekon-
struované scény:

µX = HX̂ ,

kde µ je nenulové reálné £íslo speci�cké pro kaºdý bod. P°edpokládejme, ºe sou°adnice bod· X,
X̂ známe. Z t¥chto hodnot zjistíme koe�cienty matice H a hodnoty µi pro kaºdý bod Xi. Pro
jeden bod vypadá soustava rovnic takto (XT

i = (xi, yi, zi, wi), X̂
T
i = (x̂i, ŷi, ẑi, ŵi)):




−xi x̂i ŷi ẑi ŵi 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−yi 0 0 0 0 x̂i ŷi ẑi ŵi 0 0 0 0 0 0 0 0
−zi 0 0 0 0 0 0 0 0 x̂i ŷi ẑi ŵi 0 0 0 0
−wi 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x̂i ŷi ẑi ŵi
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Soustava má 4 rovnice a 17 (16 koe�cient· matice H a µ) neznámých pro jeden bod. Pro n bod·
bude mít 4n rovnic a 16+n neznámých; nejmen²í moºný po£et bod· k pot°ebný k nalezení °e²ení
je 5 (20 rovnic o 21 neznámých pro jednodimenzionální prostor °e²ení). Soustavu pro v¥t²í po£et
bod· m·ºeme °e²it nap°. pomocí SVD, kdy upravíme matici soustavy tak, aby dimenze jejího
nulového prostoru byla rovna jedné.
Tímto postupem jsme vypo£etli matici transformace bod· skute£né scény na body rekonstruo-
vané scény. Opa£nou transformaci vyjád°íme takto:

X̂ = µH−1X .

Obr. 5. Výsledek rekonstrukce (faktorizace)

4 Záv¥r
Vyzkou²eli jsme dva zp·soby výpo£tu projek£ních matic z daných bodových korespondencí (p°i-
bliºn¥ 20 bod·). Faktorizaci jsme provád¥li pro t°i kamery. P°i druhém zp·sobu výpo£tu (volb¥
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Obr. 6. Výsledek rekonstrukce (výpo£et P′) bez normalizace

Obr. 7. Výsledek rekonstrukce (výpo£et P′) s normalizací

jedné a dopo£tení druhé projek£ní matice) jsme hledali takové °e²ení, které by bylo co nejvíce
�regulární� - s nejv¥t²ím podílem prvního a posledního prvku na diagonále matice A. V praxi
jsme to provedli tak, ºe jsme náhodn¥ generovali ur£itý po£et matic a z tohoto souboru jsme vy-
brali nejlep²í °e²ení. Dále jsme zkou²eli vliv normalizace sou°adnic vstupních bod· (obraz·) na
kvalitu výsledné rekonstrukce. U faktorizace jsme nezaznamenali podstatný rozdíl mezi rekon-
strukcemi z normalizovaných a nenormalizovaných bod·. Jiná byla situace u druhé pouºité
metody, kde jsme zaznamenali po zavedení normalizace zna£né zlep²ení.
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Obr. 8. Reprojekce rekonstruovaných bod· (faktorizace, první obrázek)

Obr. 9. Reprojekce rekonstruovaných bod· (faktorizace, druhý obrázek)
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